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مقدمة:
   إن عملية اتخاذ القرار ليست بالأمر الهين كونها تحتاج من الشخص القائم عليها بذل جهد أكبر و بحث عميق لصياغة المشكلة بشكل دقيق، و تحديد المعلومات المطلوبة، و تحليلها و تقييم مختلف البدائل الممكنة و من ثم تقييم النتائج المحصل عليها، و بالتالي التوصل إلى القرار الأنسب و الذي يمكِّن المؤسسة من انجاز أعمالها بأعلى درجات الكفاءة.
   من هنا جاءت رياضيات المؤسسة كتطبيق علمي للطرق الرياضية و الإحصائية في حل مختلف المشاكل الإدارية و الاقتصادية، التي تواجه متخذ القرار في أداء مهامه، و القابلة للتكميم بالدرجة الأولى. 
   و تتميز رياضيات المؤسسة بالعديد من الأساليب المستخدمة في دراسة مختلف المشاكل الإدارية، لكل منها مجاله الخاص به، نذكر من بينها: البرمجة الخطية، نماذج النقل ... إلخ
  و في إطار هذه الأهمية، نسعى من خلال هذه السلسلة من المحاضرات إلى تقديم أبرز مكونات مقياس رياضيات المؤسسة، بدءً بالبرمجة الخطية و خوارزمياتها مرورا بالبرمجة الثنائية و تحليل الحساسية، وصولا لمسائل النقل، متوخين في ذلك البساطة و التعمق في تقديم الأمثلة التطبيقية.
  أخيرا، أستميح القارئ عذراً عما قد يجده من هفوات، و العصمة لله، و فوق كل ذي علم عليم.

الفصل الأول: البرمجة الخطية
المحور الأول: صياغة نماذج البرمجة الخطية
   لقد أصبح تبني الإدارة العلمية أو ما يسمى بالتحليل الكمي أو بحوث العمليات ضرورة حتمية لأي مؤسسة مهما كان شكلها و طابعها، خصوصا في ظل المنافسة الشرسة، محدودية الموارد و تعدد البدائل، و هذا ما استحدث وظيفة بحوث العمليات بالمؤسسات في الدول المتقدمة على غرار الوظائف الأخرى. فعملية اتخاذ القرار تكون منصبة على اختيار حل أمثل لمشكلة ما، يكون أساسها التفسير العلمي للمشكلة بدءً بتحديد المسألة     و جمع المعلومات اللازمة عنها، تحديد البدائل، تقييمها و من ثم اختيار أمثلها، و أخيرا اتخاذ القرارات الرشيدة بأقل تكلفة و أكبر ربح ممكن. 
   و قبل الخوض في الحديث عن الكيفية التي تتم بها صياغة و معالجة مثل هذه المسائل، تجدر بنا الإشارة إلى بعض المفاهيم المستعملة في ذلك:
1- النموذج (Le modèle): 
يُعرف النموذج على أنه الطبيعة الرياضية لمشكل ما.
2- النمذجة (La modélisation): 
و يقصد بعملية النمذجة صياغة و كتابة مشكل ما في شكل رياضي.
3- البرمجة (La programmation): 
و نعني بها التخطيط لتحقيق هدف معين، يتمثل في الحل الأمثل.
4- الخطية (Linéaire): 
نعني بها أن العلاقة بين متغيرات النموذج هي علاقة خطية، أي أن أس متغيرات النموذج يساوي الواحد.
5- البرمجة الخطية (La programmation Linéaire) : 
   اصطلاحا فإن كلمة البرمجة تعني سلسلة من الخطوات المنظمة يدويا أو آليا للوصول إلى الحل الذي يعظم أو يدني دالة النموذج في ظل مجموعة من القيود خلال فترة زمنية، و كلمة خطية تعني وجود علاقة خطية بين متغيرات دالة الهدف أي تتغير قيم المخرجات تبعا لتغير قيمة المدخلات بنفس النسبة أو في نفس الاتجاه زيادة أو نقصاً.

   تعرف البرمجة الخطية على أنها أسلوب رياضي يهتم بتخصيص الموارد المتاحة بشكل أمثل على الاستخدامات المختلفة، بهدف تعظيم الأرباح أو تدنية التكاليف.

كما تُعرف على أنها أسلوب رياضي يساعد على اتخاذ القرارات المتعلقة بالتوزيع أو التخصيص الأمثل لمجموعة من الموارد المحدودة على مجموعة من الاستخدامات المتعددة.

6- شروط استخدام البرمجة الخطية:
   لاستخدام البرمجة الخطية ينبغي توفر شروط معين، من أهمها:

6-1- تحديد المشكلة تحديدا رياضيا دقيقا بمتغيرات القرار، التي تكون معاملاتها على شكل ثوابت و معلومة مسبقاً، هذا كله لإيجاد دالة الهدف التي يمكنها قياس فعالية المؤسسة من خلال دراسة (الربح، كمية الإنتاج، التكاليف ... إلخ)، و الهدف من البرمجة الخطية هو تعظيم أو تقليل دالة الهدف حسب حاجة النموذج.
6-2- لتحقيق غرض أو هدف البرمجة الخطية في دالة الهدف، يجب مراعاة الموارد المتاحة للمؤسسة أي عدم تجاوزها، و تظهر هذه الخاصية على شكل مجموعة قيود في صورة علاقات رياضية خطية بمتغيرات القرار (معاملاتها عبارة عن ثوابت محددة مسبقا)، و علاقة كل منها على شكل متباينة غالبا (أو مساواة) للتأكيد على عدم تجاوز الكميات المتاحة من الموارد.
6-3- تتعلق كل من العلاقات الرياضية الخطية و متغيرات القرار في المسألة المدروسة ببعضها البعض بشكل وثيق، حيث أن أي تغيير من زيادة أو نقصان لأحد هذه المتغيرات يؤثر على مجموع المتغيرات من خلال تغيير بعضها أو كلها.
6-4- إتباع شرط عدم سلبية المتغيرات القرار، أي كميات الإنتاج المنقولة من مركز لآخر التي تكبر أو تصغر دالة الهدف يجب أن لا تكون سالبة، و يساعد هذا الشرط على تحديد منطقة الحلول المقبولة ثم إيجاد الحل الأمثل.
6-5- أن يكون لدينا عدد من المتغيرات التي تؤثر في تغيرها على القرارات المتخذة سواءٌ بالزيادة أو النقصان حسب البرنامج المقترح، و تؤثر هذه الزيادة أو النقصان على الهدف المطلوب تحقيقه.
6-6- يخضع تغير متغيرات القرار لحدود أو قيود تفرضها المواد المتاحة لدينا، و التي يمكن استخدامها في إنتاج كل أو بعض المنتجات، إلا أن طاقات الآلات محدودة و معروفة و الوقت المستغرق للإنتاج يكون أيضا معروفاً     و محدوداً. 
7- فرضيات البرمجة الخطية: 
   تستند البرمجة الخطية في أساسها النظري إلى مجموعة من الافتراضات الواجب توفرها في المشكلة حتى نستطيع حلها، و التي يمكن إجمالها فيما يلي:
7-1- الخطية: أي أن تكون العلاقة بين متغيرات المشكلة علاقة خطية، و هذا يعني أن تكون دالة الهدف    و القيود المفروضة على المشكلة على هيئة معادلات و متباينات من الدرجة الأولى.

 7-2- عدم السلبية: و تعني أن كل المتغيرات التي تدخل ضمن دالة الهدف و معادلات و متباينات نموذج البرمجة الخطية يجب أن تكون غير سالبة (أي أكبر أو تساوي الصفر)، إذ لا يمكن أن يكون حجم الإنتاج على سبيل المثال سالباً بأي حال من الأحوال.

7-3- التأكد التام: أي أن جميع عناصر المشكلة محدودة و مؤكدة، فتقنية البرمجة الخطية تقتصر في تطبيقها على تلك المشاكل التي تتضمن اتخاذ القرار في ظل التأكد التام، فالشخص القائم بتعريف المشكلة لا تواجهه عملية التنبؤ أو التخمين، حيث أنه يُفترض العلم التام بالظروف و العلاقات التي سوف تسود في المستقبل،
 لذلك يجب أن تكون جميع معاملات المتغيرات في المسألة مؤكدة و ثابتة.
7-4- قابلية التجزئة: أي أن حل مشكلة البرمجة الخطية ليس بالضرورة أن يكون بأعداد صحيحة، و هذا يعني قبول كسور كقيم لعوامل القرار، و إذا كان من الصعب إنتاج أجزاء من المنتج فعند ذلك نلجأ إلى استخدام البرمجة بالأعداد الصحيحة أو الرقمية.

7-5- التناسبية: و تعني أن كل وحدة من وحدات الإنتاج المتماثل تستخدم الكمية نفسها من الموارد المتاحة،
 فعلى سبيل المثال إذا كنا نحتاج إلى وحدتين من المواد الأولية لإنتاج وحدة واحدة تامة من منتج معين، فإننا نحتاج إلى أربعين وحدة من المواد الأولية لإنتاج عشرين وحدة من هذا الإنتاج.
7-6- الإضافية: و تعني أن مجموع كمية الموارد المستخدمة لكل الأنشطة يجب أن يساوي مجموع الموارد المستخدمة في كل نشاط على انفراد،
  فإذا كنا ننتج أربعة منتجات و كان الربح الناجم عن بيع وحدة واحدة من كل هذه المنتجات هو 8، 10، 12، 6 وحدات نقدية على التوالي، فإن إجمالي الربح الناجم عن إنتاج      و بيع ثلاث وحدات من كل منتج هو 3 (8+10+12+6) = 108 وحدات نقدية.
      
8- مراحل صياغة النموذج الرياضي للبرمجة الخطية:
   إن بناء النموذج الرياضي لأي مشكلة لابد أن يمر بخطوات تتمثل فيما يلي:
8-1- صياغة دالة الهدف: يسعى متخذ القرار إلى تحقيق هدف معين كتعظيم الأرباح مثلا، و تكون دالة الهدف قد اتخذت الشكل العام التالي:
   Max Z = c1 x1 + c2 x2 + … + cn xn
   حيث أن كلمة Max هي اختصار لكلمة Maximisation أي التعظيم، و ترمز كل من x1 ، x2 ...xn إلى عدد  الوحدات المنتجة من المنتجات 1، 2، ...  nعلى التوالي، أو إلى ما يجب أن تقتنيه المؤسسة من آلات أو وسائل نقل أو غير ذلك من متغيرات المشكلة، أما كل من c1، c2، ...  cn فهي ترمز إلى الربح المحقق بالوحدة الواحدة من المنتجات 1، 2، ... n على التوالي، و يرمز Z إلى الربح الكلي.
8-2- صياغة القيود: هي محددات المشكلة التي لا يمكن تجاوزها و التي تؤدي إلى تحقيق الهدف، فقد تكون  القيود ممثلة بالمواد الأولية أو العدد المطلوب من القوى العاملة أو ساعات العمل أو غيرها. كما تفرض هذه  القيود قيوداً على ما يمكن تخصيصه من الموارد المتاحة لتحقيق هدف معين، مثل: ما يمكن إنتاجه من المنتوج أو ما يمكن بيعه أو ما يمكن نقله من مصنع معين أو الكميات الدنيا و القصوى الواجب تسليمها إلى مستودع معين أو إلى غير ذلك.
   و قد تأخذ القيود الشكل العام التالي: 
    A≥  a1 x1 + a2 x2 + … + an xn
حيث أن:
a1، a2، ...  an  هي الكمية التي تحتاجها المؤسسة من المادة الخام مثلا لإنتاج وحدة واحدة من المنتجات 1، 2، ... n على التوالي. و تمثل A الكمية المتوفرة من المادة الخام لدى المؤسسة، فهي تبين الحد الأعلى الذي يمكن استخدامه من المادة الخام لإنجاز أعمال تلك المؤسسة.
8-3- شرط عدم سلبية المتغيرات: أي أن الكميات المستهدفة لمتغيرات القرار لا يمكن أن تكون سالبة، لأن ذلك ليس له معنى في الواقع، و بتعبير آخر لا يمكن للمؤسسة أن لا تنتج منتوجاً معينا و لكن لا يمكن أن تستهدف إنتاج كمية سالبة، و بالتالي يمكن التعبير عن شرط عد السلبية كما يلي: x1، x2، ... xn ≥ 0
9- الشكل العام للنموذج الرياضي:
   تعتبر عملية تشكيل النموذج الرياضي الخطوة الأولى لحل المسائل بطريقة البرمجة الخطية، و هي تهدف إلى عرض و توضيح المشكلة بطريقة رياضية تمكن من إيجاد الحل الأمثل. فالوصول إلى الحل الأمثل يتطلب صياغة النموذج الرياضي بشكل صحيح.
   و يتكون النموذج الرياضي من ثلاثة عناصر متكاملة، و هي: 

9-1- دالة الهدف (الدالة الاقتصادية): و تمثل الهدف الرئيسي للمشكلة المتعلق بالأمثلية، و تكتب هذه الدالة وفق الصياغة الرياضية التالية:
Opt  f(x) =  [image: image2.png]=1



 Cj  xj
   حيث أن:
Opt : تعني الأمثلية (Optimalité)، أي إما التعظيم (Max) أو التخفيض (Min)؛
Cj : معاملات دالة الهدف، أي إما العائد الوحدوي أو التكلفة الوحدوية لكل منتج؛
xj : رموز للكميات (عدد الوحدات) المنتجة لكل منتج، و هي المجاهيل التي نبحث عنها؛
j : مؤشر لعدد متغيرات (مجاهيل) النموذج و المقدرة بــ (n).
9-2- القيود: و هي عبارة عن الشروط (الظروف) التي تتواجد فيها المؤسسة، و يعبر عنها رياضيا في شكل معادلات أو متراجحات ذات الصيغة الرياضية التالية:
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   حيث أن:
aij : المعاملات الفنية، أي الكميات المستهلكة  من الموارد (الطاقات الإنتاجية) للإنتاج الوحدوي من المنتجات؛
bi : الكميات المتاحة من الموارد؛
i : عدد الأسطر، و هي بعدد القيود (m)؛
j : عدد الأعمدة، و هي بعدد المتغيرات أي المجاهيل (n).
   و للإشارة فإن مسائل البرمجة الخطية يمكن تمثيلها وفق ثلاث صيغ هي:
· الصيغة العامة (المختلطة) (Forme mixte): عادة ما تكتب البرامج الخطية في بداية وضعها على شكل صيغة عامة تحتوي على كل الإشارات ( ≥ ، = ، ≤ ).
· الصيغة القانونية(Forme canonique) : هي الصيغة التي تحتوي على إشارتي ≥ أو ≤ فقط.
· فإذا كانت الصيغة تحتوي على إشارة أقل أو تساوي فإننا نبحث عن التعظيم (Max)؛
· أما إذا كانت الصيغة تحتوي على إشارة أكبر أو تساوي، فإننا نبحث عن التخفيض (Min).
· الصيغة المعيارية(Forme standard) : هي الصيغة التي تحتوي على إشارة = فقط.
9-3- قيود عدم السلبية: أي أن جميع قيم المتغيرات يجب أن تكون موجبة أو منعدمة، لأنه لا يمكن إنتاج منتجات سالبة.
مثال01-01:
   تقوم مؤسسة ما بإنتاج الكراسي و الطاولات و بيعها للمدارس، حيث أن إنتاج كرسي واحد يتطلب 3 صفائح خشبية و 4 قطع من الحديد، و بعد بيعه يحقق ربحا قدره 250 دج، أما إنتاج الطاولة الواحدة فيتطلب 6 صفائح خشبية و 7 قطع من الحديد، و بعد بيعها تحقق ربحا قدره 430 دج، حيث أن المؤسسة لا تتوفر إلا على 180 قطعة خشبية و 320 قطعة من الحديد. 
   فما هي الكميات المثلى الواجب إنتاجها من كلا المنتجين، و التي تحقق لمؤسسة أكبر ربح ممكن؟
لدينا: 
الجدول رقم 01: تمثيل معطيات المثال 01-01
	
	الخشب
	الحديد
	الربح

	الكراسي
	3
	4
	250

	الطاولات
	6
	7
	430

	الكمية المتاحة
	180
	320
	


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
1- تحديد متغيرات القرار:
x1: تمثل كمية الكراسي التي سوف تنتجها المؤسسة و تحقق لها أكبر ربح؛
x2: تمثل كمية الطاولات التي سوف تنتجها المؤسسة و تحقق لها أعظم ربح.
2- صياغة دالة الهدف: إن ربح المؤسسة ناتج عن إنتاج و بيع كل من الكراسي و الطاولات و عليه:
2-1- إنتاج الكراسي: 
إنتاج 1 كرسي يحقق ربحا قدره (1 × 250) 
إنتاج 2 كرسي يحقق ربحا قدره (2 × 250)
إنتاج x1 كرسي يحقق ربحا قدره (x1 × 250)
2-2- إنتاج الطاولات: 
إنتاج 1 طاولة يحقق ربحا قدره (1 × 430) 
إنتاج 2 طاولة يحقق ربحا قدره (2 × 430)
إنتاج x1 طاولة يحقق ربحا قدره (x2 × 430)
و عليه و بما أن هذه المؤسسة تسعى إلى تعظيم أرباحها فإنه يمكن صياغة دالة الهدف على النحو التالي:
Max Z = 250 x1 + 430 x2
 3- صياغة القيود الوظيفية: فعلى المؤسسة أن تحترم ما تتوفر عليه من مواد أولية عند تعظيمها لأرباحها.
3-1- المادة الأولية الأولى (الخشب): تمثل كمية الخشب الكلية مجموع الخشب المستخدم في إنتاج الكراسي (x1 × 3) و الخشب المستخدم لإنتاج الطاولات (x2 × 6) و الذي يجب أن لا يتجاوز الكمية المتاحة و المقدرة بـــ 180 قطعة. و هذا يمكن التعبير عنه رياضيا بالصياغة التالية:
3 x1 + 6 x2 ≤  180 
3-2- المادة الأولية الثانية (الحديد): تمثل كمية الحديد الكلية مجموع الحديد المستخدم في إنتاج الكراسي (x1 × 4) و الحديد المستخدم لإنتاج الطاولات (x2 × 7) و الذي يجب أن لا يتجاوز الكمية المتاحة و المقدرة بـــ 320 قطعة. و هذا يمكن التعبير عنه رياضيا بالصياغة التالية:
4 x1 + 7 x2 ≤  320
4- قيود عدم سلبية المتغيرات: حيث أن إنتاج كل من الكراسي و الطاولات لا يمكن أن يكون بكميات سالبة، فإما يكون موجبا أو معدوما، و هو ما يُعبر عنه بالصياغة التالية: 

x1 ≥ 0                 x2 ≥  0
   و عليه و بتجميع الصيغ الرياضية المحصل عليها سابقا، نحصل على الشكل النهائي لنموذج البرمجة الخطية:
                                          Max Z= 250 x1+430 x2  دالة الهدف                                                      
                                                       Soumise aux contraintesتحت القيود                             
                                                       3 x1 + 6 x2  ≤ 180قيد الخشب                     
                                                       4 x1 + 7 x2 ≤  320 قيد الحديد                      
                                                       x1 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الأولى                        
                                                       x2 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الثانية                        
تمارين محلولة:
التمرين الأول:

   مؤسسة للتجارة تنتج 3 أنواع من المنتجات هي: الكراسي، الطاولات، الخزائن، عملية الإنتاج تستدعي مرور هذه المنتجات بثلاث ورشات:
الورشة 01: يتم على مستوى هذه الورشة صناعة الهياكل، طاقة العمل القصوى بها تقدر بـــــ 130 ساعة؛
الورشة 02: يتم على مستوى هذه الورشة تركيب الملحقات، عدد ساعات العمل المتاح لهذه الورشة يقدر بـــــ 90 ساعة؛
الورشة 03: يتم على مستوى هذه الورشة الإنهاء، طاقة العمل القصوى بها تقدر بـــــ 80 ساعة.
   إنتاج الكرسي الواحد يتطلب 14 سا في الورشة 01، و 14 سا في الورشة 02، و 10 سا في الورشة 03، و إنتاج طاولة واحدة يتطلب 18 سا في الورشة 01، و 20سا في الورشة 02، و 5سا في الورشة 03، و إنتاج خزانة واحدة يتطلب 25سا في الورشة 01، و 20سا في الورشة 02، و 10سا في الورشة 03. الكرسي الواحد يتطلب صفيحة خشبية واحدة في حين أن الطاولة تتطلب صفيحتين، أما بالنسبة للخزانة الواحدة فتتطلب 4 صفائح خشبية، علما أن المتاح من الصفائح الخشبية على مستوى المؤسسة يقدر بـــــ 125 صفيحة، سعر بيع: الكرسي الواحد 450 دج، الطاولة الواحدة 1000 دج و الخزانة الواحدة 1500 دج، علما أن تكلفة: الكرسي الواحد 400 دج، الطاولة الواحدة 900 دج، الخزانة الواحدة 1000 دج.
المطلوب: 
1- صياغة نموذج البرمجة الخطية الذي يسمح بتحديد الكميات الواجب إنتاجها من الكراسي، الطاولات         و الخزائن، و الذي يسمح للمؤسسة بتحقيق أعظم ربح ممكن.
2- صياغة النموذج بافتراض أن هذه المنتجات الثلاث تخزن في مخزن طاقته الاستيعابية تقدر ب 500 وحدة     و بافتراض أن الحجم التخزيني للمنتجات الثلاث متساوي.  
حل التمرين الأول:
1- تحديد متغيرات القرار:
تمثل x1 عدد الوحدات المنتجة من الكراسي و التي تحقق للمؤسسة أعظم ربح؛
تمثل x2 عدد الوحدات المنتجة من الطاولات و التي تحقق للمؤسسة أعظم ربح؛
تمثل x3 عدد الوحدات المنتجة من الخزائن و التي تحقق للمؤسسة أعظم ربح.
2- صياغة دالة الهدف:
الربح الإجمالي للمؤسسة = الربح المترتب عن بيع الكراسي + الربح المترتب عن بيع الطاولات + الربح المترتب عن بيع الخزائن
الربح الإجمالي للمؤسسة = (450-400=50 x1) + (1000-900=100 x2) + (1500-100=500 x3)
   و عليه تصبح دالة الهدف كالتالي:
Max Z = 50 x1+100 x2+500 x3
3- صياغة القيود:
إنتاج المنتجات الثلاث يجب أن لا يتجاوز المتاح من المادة الأولية (الخشب) و المقدر بـــ 125 صفيحة خشبية.
الوقت المستغرق في كل ورشة = الوقت المستغرق لإنتاج الكراسي + الوقت المستغرق لإنتاج الطاولات + الوقت المستغرق لإنتاج الخزائن
مثلا: الوقت المستغرق في الورشة 01 = الوقت المستغرق لإنتاج الكراسي (14 x1) + الوقت المستغرق لإنتاج الطاولات (18 x2)+ الوقت المستغرق لإنتاج الخزائن (25 x3)
و عليه تصبح القيود كالتالي:
                                                       14 x1 + 18 x2 + 25 x3  ≤ 130 قيد الورشة الأولى                  
    14 x1 + 20 x2 + 20 x3  ≤ 90 قيد الورشة الثانية                     
10 x1 + 5 x2 + 10 x3  ≤ 80 قيد الورشة الثالثة                       
1 x1 + 2 x2 + 4 x3  ≤ 125 قيد المادة الأولية                     
                               x1 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الأولى                             
                               x2 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الثانية                             
    x3 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الثالثة                             
و عند إضافة قيد التخزين تتم إضافة القيد التالي:
1 x1 + 1 x2 + 1 x3  ≤ 500
التمرين الثاني:

   تحاول مؤسسة IFRI إنتاج أكبر عدد من منتجين اثنين: مياه معدنية و عصائر، و ذلك في ظل القيود التي تفرضها الطاقة الإنتاجية و الطاقة التمويلية، و الجدول أدناه يوضح البيانات الخاصة بالمنتجين.

	المنتجات
	سعر بيع الوحدة
	تكلفة الوحدة
	عدد الساعات المطلوبة لإنتاج وحدة واحدة

	
	
	
	القسم أ
	القسم ب
	القسم ج

	المياه المعدنية
	14
	10
	0,5
	0,3
	0,2

	العصائر
	11
	8
	0,3
	0,4
	0,1

	الطاقة المتاحة بالأقسام
	-
	-
	500
	400
	200


    حيث أن المؤسسة تتوفر على مبلغ 30000دج، علما أنه يتم تخزين هذه المنتجات قبل تسويقها في مخزن طاقته الاستيعابية 300 وحدة، حيث أن الحجم التخزيني للعصائر ضعف المياه المعدنية.

المطلوب: بناء النموذج الرياضي لهذه المسألة.

حل التمرين الثاني:
1- تحديد متغيرات القرار:
تمثل x1 عدد الوحدات المنتجة من المياه المعدنية و التي تحقق للمؤسسة أعظم ربح؛
تمثل x2 عدد الوحدات المنتجة من العصائر و التي تحقق للمؤسسة أعظم ربح.
2- صياغة دالة الهدف:
الربح الإجمالي للمؤسسة = الربح المترتب عن بيع المياه المعدنية + الربح المترتب عن بيع العصائر 
الربح الإجمالي للمؤسسة = (14 – 10 = 4 x1) + (11– 8 = 3 x2)
   و عليه تصبح دالة الهدف كالتالي:
Max Z = 3 x1+ 4 x2
3- صياغة القيود:
إنتاج المنتجتين يجب أن لا يتجاوز المبلغ المتاح و المقدر بـــ 30.000دج.
الوقت المستغرق في كل قسم = الوقت المستغرق لإنتاج المياه المعدنية + الوقت المستغرق لإنتاج العصائر 
مثلا: الوقت المستغرق في القسم أ = الوقت المستغرق لإنتاج المياه المعدنية (0.5 x1) + الوقت المستغرق لإنتاج العصائر (0.3 x2)
و عليه تصبح القيود كالتالي:
                                                       0.5 x1 + 0.3 x2 ≤ 500 قيد القسم الأول                            
    0.3 x1 + 0.4 x2 ≤ 400 قيد القسم الثاني                            
0.2 x1 + 0.1 x2 ≤ 200 قيد القسم الثالث                           
10 x1 + 8 x2 ≤ 30.000 قيد المبلغ المتاح                        
1 x1 + 2 x2 ≤ 300 قيد التخزين                                 
                               x1 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الأولى                             
                               x2 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الثانية                             
التمرين الثالث:  
   تنتج مؤسسة ما 3 أنواع من المنتجات P1، P2، P3 باستخدام نوعين من المنتجات الأولية M1، M2، استهلاك الوحدة الواحدة من كل منتج من كل نوع من المواد الأولية و معلومات أخرى متعلقة بالمشكل موضوع الدراسة مبينة في الجدول أدناه:
	                المواد الأولية
المنتجات
	M1
	M2
	سعر البيع

	P1
	01
	02
	04

	P2
	02
	02
	01

	P3
	01
	-
	03

	المتاح من المواد الأولية
	100
	150
	


المطلوب: أكتب النموذج الرياضي لهذا المشكل علما أن الطاقة التخزينية المتاحة هي 500 وحدة.
حل التمرين الثالث:
1- تحديد متغيرات القرار:
تمثل x1 عدد الوحدات المنتجة من المنتج الأول P1؛
تمثل x2 عدد الوحدات المنتجة من المنتج الثاني P2؛
تمثل x3 عدد الوحدات المنتجة من المنتج الثالث P3.
2- صياغة دالة الهدف:
Max Z = 4 x1+ 1 x2 + 3 x3
3- صياغة القيود:
                                                       1 x1 + 2 x2 + 1 x3  ≤ 100 قيد الآلة الأولى                           
    2 x1 + 2 x2 ≤ 150 قيد الآلة الثانية                                      
1 x1 + 1 x2 + 1 x3  ≤ 500 قيد التخزين                               
                               x1 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الأولى                             
                               x2 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الثانية                             
    x3 ≥ 0قيد عدم سلبية المتغيرة الثالثة                             
المحور الثاني: حل نماذج البرمجة الخطية بالطريقة البيانية 
1- حل نماذج البرمجة الخطية: نعني بحل البرنامج الخطي، إيجاد قيم المتغيرات التي تجعل دالة الهدف في أمثل قيمة لها دون تجاوز حدود القيود، سواء كانت دالة الهدف في حالة تعظيم أوفي حالة تدنية.
  و عليه فإن الحل يمثل كل قيم متغيرات القرار التي تحقق القيود الوظيفية.
   و يمكن التمييز بين ثلاثة أنواع من الحلول: 
1-1- الحل المقبول (Solution réalisable): هو كل قيم متغيرات القرار التي تحقق القيود الوظيفية     و قيود عدم سلبية المتغيرات؛
1-2- الحل غير المقبول (Solution non réalisable): هو كل قيم متغيرات القرار التي تحقق القيود الوظيفية و لا تحقق قيود عدم سلبية المتغيرات.  
1-3- الحل الأمثل(Solution Optimale) : نسمي حلاًّ أمثلاً كل حل مقبول و الذي يعطي لدالة الهدف أمثل قيم، أي أعظم قيمة في حالة Max، و أدنى قيمة في حالة Min. 
2- الطريقة البيانية: تستخدم طريقة الرسم البياني لإيجاد الحل الأمثل لنماذج البرمجة الخطية، و تعتبر من أسهل الطرق و التي تُستعمل فقط في حالة وجود متغيرين و الاستغناء عن ثلاثة متغيرات لأن تمثيلها يتم في الفضاء     و يصعب تحليله.
 
3- خطوات الحل باستعمال الطريقة البيانية: تتمثل خطوات الحل وفق الطريقة البيانية فيما يلي: 
3-1- الخطوة الأولى: يتم رسم القيود على أنها معادلات، و ذلك كما يلي:
بالنسبة للقيد الأول يتم افتراض أن أحد المتغيرين معدوم و بالتالي يمكن حساب المتغير الآخر، و نفس الشيء يتم افتراض أن المتغير الثاني معدوم ليتم حساب المتغير الأول، و بهذا تكون لدينا نقطتان يتم من خلالهما رسم مستقيم القيد الأول. و بنفس الطريقة يتم رسم مستقيمات باقي القيود و بتقاطعها يتم الحصول على منطقة الحلول المقبولة (الممكنة)، و يجب ملاحظة اتجاه المتراجحات أو القيود.

حيث أنه: 

· إذا كانت العلاقة في القيد ≥ فإن اتجاه الحل سوف يكون باتجاه كبر المتغيرات؛
· إذا كانت العلاقة في القيد ≤ فإن اتجاه الحل سوف يكون باتجاه صغر المتغيرات؛
· إذا كانت العلاقة في القيد = فإن اتجاه الحل سوف يقع على الخط؛
3-2- الخطوة الثانية: إيجاد قيمة دالة الهدف عند كل نقطة زاوية و نختار أفضلها في كلتا الحالتين، فإذا كانت دالة الهدف تعظيم (Max) يتم اختيار أكبر قيمة، و في حالة كون دالة الهدف تدنية (Min) يتم اختيار أصغر قيمة و من ثم تحديد الحل الأمثل. 
مثال 02-01:
                                          Max Z= 1000 x1+1200 x2  
                                                       Soumise aux contraintes 
                                                       10 x1 + 5 x2  ≤ 200 
                                                       2 x1 + 3 x2 ≤  60
                                              x1 ≤ 34 
                                                        x2 ≤ 14 
                                                        x1 ≥ 0 
                                                        x2 ≥ 0 
1- التمثيل البياني للقيود: أي رسم القيود على معلم متعامد و متجانس.
1-1- القيد الأول:   +5 x2  ≤ 200 10 x1 
يتم تحويل المتراجحة إلى معادلة خطية أي:               +5 x2 = 200 10 x1
نضع: 
 x1 = 0     ⇒     5 x2 = 200     ⇒      x2 = 40            A ( 0 , 40)
نضع: 
 x2 = 0     ⇒     10 x1 = 200     ⇒      x1 = 20            B ( 20 , 0)
1-2- القيد الثاني:   +3 x2  ≤ 60 2 x1 
يتم تحويل المتراجحة إلى معادلة خطية أي:               +3 x2 = 60 2 x1
نضع: 
 x1 = 0     ⇒     3 x2 = 60     ⇒      x2 = 20            C ( 0 , 20)
نضع: 
 x2 = 0     ⇒     2 x1 = 60     ⇒      x1 = 30            D ( 30 , 0)
هذا إضافة إلى تحويل القيدين الأخيرين إلى معادلات:x1 = 34  و x2 = 14، ثم تمثيلها جميعا على معلم متعامد و متجانس.
الشكل رقم 01: التمثيل البياني لقيود المثال 02-01
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المصدر: من إعداد الباحثة بناءً على معطيات المثال
   عند رسم القيود نلاحظ أنها تقسم المستوي إلى قسمين: قسم يقع على يمين المستقيم و آخر يقع على يساره.
   فلو أخذنا على سبيل المثال القيد الأول  +5 x2  ≤ 200 10 x1  نلاحظ أنه يقسم المستوي إلى قسمين، أحدهما على يمين المستقيم و الآخر على يساره، و كلاهما يحتوي على عدد لانهائي من النقاط، فلو أخذنا أي نقطة من النقاط الواقعة على اليمين و عوضنا إحداثياتها في المتراجحة فإننا نلاحظ أنها لا تحقق القيد.
   مثل: النقطة G(50,30) عند تعويضها في القيد أعلاه نحصل على: 10(50) + 5(30) ˃ 200 فهي لا تحقق القيد، و عليه فإن جميع النقاط الواقعة يمين (أعلى) المستقيم لا تحقق القيد و بالتالي فهي ليست حلا للمتراجحة.
   أما لو أخذت النقاط الواقعة على يسار المستقيم و تم تعويضها في القيد فنلاحظ أنها تحقق القيد أعلاه.
   مثل: النقطة N(10,10) (و التي تقع تحت المستقيم)، عند تعويضها في القيد أعلاه نحصل على       10(10) + 5(10) ˂ 200، و النقطة P(12,16) (و التي تقع على المستقيم) عند تعويضها في القيد أعلاه نحصل على  10(12) + 5(16) = 200 فكلاهما يحقق القيد، و عليه فإن جميع النقاط الواقعة يسار (تحت) القيد تحقق القيد، و بالتالي فهي حل للمتراجحة.
2- تحديد منطقة الحلول المقبولة:
   نسمي المنطقة OLKMB منطقة الحلول المقبولة، و هي تحتوي عدد لانهائي من النقاط، و التي تتوزع داخل المنطقة أو على حدودها، أو على النقاط الرأسية (Points extrêmes): O, L, K, M, B. 
   من أجل أي نقطة من منطقة الحلول المقبولة هناك قيمة لدالة الهدف Z، و ما يهمنا هو إيجاد النقطة التي تعطي لـــ Z أعظم (أمثل) قيمة، و هاته النقطة تتواجد على أحد رؤوس منطقة الحلول المقبولة، لذلك نضطر إلى إيجاد و حساب إحداثيات النقط الرأسية، ليتم تعويضها في دالة الهدف و من ثَم اختيار النقطة الرأسية التي تعطي لـــ Z القيمة الأمثل.  
3- تحديد إحداثيات النقاط الرأسية و تقييم Z:
   من الشكل أعلاه تتضح لنا إحداثيات النقاط:
O (0 , 0)   ⇒   Z = 1000 (0) + 1200 (0)   ⇒   Z = 0
L (0 , 14)   ⇒   Z = 1000 (0) + 1200 (14)   ⇒   Z = 16800
B (20 , 0)   ⇒   Z = 1000 (20) + 1200 (0)   ⇒   Z = 20000
أما النقاط M و K فيتم حساب إحداثياتها جبريا.
بالنسبة للنقطة M فهي عبارة عن تقاطع المستقيمين:  +3 x2  = 60 2 x1 و +5 x2 = 200 10 x1، و عليه يتم حل جملة المعادلة لإيجاد إحداثيات هذه النقطة.
10x1 + 5x2 = 200

2x1 + 3x2 = 60 ………. × (-5)

بضرب المعادلة الثانية في (-5)، و جمع المعادلتين نحصل على:
10x1 + 5x2 + (- 10x1 - 5x2) = 200 – 300

- 10x2 = 100   ⇒   x2 = 10
بتعويض قيمة x2 في إحدى المعادلتين (و لتكن المعادلة الثانية)، نحصل على:
2x1 + 3(10) = 60   ⇒ 2x1 = 60- 30   ⇒   x1 = 15
و منه: 
M (15 , 10)   ⇒   Z = 1000 (15) + 1200 (10)   ⇒   Z = 27000
أما بالنسبة للنقطة K فهي عبارة عن تقاطع المستقيمين:  x2  = 14 و +3 x2 = 60 2 x1، و عليه يتم حل جملة المعادلة لإيجاد إحداثيات هذه النقطة.
x2 = 14
2x1 + 3x2 = 60 

بتعويض قيمة x2 في المعادلة الثانية نحصل على:
2x1 + 3(14) = 60   ⇒   2x1 = 60 – 42 =42  ⇒   x1 = 9
و منه: 

K (9 , 14)   ⇒   Z = 1000 (9) + 1200 (14)   ⇒   Z = 25800
و عليه فإن الحل الأمثل هو النقطة: M (15 , 10)    .
و بعد إيجاد الحل الأمثل للنموذج، يمكن أن نخلُص إلى أن البرنامج الإنتاجي الأمثل للمؤسسة هو كالتالي:
x1= 15 أي على المؤسسة إنتاج 15 وحدة من المنتج الأول؛
x2= 10 أي على المؤسسة إنتاج 10 وحدات من المنتج الثاني.
4- تحقيق قيود النموذج:
   يتم في هذه المرحلة التأكد من ما إذا كان الحل الأمثل يحقق قيود النموذج من عدمه، و عليه يتم تعويض قيم الحل الأمثل في القيود الوظيفية و قيود عدم سلبية المتغيرات:
                                                       10 (15) + 5 (10)  = 200  قيد محقق............... 
                                                       2 (15) + 3 (10) = 60 قيد محقق............... 
                                              15 ˂ 34 قيد محقق............... 
                                                        10 ˂ 14 قيد محقق............... 
                                                        15 ˃ 0 قيد محقق............... 
                                                        10 ˃ 0 قيد محقق............... 
و عليه يتضح أن جميع قيود النموذج محققة (بإشارات: تساوي، أقل تماما، أكبر تماما)، أي أن الحل الأمثل يحقق كل القيود.
4-1- القيود المشبعة و القيود غير المشبعة و التفسير الاقتصادي لها:
   تمثل القيود المشبعة (Les contraintes saturées) القيود لمحققة بإشارة تساوي، ما يعني أن الكمية المتاحة تساوي الكمية المستخدمة، أي أن الكمية المتبقية معدومة، فالمتاح مستخدَم استخداما كاملا.
   أما القيود غير المشبعة (Les contraintes non saturées) فهي القيود التي لم تتحقق بإشارة التساوي (أقل تماما)، ما يعني أن هناك كمية متبقية من المتاح لم يتم استخدامها، و التي تمثل الفرق بين الكمية المتاحة     و الكمية المستخدمة.
4-2- التفسير الهندسي للقيود المشبعة و القيود غير المشبعة:
   مما سبق نلاحظ أن كلا من القيدين الأول و الثاني مشبعان، و بالرجوع إلى التمثيل البياني السابق نلاحظ أن كلا القيدين يمر بالنقطة M و التي تمثل الحل الأمثل للنموذج السابق، و بالتالي يمكن القول أن القيود المشبعة هي القيود التي تمر بالحل الأمثل. 
· أنواع الحلول:
و هناك أربع حالات (أنواع) للحلول و هي: 
 
الحالة الأولى: وجود حل وحيد لمسألة البرمجة الخطية؛
الحالة الثانية: وجود أكثر من حل واحد من الحلول المثلى، و في هذه الحالة فإن لمسألة البرمجة الخطية حلولا مُثلى بديلة أو متعددة، و يمكن بطريقة الرسم معرفة هذه الحالة عندما يلامس الخط المستقيم لدالة الهدف جزءً كاملا من خط مستقيم يمثل جزءً من محيط منطقة الحلول المقبولة.
الحالة الثالثة: مسألة البرمجة الخطية غير ممكنة الحل، و هذا يعني أن منطقة الحلول المقبولة لا تتضمن أية نقاط تحقق جميع القيود، و هذا ناتج بالطبع عن حالة القيود التي ربما تكون متعارضة، و يجب النظر فيها.
 
الحالة الرابعة: مسألة البرمجة الخطية غير محددة الحل، و هذا يعني وجود نقاط في منطقة الحلول المقبولة ذات قيم كبيرة جدا، و يمكن بالرسم معرفة هذه الحالة من خلال تحريك خط دالة الهدف بشكل متوازي في اتجاه زيادة قيمتها و لا يفقد التماس مع منطقة الحلول المقبولة للمسألة.
   و لتوضيح حالة وجود حلول مثلى متعددة سوف نأخذ المثال التالي:
مثال 02-02:
ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
                                      Min Z= 3 x1+3 x2
                                                    Soumise aux contraintes 
                                                        x1 +  x2  ≥ 9 
                                                        x1  -  x2 ≤  9
                                                        x1 + 3 x2 ≥  17

                                              x1 ≥ 3 
                                                        x2 ≤ 10 
                                                        x1 ≥ 0 
                                                        x2 ≥ 0 
1- التمثيل البياني للقيود: 
1-1- القيد الأول:   + x2  = 9 x1 
نضع: 
 x1 = 0     ⇒      x2 = 9                  A ( 0 , 9)
نضع: 
 x2 = 0     ⇒     x1 = 9                   B ( 9 , 0)
1-2- القيد الثاني:   - x2  = 9  x1 
نضع: 
 x1 = 0     ⇒      x2 = - 9               C ( 0 , - 9)
نضع: 
 x2 = 0     ⇒      x1 = 9                  D ( 9 , 0)
1-3- القيد الثالث:   +3 x2  = 17  x1 
نضع: 
 x1 = 0     ⇒      x2 = 3/17             E ( 0 , 3/17)
نضع: 
 x2 = 0     ⇒      x1 = 17                F ( 17 , 0)
هذا إضافة إلى تحويل القيدين الأخيرين إلى معادلات:x1 = 3  و x2 = 10 ، ثم تمثيلها جميعا على معلم متعامد  و متجانس.
الشكل رقم 02: التمثيل البياني لقيود المثال 02-02 
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال 
   و عليه فإن المنطقة OLMNK هي منطقة الحلول المقبولة.
2- تحديد إحداثيات النقاط الرأسية و تقييم Z:
· النقطة O: هي عبارة عن تقاطع المستقيمين:
x1  -  x2 =  9 …………… × (3)
x1 +  3 x2 = 17

بضرب المعادلة الأولى في (3)، و جمع المعادلتين نحصل على:
3x1 - 3x2 + x1 + 3x2 = 27 + 17
4x1 = 44   ⇒   x1 = 11
بتعويض قيمة x1 في إحدى المعادلتين (و لتكن المعادلة الأولى)، نحصل على:
11 – x2 = 9   ⇒ -x2 = 9 - 11   ⇒   x2 = 2
و منه: 

O (11 , 2)   ⇒   Z = 3 (11) + 3 (2)   ⇒   Z = 39
· النقطة L: هي عبارة عن تقاطع المستقيمين:
x1  +  x2 =  9 …………… × (-3)
x1 +  3 x2 = 17

بضرب المعادلة الأولى في (-3)، و جمع المعادلتين نحصل على:
-3x1 - 3x2 + x1 + 3x2 = -27 + 17
-2x1 = - 10   ⇒   x1 = 5
بتعويض قيمة x1 في إحدى المعادلتين (و لتكن المعادلة الأولى)، نحصل على:
5 + x2 = 9   ⇒ x2 = 9 - 5   ⇒   x2 = 4
و منه: 

L (5 , 4)   ⇒   Z = 3 (5) + 3 (4)   ⇒   Z = 27
· النقطة M: هي عبارة عن تقاطع المستقيمين:
x1  =  3 
x1 +   x2 = 9
بتعويض قيمة x1 في المعادلة الثانية، نحصل على:
3 + x2 = 9   ⇒ x2 = 9 - 3   ⇒   x2 = 6
و منه: 

M (3 , 6)   ⇒   Z = 3 (3) + 3 (6)   ⇒   Z = 27
· النقطة N: هي عبارة عن تقاطع المستقيمين:
x1  =  3 
x2 = 10
و منه: 

N (3 , 10)   ⇒   Z = 3 (3) + 3 (10)   ⇒   Z = 39
· النقطة K: هي عبارة عن تقاطع المستقيمين:
x2  =  10 
x1 -   x2 = 9
بتعويض قيمة x2 في المعادلة الثانية، نحصل على:
x1 - 10 = 9   ⇒  x1 = 9 + 10   ⇒   x1 = 19
و منه: 

K (19 , 10)   ⇒   Z = 3 (19) + 3 (10)   ⇒   Z = 87
الجدول رقم 02: تحديد إحداثيات النقاط الرأسية و قيمة دالة الهدف عنها
	Z = 3x1 + 3x2
	الإحداثيات
	النقاط الرأسية

	Z = 3(11) + 3(2)=39
	(11 , 2)
	O

	Z = 3(5) + 3(4)=27
	(5 , 4)
	L

	Z = 3(3) + 3(6)=27
	(3 , 6)
	M

	Z = 3(3) + 3(10)=39
	(3 , 10)
	N

	Z = 3(19) + 3(10)=87
	(19 , 10)
	K


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على نتائج المثال
و عليه نلاحظ أن كلا من النقطتين M و L تمثلان حلا أمثلا للنموذج أعلاه (تدنية Min)، فيصبح البرنامج الإنتاجي للمؤسسة كالتالي:
الحل الأمثل الأول (النقطة L):
x1= 5 أي على المؤسسة إنتاج 5 وحدة من المنتج الأول؛
x2= 4 أي على المؤسسة إنتاج 4 وحدات من المنتج الثاني.
الحل الأمثل الثاني (النقطة M):
x1= 3 أي على المؤسسة إنتاج 3 وحدة من المنتج الأول؛
x2= 6 أي على المؤسسة إنتاج 6 وحدات من المنتج الثاني.
   حيث أن كلا الحلين يحققان المستوى الأدنى من التكاليف للمؤسسة و المقدرة بـــ 27 وحدة نقدية.
   و انطلاقا من التمثيل البياني للقيود، نلاحظ أن كلا من النقطتين L و M تقعان على نفس المستقيم الذي يمثل القيد الأول للنموذج، ذو الميل 1 (1/1=1) الذي يمثل نفس ميل دالة الهدف (3/3=1).   
و عليه، و انطلاقا من هذين الحلين الأمثلين، يمكننا استنتاج حلول مُثلى أخرى اعتمادا على العلاقة التالية:
XoptN = λ Xopt1 + (1 - λ) Xopt2
حيث أن:   [0 , 1] ∈  λ
XoptN: يمثل الحل الأمثل المراد استنتاجه؛
Xopt1: يمثل الحل الأمثل الأول؛
Xopt2: يمثل الحل الأمثل الثاني؛
مثلا: نفرض أنه من أجل:=0,4   λ:

XoptN = 0,4 [image: image8.png]
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   و بتعويض القيم الجديدة المحصل عليها في دالة الهدف نجد:
Z = 3(3,8) + 3(5,2)=27
   و بالتالي فإنه كلما غيرنا قيمة λ سوف يتم الحصول على حل أمثل آخر، و بما أنه لدينا العديد من الحلول المثلى، فإن باقي الحلول تقع على القطعة المستقيمة التي تصل الحلين الأمثلين L و M.
   و بناءً على ما سبق يمكن تلخيص خطوات حل نماذج البرمجة الخطية وفق الطريقة البيانية كما يلي:

· رسم القيود الوظيفية للنموذج بعد تحويلها إلى معادلات؛
· تعريف و تحديد منطقة الحلول الممكنة بين القيود و التي تسمى مساحة الحل، حيث أن أي نقطة فيها تحقق المعادلات و أي نقطة خارج هذه المساحة لا تحقق المعادلات؛
· تعريف النقاط الركنية (الرأسية) و التي تكون مرشحة لأن تكون نقطة الحل الأمثل؛
· حساب قيمة الحل الأمثل، و ذلك بحساب قيمة دالة الهدف لكل نقطة مرشحة للحل، و النقطة التي تحقق أكبر قيمة ممكنة في حالة التعظيم أو أقل قيمة ممكنة لدالة الهدف في حالة التصغير تعتبر نقطة الحل الأمثل.
تمارين محلولة: 

التمرين الأول: مؤسسة لإنتاج المنتجات البلاستيكية، تركز على إنتاج منتجين P1، P2، خلال السنة القادمة    و ذلك لكثرة الطلب عليهما من جهة و قلة تكاليفهما من جهة أخرى. تستخدم المؤسسة لإنتاج هذين المنتجين مادتين خام هما: Mat-1، Mat-2 بكميات متفاوتة، بالإضافة إلى ذلك تستخدم المؤسسة آلتين: Machine-1، Machine-2. الجدول أدناه يوضح استهلاك المواد الخام و كذا الوقت المستغرق على مستوى كل آلة.
	
	Mat-1
	Mat-2
	Machine-1
	Machine-2

	المنتج P1
	01
	05
	02
	00

	المنتج P2
	01
	06
	01
	03


   المؤسسة لا تتوفر إلا على 400 وحدة من المادة الخام الأولى أما المادة الخام الأخرى فإنها تستجيب لأي برنامج إنتاجي. فيما يخص الطاقة القصوى للآلتين فهي على التوالي 600 و 900 ساعة، و حسب مدير المبيعات لهذه المؤسسة فإن هذه الأخيرة يجب عليها على الأقل إنتاج 150 وحدة من P1، أما عن الربح المترتب عن المنتجين فهو على التوالي: 300 و 200 دج.
المطلوب:1- حدد الكميات الواجب إنتاجها من المنتجين بغرض تحقيق أعظم ربح؛
2- حدد كمية المادتين الخام Mat-1 و Mat-2 المستخدمتين لإنتاج P1 ، حدد كمية المادتين الخام Mat-1 و Mat-2 المستخدمتين لإنتاج P2، ثم حدد كمية المادتين الخام الكلية المستخدمة و غير المستخدمة؛
3- حدد الوقت المستخدم لإنتاج P1 على مستوى Machine-1 ثم على مستوى Machine-2؛
4- حدد الوقت المستخدم لإنتاج P2 على مستوى Machine-1 ثم على مستوى Machine-2؛
5- حدد الوقت المستخدم و غير المستخدم على مستوى الآلتين؛
6- حدد القيود المشبعة و غير المشبعة بيانيا و جبريا.
حل التمرين الأول:
1- تحديد الكميات الواجب إنتاجها:
1-1- صياغة نموذج البرمجة الخطية:
Max Z= 300 x1+200 x2 
             Soumise aux contraintes                    

                                                             x1+ x2 ≤ 400المادة الأولية 01                                                                              2 x1+ x2 ≤ 600الآلة 01                       
                                              3 x2 ≤ 900الآلة 02                              
                                               x1 ≥ 150 المنتج 01                              
                                                             x1 ≥ 0,  x2 ≥ 0
1-2- التمثيل البياني للقيود:
أ- القيد الأول:   + x2  = 400  x1 
x1 = 0     ⇒      x2 = 400     ⇒      A (0 , 400)
x2 = 0     ⇒     x1 = 400     ⇒      B (400 , 0)
ب- القيد الثاني:   + x2  = 600 2 x1 
x1 = 0     ⇒      x2 = 600     ⇒      C ( 0 , 600)
x2 = 0     ⇒     2 x1 = 600     ⇒      x1 = 300            D (300 , 0)
جــ- القيد الثالث:   3 x2  = 900 
3 x2 = 900     ⇒      x2 = 300            
د- القيد الرابع:   x1  = 150
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1-3- تحديد إحداثيات النقط الرأسية و قيمة دالة الهدف عندها:
O (150 , 0)   ⇒   Z = 300 (150) + 200 (0)   ⇒   Z = 45000

D (300 , 0)   ⇒   Z = 300 (300) + 200 (0)   ⇒   Z = 90000

         x1  =  150                  150  + x2  =  400
L      x1 +  x2 = 400   ⇒      x2  =  250                L (150, 250)   ⇒   Z = 95000
         x1 +  x2 =  400           -2 x1 + -2x2 =  -800
M    2x1 +  x2 = 600   ⇒      2x1 +  x2 = 600       M (200, 200)   ⇒   Z = 100000
و عليه فإنه على المؤسسة إنتاج 200 وحدة من المنتج الأول و من 200 وحدة من المنتج الثاني.
2- تحديد كمية المادتين الخام المستخدمتين لإنتاج المنتج الأول ثم المنتج الثاني:
2-1- المادة الأولى المستخدمة في إنتاج P1 و P2:    
x1+ x2 ≤ 400     ⇒     200+ 200 = 400  
و عليه فإن المادة الخام الأولى مستخدمة بشكل تام (المستخدم = المتاح) 
2-2- المادة الثانية المستخدمة في إنتاج P1 و P2 :
 5 x1+ 6 x2       ⇒ 5 (200)+ 6 (200) = 2200     
3- تحديد الوقت المستخدم لإنتاج P1 على مستوى الآلتين:
الآلة الأولى: 02 سا × 200 وحدة = 400 سا     الآلة الثانية: 00 سا
4- تحديد الوقت المستخدم لإنتاج P2 على مستوى الآلتين:
الآلة الأولى: 01 سا × 200 وحدة = 200 سا     الآلة الثانية: 03 سا × 200 وحدة = 600 سا
5- تحديد الوقت المستخدم و غير المستخدم على مستوى الآلتين:
5-1- الوقت المستخدم في الآلة الأولى: 400 سا + 200 سا = 600 سا
5-2- الوقت غير المستخدم في الآلة الأولى (المتاح – المستخدم): 600 سا + 600 سا = 00 سا
5-3- الوقت المستخدم في الآلة الثانية: 600 سا + 00 سا = 600 سا
5-4- الوقت غير المستخدم في الآلة الثانية (المتاح – المستخدم): 900 سا + 600 سا = 300 سا
6- تحديد القيود المشبعة و غير المشبعة بيانيا و جبريا:
6-1- بيانيا: القيود المشبعة هي مجموع القيود التي تمر عبر الحل الأمثل، و هي: 
x1+ x2 ≤ 400 
2 x1+ x2 ≤ 600 
أما باقي القيود فهي غير مشبعة لأنها لا تمر بنقطة الحل الأمثل.
6-2- جبريا: القيود المشبعة هي مجموع المتراجحات التي تتحقق بالإشارة (=)، و هي:
x1+ x2 ≤ 400
200 + 200 = 400 
2 x1+ x2 ≤ 600
2(200) + 200 = 600 
أما باقي القيود فهي غير مشبعة لأنها لا تتحقق بالإشارة تساوي.
التمرين الثاني: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Min Z= 300 x1+400 x2 
             Soumise aux contraintes                    

            5 x1-5 x2 ≤  60
           x1+3 x2 ≥ 12
       x1-2 x2 ≥ 2

x1 ≥ 6

x2 ≤ 8
     x1, x2 ≥ 0
المطلوب:1- باستخدام الطريقة البيانية أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية أعلاه؛
2- هل الحل الأمثل يحقق القيود الوظيفية و قيود عدم سلبية المتغيرات ؟
3- حدد القيود المشبعة و القيود غير المشبعة بيانيا و جبريا، و ماذا يعني كل منها ؟
4- حدد الربح المترتب عن الكمية المنتجة من المنتج الأول ثم الربح المترتب عن الكمية المنتجة من المنتج الثاني.
حل التمرين الثاني:

1- تحديد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية أعلاه:
1-1- التمثيل البياني للقيود:
أ- القيد الأول:   - 5x2  = 60  5x1 
x1 = 0     ⇒     -5 x2 = 60     ⇒   x2 = -12     ⇒         A (0 , -12)
x2 = 0     ⇒    5 x1 = 60     ⇒     x1 = 12     ⇒       B (12 , 0)
ب- القيد الثاني:   x1 + 3 x2 = 12 
x1 = 0     ⇒      3x2 = 12     ⇒   x2 = 4     ⇒         C (0 , 4)
x2 = 0     ⇒      x1 = 12     ⇒      D (12 , 0)
جــ- القيد الثالث:   x1 - 2 x2  = 2
x1 = 0     ⇒      -2 x2 = 2     ⇒   x2 = -1     ⇒         E (0 , -1)
x2 = 0     ⇒      x1 = 2     ⇒      F (2 , 0)
د- القيد الرابع:   x1  = 6
ه- القيد الخامس:   x2  = 8
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1-2- تحديد إحداثيات النقط الرأسية و قيمة دالة الهدف عندها:
B (12 , 0)   ⇒   Z = 300 (12) + 400 (0)   ⇒   Z = 3600

         x1  =  6                      6  - 2 x2  =  2
L      x1  -2 x2 = 2       ⇒      x2  =  2                    L (6, 2)   ⇒   Z = 2600
         x2 =  8                        5x1  - 5 (8) = 60   
M     5 x1  - 5 x2 = 60   ⇒    x1 = 4                       M (20, 8)   ⇒   Z = 9200
         x2 =  8                        x1  - 2 (8) = 2   
N      x1  - 2 x2 = 2   ⇒         x1 = 18                       N (18, 8)   ⇒   Z = 8600

و عليه فإن الحل الأمثل هو النقطة L (6, 2) .
2- هل الحل الأمثل يحقق القيود الوظيفية و قيود عدم سلبية المتغيرات ؟ نعم يحققهما معا.
3- تحديد القيود المشبعة و غير المشبعة بيانيا و جبريا:
3-1- بيانيا: القيود المشبعة هي مجموع القيود التي تمر عبر الحل الأمثل، و هي: 
x1+ 3 x2 ≥ 12 
x1 - 2 x2 ≥ 2

x1 ≥ 6  
أما باقي القيود فهي غير مشبعة لأنها لا تمر بنقطة الحل الأمثل.
3-2- جبريا: القيود المشبعة هي مجموع المتراجحات التي تتحقق بالإشارة (=)، و هي:
x1+ 3 x2 ≥ 12

6 + 3 (2) = 12
x1 - 2 x2 ≥ 2

6 - 2 (2) = 2
x1 ≥ 6

x1 = 6
أما باقي القيود فهي غير مشبعة لأنها لا تتحقق بالإشارة تساوي.
4- تحديد الربح المترتب عن الكمية المنتجة من المنتج الأول ثم الربح المترتب عن الكمية المنتجة من المنتج الثاني:
4-1- المترتب عن المنتج الأول:  
Z= 300 x1 = 300(6) = 1800
4-2- المترتب عن المنتج الثاني:  
Z= 400 x2 = 400(2) = 800
المحور الثالث: الطريقة الجبرية (تعداد حلول الأساس) لحل نماذج البرمجة الخطية 
   إن مجال استخدام هذه الطريقة أوسع من الطريقة البيانية، حيث تستخدم لحل المسائل متعددة المتغيرات، و تعد هذه الطرقة تمهيدا لفهم طريقة السمبلكس، و التي تفوق إمكانياتها الطريقتين: البيانية و الجبرية.
  
1- الشكل القانوني لنماذج البرمجة الخطية (La forme Canonique):   
   يمكن القول أن نموذج البرمجة الخطية مكتوب على شكله النموذجي (القانوني)، إذا تحقق الشرطان:

1- جميع القيود الوظيفية للنموذج تكون: 
· أقل أو تساوي في حالة نموذج التعظيم (Max)؛ 
· أكبر أو تساوي في حالة نموذج التدنية (Min).
2- جميع متغيرات القرار تكون موجبة أو معدومة (xj ≥ 0 : j=1…. n).
   وبناءً على ذلك يمكن التمييز بين 3 حالات:
1-1- الحالة الأولى: إشارات القيود الوظيفية للنموذج ( ≥، =، ≤ )
   يمكن أن تحتوي نماذج البرمجة الخطية على قيود وظيفية بإشارات لا تتوافق و دالة الهدف، كأن يكون النموذج من نوع تعظيم (Max) و قيوده الوظيفية بإشارات أكبر أو تساوي، و هي بذلك لا تحقق شرط الشكل النموذجي للنموذج، لذلك يجب تحويلها إلى إشارة أقل أو تساوي و ذلك بضرب طرفي القيد في (-1) لتحويل إشارتها، و العكس لنموذج التدنية، فإن كانت قيوده بإشارات أقل أو تساوي يتم ضرب طرفي المتراجحات في   (-1) لتتحول بذلك إلى إشارات أكبر أو تساوي. 
مثال 03-01:
أكتب نموذج البرمجة الخطية أدناه على الشكل القانوني:
Max Z=  x1+2 x2+3 x3                                  
             Soumise aux contraintes                    

                       4x1+5 x2+6 x3 ≥ 100
                       7 x1+8 x2+9 x3 ≤ 200
                             10 x1+11 x2+ 12x3 ≥ 500

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0
   نلاحظ أن القيدين الأول و الأخير لا يحققان شروط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه، لذلك يتوجب كتابتهما وفق إشارة أقل أو تساوي و ذلك لأن النموذج من نوع تعظيم، و عليه يتم ضرب طرفي المتراجحة في (-1):
4x1+5 x2+6 x3 ≥ 100…………… × (-1)        ⇒    -4x1 -5 x2 - 6 x3 ≤ -100                      10 x1+11 x2+ 12x3 ≥ 500…………… × (-1) ⇒   -10 x1 - 11 x2 - 12x3 ≤ -500
و عليه يصبح النموذج وفق الشكل القانوني كالتالي:
Max Z=  x1+2 x2+3 x3                                  
             Soumise aux contraintes                    

                       -4x1-5 x2-6 x3 ≤ -100
                       7 x1+8 x2+9 x3 ≤ 200
                             -10 x1-11 x2- 12x3 ≤ -500

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0
أما إن كان النموذج يحتوي على قيود بإشارات تساوي تماما، فذلك يعني أن القيد يمكن كتابته وفق متراجحتين، فإما أن يكون بإشارة أكبر أو يساوي أو أقل أو يساوي، و هنا يمكن التمييز بين حالتين:
· في حالة نموذج التعظيم، فإن القيد الذي يكون بإشارة أكبر أو تساوي يتم ضرب طرفيه في القيمة (-1) ليتحول إلى إشارة أقل أو تساوي؛
· في حالة نموذج التدنية، فإن القيد الذي يكون بإشارة أقل أو تساوي يتم ضرب طرفيه في القيمة (-1) ليتحول إلى إشارة أكبر أو تساوي.  
مثال 03-02:
أكتب نموذج البرمجة الخطية أدناه على الشكل القانوني:
Min Z=  14x1+22 x2+5 x3                                  
             Soumise aux contraintes                    

                            6x1+15 x2+10 x3 ≥ 1100
                       2 x1+12 x2+ x3 ≥ 380
                            11 x1+21 x2+ 3x3 = 820
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0
   نلاحظ أن القيد الأخير لا يحقق شروط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه لأنه مكتوب بإشارة (=)، لذلك يتوجب  تحويله وفق إشارة أكبر أو تساوي و ذلك لأن النموذج من نوع تدنية، و عليه يمكن كتابته كما يلي:
11x1+21 x2+3 x3 ≤ 820
11 x1+21 x2+ 3x3 ≥ 820
نلاحظ أن المتراجحة الأولى لا تحقق شرط الشكل القانوني لذلك وجب تحويلها إلى إشارة أكبر أو تساوي،       و ذلك بضرب طرفيها في القيمة (-1)، فتصبح:
11x1+21 x2+3 x3 ≤ 820…………… × (-1)    ⇒    -11x1 -21 x2 - 3 x3 ≥ - 820              
و عليه يصبح النموذج وفق الشكل القانوني كالتالي:
Min Z=  14x1+22 x2+5 x3                                  
             Soumise aux contraintes                    

                            6x1+15 x2+10 x3 ≥ 1100
                       2 x1+12 x2+ x3 ≥ 380
·                               
-11x1 -21 x2 - 3 x3 ≥ - 820              
                            11 x1+21 x2+ 3x3 ≥  820
x1 ≥ 0

x2 ≥ 0
x3 ≥ 0
1-2- الحالة الثانية: إشارات المتغيرات غير محددة (xj ( R  )
   من المتفق عليه أن متغيرات نماذج البرمجة الخطية عموما تكون إما موجبة أو معدومة، إلا أنه في بعض مسائل البرمجة الخطية قد تأخذ متغيرات القرار قيما سالبة، و هذا ما يفسر اقتصاديا بانخفاض كمية الإنتاج مثلا، و هذا ما يعبر عنه رياضيا بالكتابة:  xj ( R، ذلك أن إشارة المتغيرات غيرة محددة.
   ففي هذه الحالة يتوجب علينا كتابة كل متغيرة تنتمي إلى مجموعة الأعداد الحقيقة في صورة فرق متغيرتين موجبتين على مستوى القيود الوظيفية، و كذا على مستوى دالة الهدف، كما يلي:

xj = x′j - x″j 
x′j ≥ 0,    x″j ≥ 0 
و نصبح نتعامل فرق المتغيرتين x′j - x″j بدلا من xj
فإذا كانت: 
x′j ≥  x″j         أي:     ≥ 0  x′j - x″j       فـــــــــــإن:     xj ≥ 0
x′j ≤  x″j         أي:     ≤ 0  x′j - x″j       فـــــــــــإن:     xj ≤ 0
مثال 03-03:
   أكتب نموذج البرمجة الخطية أدناه على الشكل القانوني:
Max Z=  2x1+3 x2                                  
                   Soumise aux contraintes                    

    x1+x2  ≤  5
        2 x1+x2 ≤ 10
                                                                                         x1 ≥ 0
                                                          x2 (  R
   نلاحظ أن إشارات القيود لنموذج التعظيم أعلاه محققة، إضافة إلى قيود عدم السلبية، عدا المتغيرة x2 و التي يجب علينا تعويضها بفرق متغيرتين موجبتين كما يلي:
                                         Max Z=  2x1+3 (x′2 - x″2)                                  
       Soumise aux contraintes                    

    x1+(x′2 - x″2)≤  5
        2 x1+(x′2 - x″2)≤ 10
                                                                                 x1 ≥ 0
                                                     x′2≥ 0
                                                     x″2≥ 0
1-3- الحالة الثالثة: إشارة المتغيرات سالبة (xj ˂ 0  )
   قد تأخذ بعض متغيرات نموذج البرمجة الخطية قيما سالبة، فقد يظهر مثلا في فكرة رصيد الحساب الذي قد يكون في بعض الأحيان سالبا، و بغرض كتابة مثل هذه النماذج في شكلها القانوني و الذي يشترط أن تكون متغيرا النموذج فيه موجبة أو معدومة، يتوجب تعويض كل متغيرة سالبة بمتغيرة أخرى (x′j -)، على مستوى القيود الوظيفية و كذا على مستوى دالة الهدف، حيث أن x′j متغيرة موجبة أو معدومة، أي:

xj = - x′j 
x′j ≥ 0    
مثال 03-04:
   أكتب نموذج البرمجة الخطية أدناه على الشكل النموذجي:
Max Z=  15x1+12 x2                                  
                   Soumise aux contraintes                    

         7x1+9x2  ≤  25
         8 x1+4x2 ≤ 40
                                                                                         x1 ˂ 0
                                                          x2 ≥  0
   نلاحظ أن المتغيرة x1 لا تحقق شرط عدم سلبية متغيرات القرار، و بغرض جعلها تحقق ذلك يتوجب علينا تعويضها بمتغيرة أخرى (- x′1) حيث أن  0≤ x′1، و عليه يصبح النموذج كالتالي:
Max Z=  -15 x′1+12 x2                                  
             Soumise aux contraintes                    

         -7 x′1+9x2  ≤  25
        - 8 x′1+4x2 ≤ 40
                                                                                         x′1≥ 0
                                                          x2 ≥  0
2- متغيرات الفجوة (Les variables d’écart):   
   سبق و أن تطرقنا إلى تحليل القيود الوظيفية، و التي قلنا أنها عبارة عن كمية مستخدمة (في شقها الأيسر)،     و كمية متاحة في شقها الأيمن، و بغرض حل نموذج البرمجة الخطية ينبغي أولا تحويل تلك المتراجحات (القيود) إلى معادلات، و ذلك لا يتحقق إلا بإضافة متغيرات جديدة غير سالبة تسمى متغيرات الفجوة، و التي تعبر اقتصاديا عن الكمية المتبقية أو غير المستخدمة، و عادة ما يُرمز لمتغير الفرق بالرمز S.
2-1- في حالة القيود الوظيفية التي تكون بالإشارة أقل أو تساوي:
   يتم إضافة متغيرة الفجوة مسبوقة بالإشارة (+)، ذلك أن الكمية المستخدمة دائما أقل من المتاحة و لذا وجب إضافة كمية متبقية للوصول إلى الاستخدام التام.
مثل:                                      2x1+8x2+14x3+5x4  ≤  1200     
2x1+8x2+14x3+5x4 + S1= 1200
2-2- في حالة القيود الوظيفية التي تكون بالإشارة أكبر أو تساوي:
   يتم إضافة متغيرة الفجوة مسبوقة بالإشارة (-)، ذلك أن الكمية المستخدمة قد تجاوزت المتاح و لذا وجب إنقاص هذه الكمية التي تفوق المتاح.
مثل:                                      15x1+7x2+3x3  ≥  1200     
15x1+7x2+3x3 - S1= 120
2-3- متغيرات الفجوة في دالة الهدف:
   تكون متغيرات الفجوة على مستوى دالة الهدف ذات معاملات معدومة، كون أن هذه المتغيرات لا تحقق أي ربح للمؤسسة (في حالة نموذج التعظيم).
3- الشكل المعياري لنماذج البرمجة الخطية (La forme Standard):   
   يكون نموذج البرمجة الخطية مكتوبا على شكله المعياري، إذا تحققت الشروط التالية:
1- القيود الوظيفية مكتوبة على شكل معادلات بدلا من متراجحات؛
2- يجب أن يكون الطرف الأيمن للقيود الوظيفية (المتاح) موجبا أو معدوما؛
3- يجب أن تكون جميع متغيرات النموذج موجبة أو معدومة.
مثال 03-05:
   أكتب نموذج البرمجة الخطية أدناه على الشكل المعياري:
Max Z=  x1+2 x2  +5 x3                                                                  
             Soumise aux contraintes                    

         3x1+x2 +4 x3   ≥ 60
           7 x1+9x2 +5 x3  = 88

       x1+4x2 + x3   ≤ - 45

                                                                                   x1 ≥ 0
                                                      x2 ≥  0
                                                      x3 ≥  0
نلاحظ أن القيود الثلاثة لا تحقق الشروط السابق و عليه يجب تحويلها بما يتوافق و الشكل المعياري:
3x1+x2 +4x3   ≥ 60    ⟺     3x1+x2 +4x3 – S1  = 60 ˃ 0………✓
7x1+9x2 +5x3   = 88 ˃ 0………✓
x1+4x2 + x3   ≤ - 45   ⟺     x1+4x2 + x3 + S3  = - 45 ˂ 0 ………  ✕
                                                                   ⟺    (-1) [x1+4x2 + x3 + S3]  =(-1) ( - 45)
                                          ⟺   - x1-4x2 - x3 - S3  =45˃ 0………✓
و عليه يصبح الشكل المعياري النهائي للنموذج أعلاه كالتالي:

Max Z=  x1+2 x2  +5 x3                                                                  
                      Soumise aux contraintes                    

                    3x1+x2 +4x3 – S1  = 60 
                 7 x1+9x2 +5 x3  = 88

                 - x1-4x2 - x3 - S3  =45
                                                                                       x1 ≥ 0
                                                        x2 ≥  0
                                                        x3 ≥  0

                                                        S1 ≥  0

                                                        S3 ≥  0
4- خطوات حل نماذج البرمجة الخطية باستخدام الطريقة الجبرية:
   بهدف معرفة خطوات حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة تعداد حلول الأساس، سنأخذ المثال التالي: 
مثال 03-06:
   ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z=  10 x1+4 x2  +6 x3                                                                  
         Soumise aux contraintes                    

            2x1+2x2 +6x3   ≤ 96 
                 8 x1+2x2 +12x3  ≤  150
                                                                                     x1 ≥ 0
                                                       x2 ≥  0
                                                       x3 ≥  0

   لحل النموذج أعلاه و الوصول إلى الحل الأمثل، نقوم بإتباع الخطوات التالية:
 4-1- كتابة النموذج على الشكل المعياري:
   كما تمت الإشارة إليه سابقا، يتم تحويل قيود النموذج إلى معادلات و ذلك بإضافة متغيرات الفجوة (الفرق) حتى يتوافق و شروط الشكل المعياري لنماذج البرمجة الخطية، و عليه يصبح النموذج كالتالي:
	Max Z=  10 x1+4 x2  +6 x3  + 0S1 + 0S2
     Soumise aux contraintes

        2x1+2x2 +6x3 + S1  + 0S2 = 96
        8 x1+2x2 +12x3 + 0S1  + S2  = 150
        x1 ≥ 0

        x2 ≥  0
        x3 ≥  0

        S1 ≥  0

        S2≥  0

	⟺
	  Max Z=  10 x1+4 x2  +6 x3  
     Soumise aux contraintes

          2x1+2x2 +6x3 + S1  = 96
          8 x1+2x2 +12x3 + S2  = 150

 x1 ≥ 0

           x2 ≥  0
           x3 ≥  0

           S1 ≥  0

           S2≥  0



  نلاحظ من خلال الشكل المعياري للنموذج أعلاه، أنه عبارة عن جملة معادلات تحتوي على 5 متغيرات (3 متغيرات القرار، 2 متغيرات الفجوة)، علما أنه يحتوي على معادلتين، و بناء على ذلك فإنه يتعذر علينا حل الجملة التي يكون فيها عدد المجاهيل يفوق عدد المعادلات.
   و حتى نتمكن من حل الجملة يجب جعل عدد المجاهيل مساويا لعدد المعادلات، و يتم ذلك عن طريق عدم 3 متغيرات (الفرق بين عدد المجاهيل و عدد المعادلات)، و الحل المتحصل عليه يسمى حل الأساس (Solution de base)، و الذي يتكون من 3 متغيرات معدومة تسمى متغيرات خارج الأساس (Variables hors base)، و أخرى غير معدومة تسمى متغيرات الأساس (Variables de base).
4-2- تعداد حلول الأساس:
   حتى يتسنى لنا حل النموذج أعلاه (جملة المعادلات)، يتوجب علينا في كل مرة عدم ثلاث (3) متغيرات،     و بالتالي يتم في كل مرة اختيار توليفة من المتغيرات التي سيتم عدمها و استنتاج حل الأساس لها، و عليه فإنه يوجد عدد من الطرق التي يمكن بها اختيار هذه المتغيرات أو التوليفات و الذي يمكن حسابه رياضيا كالتالي:
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 = 10
  أي أن النموذج يقبل 10 توليفات مختلفة يكون بها 3 متغيرات معدومة (متغيرا القرار أو متغيرات الفجوة أو الاثنين معا)، و يتم حساب الأخرى بتعويضها في القيود الوظيفية، و من ثم استنتاج حل الأساس.
   و عليه يتم تلخيص حلو ل الأساس في الجدول التالي:
الجدول رقم 03: تعداد حلول الأساس للمثال 03-06
	نوع الحل
	متغيرات الأساس
	التعويض في القيود الوظيفية
	متغيرات خارج الأساس
	الرقم

	✓
	S1 = 96

S2 = 150
	2(0) + 2(0) + 6(0) = 96

8(0) + 2(0) + 12(0) = 150
	x1 = x2 = x3 = 0
	01

	✓
	x3 = 9

x2 = 42
	2(0) + 2 x2 + 6 x3 +0 = 96

8(0) + 2 x2 + 12 x3 +0 = 150
	x1 = S1 = S2 = 0
	02

	✕
	x1 = -21

x3 = 23
	2 x1+ 2(0) + 6 x3 +0 = 96

8 x1+ 2(0) + 12 x3 +0 = 150
	x2 = S1 = S2 = 0
	03

	✓
	x1 = 9

x2 = 39
	2 x1+ 2 x2 + 6(0) +0 = 96

8 x1+ 2 x2 + 12(0) +0 = 150
	x3 = S1 = S2 = 0
	04

	✕
	x3 = 16

S2 = -42
	 2(0) + 2(0) + 6 x3 +0 = 96

8(0) + 2(0) + 12 x3 +S2 = 150
	x1 = x2 = S1 = 0
	05

	✓
	x3 = 12,5

S1 = 21
	2(0) + 2(0) + 6 x3 +S1 = 96

8(0) + 2(0) + 12 x3 +0 = 150
	x1 = x2 = S2 = 0
	06

	✓
	x2 =48 

S2 =54 
	2(0) + 2  x2 + 6(0) +0 = 96

8(0) + 2 x2 + 12(0) +S2 = 150
	x1 = x3 = S1 = 0
	07

	✕
	x2 =75 

S1 =-54 
	2(0) + 2  x2 + 6(0) + S1 = 96

8(0) + 2 x2 + 12(0) +0 = 150
	x1 = x3 = S2 = 0
	08

	✕
	x1 =48 

S2 =-234 
	2 x1 + 2(0) + 6(0) +0 = 96

8 x1 + 2(0) + 12(0) +S2 = 150
	x2 = x3 = S1 = 0
	09

	✓
	x1 =18,75 

S1 =58,5 
	2 x1 + 2(0) + 6(0) + S1 = 96

8 x1 + 2(0) + 12(0) +0 = 150
	x2 = x3 = S2 = 0
	10


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   ما يلاحظ من الجدول أن هنالك حلول أساس (متغيرات الأساس، متغيرات خارج الأساس) موجبة أو معدومة، و تسمى هذه الحلول بحلول الأساس المقبولة، و منها ما يأخذ قيما سالبة و تسمى بحلول الأساس غير المقبولة، لأنها لا تحقق قيود عدم سلبية المتغيرات.
4-3- تقييم دالة الهدف عند حلول الأساس المقبولة:
   من أجل كل حل أساس مقبول، سوف تكون هناك قيمة لدالة الهدف، و ما يهمنا هو حل الأساس المقبول الذي يعطي لدالة الهدف أمثل قيمة و هو الحل رقم: 04
Z = 10(9) + 4(39) + 6(0) = 246

و يتم تفسير حل الأساس المقبول الأمثل المتوصل إليه كما يلي:
x1= 9 أي على المؤسسة إنتاج 9 وحدة من المنتج الأول؛
x2= 39 أي على المؤسسة إنتاج 39 وحدات من المنتج الثاني؛
x3= 0 أي على المؤسسة عدم إنتاج أي وحدة من المنتج الثالث.
و عند تعويض قيم حل الأساس المقبول الأمثل في القيود الوظيفية نلاحظ أن القيدين الأول و الثاني محققان بإشارة تساوي ما يعني أنهما مشبعان، أي: S1 = S2 = 0.
4-4- التفسير الهندسي لحلول الأساس المقبولة:
   لمعرفة التفسير الهندسي لحلول الأساس المقبولة، سنأخذ المثال أدناه.
مثال 03-07: ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z=  10 x1+12 x2
            Soumise aux contraintes                    

                                                       x1+2x2 ≤ 20 
  3x1+2x2 ≤  48
  2x1+2x2 ≤  26
                                                                                     x1 ≥ 0
                                                       x2 ≥  0
    سنقوم بحل هذا النموذج وفق طريقة تعداد حلول الأساس ثم وفق الطريقة البيانية. و كمرحلة أولى يتعين علينا كتابة هذا النموذج على الشكل المعياري (إضافة متغيرات الفرق) ليصبح كالتالي:
Max Z=  10 x1+12 x2  
            Soumise aux contraintes                    

                                                       x1+2x2 +S1= 20 
         3x1+2x2 +S2= 48

        2x1+2x2 +S3= 26

                                                                                    x1 , x2 ≥ 0
                                                      S1, S2, S3 ≥ 0
   و بما أن النموذج يحتوي جملة معادلات بها 5 متغيرات، فإنه يتعين علينا عدم متغيرتين، حيث أن النموذج يقبل 10 توليفات للمتغيرات المعدومة و بالتالي فإنه يقبل 10 حلول أساس، و ذلك وفقا للعلاقة: 
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و بناء على ذلك، نُلخص حلول الأساس في الجدول أدناه:
الجدول رقم 04: تعداد حلول الأساس للمثال 03-07
	نوع الحل
	متغيرات الأساس
	التعويض في القيود الوظيفية
	متغيرات خارج الأساس
	الرقم

	✓
	S1 = 20
S2 = 48
S3 = 26
	(0)+2(0) +S1= 20
3(0)+2(0) +S2= 48
2(0)+2(0)+S3 = 26
	x1 = x2 = 0
	01

	✓
	x2 =10 

S2 =38 

S3 =6 
	(0)+2x2 +0= 20
3(0)+2x2 +S2= 48

2(0)+2x2+S3 = 26
	x1 = S1 = 0
	02


	✕
	x2 = 24
S1 = -28
S3 = 2
	(0)+2x2 +S1= 20
3(0)+2x2 +0= 48

2(0)+2x2+S3 = 26
	x1 = S2 = 0
	03

	✕
	x2 = 13
S1 = -6
S2 = 22
	(0)+2x2 +S1= 20
3(0)+2x2 +S2= 48

2(0)+2x2+0 = 26
	x1 = S3 = 0
	04

	✕
	x1 = 20

S2 = -12
S3 = -14
	x1+2(0) +0= 20
3x1+2(0)+S2= 48

2x1+2(0)+S3 = 26
	x2 = S1 = 0
	05

	✕
	x1 = 16
S1 = 4
S3 = -6
	x1+2(0) +S1= 20
3x1+2(0) +0= 48

2x1+2(0)+S3 = 26
	x2 = S2 = 0
	06

	✓
	x1 = 13
S1 = 7
S2 = 9
	x1+2(0) +S1= 20
3x1+2(0) +S2= 48

2x1+2(0)+0 = 26
	x2 = S3 =0
	07

	✕
	x1 = 14
x2 = 3
S3 = -8
	x1+2x2 +0= 20
3x1+2x2 +0= 48

2x1+2x2+S3 = 26
	S1 = S2 = 0
	08

	✓
	x1 = 6
x2 = 7
S2 = 16
	x1+2x2 +0= 20
3x1+2x2 +S2= 48

2x1+2x2+0 = 26
	S1 = S3 = 0
	09

	✕
	x1 = 22
x2 = -9
S1 = 16
	x1+2x2 +S1= 20
3x1+2x2 +0= 48

2x1+2x2+0 = 26
	S2 = S3 = 0
	10


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   عند تقييم دالة الهدف عند حلول الأساس المقبولة المتوصل إليها أعلاه، نلاحظ أن الحل الأمثل للنموذج يتمثل في الحل رقم 09:
Z = 10(6) + 12(7) = 144

   أما بيانيا فيكون حل النموذج أعلاه كما يلي:
القيد الأول: x1+2x2 = 20  يُمثل بالنقطتين: A(0,10)، B(20,0).
القيد الثاني: 3x1+2x2 = 48 يُمثل بالنقطتين: C(0,24)، D(16,0).
القيد الثالث: 2x1+2x2 = 26 يُمثل بالنقطتين: E(0,13)، F(13,0).
الشكل رقم 03: التمثيل البياني لقيود المثال 03-07
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   أما M فهي نقطة تقاطع القيدين الأول و الثالث، و يتم الحصول على إحداثياتها بحل جملة معادلتي القيدين، فنحصل على M(6,7)، و عليه تصبح OAMF هي منطقة الحلول المقبولة.
   نلاحظ أن النقطة O توافق حل الأساس المقبول رقم 01، النقطة A توافق حل الأساس المقبول رقم 02، النقطة M توافق حل الأساس المقبول رقم 09، و النقطة F توافق حل الأساس المقبول رقم 07، و بالتالي فإن عدد حلول الأساس المقبولة يوافق عدد النقاط الرأسية لمنطقة الحلول المقبولة.
5- حلول الأساس المقبولة المتفسخة و المتجاورة:
   نسمي حلول الأساس المقبولة المتفسخة (solutions de base dégénérées) كل حلول الأساس المقبولة التي تتضمن متغيرة أساس أو أكثر معدومة، و نسمي حلول الأساس المقبولة المتجاورة (solutions de base adjacentes) كل حلول الأساس المقبولة التي تتضمن n-1 متغيرة أساس مشتركة، حيث تمثل n عدد القيود.
مثال 03-08:
   ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
	Max Z = 13 x1+5 x2  
   Soumise aux contraintes

        3x1+2x2 + S1  = 240
        5x1+10x2 + S2  = 400
        6 x1+8x2 + S3  =  480

        x1 ≥ 0

        x2 ≥  0
        S1 ≥  0

        S2 ≥  0

        S3 ≥  0

	⟺
	  Max Z =13 x1+5 x2  
     Soumise aux contraintes

          3x1+2x2   ≤ 240
          5 x1+10x2 ≤ 400
          6 x1+8x2 ≤ 480


 x1 ≥ 0

           x2 ≥  0



   يتم تمثيل هذا النموذج بيانيا كما يلي:
القيد الأول: 3x1+2x2 = 240  يُمثل بالنقطتين: A(0,120)، B(80,0).
القيد الثاني: 5x1+10x2 = 400 يُمثل بالنقطتين: C(0,40)، D(80,0).
القيد الثالث: 6x1+8x2 = 480 يُمثل بالنقطتين: E(0,60)، F(80,0).
الشكل رقم 04: التمثيل البياني لقيود المثال 03-08
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
  تمثل المنطقة OCB منطقة الحلول المقبولة، حيث أنه يتقاطع أكثر من مستقيم عند النقطة B(80,0).
   و بما أن النموذج يحتوي 3 معادلات بها 5 متغيرات، فإنه يتعين علينا عدم متغيرتين، حيث أن النموذج يقبل 10 توليفات للمتغيرات المعدومة و بالتالي فإنه يقبل 10 حلول أساس، و ذلك وفقا للعلاقة: 
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و بناء على ذلك، نُلخص حلول الأساس في الجدول أدناه:
الجدول رقم 05: تعداد حلول الأساس للمثال 03-08
	نوع الحل
	متغيرات الأساس
	التعويض في القيود الوظيفية
	متغيرات خارج الأساس
	الرقم

	مقبول
	S1 = 240

S2 = 400

S3 = 480
	3(0)+2(0) +S1= 240
5(0)+10(0) +S2= 400

6(0)+8(0)+S3 = 480
	x1 = x2 = 0
	01

	مرفوض
	x2 = 120 

S2 = - 800 

S3 = - 480 
	3(0)+2x2+0= 240
5(0)+10x2+S2= 400

6(0)+8x2+S3 = 480
	x1 = S1 = 0
	02

	مقبول
	x2 = 40 

S1 = 160

S3 = 160 
	3(0)+2x2+S1= 240
5(0)+10x2+0= 400

6(0)+8x2+S3 = 480
	x1 = S2 = 0
	03

	مرفوض
	x2 = 60 

S1 = 120 

S2 = - 200 
	3(0)+2x2 +S1= 240
5(0)+10x2+S2= 400

6(0)+8x2+0 = 480
	x1 = S3 = 0
	04

	مقبول متفسخ
	x1 = 80 

S2 = 0 

S3 = 0 
	3x1+2(0) +0= 240
5x1+10(0) +S2= 400

6x1+8(0) +S3 = 480
	x2 = S1 = 0
	05

	مقبول متفسخ
	x1 = 80 

S1 = 0 

S3 = 0 
	3x1+2(0) + S1= 240
5x1+10(0) +0 = 400

6x1+8(0) +S3 = 480
	x2 = S2 = 0
	06

	مقبول متفسخ
	x1 = 80 

S1 = 0 

S2 = 0 
	3x1+2(0) + S1= 240
5x1+10(0) +S2= 400

6x1+8(0) +0 = 480
	x2 = S3 =0
	07

	مرفوض
	x1 = 120 

x2 = -60 

S3 = 240 
	3x1+2 x2+ 0= 240
5x1+10 x2+0 = 400

6x1+8 x2+S3 = 480
	S1 = S2 = 0
	08

	مقبول متفسخ
	x1 = 80 

x2 = 0 

S2 = 0 
	3x1+2 x2+ 0= 240
5x1+10 x2+ S2 = 400

6x1+8 x2+0 = 480
	S1 = S3 = 0
	09

	مقبول متفسخ
	x1 = 80 

x2 = 0 

S1 = 0 
	3x1+2 x2+ S1= 240
5x1+10 x2+0 = 400

6x1+8 x2+0 = 480
	S2 = S3 = 0
	10


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   نلاحظ أن الحلول المقبولة المتفسخة ما هي إحداثيات النقاط التي تتقاطع عندها قيود النموذج، و عليه نستنتج أن حلول الأساس المقبولة المتفسخة هي النقاط الرأسية التي يتقاطع عند عدد من المستقيمات يفوق عدد متغيرات القرار.
   كما نلاحظ أن هناك مجموعة من الحلول المقبولة تشترك في متغيرتي الأساس (n-1)=2 مثل:
الحل المقبول رقم 01 و الحل المقبول رقم 07 يشتركان في متغيرتي الأساس: S1 و S2 فيقال عنهما أنهما حلان متجاوران؛
الحل المقبول رقم 03 و الحل المقبول رقم 10 يشتركان في متغيرتي الأساس: x2 و S1 فيقال عنهما أنهما حلان متجاوران.
    أما الحلول المقبولة التي تشترك في أقل من متغيرتي أساس فيقال عنها أنها غير متجاورة.
تمارين محلولة:
التمرين الأول: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z= 70 x1+100 x2 +110 x3 +120 x4
Soumise aux contraintes

 5 x1 + 5 x2 +10 x3 + 15 x4 ≤ 6000
                                       2,5 x1 + 4 x2 +7,5 x3 + x4 ≤ 3600
                                        x1 + 2 x2 +1,5 x3 + 2 x4 ≤ 800

                                        x1 ≤ 280

                                        x2 ≤ 200

                                        x1, x2, x3, x4 ≥ 0
المطلوب:1- أكتب النموذج أعلاه على الشكل المعياري؛
2- كم حل أساس يمكن أن يقبل النموذج؟
3- لتكن حلول الأساس التالية:
1- حل الأساس الأول: متغيرات الأساس: x4= 400, S2= 3200, S3= 0, S4=280, S5=200 
2- حل الأساس الثاني: متغيرات الأساس: x4= 260, S2= 2640, x1= 280, S1=700, S5=200 
 هل يمكن اعتبار حلول الأساس أعلاه حلولا مقبولة؟ لماذا؟
4-  ما هو أحسن حل من بين الحلول أعلاه؟
حل التمرين الأول:
1- كتابة النموذج أعلاه على الشكل المعياري:
Max Z= 70 x1+100 x2 +110 x3 +120 x4
Soumise aux contraintes

       5 x1 + 5 x2 +10 x3 + 15 x4 +S1 = 6000
                                       2,5 x1 + 4 x2 +7,5 x3 + x4 +S2 = 3600
                                        x1 + 2 x2 +1,5 x3 + 2 x4 +S3 = 800

                                        x1 +S4 = 280

                                        x2 +S5 = 200

                                        x1, x2, x3, x4 , S1, S2, S3, S4 , S5 ≥ 0
2- عدد حلول الأساس التي يمكن أن يقبلها النموذج:
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3- حلول الأساس المقترحة كلها مقبولة، لأنها موجبة أو معدومة أي تحقق قيود عدم سلبية المتغيرات.
4- أحسن حل من بين الحلول أعلاه: هو الحل الثاني لأن:
Max Z= 70 (0)+100 (0) +110 (0) +120 (400)= 48000
Max Z= 70 (280)+100 (0) +110 (0) +120 (260) = 50800
التمرين الثاني: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z= 5 x1+3 x2 +4 x3                              
       Soumise aux contraintes                    

                  4 x1 + 2 x2 +4 x3 + S1= 80
                  2 x1 + 2 x2 +3 x3 + S2= 50
                  1 x1 + 3 x2 +2 x3 + S3= 40

              x1, x2, x3, S1, S2, S3 ≥ 0
المطلوب:1- استنتج نموذج البرمجة الخطية بدون متغيرات الفجوة الموافق للنموذج أعلاه؛
2- أوجد حل الأساس المقبول باعتبار أن متغيرات خارج الأساس هي: x1, x2 x3  و ما هي قيمة دالة الهدف عنده؟
3- أوجد حل الأساس باعتبار أن متغيرات الأساس x1, S2, S3 ؛
4- هل حل الأساس المتحصل عليه في السؤال 3 هو حل أساس مقبول؟  ما هي قيمة دالة الهدف الموافقة له؟
5- لتكن القيم التالية لمتغيرات النموذج:= 15  x1= 19, x2= 02, x3= 00, S1= 00, S2= 08, S3
1- هل يمكن اعتبار هذه القيم لمتغيرات النموذج على أنها حل؟ لماذا؟
2- هل يمكن اعتبار هذه القيم لمتغيرات النموذج على أنها حل مقبول؟ لماذا؟
3- هل يمكن اعتبار هذه القيم لمتغيرات النموذج على أنها حل أساس؟ لماذا؟
6- كم يمكن للنموذج أن يقبل من حل أساس؟
حل التمرين الثاني:
1- استنتاج نموذج البرمجة الخطية بدون متغيرات الفجوة:
Max Z= 5 x1+3 x2 +4 x3                              
       Soumise aux contraintes                    

                  4 x1 + 2 x2 +4 x3 ≤ 80
                  2 x1 + 2 x2 +3 x3 ≤ 50
                  1 x1 + 3 x2 +2 x3 ≤ 40

      x1, x2, x3 ≥ 0
2- إيجاد حل الأساس المقبول باعتبار أن متغيرات خارج الأساس هي: x1, x2 x3 :
S1= 80, S2= 50, S3= 40    ⇒     Z=0  
3- إيجاد حل الأساس باعتبار أن متغيرات الأساس x1 , S2 , S3 :
4 x1 = 80     ⇒      x1 = 20   
2 x1 + S2= 50     ⇒      2 (20) + S2= 50     ⇒      S2= 10     
1 x1 + S3= 40     ⇒      1 (20) + S3= 40    ⇒       S3= 20    
4- نعم حل الأساس المتحصل عليه في السؤال 3 هو حل أساس مقبول،  و قيمة دالة الهدف الموافقة له هي:
Z= 5 (20)+3 (0) +4 (0) = 100                              
5- لتكن القيم التالية لمتغيرات النموذج:= 15  x1= 19, x2= 02, x3= 00, S1= 00, S2= 08, S3
1- نعم يمكن اعتبار هذه القيم لمتغيرات النموذج على أنها حل، لأنها تحقق القيود الوظيفية و قيود عدم سلبية المتغيرات.
2- نعم يمكن اعتبار هذه القيم لمتغيرات النموذج على أنها حل مقبول، لأنها تحقق قيود عدم سلبية المتغيرات (موجبة أو معدومة). 
3- لا يمكن اعتبار هذه القيم لمتغيرات النموذج على أنها حل أساس، لأن النموذج يجب أن يحتو على 3 متغيرات خارج الأساس.
6- عدد حلول الأساس التي يمكن للنموذج أن يقبلها هو:
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التمرين الثالث: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z= 10 x1+12 x2                                  
                  Soumise aux contraintes                    

                 x1 + 2 x2 ≤ 40
                    -3 x1 - 2 x2 ≥ -60
               x1 - 2 x2 ≥ 02

         x1 , x2 ≥ 0

المطلوب:1- أكتب نموذج البرمجة الخطية أعلاه على شكله المعياري؛
2- باستخدام طريقة تعداد حلول الأساس، أوجد حلول الأساس المقبولة و غير المقبولة لهذا النموذج؛
3- باستخدام الطريقة البيانية، حدد منطقة الحلول المقبولة و حلول الأساس عليها؛
4- أوجد حل الأساس المقبول الأمثل.
حل التمرين الثالث:
1- كتابة نموذج البرمجة الخطية على شكله المعياري:
Max Z= 10 x1+12 x2                                  
                  Soumise aux contraintes                    

                 x1 + 2 x2 + S1= 40
                    3 x1 + 2 x2 + S2 = 60
               x1 - 2 x2 - S3= 02

                    x1 , x2 , S1, S2, S3 ≥ 0

2- إيجاد حلول الأساس باستخدام طريقة تعداد حلول الأساس:
عدد حلول لأساس التي يقبلها النموذج هو:  [image: image30.png]Cz =10




	نوع الحل
	متغيرات الأساس
	التعويض في القيود الوظيفية
	متغيرات خارج الأساس
	الرقم

	مرفوض
	S1 = 40

S2 = 60

S3 = - 2
	1(0)+2(0) +S1= 40
3(0)+2(0) +S2= 60
1(0) - 2(0)- S3 = 02
	x1 = x2 = 0
	01

	مرفوض
	x2 = 20 

S2 = 20 

S3 = - 42 
	1(0)+2x2+0= 40
3(0)+2x2+S2= 60
1(0) - 2x2-S3 = 02
	x1 = S1 = 0
	02

	مرفوض
	x2 = 30 

S1 = - 20

S3 = - 62 
	1(0)+2x2+S1= 40
3(0)+2x2+0= 60
1(0) - 2x2 - S3 = 02
	x1 = S2 = 0
	03

	مرفوض
	x2 = - 1 

S1 = 42 

S2 = 62 
	1(0)+2x2 +S1= 40
3(0)+2x2+S2= 60

1(0) - 2x2 - 0 = 02
	x1 = S3 = 0
	04

	مرفوض
	x1 = 40 

S2 = - 60 

S3 = 38 
	1x1+2(0) +0= 40
3x1+2(0) +S2= 60

1x1 - 2(0) - S3 = 02
	x2 = S1 = 0
	05

	مقبول متفسخ
	x1 = 20 

S1 = 0 

S3 = 18 
	1x1+2(0) + S1= 40
3x1+2(0) +0 = 60

1x1 - 2(0) - S3 = 02
	x2 = S2 = 0
	06

	مقبول 
	x1 = 2 

S1 = 38 

S2 = 54 
	1x1+2(0) + S1= 40
3x1+2(0) +S2= 60

1x1 - 2(0) - 0 = 02
	x2 = S3 =0
	07

	مرفوض
	x1 = 10 

x2 = 15 

S3 = - 22 
	1x1+2 x2+ 0= 40
3x1+2 x2+0 = 60

1x1 - 2 x2 - S3 = 02
	S1 = S2 = 0
	08

	مرفوض
	x1 = 21 

x2 = 19/2 

S2 = - 22 
	1x1+2 x2+ 0= 40
3x1+2 x2+ S2 = 60

1x1 - 2 x2-0 = 02
	S1 = S3 = 0
	09

	مقبول 
	x1 = 31/2 

x2 = 27/4 

S1 = 11 
	1x1+2 x2+ S1= 40
3x1+2 x2+0 = 60

1x1 - 2 x2 - 0 = 02
	S2 = S3 = 0
	10


3- تحديد منطقة الحلول المقبولة باستخدام الطريقة البيانية:
القيد الأول: x1+2x2 = 40  يُمثل بالنقطتين: A(0,20)، B(40,0).
القيد الثاني: 3x1+2x2 = 60 يُمثل بالنقطتين: C(0,30)، D(20,0).
القيد الثالث: x1- 2x2 = 02 يُمثل بالنقطتين: E(0,-1)، F(2,0).
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D هي النقطة الرأسية الموافقة لحل الأساس المقبول رقم 06؛
F هي النقطة الرأسية الموافقة لحل الأساس المقبول رقم 07؛
M هي النقطة الرأسية الموافقة لحل الأساس المقبول رقم 10.
المحور الرابع: حل نماذج البرمجة الخطية باستخدام طريقة السمبلكس 
   في حالة وجود أكثر من ثلاث متغيرات في المشكلة فإنه لا يمكن استخدام الطريقة البيانية، لذلك يتم تقديم طريقة أخرى و المسماة طريقة السمبلكس Simplexe التي ابتكرها الرياضي George Dantzig عام 1947، و هي عبارة عن أسلوب اختياري تكراري لتحليل مشاكل البرمجة الخطية، و يعتمد هذا الأسلوب على اختيار المتغيرات ذات التأثير الأساسي على كلمن دالة الهدف و القيود و يهمل المتغيرات الأخرى التي لا تؤثر على دالة الهدف و القيود.

1- خطوات الحل باستخدام طريقة السمبلكس: 
  تعد طريقة السمبلكس من أهم طرق حل نماذج البرمجة الخطية مهما كان عدد المتغيرات التي تحتويها المشكلة،   و هي طريقة تتابعية تنطلق من حل ابتدائي ممكن مروراً بحل أفضل وصولا إلى حل أمثل، مما يجعلنا نطلق عليها مصطلح خوارزمية السمبلكس.
 و فيما يلي خطوات و مراحل تطبيق السمبلكس:
مثال 04-01: 
   ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z = 70 x1+40 x2 +60 x3  
      Soumise aux contraintes                    

                                                       4x1+2x2 +4x3  ≤  1000 
            2x1+2x2+x3  ≤  800
          x1+3x2 +x3 ≤  400
                                                                                     x1 ≥  0
                                                       x2 ≥  0

                                                       x3 ≥  0
1- 1- كتابة النموذج على الشكل المعياري:
	Max Z = 70 x1+40 x2 +60 x3
     Soumise aux contraintes

           4x1+2x2 +4x3  + S1= 1000
           2x1+2x2+x3  + S2 = 800

           x1+3x2 +x3 + S3 = 400

           x1 , x2 , x3 ≥  0
           S1, S2, S3 ≥  0


	⟺
	Max Z = 70 x1+40 x2 +60 x3+0S1+0S2+ 0S3
     Soumise aux contraintes

           4x1+2x2 +4x3 +S1+0S2+0S3= 1000
           2x1+2x2+x3+0S1+S2+0S3= 800

           x1+3x2 +x3+0S1+0S2+S3= 400

           x1 , x2 , x3 ≥  0
           S1, S2, S3 ≥  0




1- 2- إيجاد أول حل أساس مقبول:
   بما أن النموذج يحتوي على 6 متغيرات، و 3 معادلات فإنه يتم الحصول على أول حل أساي مقبول عن طريق عدم 3متغيرات (6-3=3)و لتكن متغيرات القرار (متغيرات خارج الأساس) x1=0، x2=0، x3=0 و بعد التعويض في قيود النموذج أعلاه نحصل على قيم متغيرات الأساس:  S1=1000، S2=800، S3=400،      و الذي يعتبر حل الأساس المقبول الأول، حيث أن Z=0 ما يعني أن المؤسسة لازالت في بداية نشاطها و لم تقم بعملية الإنتاج.
1- 3- تشكيل جدول السمبلكس الأول:
· تتم في المرحلة الأولى تشكيل جدول يضم في السطرين الأول و الثاني متغيرات النموذج (متغيرات القرار، متغيرات الفجوة)، حيث تكتب في السطر الأول معاملات هذه المتغيرات (Cj) في دالة الهدف و في السطر الثاني تكتب المتغيرات؛
· تكتب في العمودين الأول و الثاني (على اليسار) متغيرات الأساس المتحصل عليها من أول حل أساس مقبول مع معاملاتها (Cj)في دالة الهدف؛
· في باقي خانات الجدول تتم كتابة معاملات كافة المتغيرات في القيود الوظيفية؛
· في العمود B rayon تتم كتابة المتاح (من القيود الوظيفية)؛
· في السطر Zj = ∑Cj xj  يتم ضرب معاملات المتغيرة الأولى لكافة القيود الوظيفية في معاملات متغيرات الأساس، ثم جمعها، مثلا: (4×0)+(2×0)+(1×0)= 0، و ذلك للحصول على القيمة Zj  و هكذا؛
· في السطر Z = Cj - Zj يتم طرح قيم Zj من معاملات كافة المتغيرات في دالة الهدف (أول سطر Cj)؛
· للحصول على قيمة دالة الهدف Zيتم ضرب معاملات متغيرات الأساس (العمود الأول Cj). 
الجدول رقم 06: جدول السمبلكس الأول للمثال 04-01
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	60
	40
	70
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	1000/4 = 250
	1000
	0
	0
	1
	4
	2
	4
	S1
	0

	800/2 = 400
	800
	0
	1
	0
	1
	2
	2
	S2
	0

	400/1 = 400
	400
	1
	0
	0
	1
	3
	1
	S3
	0

	Z = 0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	0
	0
	60
	40
	70
	Z = Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
1- 4- قراءة حل الأساس المقبول الموافق للجدول:
أ- تحديد المتغيرة الداخلة: المتغيرة الداخلة هي تلك المتغيرة خارج الأساس المعدومة التي تتحول إلى متغيرة أساس موجبة يتم اختيارها كما يلي: ذات أكبر معامل موجب في Z = Cj - Zj ، و يشار إليها بسهم في الجدول، و في مثالنا هذا هي المتغيرة x1 ذات المعامل Z=70 (أقل معامل سالب في حالة نموذج Min).
ب- تحديد المتغيرة الخارجة: المتغيرة الخارجة هي متغيرة أساس موجبة و التي تتحول إلى متغيرة خارج الأساس معدومة يتم تحديدها في الجدول كما يلي: نقوم بقسمة قيم الشعاع B (1000, 800, 400) على قيم عمود المتغيرة الداخلة x1 (4, 2, 1) فنحصل على قيم Ri (250, 400, 400). و بناءً على ذلك فإن المتغيرة الخارجة هي التي تقابل أقل حاصل قسمة موجب (Ri)، و يشار إليها في الجدول بسهم، و في مثالنا هذا تمثل S1 المتغيرة الخارجة.
جـ- تحديد عنصر الارتكاز: يمثل عنصر الارتكاز نقطة تقاطع عمود المتغيرة الداخلة مع سطر المتغيرة الخارجة Pivot = Lp ⋂ Cp، يشار إليه بدائرة في الجدول، و في مثالنا هو 4.
1- 5-تشكيل جدول السمبلكس الثاني:
الجدول رقم 07: جدول السمبلكس الثاني للمثال 04-01
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	60
	40
	70
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	500
	250
	0
	0
	1/4
	1
	1/2
	1
	x1
	70

	300
	300
	0
	1
	-1/2
	-1
	1
	0
	S2
	0

	60
	150
	1
	0
	-1/4
	0
	5/2
	0
	S3
	0

	Z = 17500
	0
	0
	70/4
	70
	35
	70
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	0
	-70/4
	-10
	5
	0
	Z = Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
· يتم تشكيل جدول السمبلكس الثاني بإدخال المتغيرة الداخلة مكان المتغيرة الخارجة؛
· تتم قسمة قيم سطر الارتكاز (Lp)في الجدول الأول على عنصر الارتكاز نفسه (Lp/P)؛
· قيم عمود الارتكاز في الجدول الأول تصبح أصفاراً في الجدول الثاني(Cp=0)، ماعدا عنصر الارتكاز الذي يبقى مساويا للواحد(P=1)؛
· قيم باقي الأسطر يتم حسابها عن طريق ضرب عدد في قيم سطر الارتكاز الجديدة، مع إضافة القيم القديمة للسطر )في الجدول الأول) أي: القيمة الجديدة للسطر= (a).Lp + Linitiale.
مثال: قيم السطر الثاني يتم حسابها كما يلي:
(-2)(Lp=1)+(Li=2)=0,   (-2)(1/2)+(2)=1,   (-2)(1)+(1)= -1,   (-2)( 1/4)+(0)=-1/2
· يتم الحصول على قيم Zj عن طريق ضرب معاملات متغيرات الأساس في معاملات المتغيرات في القيود الوظيفية.
مثال: (70×1) + (0×0) + (0×0) = 70، (70×1/2) + (0×1) + (0×1/2) = 35.
· بعدها يتم تحديد قيمة Z إن كانت مثلى، و ذلك إن كانت جميع معاملاتها سالبة أو معدومة، و في حالتنا هذه، قيمة Z ليست مثلى لأن هناك قيمة موجبة (5)، و عليه يتم إنشاء جدول سمبلكس ثالث بغية تحسين الحل مرة أخرى، و ذلك بدءً بحساب قيم Ri و تحديد المتغيرة الداخلة و الخارجة.
· تتم قراءة حل الأساس المقبول الموافق للجدول الثاني كما يلي:
متغيرات الأساس: x1=250,  S2=300,  S3=150
متغيرات خارج الأساس: x2=0,  x3=0,  S1=0
و عليه و بالاعتماد على الخطوات السابقة يتم الانتقال من أول حل أساس مقبول ذو Z=0 إلى حل أساس مقبول آخر ذو Z=17500، أي يتم تحسين الحل الأول.
1- 6-تشكيل جدول السمبلكس الثالث:
   تمثل x2 المتغيرة الداخلة في هذه الحالة لأنها توافق أكبر معامل لــ Z و S3 هي المتغيرة الخارجة لأنها توافق أدنى قيمة لــ Ri، و عليه فإن نقطة تقاطع سطر الارتكاز (المتغيرة الخارجة) و عمود الارتكاز (المتغيرة الداخلة) تمثل نقطة الارتكاز P=5/2.
الجدول رقم 08: جدول السمبلكس الثالث للمثال 04-01
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	60
	40
	70
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	220
	-1/5
	0
	3/10
	1
	0
	1
	x1
	70

	
	240
	-2/5
	1
	-2/5
	-1
	0
	0
	S2
	0

	
	60
	2/5
	0
	-1/10
	0
	1
	0
	x2
	40

	Z = 17800
	2
	0
	17
	70
	40
	70
	Zj = ∑Cj xj

	
	-2
	0
	-17
	-10
	0
	0
	Z = Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   من جدول السمبلكس الثالث نجد أن حل الأساس المقبول المُحسن هو:
x1=220,     x2=60,     S2=240,     x3=0,     S1=0,     S3=0   ⇒   Z = 17800
- بالنسبة لــــ Z نجد أنه لا يمكننا تحسين الحل مرة أخرى لأن النموذج تعظيم، و إذا أخذنا المتغيرة x3 فإننا سوف نُخفض Z بـــ (-10) لكل وحدة من x3، لذا نتوقف؛
· بما أن جميع معاملات متغيرات النموذج لـــ Z سالبة أو معدومة فإن الحل الأخير هو الحل الأمثل (لأن اختيار أي وحدة أخرى سوف يؤدي إلى تخفيض قيمة دالة الهدف)؛
· إذا كانت معاملات متغيرات النموذج من نوع تعظيم Max سالبة أو معدومة، فإن الحل الأخير هو الحل الأمثل، أما في النموذج من نوع تدنية Min فإننا نحصل على الحل الأمثل عندما تكون كافة المعاملات موجبة أو معدومة.
   إن الهدف من طريقة السمبلكس هو الوصول إلى الحل الأمثل كالطرق السابقة، إلا أن هذه الطريقة تنطلق من أول حل أساس مقبول و تمر على بعض حلول الأساس المقبولة إلى أن تصل إلى الحل الأمثل.
   نشير إلى أن طريقة السمبلكس تشترط بغرض تطبيقها توفر أول حل أساس مقبول، إلا أنه في بعض النماذج لا يتوفر هذا الشرط، و هنا يتم اللجوء إلى طريقة أخرى تُعرف بطريقة Big M.
2- خطوات الحل باستخدام طريقة Big M:
  طور هذا الأسلوب العالم Charne، و يقوم هذا الأسلوب على أساس إضافة معامل للمتغير الاصطناعي في دالة الهدف، و يتم حل النموذج بطريقة السمبلكس بصفة عادية.
 وبغية التعرف على مراحل تطبيق هذه الطريقة سوف نأخذ المثال التالي:
مثال 04-02: ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
Min Z = 30 x1+24 x2 +18 x3  
      Soumise aux contraintes                    

                                                       5x1+2x2 +x3  ≥  80 
            3x1+3x2+3x3  ≥ 60
                                                                                      x1 ≥  0
                                                        x2 ≥  0

                                                        x3 ≥  0
2- 1- كتابة النموذج على الشكل المعياري:
Min Z = 30 x1+24 x2 +18 x3  
      Soumise aux contraintes                    

                                                       5x1+2x2 +x3  - S1=  80 
                3x1+3x2+3x3 - S2= 60

                                                                                     x1, x2, x3 ≥  0
                                                       S1, S2 ≥  0
2- 2- إيجاد أول حل أساس مقبول:
   بما أن النموذج يحتوي على 5 متغيرات، و 2 معادلات فإنه يتم الحصول على أول حل أساي مقبول عن طريق عدم 3متغيرات (5-2=3)و لتكن متغيرات القرار (متغيرات خارج الأساس) x1=0، x2=0، x3=0 و بعد التعويض في قيود النموذج أعلاه نحصل على قيم متغيرات الأساس:  S1=(- 80)، S2=(- 60)، و الذي يعتبر حل أساس غير مقبول، لأن S1 و S2لا تحققان قيود عدم سلبية المتغيرات، أي أن النموذج لا يتوفر على حل أساس مقبول، و عليه لا يمكن تطبيق طريقة السمبلكس لاشتراطها على توفر أول حل أساس مقبول.
   و حتى يتسنى لنا توفير حل الأساس المقبول يتوجب علينا الاستعانة بمتغيرات جديدة تسمى المتغيرات المساعدة (الوهمية، الاصطناعية)، حيث تضاف متغيرة واحدة على مستوى كل قيد ليصبح النموذج كالتالي:
  Min Z = 30 x1+24 x2 +18 x3  
      Soumise aux contraintes                    

                                                       5x1+2x2 +x3  - S1+t1=  80 
                      3x1+3x2+3x3 - S2+t2= 60

                                                                                     x1, x2, x3 ≥  0
                                                       S1, S2 ≥  0
                                                       t1, t2 ≥  0
   بعد إضافة المتغيرات الوهمية t1 و t2 يصبح النموذج مكونا من 7 متغيرات و 2 معادلات، و عليه يمكن إيجاد أول حل أساس مقبول و ذلك عن طريق عدم متغيرات 5 متغيرات (7-2=5) فيصبح حل الأساس المقبول الأول كالتالي: 
x1=0,     x2=0,     x3=0,     S1=0,     S2=0,     S3=0

t1=80     t2=60
   نضيف متغيرات الفجوة و الاصطناعية إلى دالة الهدف، بمعامل 0 لمتغيرات الفجوة و معامل M التي تمثل كمية موجبة كبيرة إلى المتغيرات الاصطناعية، أما إذا كان النموذج من نوع Max فيتم إضافة معامل (-M) إلى المتغيرات الاصطناعية.
 فتكون دالة الهدف كما يلي: 
Min Z = 30 x1+24 x2 +18 x3 +0 S1+0 S2 +M t1+M t2

Min Z = 30 x1+24 x2 +18 x3 +0 S1+0 S2 +M (t1+t2)
بعدها يتم استخراج قيم المتغيرات الاصطناعية من القيود الوظيفية لتعويضها في دالة الهدف:
t1= 80 - 5x1 - 2x2  - x3  + S1
   t2= 60 - 3x1 - 3x2 - 3x3 + S2
t1 + t2 =140 - 8x1 - 5x2 - 4x3 + S1+ S2
بتعويض قيم المتغيرات الوهمية في دالة الهدف نحصل على:
Min Z = 30 x1+24 x2 +18 x3 +M (140 - 8x1 - 5x2 - 4x3 + S1+ S2)
Min Z = 30 x1+24 x2 +18 x3 + 140 M - 8x1 M - 5x2 M - 4x3 M + M S1 + M S2 
و عليه يصبح النموذج في صيغته النهائية كالتالي:
Min Z = (30-8M) x1+(24-5M) x2 +(18-4M) x3 + M S1 + M S2+140 M
Soumise aux contraintes                    

                                                       5x1+2x2 +x3  - S1+t1=  80 
                      3x1+3x2+3x3 - S2+t2= 60

                                                                                     x1, x2, x3 ≥  0
                                                       S1, S2 ≥  0
                                                       t1, t2 ≥  0
2- 3- تشكيل جدول السمبلكس الأول:

الجدول رقم 09: جدول السمبلكس الأول للمثال 04-02
	Ri
	B rayon
	M
	M
	0
	0
	18
	24
	30
	Cj

	
	
	t2
	t1
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	16
	80
	0
	1
	0
	-1
	1
	2
	5
	t1
	M

	20
	60
	1
	0
	-1
	0
	3
	3
	3
	t2
	M

	140M
	M
	M
	-M
	-M
	4M
	5M
	8M
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	0
	M
	M
	18-4M
	24-5M
	30-8M
	Z = Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
- بما أن النموذج عبارة عن تدنية Min فإنه يتم في هذه الحالة اختيار المتغيرة الداخلة عن طريق اختيار أقل معامل سالب لـــ M في قيم Z و في مثالنا هذا (-8) هو أدنى معامل سالب و الذي يوافق المتغيرة x1؛
· يتم بعدها قسمة قيم الشعاع B على معاملات المتغيرة الداخلة، للحصول على Ri و بناء على ذلك تصبح المتغيرة الخارجة هي التي توافق أقل حاصل قسمة موجب، لتكون في مثالنا هذا t1 ثم تحديد عنصر الارتكاز 
· بما أن معاملات Z تضم قيما سالبة فإن 140M ليس هو الحل الأمثل، لذا وجب علينا تحسين الحل إلى غاية الحصول على معاملات موجبة أو معدومة باعتبار أن النموذج عبارة عن تدنية. 
2- 4- تشكيل جدول السمبلكس الثاني:

الجدول رقم 10: جدول السمبلكس الثاني للمثال 04-02
	Ri
	B 
rayon
	M
	M
	0
	0
	18
	24
	30
	Cj

	
	
	t2
	t1
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	80
	16
	0
	1/5
	0
	-1/5
	1/5
	2/5
	1
	x1
	30

	5
	12
	1
	-3/5
	-1
	3/5
	12/5
	9/5
	0
	t2
	M

	480+12M
	M
	6-3/5M
	-M
	-6+3/5M
	6+12/5M
	12+9/5M
	30
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	-6+8/5M
	M
	6-3/5M
	12-12/5M
	12-9/5M
	0
	Z = Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   بما أن معاملات Z تضم قيما سالبة فإن 480+12M ليس هو الحل الأمثل، لذا وجب علينا تحسين الحل إلى غاية الحصول على معاملات موجبة أو معدومة و ذلك بتشكيل جدول سمبلكس ثالث. 
2- 5- تشكيل جدول السمبلكس الثالث:

الجدول رقم 11: جدول السمبلكس الثالث للمثال 04-02
	Ri
	B 
rayon
	M
	M
	0
	0
	18
	24
	30
	Cj

	
	
	t2
	t1
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	15
	/
	/
	1/12
	-1/4
	0
	1/4
	1
	x1
	30

	
	5
	/
	/
	-5/12
	1/4
	1
	3/4
	0
	x3
	18

	450+90 = 540
	/
	/
	-5
	-3
	18
	21
	30
	Zj = ∑Cj xj

	
	/
	/
	5
	3
	0
	3
	0
	Z = Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   نلاحظ من خلال جدول السمبلكس الثالث أن قيم معاملات Z كلها موجبة أو معدومة، و بالتالي فإن الحل الأخير المتوصل إليه هو الحل الأمثل (Z=540).
تمارين محلولة:
التمرين الأول:
   باستخدام طريقة السمبلكس أوجد الحلول المثلى لنماذج البرمجة الخطية أدناه.
	Min Z= -6 x1 -7 x2  -8 x3 
     Soumise aux contraintes                    

   x1 + 2 x2+  x3 ≤ 100
     3 x1 + 4 x2+2 x3 ≤ 120
     2 x1 + 4 x2+ 6 x3 ≤ 200
        x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
            
	Max Z= 7 x1+4 x2  +6 x3                  Soumise aux contraintes  
      4 x1 + 2 x2+ 4 x3 ≤ 100
      2 x1 + 2 x2+ x3 ≤ 80
       x1 + 3 x2+ 2 x3 ≤ 40

   x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 


	Max Z= 40 x1+60 x2  -20 x3                  Soumise aux contraintes  

       3 x1 + 6 x2  ≤ 300
      4 x1 + 2 x2+ x3 ≤ 220
       x2+  x3 ≤ 100

   x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 




حل التمرين الأول:
أولا:
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	-20
	60
	40
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	50
	300
	0
	0
	1
	0
	6
	3
	S1
	0

	110
	220
	0
	1
	0
	1
	2
	4
	S2
	0

	100
	100
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	S3
	0

	Z = 00
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	0
	0
	-20
	60
	40
	Z = Cj - Zj


	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	-20
	60
	40
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	100
	50
	0
	0
	1/6
	0
	1
	1/2
	x2
	60

	40
	120
	0
	1
	-1/3
	1
	0
	3
	S2
	0

	/
	50
	1
	0
	-1/6
	1
	0
	-1/2
	S3
	0

	Z = 3000
	0
	0
	10
	0
	60
	30
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	0
	-10
	-20
	0
	10
	Z = Cj - Zj


	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	-20
	60
	40
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	30
	0
	-1/6
	2/9
	-1/6
	1
	0
	x2
	60

	
	40
	0
	1/3
	-1/9
	1/3
	0
	1
	x1
	40

	
	70
	1
	1/6
	-2/9
	7/6
	0
	0
	S3
	0

	Z = 3400
	0
	10/3
	80/9
	10/3
	60
	40
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	-10/3
	-80/9
	-50/3
	0
	0
	Z = Cj - Zj


الحل الأمثل هو:    x1=40,     x2=30,     x3=0,     S1=0,     S2=0,     S3=70
ثانيا:
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	06
	04
	07
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	25
	100
	0
	0
	1
	4
	2
	4
	S1
	0

	40
	80
	0
	1
	0
	1
	2
	2
	S2
	0

	40
	40
	1
	0
	0
	2
	3
	1
	S3
	0

	Z = 00
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	0
	0
	06
	04
	07
	Z = Cj - Zj


	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	06
	04
	07
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	50
	25
	0
	0
	1/4
	1
	1/2
	1
	x1
	07

	30
	30
	0
	1
	-1/2
	-1
	1
	0
	S2
	0

	06
	15
	1
	0
	-1/4
	1
	5/2
	0
	S3
	0

	Z = 175
	0
	0
	7/4
	07
	7/2
	07
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	0
	-7/4
	-01
	1/2
	0
	Z = Cj - Zj


	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	06
	04
	07
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	22
	-1/5
	0
	3/10
	4/5
	0
	1
	x1
	07

	
	24
	-2/5
	1
	-2/5
	-7/5
	0
	0
	S2
	0

	
	06
	2/5
	0
	-1/10
	2/5
	1
	0
	x2
	04

	Z = 178
	1/5
	0
	17/10
	36/5
	04
	07
	Zj = ∑Cj xj

	
	-1/5
	0
	-17/10
	-6/5
	0
	0
	Z = Cj - Zj


الحل الأمثل هو:    x1=22,     x2=6,     x3=0,     S1=0,     S2=24,     S3=0
ثالثا:
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	-08
	-07
	-06
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	100
	100
	0
	0
	1
	1
	2
	1
	S1
	0

	60
	120
	0
	1
	0
	2
	4
	3
	S2
	0

	50
	200
	1
	0
	0
	4
	6
	2
	S3
	0

	Z = 00
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	Zj = ∑Cj xj

	
	0
	0
	0
	-08
	-07
	-06
	Z = Cj - Zj


	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	-08
	-07
	-06
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	100
	50
	-1/4
	0
	1
	0
	1/2
	1/2
	S1
	0

	10
	20
	-1/2
	1
	0
	0
	1
	2
	S2
	0

	100
	50
	1/4
	0
	0
	1
	3/2
	1/2
	x3
	-08

	Z = - 400
	-02
	0
	0
	-08
	-12
	-04
	Zj = ∑Cj xj

	
	02
	0
	0
	0
	05
	-02
	Z = Cj - Zj


	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	-08
	-07
	-06
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	45
	-1/8
	-1/4
	1
	0
	3/4
	0
	S1
	0

	
	10
	-1/4
	1/2
	0
	0
	1/2
	1
	x1
	-06

	
	45
	3/8
	-1/4
	0
	1
	5/4
	0
	x3
	-08

	Z = - 420
	-3/2
	-01
	0
	-08
	-13
	06
	Zj = ∑Cj xj

	
	3/2
	01
	0
	0
	06
	0
	Z = Cj - Zj


الحل الأمثل هو:    x1=10,     x2=0,     x3=45,     S1=45,     S2=0,     S3=0
التمرين الثاني:
   باستخدام طريقة السمبلكس أوجد الحلول المثلى لنماذج البرمجة الخطية أدناه.
	Min Z=  80 x1+120 x2 +84 x3 
     Soumise aux contraintes                    

 5x1 +15 x2+7 x3  ≥  20
     10 x1 + 12 x2+21 x3 ≥  15
 4 x1 + 5 x2+ 3 x3 ≥  18

        x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

            
	Min Z= 100 x1+80 x2  +40 x3                  Soumise aux contraintes  

        4 x1 + 2 x2+  x3 ≥ 7
      2 x1 + 2 x2+3 x3  ≥ 4
      4x1 +  x2+ 2 x3 ≥  6

x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 


	Min Z=100 x1+120 x2 +200 x3                  Soumise aux contraintes  

        x1 + 3 x2 + 2x3  ≥  6
      2 x1 + 4 x2+6 x3  ≥ 7
      x1+ 2x2 +4 x3  ≥ 8

       x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0, x3 ≥ 0


حل التمرين الثاني:
	Min Z=100 x1+120 x2 +200 x3+M t1+M t2+M t3              

   Soumise aux contraintes  

        x1 + 3 x2 + 2x3  - S1+t1 = 6
      2 x1 + 4 x2+6 x3  - S2+t2 = 7
      x1+ 2x2 +4 x3  - S3+t3 = 8

       x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, 

       S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, S3 ≥ 0≥ 0,   t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, t3 ≥ 0
	⇒
	Min Z=100 x1+120 x2 +200 x3                  Soumise aux contraintes  

        x1 + 3 x2 + 2x3  ≥  6
      2 x1 + 4 x2+6 x3  ≥ 7
      x1+ 2x2 +4 x3  ≥ 8
       x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0, x3 ≥ 0


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	200
	120
	100
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	02
	06
	0
	0
	1
	0
	0
	-1
	2
	3
	1
	t1
	M

	7/4
	07
	0
	1
	0
	0
	-1
	0
	6
	4
	2
	t2
	M

	04
	08
	1
	0
	0
	-1
	0
	0
	4
	2
	1
	t3
	M

	Z = 21 M
	M
	M
	M
	- M
	- M
	- M
	12M
	9M
	4M
	Zj 

	
	0
	0
	0
	M
	M
	M
	200-12M
	120-9M
	100-4M
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	200
	120
	100
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	01
	3/4
	0
	/
	1
	0
	3/4
	-1
	-5/2
	0
	-1/2
	t1
	M

	/
	7/4
	0
	/
	0
	0
	-1/4
	0
	3/2
	1
	1/2
	x2
	120

	08
	9/2
	1
	/
	0
	-1
	1/2
	0
	1
	1
	0
	t3
	M

	210+21/4 M
	M
	/
	M
	- M
	-30+5/2M
	- M
	180-3/2M
	120
	60-1/2M
	Zj 

	
	0
	/
	0
	M
	30-5/2M
	M
	20+3/2M
	0
	100-4M
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	200
	120
	100
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	/
	01
	0
	/
	/
	0
	1
	-4/3
	-10/3
	0
	-2/3
	S2
	0

	03
	02
	0
	/
	/
	0
	0
	-1/3
	2/3
	1
	1/3
	x2
	120

	3/2
	04
	1
	/
	/
	-1
	0
	2/3
	8/3
	0
	1/3
	t3
	M

	Z = 240+4 M
	M
	/
	/
	- M
	0
	-40+2/3M
	80+8/3M
	120
	40+1/3M
	Zj 

	
	0
	/
	/
	M
	0
	40-2/3M
	120-8/2M
	0
	60-1/3M
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	200
	120
	100
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	06
	/
	/
	/
	-5/4
	1
	-1/2
	0
	0
	-1/4
	S2
	0

	
	01
	/
	/
	/
	1/4
	0
	-1/2
	0
	1
	1/4
	x2
	120

	
	3/2
	/
	/
	/
	-3/8
	0
	1/4
	1
	0
	1/8
	x3
	200

	Z = 420
	/
	/
	/
	- 45
	0
	- 10
	200
	120
	145
	Zj 

	
	/
	/
	/
	45
	0
	10
	0
	0
	- 45
	Cj - Zj



الحل الأمثل هو:    x1=0,     x2=01,     x3=3/2,     S1=0,     S2=06,     S3=0
	Min Z=100 x1+120 x2 +200 x3+M t1+M t2+M t3              

   Soumise aux contraintes  

        4 x1 + 2 x2 + x3  - S1+t1 = 7
      2 x1 + 2 x2 +3 x3  - S2+t2 = 4
      4 x1 +  x2 + 2 x3  - S3+t3 = 6
       x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, 

       S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, S3 ≥ 0≥ 0,   t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, t3 ≥ 0
	⇒
	Min Z=100 x1+80 x2 +40 x3                  Soumise aux contraintes  

       4 x1 + 2 x2 + x3  ≥  7
      2 x1 + 2 x2 +3 x3  ≥ 4
      4 x1 +  x2 + 2 x3  ≥ 6

       x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0, x3 ≥ 0


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	40
	80
	100
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	7/4
	07
	0
	0
	1
	0
	0
	-1
	1
	2
	4
	t1
	M

	03
	06
	0
	1
	0
	0
	-1
	0
	3
	2
	2
	t2
	M

	01
	04
	1
	0
	0
	-1
	0
	0
	2
	1
	4
	t3
	M

	Z = 17 M
	M
	M
	M
	- M
	- M
	- M
	6M
	5M
	10M
	Zj 

	
	0
	0
	0
	M
	M
	M
	40-6M
	80-5M
	100-10M
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	40
	80
	100
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	01
	01
	/
	0
	1
	1
	0
	-1
	-1
	1
	0
	t1
	M

	2/3
	01
	/
	1
	0
	1/2
	-1
	0
	2
	3/2
	0
	t2
	M

	06
	3/2
	/
	0
	0
	-1/4
	0
	0
	1/2
	1/4
	1
	x1
	100

	Z=150+2 M
	/
	M
	M
	-25+3/2M
	-M
	- M
	50+M
	25+5/2M
	100
	Zj 

	
	/
	0
	0
	25-3/2M
	M
	M
	10 - M
	55-5/2M
	0
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	40
	80
	100
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	1/2
	1/3
	/
	/
	1
	2/3
	2/3
	-1
	-7/3
	0
	0
	t1
	M

	02
	2/3
	/
	/
	0
	1/3
	-2/3
	0
	4/3
	1
	0
	x2
	80

	/
	4/3
	/
	/
	0
	-1/3
	1/6
	0
	1/6
	0
	1
	x1
	100

	560/3+1/3 M
	/
	/
	M
	-20/3+2/3M
	-110/3+2/3M
	- M
	370/3-7/3M
	80
	100
	Zj 

	
	/
	/
	0
	20/3-2/3M
	110/3+2/3M
	M
	-250/3-7/3M
	0
	0
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	40
	80
	100
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	/
	1/2
	/
	/
	/
	1
	1
	-3/2
	-7/3
	0
	0
	S3
	0

	1/5
	1/2
	/
	/
	/
	0
	-1
	1/2
	5/2
	1
	0
	x2
	80

	3/2
	3/2
	/
	/
	/
	0
	1/2
	-1/2
	1
	6
	1
	x1
	100

	Z = 190
	/
	/
	/
	0
	-30
	-10
	100
	80
	100
	Zj 

	
	/
	/
	/
	0
	30
	10
	-60
	0
	0
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	40
	80
	100
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	6/5
	/
	/
	/
	1
	-2/5
	-4/5
	0
	7/5
	0
	S2
	0

	
	1/5
	/
	/
	/
	0
	-2/5
	1/5
	1
	2/5
	0
	x3
	40

	
	17/10
	/
	/
	/
	0
	1/10
	-3/10
	0
	2/5
	1
	x1
	100

	Z = 178
	/
	/
	/
	0
	0
	- 22
	40
	104
	100
	Zj 

	
	/
	/
	/
	0
	0
	0
	0
	24
	0
	Cj - Zj


الحل الأمثل هو:    x1=17/10,     x2=0,     x3=1/5,     S1=0,     S2=6/5,     S3=0
	Min Z=100 x1+120 x2 +200 x3+M t1+M t2+M t3              

   Soumise aux contraintes  

        5 x1 + 15 x2 +7 x3  - S1+t1 = 20
      10 x1 + 12 x2 +21 x3  - S2+t2 = 15
      4 x1 + 5 x2 + 3 x3  - S3+t3 = 18
       x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, 

       S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, S3 ≥ 0≥ 0,   t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, t3 ≥ 0
	⇒
	Min Z=80 x1+120 x2 +84 x3                  Soumise aux contraintes  

       5 x1 + 15 x2 +7 x3  ≥  20
      10 x1 + 12 x2 +21 x3  ≥ 15
      4 x1 + 5 x2 + 3 x3  ≥ 18
       x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0, x3 ≥ 0


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	84
	120
	80
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	4/3
	20
	0
	0
	1
	0
	0
	-1
	7
	15
	5
	t1
	M

	5/4
	15
	0
	1
	0
	0
	-1
	0
	21
	12
	10
	t2
	M

	18/5
	18
	1
	0
	0
	-1
	0
	0
	3
	5
	4
	t3
	M

	Z = 53 M
	M
	M
	M
	- M
	- M
	- M
	37M
	32M
	19M
	Zj 

	
	0
	0
	0
	M
	M
	M
	84-31M
	120-32M
	80-19M
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	84
	120
	80
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	1
	5/4
	0
	/
	1
	0
	5/4
	-1
	-77/4
	0
	-15/2
	t1
	M

	/
	5/4
	0
	/
	0
	0
	-1/12
	0
	7/4
	1
	5/6
	x2
	120

	141/5
	47/4
	1
	/
	0
	-1
	5/12
	0
	-23/4
	0
	-1/6
	t3
	M

	Z = 150+13 M
	M
	/
	M
	- M
	-10+5/3M
	- M
	210+25M
	120
	100-91/6M
	Zj 

	
	0
	/
	0
	M
	10-5/3M
	M
	-126 +25 M
	0
	-20+91/6M
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	84
	120
	80
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	/
	1
	0
	/
	/
	0
	1
	-4/5
	-77/3
	0
	-6
	S2
	0

	4
	4/3
	0
	/
	/
	0
	0
	-1/15
	7/15
	1
	1/3
	x2
	120

	34/7
	34/3
	1
	/
	/
	-1
	0
	1/3
	2/3
	0
	7/3
	t3
	M

	160+34/3 M
	M
	/
	/
	-M
	0
	8+1/3M
	56+2/3M
	120
	40+7/3M
	Zj 

	
	0
	/
	/
	M
	0
	-8-1/3M
	28+2/3M
	0
	40-7/3M
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	84
	120
	80
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	25
	0
	/
	/
	0
	1
	-2
	-7
	18
	0
	S2
	0

	
	04
	0
	/
	/
	0
	0
	-1/5
	7/5
	3
	1
	x1
	80

	
	02
	1
	/
	/
	-1
	0
	4/5
	13/5
	-7
	0
	t3
	M

	Z = 320+2M
	M
	/
	/
	-M
	0
	-16+4/5M
	112-13/5M
	240-7M
	80
	Zj 

	
	0
	/
	/
	M
	0
	16-4/5M
	-28+13/5M
	-120+7M
	0
	Cj - Zj


	Ri
	B 

rayon
	M
	M
	M
	0
	0
	0
	84
	120
	80
	Cj

	
	
	t3
	t2
	t1
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	30
	/
	/
	/
	-5/2
	1
	0
	-27/2
	1/2
	0
	S2
	0

	
	9/2
	/
	/
	/
	-1/4
	0
	0
	3/4
	5/4
	1
	x1
	80

	
	5/2
	/
	/
	/
	-5/4
	0
	1
	-13/4
	-35/4
	0
	S1
	0

	Z = 360
	/
	/
	/
	-20
	0
	0
	60
	100
	80
	Zj 

	
	/
	/
	/
	20
	0
	0
	24
	20
	0
	Cj - Zj


الحل الأمثل هو:    x1=9/2,     x2=0,     x3=0,     S1=5/2,     S2=30,     S3=0
المحور الخامس: النموذج الثنائي و تحليل الحساسية
   من الظواهر المهمة المصاحبة لمسائل البرمجة الخطية نموذج الثنائية و التي تعرف بتحويل نموذج البرمجة الخطية الأولي إلى نموذج الثنائية، و يختص هذا الأخير بسهولة حله عند حصول أي تغير في معاملات و إتاحة المتغيرات في النموذج الأولي بعد صياغته و حله، و تستخدم هذه الخاصية في تسهيل ظاهرة الحساسية لنموذج البرمجة الخطية.
 
 يقترن أي نموذج أصلي (Primal) عادة بنموذج آخر يطلق عليه النموذج المرافق (Dual) (المقابل/الثنائي)، من أهم فوائده تسهيل إيجاد الحل الأمثل خصوصا عندما يصعب حل النموذج الأصلي.
1- تعريف النموذج الثنائي: 
   تشير هذه النظرية إلى أن لكل نموذج من نماذج التعظيم نموذجا مقابلا (ثنائيا) يمثل نموذج تدنية التكاليف، و أن هناك صفة مشتركة ما بين النموذجين تتمثل في أن الحل الأمثل لأحدهما يعطي الحل الأمثل للنموذج الآخر.

2- خطوات تشكيل النموذج الثنائي: 
  يمكن تلخيص خطوات تحويل النموذج الأصلي إلى نموذج ثنائي بالشكل التالي:

· عندما يكون النموذج الأصلي يعبر عن مشكلة الوصول إلى أقصى قيمة Max فإنه يتحول إلى الوصول إلى أدنى قيمة Min عند إعداد النموذج الثنائي، و العكس صحيح؛
· الموارد المتاحة و المذكورة في الجانب الأيسر لقيود النموذج الأصلي تصبح معاملات دالة الهدف في النموذج الثنائي؛
· معاملات متغيرات دالة الهدف في النموذج الأصلي تصبح قيم الجانب الأيسر في النموذج الثنائي؛
· تُحول أعمدة النموذج الأصلي إلى صفوف في النموذج الثنائي؛
· كلا النموذجين متحرران من مبدأ السلبية لكافة المتغيرات (إضافة شرط عدم سلبية المتغيرات). 
   إضافة إلى ذلك نقوم بــــ:

· تحويل اتجاه المتباينات من النموذج الأصلي إلى النموذج المقابل ( ≥ تصبح ≤ و العكس)؛ 
· تغيير ترميز المتغيرات من النموذج الأصلي إلى النموذج المرافق (x1…xn تصبح y1…yn).
و بناء على ذلك يصبح عدد متغيرات النموذج الثنائي مساويا لعدد قيود البرنامج الأولي.   
   و عليه تكون الصيغ القانونية للنموذجين الأولي و الثنائي كما يلي: 

	  Min W =b’y

s/c    A’y ≥ C

         y ≥ 0
	⇒
	Max Z =C’x

s/c    Ax ≤ b

         x ≥ 0


 و للتوضيح أكثر سوف نأخذ المثال التالي:
مثال 05-01: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z = 100 x1+200 x2 +300 x3  
      Soumise aux contraintes                    

                                                       2x1+x2 +4x3  ≤ 1000 
               5x1+5x2+7x3 ≤ 1500

                                                       8x1+9x2 +4x3  ≤ 2000 
             5x1+2x2+x3 ≤ 2500

                                                                                     x1, x2, x3 ≥  0
   نلاحظ أن النموذج يحتوي على 3 متغيرات و التي تمثل 3 أنواع من المنتجات، تعتمد المؤسسة في إنتاج هذه المنتجات على 4 موارد متاحة، حيث أنها تسعى من خلال هذه العملية إلى تعظيم الأرباح المترتبة عن بيع هذه المنتجات، في المقابل سيسعى مشتري هذه المنتجات إلى تدنية تكاليف شرائها مع تحفيز صاحب المؤسسة على البيع، فتصبح دالة الهدف الخاصة بهذا المشتري من نوع تدنية:
Min W = 1000 y1+1500 y2 +2000 y3 +2500 y4 
حيث تمثل (y1, y2 , y3 , y4) أسعار المواد الأولية.
   في الوقت نفسه ستقوم المؤسسة ببيع المنتجات في حال ما إذا كان العائد المحقق من بيعها أكبر من العائد على الإنتاج، فتصاغ هذه العملية كما يلي:
2y1+5y2 +8y3+5y4  ≥ 100

       
                                 y1+5y2 +9y3+2y4  ≥ 200

                                           4y1+7y2 +4y3  +4y4  ≥ 300 
و عليه فإن النموذج المرافق للنموذج الأولي أعلاه يكون من الشكل:
Min W = 1000 y1+1500 y2 +2000 y3 +2500 y4
                                    Soumise aux contraintes                    

                                           2y1+5y2 +8y3+5y4  ≥ 100 
       
                                 y1+5y2 +9y3+2y4  ≥ 200
                                           4y1+7y2 +4y3  +4y4  ≥ 300 
                                                                    y1, y2, y3 , y4 ≥  0
   أما في حالة نماذج التدنية فيكون برنامج الثنائية كما يلي:
	النموذج الثنائي
	النموذج الأولي

	
Min W = 100 y1+150 y2 +220 y3
Soumise aux contraintes

7y1+2y2 +3y3  ≤ 5
6y1+4y2+9y3 ≤ 6
y1, y2, y3 ≥  0


	Max Z = 5 x1+6 x2 
Soumise aux contraintes

7x1+6x2 ≤ 100
2x1+4x2 ≤ 150

3x1+9x2  ≤ 220
x1, x2 ≥  0




3- القواعد الأساسية لتشكيل النموذج الثنائي: 
   نسعى من خلال هذه المرحلة إلى التعرف على مجموعة من القواعد و التي تستخدم عادة في تشكيل البرنامج الثنائي للنماذج الأصلية التي لا تكون في صورتها النموذجية (القانونية).
3-1- الحالة الأولى: ظهور القيد i بإشارة ≥ في نموذج Max:
   لتوضيح هذه الحالة، سوف نتناولها في شكل مثال.
مثال 05-02: ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z = 5 x1+4 x2 +9 x3
Soumise aux contraintes

2x1+3x2 +8x3 ≤ 100
7x1+4x2 +3x3 ≥ 200
x1, x2, x3 ≥  0

   نلاحظ أن القيد الثاني لا يحقق شرط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه، لذا وجب تحويله إلى متراجحة من الشكل أقل أو تساوي بضرب طرفيها في القيمة (-1)، فيصبح:
-7x1-4x2 -3x3 ≤ - 200

   و عليه يصبح النموذج الثنائي كالتالي:
Min W = 100 y1-200 y′2 
Soumise aux contraintes

2y1 - 7y′2  ≥ 5
3y1 - 4y′2  ≥ 4
8y1 - 3y′2  ≥ 9

       y1≥0, y′2≥0, y3 ≥0

   نلاحظ أن القيد الثاني و بعد تعديله، لم يحافظ على إشارة بعض من معاملات النموذج الأصلي، و للمحافظة على إشارات النموذج الأولي نضع: y2 = - y′2 
  فيصبح الشكل النهائي للنموذج الثنائي كما يلي:
Min W = 100 y1+200 y2 
Soumise aux contraintes

2y1 + 7y2  ≥ 5
3y1 + 4y2  ≥ 4

8y1 + 3y2  ≥ 9

       y1≥0, y2≤0, y3 ≥0

   و عليه فإن ظهور القيد رقم i بإشارة أكبر أو تساوي ≤ في نموذج التعظيم الأولي (Max) يؤثر على المتغيرة رقم i فتكون أقل أو تساوي الصفر في نموذج التدنية الثنائي(≤ 0 ( yi.  
3-2- الحالة الثانية: ظهور القيد i بإشارة = في نموذج Max:
   سنقوم بتوضيح هذه الحالة، في المثال أدناه.
مثال 05-03: ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z = 120 x1+240 x2 
Soumise aux contraintes

2x1 + 6x2  ≤ 60
3x1 + 4x2  = 50
       x1≥0, x2≥0, x3 ≥0

   نلاحظ أن القيد الثاني لا يحقق شرط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه كونه مكتوبا في صورة معادلة، لذا وجب تحويله إلى متراجحتين إحداهما أقل أو تساوي و الأخرى أكبر أو تساوي، فيصبح:
3x1 + 4x2  ≤ 50
3x1 + 4x2  ≥ 50
   و بما أن المتراجحة الثانية تحقق هي الأخرى شرط الشكل النموذجي لنموذج التعظيم فيجب هي الأخرى تعديلها و ذلك بضرب طرفيها في (-1) لتصبح من الشكل:
-3x1 - 4x2  ≤ -50
   و بناء على ذلك يصبح الشكل النموذجي للنموذج الأولي كما يلي:
Max Z = 120 x1+240 x2 
Soumise aux contraintes

2x1 + 6x2  ≤ 60
3x1 + 4x2  ≤ 50

-3x1 - 4x2  ≤ -50
       x1≥0, x2≥0, x3 ≥0

   و عليه يمكن استنتاج النموذج الثنائي للنموذج أعلاه، فيكون كما يلي:
	Min W = 60 y1+50(y′2 - y″2)
Soumise aux contraintes

2y1+ 3(y′2 - y″2)≥ 120

6y1+ 4(y′2 - y″2)≥ 240

y1≥0, y′2 ≥0, y″2 ≥0


	⟺


	Min W = 60 y1+50 y′2 -50 y″2
Soumise aux contraintes

2y1+ 3 y′2 -3 y″2≥ 120

6y1+ 4 y′2 -4 y″2≥ 240

y1≥0, y′2 ≥0, y″2 ≥0




   ما يلاحظ أن النموذج المقابل يحتوي على 3 متغيرات في حين أنه من المفروض وجود متغيرتين فقط باعتبار أن النموذج الأصلي يحتوي على قيدين فقط، لذلك وجب علينا تعديل البرنامج المرافق و ذلك بـوضع:
y′2 - y″2= y2
   فيصبح الشكل النهائي للنموذج المرافق كما يلي: 
Min W = 60 y1+50 y2 
Soumise aux contraintes

2y1+ 3y2≥ 120
6y1+ 4y2≥ 240
y1≥0, y2 ( R
و وفقا لذلك قد تكون:
· y2 ˃0
      إذا كانت:    
y′2 ˃ y″2
· y2 ˂0
      إذا كانت:    
y′2 ˂ y″2
· y2 =0
      إذا كانت:    
y′2 = y″2
   و عليه فإن ظهور القيد رقم i بإشارة تساوي )=( في نموذج التعظيم الأولي (Max) يؤثر على المتغيرة رقم i فتكون غير محددة الإشارة في نموذج التدنية الثنائي (yi ( R).  

3-3- الحالة الثالثة: ظهور متغيرة j غير محددة الإشارةxj( R) ):
   لتوضيح هذه الحالة، سنتناول المثال أدناه.
مثال 05-04: ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z = 11 x1+ 32 x2 
Soumise aux contraintes

2x1 + 5x2  ≤ 130
4x1 + 3x2  ≤ 210
7x1 +9x2  ≤ 90
       x1( R, x2≥0, x3 ≥0

   ما يلاحظ من النموذج أعلاه أنه ليس في شكله النموذجي باعتبار أن المتغيرة الأولى غير محددة الإشارة لذا وجب تعديله، بتعويض المتغيرة الأولى بفرق متغيرتين(x2 = x′2 - x″2)، ليصبح كما يلي:
	Max Z = 11 (x′1 - x″1)+ 32 x2 
Soumise aux contraintes

2(x′1 - x″1) + 5x2  ≤ 130

4(x′1 - x″1) + 3x2  ≤ 210

7(x′1 - x″1) +9x2  ≤ 90
       x′1≥0,  x″1≥0, x2≥0, x3 ≥0


	⟺


	Max Z = 11 x′1 - 11x″1+ 32 x2 
Soumise aux contraintes

2x′1 - 2x″1 + 5x2  ≤ 130

4x′1 - 4x″1 + 3x2  ≤ 210

7x′1 - 7x″1 +9x2  ≤ 90
       x′1≥0,  x″1≥0, x2≥0, x3 ≥0




و عليه يصبح شكل النموذج الثنائي للنموذج الأولي أعلاه كما يلي:
Min W = 130 y1 + 210y2+ 90y3 
Soumise aux contraintes

2y1 + 4y2 + 7y3  ≥ 11
-2y1 – 4y2 – 7y3  ≥ -11
5y1 + 3y2 +9y3  ≥ 32
                                                y1≥0, y2≥0, y3 ≥0

   سبق و أن تمت الإشارة إلى أن عدد متغيرات النموذج الأولي يجب أن تكون مساوية لعدد قيود النموذج المرافق، و هذا ما لا يحققه النموذج أعلاه، لذا وجب علينا تعديله بضرب القيد الثاني في (-1)، و ذلك بغية كتابة القيدين الأول و الثاني في شكل مساواة، فيصبح الشكل النهائي للنموذج الثنائي كما يلي:
	Min W = 130 y1 + 210y2+ 90y3
Soumise aux contraintes

2y1 + 4y2 + 7y3  = 11

5y1 + 3y2 +9y3  ≥ 32
y1≥0, y2≥0, y3≥0


	⇒
	Min W = 130 y1 + 210y2+ 90y3
Soumise aux contraintes

2y1 + 4y2 + 7y3  ≥ 11

2y1 + 4y2 + 7y3  ≤ 11
5y1 + 3y2 +9y3  ≥ 32
y1≥0, y2≥0, y3≥0




   وعليه فإن ظهور المتغيرة رقم j غير محددة الإشارة(yi ( R)  في نموذج التعظيم الأولي (Max)، يؤثر على القيد رقم j فيظهر بالإشارة )=( في نموذج التدنية الثنائي. 
3-4- الحالة الرابعة: وجود متغيرة j أقل أو تساويxj ≤ 0) ):
لتوضيح هذه الحالة، سوف نتناولها في شكل مثال.
مثال 05-05: ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z = 15 x1+ 13 x2 + 23 x3
Soumise aux contraintes

4x1+ 2 x2 + 8 x3 ≤ 210
3x1 + 3x2 + 5 x3 ≤ 240
6x1 +7x2 + 6 x3 ≤ 160
                                                x1≤0, x2≥0, x3 ≥0

   يلاحظ أن النموذج أعلاه غير مكتوب في شكله النموذجي باعتبار أن المتغيرة الأولى أقل أو تساوي الصفر،   و لذلك وجب تعديل النموذج بحيث نضع: x1 = - x′1 فيصبح الشكل النموذجي كما يلي:
Max Z = -15 x′1+ 13 x2 + 23 x3
Soumise aux contraintes

-4 x′1+ 2 x2 + 8 x3 ≤ 210
-3 x′1 + 3x2 + 5 x3 ≤ 240

-6 x′1 +7x2 + 6 x3 ≤ 160
                                                x′1≥0, x2≥0, x3 ≥0

   و بناء عليه يصبح شكل النموذج الثنائي كما يلي:
	Min W = 210 y1+ 240 y2 + 160 y3
Soumise aux contraintes

4y1 + 3y2 + 6y3  ≤ 15

2y1 + 3y2 + 7y3  ≥ 13

8y1 + 5y2 + 6y3  ≥ 23

    
 y1≥0, y2≥0, y3 ≥0


	⇒
	Min W = 210 y1+ 240 y2 + 160 y3
Soumise aux contraintes

-4y1 - 3y2 - 6y3  ≥ -15

2y1 + 3y2 + 7y3  ≥ 13

8y1 + 5y2 + 6y3  ≥ 23

    
 y1≥0, y2≥0, y3 ≥0




   وعليه فإن ظهور المتغيرة رقم j بإشارة أقل أو تساوي الصفر(xj ≤ 0) في نموذج التعظيم الأولي (Max)، يؤثر على القيد رقم j فيظهر بالإشارة أقل أو تساوي )≥( في نموذج التدنية الثنائي. 
4- علاقة النموذج الثنائي بالنموذج الأولي:
4-1- نظرية الثنائية القوية: Théorème de la dualité forte
   إذا كان النموذج الأولي P و النموذج الثنائي PD، حيث أن (x*1, x*2 … x*n) حل أساس مقبول للنموذج الأولي P، و (y*1, y*2 … y*m) حل أساس مقبول للنموذج الثنائي PD، و حقق الحلان المقبولان العلاقة:
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أي: Z = W
   فإن: الحلين المقبولين (x*1, x*2 … x*n) و (y*1, y*2 … y*m) هما حلين أمثلين للنموذجين الأولي      و الثنائي على التوالي.
 4-2- نظرية الثنائية الضعيفة: Théorème de la dualité faible
   إذا كان النموذج الأولي P و النموذج الثنائي PD، حيث أنه من أجل أي حل أساس مقبول (x′1, x′2 … x′n) للنموذج الأولي P، و من أجل أي حل أساس مقبول (y′1, y′2 … y′m) للنموذج الثنائي PD فإن:
أ- إذا كان النموذج الأولي من نوع تعظيم Max: قيمة دالة الهدف Z للنموذج الأولي من أجل أي حل أساس مقبول تكون دائما أقل أو تساوي قيمة دالة الهدف W للنموذج الثنائي، أي:
Z (x′1, x′2 … x′n)   ≤   W(y′1, y′2 … y′m)
C1x′1+ C2x ′2+… Cnx′n   ≤   b1y′1+ b2y ′2+… bmx′m   
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ب- إذا كان النموذج الأولي من نوع تدنية Min: قيمة دالة الهدف Z للنموذج الأولي من أجل أي حل أساس مقبول تكون دائما أكبر أو تساوي قيمة دالة الهدف W للنموذج الثنائي، أي:
Z (x′1, x′2 … x′n)   ≥   W(y′1, y′2 … y′m)
C1x′1+ C2x ′2+… Cnx′n   ≥   b1y′1+ b2y ′2+… bmx′m   
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4-3- نظرية الفجوات المكملة: Théorème des écarts complémentaires
   لا تقتصر العلاقة بين النموذجين الأولي و الثنائي على تساوي دالتي الهدف عند الحل الأمثل، و لكنها تتعدى إلى استنتاج الحل الأمثل لأحد النموذجين انطلاقا من الحل الأمثل للنموذج الآخر الذي تم حله باستخدام طريقة السمبلكس، و هذا ما يمثل مضمون نظرية الفجوات المكملة، و التي مفادها ما يلي:
أ-  Si y′i = 0
· إذا كانت:   Si=0   فإن   y′i≠ 0   أي   y′i˃0
   أي أنه إذا كان القيد رقم i للنموذج الأولي مشبعا، فإن المتغيرة رقم i (yi) للنموذج الثنائي أكبر من الصفر.
· إذا كانت:   y′i =0   فإن   Si≠ 0 أي   Si˃0
   أي أنه إذا كان القيد رقم i للنموذج الأولي غير مشبع، فإن المتغيرة رقم i (yi) للنموذج الثنائي تساوي الصفر.
ب-  ki x′i = 0
· إذا كانت:   ki=0   فإن   x′i≠ 0   أي   x′i˃0
   أي أنه إذا كان القيد رقم i للنموذج الثنائي مشبعا، فإن المتغيرة رقم i (xi) للنموذج الأولي أكبر من الصفر.
· إذا كانت:   x′i =0   فإن   ki≠ 0 أي   xi˃0
   أي أنه إذا كان القيد رقم i للنموذج الثنائي غير مشبع، فإن المتغيرة رقم i (xi) للنموذج الثنائي تساوي الصفر.
و بغرض فهم محتوى هذه النظرية أكثر، سنتناولها في المثال أدناه: 
مثال 05-06: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
	
النموذج الثنائي
	النموذج الأولي

	Min W = 300 y1+190 y2 +110 y3+130 y4
Soumise aux contraintes

y1+y2 +y3  ≥ 200
2y1+y2+y4 ≥ 370

                   y1, y2, y3, y4 ≥ 0


	Max Z = 200 x1+370 x2 
Soumise aux contraintes

x1+2x2 ≤ 300
                    x1+x2 ≤ 190

                    x1≤ 110

                    x2≤ 130
                    x1, x2 ≥  0




الحل الأمثل للنموذج الأولي هو:  x1=80، x2=110، قيمة دالة الهدف: Z=56700
و لاستنتاج الحل الأمثل للنموذج الثنائي، نتبع الخطوات التالية:
أ- كتابة النموذجين على الشكل المعياري:
	
النموذج الثنائي
	النموذج الأولي

	Min W = 300 y1+190 y2 +110 y3+130 y4
Soumise aux contraintes

y1+y2 +y3 +k1= 200
2y1+y2+y4 +k2= 370

                   y1, y2, y3, y4 , k1, k2 ≥ 0


	Max Z = 200 x1+370 x2 
Soumise aux contraintes

      x1+2x2 +S1 =300
                    x1+x2 +S2 =190

                    x1+S3 =110

                    x2+S4 =130
                    x1, x2, S1, S2, S3, S4≥  0




ب- استنتاج قيم متغيرات الفجوة للنموذج الأولي:
S1 =300-x1 -2x2 = 300-80 -2(110) ⇒ S1 =0
S2 =190-x1 -x2 = 190-80 - 110 ⇒ S2 =0
S3 =110-x1 = 110-80 ⇒ S3 =30
S4 =130-x2 = 130-110 ⇒ S4 =20
جـ- استنتاج قيم متغيرات النموذج الثنائي و الحل الأمثل الموافق له:
   لاستنتاج قيم متغيرات النموذج الثنائي، نقوم باستخدام نظرية الفجوات المكملة، و التي تقوم على الشرطين: 
· Si y′i=0
بما أن:   S1=0   فإن   y1≠0   أي   y1˃0
بما أن:   S2=0   فإن   y2≠0   أي   y2˃0
بما أن:   S3=30   أي    S3≠0 أي   S3˃0   فإن   y3=0
بما أن:   S4=20   أي    S4≠0 أي   S4˃0   فإن   y4=0
· ki x′i=0
بما أن:   x1=80   أي    x1≠0 أي   x1˃0   فإن   k1=0
بما أن:   x2=110   أي    x2≠0 أي   x2˃0   فإن   k2=0
   و بغية الحصول على قيم باقي المتغيرات y1 و y2 نقوم بتعويض: y3=0، y4=0، k1=0، k2=0 المحصل عليها أعلاه في القيود الوظيفية للنموذج الثنائي في شكله المعياري، فنجد:
y1+y2 +0 +0= 200
2y1+y2+0 +0= 370
   نقوم بحل جملة المعادلات، فنحصل على: y1=170 و y2=30، و بعد تعويض القيم المحصل عليها في دالة الهدف للنموذج الثنائي نحصل على: W = 300 (170)+190 (30) +110 (0)+130 (0)=56700.
   و بما أن قيم دوال الهدف للنموذجين الأولي و الثنائي متساوية، فإن الحل المستنتج للنموذج الثنائي هو الحل الأمثل.
5- قراءة قيم متغيرات النموذج الثنائي انطلاقا من جدول الحل الأمثل للنموذج الأولي:
   إضافة إلى نظرية الفجوات المكملة المستخدمة في استنتاج الحل الأمثل لأحد نماذج البرمجة الخطية اعتماداً على الأمثل للآخر، هناك أيضا طريقة أخرى لذلك انطلاقا من جدول سمبلكس الحل الأمثل.
   نعلم أن الوصول للحل الأمثل يكون عند تحقق معيار الأمثلية للنموذج كما يلي:
Max :    C j – Z j ≤ 0
Min :    C j – Z j ≥ 0

 و تتم قراءة و استنتاج الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية الآخر (الثنائي أو الأولي) كما يلي:
5-1- قراءة قيم متغيرات القرار للنموذج الثنائي:
أ- إذا كان النموذج الأولي على شكله النموذجي فإن: yi هي Zj لمتغيرة الفجوة Si؛
ب- إذا كان النموذج الأولي ليس على شكله النموذجي فإن:
· القيد i أقل أو يساوي (≤) فإن: yi = Zj؛
· القيد i أكبر أو يساوي (≤) فإن: +؛
· القيد i بإشارة تساوي (=) فإن: yi = Zj.
5-2- قراءة قيم متغيرات الفجوة للنموذج الثنائي:
أ-  إذا كان النموذج من الشكل (Max) فإن: ki = -(C j – Z j) ؛
ب- إذا النموذج من الشكل (Min) فإن: ki = (C j – Z j).
مثال 05-07: ليكن نموذج البرمجة الخطية الأولي التالي:
Max Z = 40 x1+60 x2 - 20 x3
Soumise aux contraintes

                                                   3x1+6x2 ≤ 300
4x1+2x2 +x3 ≤ 220

                                                   x1+x3 ≤ 100
                                                   x1, x2 , x3 ≥  0

   وجدول الحل الأمثل للنموذج أعلاه هو التالي:
الجدول رقم 12: جدول سمبلكس الحل الأمثل للمثال 05-07
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	-20
	60
	40
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	30
	0
	-1/6
	2/9
	-1/6
	1
	0
	x2
	60

	
	40
	0
	1/3
	-1/9
	1/3
	0
	1
	x1
	40

	
	70
	1
	1/6
	-2/9
	7/6
	0
	0
	S2
	00

	Z=3400
	0
	10/3
	80/9
	10/3
	60
	40
	Zj

	
	0
	-10/3
	-80/9
	-50/3
	0
	0
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
الحل الأمثل للنموذج الثنائي الموافق للنموذج الأولي أعلاه هو التالي:
أ- متغيرات القرار: بما أن النموذج الأولي على شكله النموذجي فإن: yi هي Zj لمتغيرة الفجوة Si، و عليه:
y1= 80/9,   y2= 10/3,   y3= 0

ب- متغيرات الفجوة: بما أن النموذج من الشكل (Max) فإن: ki = -(C j – Z j)
k1= 0,   k2= 0,   k3= 50/3

6- تحليل الحساسية L’analyse de sensibilité (ما بعد الأمثلية Poste Optimale):
   يسعى متخذ القرار عادة إلى التوسع في مجال التحليل قصد الحصول على نتائج مختلفة، فينصب اهتمامه على معرفة الحدود التي يمكن فيها إجراء التغيير في قيمة العوامل المكونة للنموذج الرياضي دون تغيير هدفه.  
   فمن المعلوم أن الإدارات عموما ترغب دائما في إجراء بعض التغييرات على المعاملات المختلفة لأي مشكلة ما (نموذج البرمجة الخطية)، و يمكن معرفة أثر هذه التغييرات في المعاملات على الحل الأمثل عن طريق حل المسألة مرة أخرى، إلا أن هذا يتطلب إجراء حسابات كثيرة تتناسب طرديا مع عدد القيود و المتغيرات، و تحليل الحساسية هو الاسم المشتق من تحليل تغير الحل الأمثل وفقا لتغير المعاملات المختلفة، سواء كانت هذه المعاملات: مواد أولية، أيدي عاملة، تكاليف، أرباح ... إلخ.

   يقصد بتحليل الحساسية معرفة مدى تأثر الحل الأمثل بالتغيرات التي قد تطرأ على المعطيات التي تم إعداد البرنامج الخطي على أساسها. و هذه التغيرات يمكن أن تكون:

· على معاملات متغيرات دالة الهدف(Cj)؛
· على قيم الطرف الأيمن للقيود (الموارد المتاحة) (bj)؛
· على استخدامات الموارد(aij).
6-1- حالة تغير المعاملات Cj لمتغيرات القرار xi: 
   في هذه الحالة قد تكون متغيرة القرار، إما متغيرة خارج الأساس، أو متغيرة أساس، لذا نمير بين حالتين هنا:
الحالة 01: تغير المعامل Cj لمتغيرة القرار xi خارج الأساس:
   بغرض التعرف أكثر على هذه الحالة، سوف نأخذ المثال التالي:
مثال 05-08: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z = 100 x1+60 x2+80 x3
Soumise aux contraintes

                                                 6x1+3x2 +6x3 ≤ 1200
4x1+4x2 +6x3 ≤ 1000

                                                4x1+12x2 +8x3 ≤ 3800

x1, x2 , x3≥0
و الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية أعلاه يقدمه الجدول التالي:
الجدول رقم 13: جدول سمبلكس الحل الأمثل للمثال 05-08
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	80
	60
	100
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	150
	0
	-1/4
	1/3
	1/2
	0
	1
	x1
	100

	
	100
	0
	1/2
	-1/3
	1
	1
	0
	x2
	60

	
	2000
	1
	-5
	8/3
	-6
	0
	0
	S3
	00

	Z=21000
	0
	5
	40/3
	110
	60
	100
	Zj

	
	0
	-5
	-40/3
	-30
	0
	0
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
قد يتغير معامل x3 بمقدار (موجب أو سالب) يساوي ΔC3 فيصبح C′3 حيث أن: ΔC3 C′3= C3+ أي: ΔC3 C′3= 80+، و بتعويض القيمة الجديدة في جدول الحل الأمثل نحصل على:
الجدول رقم 14: جدول سمبلكس الحل الأمثل بعد تغير معامل x3 للمثال 05-08
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	80+ ΔC3
	60
	100
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	150
	0
	-1/4
	1/3
	1/2
	0
	1
	x1
	100

	
	100
	0
	1/2
	-1/3
	1
	1
	0
	x2
	60

	
	2000
	1
	-5
	8/3
	-6
	0
	0
	S3
	00

	Z=21000
	0
	5
	40/3
	110
	60
	100
	Zj

	
	0
	-5
	-40/3
	-30+ ΔC3
	0
	0
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   عند تغير معامل x3 فإن قيمة Cj - Zj تتغير فتصبح:  -30+ ΔC3، و يبقى جدول الحل الأمثل إذا تحقق شرط الأمثلية لنموذج التعظيم C′3 – Z3 ≤ 0:
C′3 – Z3 ≤ 0   ⇒   -30+ ΔC3  ≤ 0   ⇒   ΔC3  ≤ 30
   أي أن الحل الأمثل الذي يقدمه الجدول يبقى أمثلا مادام مقدار التغير للمتغيرة x3 أقل أو يساوي 30، أما إذا تعدى هذه القيمة فإن الحل لا يبقى أمثلا.

   لدينا: ΔC3  ≤ 30
بإضافة القيمة 80 للطرفين نحصل على:
ΔC3+80  ≤ 30+80

ΔC3+80  ≤ 110

نعلم أن: ΔC3 C′3= 80+ ، و عليه تكون: C′3 ≤ 110
   أي أن الحل المتوصل إليه يبقى أمثلا ما دام معامل المتغيرة x3 أقل أو يساوي 110، أما إذا تعدى هذه القيمة فإنه لا يصبح حلا أمثلا.
· إذا كان مقدار التغير أقل من 30: تصبح في هذه الحالة قيمة C′3 – Z3 سالبة، ما يحقق معيار الأمثلية، و بالتالي يبقى الحل أمثلا.
· إذا كان مقدار التغير مساويا تماما لــ 30: تصبح في هذه الحالة قيمة C′3 – Z3 معدومة، ما يحقق معيار الأمثلية، و بالتالي يبقى الحل أمثلا.
· إذا كان مقدار التغير أكبر من 30: تصبح في هذه الحالة قيمة C′3 – Z3 موجبة، و هذا ما لا يحقق شرط الأمثلية، مما يستوجب إنشاء جدول آخر لتحسين الحل مرة أخرى.
الحالة 02: تغير المعامل Cj لمتغيرة القرار xi كمتغيرة أساس:
   بأخذ المثال السابق، و بافتراض أن معامل متغيرة الأساس x1 قد تغير بمقدار (موجب أو سالب) يساوي ΔC1 فيصبح C′1 حيث أن: ΔC1 C′1= C1+ أي: ΔC1 C′1=100+، و بتعويض القيمة الجديدة في جدول الحل الأمثل نحصل على:
الجدول رقم 15: جدول سمبلكس الحل الأمثل بعد تغير معامل x1 للمثال 05-08
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	80
	60
	100+ΔC1
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	
x1
	

	
	150
	0
	-1/4
	1/3
	1/2
	0
	1
	x1
	100+ΔC1

	
	100
	0
	1/2
	-1/3
	1
	1
	0
	x2
	60

	
	2000
	1
	-5
	8/3
	-6
	0
	0
	S3
	00

	Z=21000
	0
	5-1/4ΔC1
	40/3+1/3ΔC1
	100+1/2ΔC1
	60
	100+ΔC1
	Zj

	
	0
	-5+1/4ΔC1
	-40/3-1/3ΔC1
	-30-1/2ΔC1
	0
	0
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   يبقى الجدول أعلاه جدول الحل الأمثل إذا تحقق شرط الأمثلية Cj – Zj ≤ 0 للمتغيرات خارج الأساس، أي:
-30-1/2ΔC1 ≤ 0 ⇒   ΔC1 ≥ -60
-40/3-1/3ΔC1 ≤ 0 ⇒   ΔC1 ≥ -40
-5+1/4ΔC1 ≤ 0 ⇒   ΔC1 ≤ 20
   مما سبق نستنتج أن: 20) (-40≤ ΔC1≤ أي أن الحل يبقى أمثلا ما دامت قيمة تغير معامل متغيرة الأساس x1 أقل أو تساوي 20، و أكبر أو تساوي (40-). 
   لدينا: 20 -40≤ ΔC1≤
بإضافة القيمة 100 للطرفين نحصل على:
20+100 100 - 40≤ 100+ΔC1≤
120 60≤ 100+ΔC1≤
نعلم أن: ΔC1 C′1= 100+ ، و عليه تكون:60 ≤ C′1 ≤ 120 
   أي أن الحل المتوصل إليه يبقى أمثلا ما دام معامل المتغيرة x1 أقل أو يساوي 120، و أكبر أو يساوي 60، أما إذا تعدى هاتين القيمين فإنه لا يصبح حلا أمثلا.
6-2- حالة تغير الطرف الأيمن للقيود الوظيفية (المتاح) bj: 
   إذا تغير الطرف الأيمن للقيود الوظيفية (المتاح) في جدول الحل الأمثل، فإن ذلك سيؤدي إلى تغير قيم متغيرات الأساس.
مثال: تغير المورد الأول b1: 
   بأخذ نفس المثال السابق، و تبعا لقيم عمود المتغيرة S1 فإنه يمكن تفسير تلك القيم كما يلي:
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: يمثل مقدار تغير (زيادة) قيمة متغيرة الأساس x1 عند زيادة المتاح الأول  b1بوحدة واحدة؛
[image: image38.png]


: يمثل مقدار تغير (انخفاض) قيمة متغيرة الأساس x2 عند زيادة المتاح الأول  b1بوحدة واحدة؛
[image: image40.png]


: يمثل مقدار تغير (زيادة) قيمة متغيرة الأساس S3 عند زيادة المتاح الأول  b1بوحدة واحدة.
   عند تغير المورد الأول b1 بمقدار Δb1 فيصبح Δb1 b′1= b1+، فإن القيم الجديدة لمتغيرات الأساس تصبح عبارة عن القيم القديمة لمتغيرات الأساس مضافاً إليها مقدار التغير في المتاح مضروبا في مقدار تغير قيمة متغيرة الأساس، فتكون على النحو التالي:
x1 = 150 + [image: image42.png]


 Δb1
x2 = 100 - [image: image44.png]


 Δb1
S3 = 2000 + [image: image46.png]


 Δb1
يبقى الحل أمثلا، إذا كانت القيم الجديدة لمتغيرات الأساس تحقق قيود عدم سلبية المتغيرات، أي:
x1≥ 0   ⇒   150 + [image: image48.png]


 Δb1 ≥ 0   ⇒   Δb1 ≥ -450
x2 ≥ 0   ⇒   100 - [image: image50.png]


 Δb1 ≥ 0   ⇒   Δb1 ≤  300 
S3 ≥ 0   ⇒   2000 + [image: image52.png]


 Δb1≥ 0   ⇒   Δb1 ≥ -750
-450 ≤  Δb1 ≤ 300
   و هذا يعني أن الحل المتوصل إليه يبقى حلاً أمثلا ما دام مقدار التغير في المورد الأول أقل أو يساوي 300     و أكبر أو يساوي (450-).   
   لدينا:   50 ≤  Δb1 ≤ 300
بإضافة القيمة 1200 للطرفين نحصل على:
1200+300  1200 – 450 ≤ 1200+Δb1 ≤
1500 750 ≤ 1200+Δb1 ≤
نعلم أن: Δb1 b′1= 1200+ ، و عليه تكون:750 ≤ b′1 ≤ 1500 
   أي أن الحل المتوصل إليه يبقى أمثلا ما دام مجال تغير المورد الأول b1 أقل أو يساوي 1500، و أكبر أو يساوي 750، أما إذا تعدى هاتين القيمين فإنه لا يصبح حلا أمثلا. فمثلا:
· إذا كان مقدار التغير أقل من 300: في هذه الحالة تصبح القيم الجديدة  (150 + [image: image54.png]


 Δb1)أكبر تماما من الصفر، أي أنها تحقق شرط عدم سلبية المتغيرات، و تتغير تبعا لذلك قيمة دالة الهدف.
· إذا كان مقدار التغير مساويا لــ 300: في هذه الحالة تصبح القيمة الجديدة لإحدى متغيرات الأساس مساوية للصفر، أي أنها تحقق شرط عدم سلبية المتغيرات، و تتغير تبعا لذلك قيمة دالة الهدف.
· إذا كان مقدار التغير أكبر من 300: في هذه الحالة تصبح القيمة الجديدة لإحدى متغيرات الأساس أقل تماما من الصفر، أي أنها لا تحقق شرط عدم سلبية المتغيرات، و بالتالي فإن الحل المتوصل إليه سيكون مرفوضا، مما يستوجب تحسين الحل مرة أخرى عن طريق تطبيق الخوارزمية الثنائية للسمبلكس (تحديد المتغيرة الخارجة أي سطر الارتكاز و التي توافق أقل معامل سالب لــ bi، و المتغيرة الداخلة أي عمود الارتكاز و التي توافق أقل معامل سالب في سطر الارتكاز، ثم عنصر الارتكاز و من ثَم تحسين الحل بطريقة السمبلكس العادية إلى أن نصل إلى شرط عدم سلبية المتغيرات و معيار الأمثلية سنوضحها في المثال الموالي).
بصفة عامة: للحصول على الحل الأمثل الجديد عند تغير الطرف الأيمن للقيود الوظيفة نقوم بتطبيق العلاقة التالية:                                [image: image56.png]



حيث: 
[image: image58.png]


: تمثل قيم الحل الجديد المراد الوصول إليه بعد تغير الموارد؛
[image: image60.png]


: معكوس المصفوفة B و تمثل معاملات متغيرات الفجوة في جدول الحل الأمثل؛
[image: image62.png]


: تمثل قيم متغيرات الأساس في جدول الحل الأمثل.
   بالرجوع إلى المثال السابق، و بافتراض ارتفاع المورد الأول إلى 1500 وحدة، و انخفاض المورد الثالث إلى 3700 وحدة، مع بقاء المورد الثاني ثابتا، فإنه يمكن إيجاد القيم الجديدة للحل في حالة تغير الموارد كما يلي:
[image: image63.png]o|x(
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   و بتعويض القيم الجديدة في دالة الهدف نحصل على القيمة الجديدة لــ Z=25000، أي قيمة الحل قد ارتفعت، و أصبحت تمثل الحل الأمثل الجديد. 
ملاحظة:
· إذا ارتفعت قيمة مورد ما، حيث أن هذا المورد لم يتم استخدامه كليا في جدول الحل الأمثل، فإن متغيرات الأساس لن تتغير مهما كان مقدار الزيادة، و إنما يكون التغير (الزيادة) فقط على مستوى متغيرات الفجوة؛
· إذا انخفضت قيمة مورد ما، أن هذا المورد لم يتم استخدامه كليا في جدول الحل الأمثل، فإنه يجب أن لا يكون مقدار الانخفاض أقل مما تحتاجه المؤسسة لإنتاج قيم متغيرات القرار (متغيرات الأساس). 
6-3- حالة إضافة قيد جديد:
   في هذه الحالة سوف نفترض إضافة قيد آخر جديد و ليكن:
20x1+30x2 +40x3 ≤ 5000   ⇒   20x1+30x2 +40x3 +S4= 5000   
تتم إضافة القيد الجديد على مستوى جدول الحل الأمثل، فيصبح كما يلي:
الجدول رقم 16: جدول سمبلكس الحل الأمثل بعد إضافة قيد جديد للمثال 05-08
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	0
	80
	60
	100
	Cj

	
	
	S4
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	150
	0
	0
	-1/4
	1/3
	1/2
	0
	1
	x1
	100

	
	100
	0
	0
	1/2
	-1/3
	1
	1
	0
	x2
	60

	
	2000
	0
	1
	-5
	8/3
	-6
	0
	0
	S3
	00

	
	5000
	1
	0
	0
	0
	40
	30
	20
	S4
	00

	Z=21000
	0
	0
	5
	40/3
	110
	60
	100
	Zj

	
	0
	0
	-5
	-40/3
	-30
	0
	0
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
عند تعويض قيم الحل الأمثل المتوصل إليه في الجدول أعلاه نحصل على:
20 (150)+30 (100) +40 (0) +S4= 5000   ⇒   S4= -1000   
   نلاحظ أن قيمة متغيرة الفجوة الرابعة سالبة، ما يعني أن المورد الرابع غير كافي لإنتاج المنتجات الثلاث بالكميات (150، 100، 0) على التوالي، و بالتالي فإن قيمة الحل الأمثل سوف تتغير، و لاستنتاج الحل الآخر نقوم بما يلي:
· تُضرب قيم السطر الأول في القيمة (-20)، فنحصل على:
	-3000
	0
	0
	5
	-20/3
	-10
	0
	-20
	x1


· تُضرب قيم السطر الثاني في القيمة (-30)، فنحصل على:
	-3000
	0
	0
	15
	10
	-30
	-30
	0
	x2


· أما بالنسبة للقيم الجديدة لسطر متغيرة الأساس S4 يتم الحصول عليها عن طريق جمع قيم الأسطر الجديدة لمتغيرتي القرار الأولى و الثانية (السطر الأول و الثاني)، مع القيم القديمة لـــ  S4 فنحصل على:
	-3000
	0
	0
	5
	-20/3
	-10
	0
	-20
	x1

	-3000
	0
	0
	15
	10
	-30
	-30
	0
	x2

	5000
	1
	0
	0
	0
	40
	30
	20
	S4

	-1000
	1
	0
	-10
	10/3
	0
	0
	0
	S4


و بتعويض القيم الجديدة فقط لمتغيرة الأساس S4في جدول الحل الأمثل نحصل على:   
الجدول رقم 18: جدول السمبلكس بعد إضافة قيد جديد للمثال 05-08
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	0
	80
	60
	100
	Cj

	
	
	S4
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	150
	0
	0
	-1/4
	1/3
	1/2
	0
	1
	x1
	100

	
	100
	0
	0
	1/2
	-1/3
	1
	1
	0
	x2
	60

	
	2000
	0
	1
	-5
	8/3
	-6
	0
	0
	S3
	00

	
	-1000
	1
	0
	-10
	10/3
	0
	0
	0
	S4
	00

	Z=21000
	0
	0
	5
	40/3
	110
	60
	100
	Zj

	
	0
	0
	-5
	-40/3
	-30
	0
	0
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
الحل المتوصل إليه في الجدول أعلاه غير مقبول، لذا وجب تحسينه عن طريق استخدام الخوارزمية الثنائية للسمبلكس بدءً بتحديد:
· المتغيرة الخارجة (سطر الارتكاز) و التي توافق أقل معامل سالب لـــ bi و التي تمثل في هذه الحالة S4؛
· المتغيرة الداخلة و التي توافق أقل معامل سالب في سطر الارتكاز، و التي تمثل في هذه الحالة S2؛  
· عنصر الارتكاز (تقاطع سطر ة عمود الارتكاز)، قسمة سطر الارتكاز على عنصر الارتكاز نفسه، ثم تحويل عمود الارتكاز ما عدا عنصر الارتكاز إلى أصفار، و أخيرا إجراء باقي حسابات جدول السمبلكس بالشكل المعتاد. و الجدول أدناه يوضح ذلك:
الجدول رقم 19: جدول سمبلكس الحل الأمثل بعد إضافة قيد جديد للمثال 05-08
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	0
	80
	60
	100
	Cj

	
	
	S4
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	175
	-1/40
	0
	0
	5/12
	1/2
	0
	1
	x1
	100

	
	50
	1/20
	0
	-1/2
	-1/6
	1
	1
	0
	x2
	60

	
	2500
	-1/2
	1
	0
	1
	-6
	0
	0
	S3
	00

	
	100
	-1/10
	0
	1
	-1/3
	0
	0
	0
	S2
	00

	Z=20500
	0
	0
	5
	40/3
	110
	60
	100
	Zj

	
	0
	0
	-5
	-40/3
	-30
	0
	0
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
 و عليه فإن الحل المتوصل إليه هو حل أمثل (لأنه يحقق شروط عدم سلبية المتغيرات، و معيار الأمثلية) و الذي يمكن قراءته على النحو التالي:
x1= 175,   x2 = 50,   x3=0,   S1= 0,   S2 = 100,   S3=2500,   S4=0 
6-4- حالة إضافة متغيرة جديدة:
   إن إضافة متغيرة جديد سيؤثر على أمثلية المسألة، حيث أنها ستضيف معاملات جديدة إلى دالة الهدف وقيود المسألة، و قد تكون متغيرة أساس لها دور في تحسين الحل (قيمة دالة الهدف)، أو متغيرة خارج الأساس ليس لها القدرة على تحسين قيمة الحل الأمثل.
 
   و يبقى الحل أمثلا طالما كانت Cj للمتغيرة المضافة تحقق شرط الأمثلية (سالبة في نموذج التعظيم، و موجبة في نموذج التدنية)، حيث يمكن حسابها وفق العلاقة التالية:
[image: image64.png]



  حيث:
[image: image66.png]


: معامل المتغيرة الجديدة في جدول الحل الأمثل؛
[image: image68.png]


: معامل المتغيرة الجديدة في دالة الهدف؛
[image: image70.png]Cj base



:معاملات متغيرات الأساس في دالة الهدف؛ 
[image: image72.png]


: معكوس المصفوفة B و تمثل معاملات متغيرات الفجوة في جدول الحل الأمثل؛
[image: image74.png]


: معاملات المتغيرة الجديدة في القيود الوظيفية.
 الحالة 01: بأخذ نفس المثال السابق، نفرض أن المؤسسة تود إنتاج منتج آخر x4، يحقق ربحا قدره 55 وحدة، كما أن إنتاجه يتطلب 4,5 وحدات من المورد الأول، و وحدتين من المورد الثاني و 3 وحدات من المورد الثالث. 
Max Z = 100 x1+60 x2+80 x3+55 x4
Soumise aux contraintes

                                                 6x1+3x2 +6x3 +4,5 x4 ≤ 1200
          4x1+4x2 +6x3 + 2x4 ≤ 1000

                                                 4x1+12x2 +8x3 +3 x4 ≤ 3800

x1, x2 , x3, x4≥0
بتطبيق العلاقة أعلاه نحصل على:
[image: image75.png]Co= 55-(100 60 0)x




55 – 70 = -15 ˂ 0
   بما أن قيمة Cj سالبة (تحقق شرط الأمثلية لنموذج التعظيم) فذلك يعني أن إنتاج هذا المنتج غير اقتصادي، أي أن إنتاج كل وحدة واحدة منه ستؤدي إلى تخفيض الأرباح بمقدار 15 وحدة، ما يعني أنه عبارة عن متغيرة خارج الأساس، أي ليس لها أي تأثير على قيمة الحل الأمثل. 
الجدول رقم 20: جدول سمبلكس الحل الأمثل بعد إضافة متغيرة جديدة للمثال 05-08
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	55
	80
	60
	100
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x4
	x3
	x2
	x1
	

	
	150
	0
	-1/4
	1/3
	1
	1/2
	0
	1
	x1
	100

	
	100
	0
	1/2
	-1/3
	-1/2
	1
	1
	0
	x2
	60

	
	2000
	1
	-5
	8/3
	-1
	-6
	0
	0
	S3
	00

	Z=21000
	0
	5
	40/3
	70
	110
	60
	100
	Zj

	
	0
	-5
	-40/3
	-15
	-30
	0
	0
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
 الحالة 02: بأخذ نفس المثال السابق، نفرض أن المؤسسة تود إنتاج منتج آخر x4، يحقق ربحا قدره 50 وحدة، كما أن إنتاجه يتطلب 3 وحدات من المورد الأول، وحدة واحدة من المورد الثاني و 4 وحدات من المورد الثالث. 
Max Z = 100 x1+60 x2+80 x3+50 x4
Soumise aux contraintes

                                                 6x1+3x2 +6x3 +3 x4 ≤ 1200
         4x1+4x2 +6x3 + x4 ≤ 1000

                                                 4x1+12x2 +8x3 +4 x4 ≤ 3800

x1, x2 , x3, x4≥0
بتطبيق العلاقة أعلاه نحصل على:
[image: image76.png]PAETIN
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50 – 45 = 5 ˃ 0

الجدول رقم 21: جدول السمبلكس بعد إضافة متغيرة جديدة للمثال 05-08
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	50
	80
	60
	100
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x4
	x3
	x2
	x1
	

	200
	150
	0
	-1/4
	1/3
	3/4
	1/2
	0
	1
	x1
	100

	/
	100
	0
	1/2
	-1/3
	-1/2
	1
	1
	0
	x2
	60

	2000/7
	2000
	1
	-5
	8/3
	7
	-6
	0
	0
	S3
	00

	Z=21000
	0
	5
	40/3
	45
	110
	60
	100
	Zj

	
	0
	-5
	-40/3
	5
	-30
	0
	0
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
بما أن قيمة Cj موجبة (لا تحقق شرط الأمثلية لنموذج التعظيم)  فذلك يعني أن إنتاج هذا المنتج اقتصادي، أي أن إنتاج كل وحدة واحدة منه ستؤدي إلى زيادة الأرباح بمقدار 5 وحدات، ما يعني أنه عبارة عن متغيرة أساس، الأمر الذي يستوجب تشكيل جدول سمبلكس آخر لتحسين الحل. 
الجدول رقم 22: جدول سمبلكس الحل الأمثل بعد إضافة متغيرة جديدة للمثال 05-08
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	50
	80
	60
	100
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x4
	x3
	x2
	x1
	

	
	200
	0
	-1/3
	4/9
	1
	2/3
	0
	4/3
	x4
	50

	
	200
	0
	1/3
	-1/9
	0
	4/3
	1
	2/3
	x2
	60

	
	600
	1
	-8/3
	-4/9
	0
	-32/3
	0
	-28/3
	S3
	00

	Z = 22000
	0
	10/3
	140/9
	50
	340/3
	60
	320/3
	Zj

	
	0
	-10/3
	-140/9
	0
	-100/3
	0
	-20/3
	Cj - Zj


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
تمارين محلولة:
التمرين الأول: لتكن نماذج البرمجة الخطية التالية:
	Max Z= 20 x1+15 x2 +18 x3
Soumise aux contraintes

                5x1 + 10x2 +4x3 ≤ 80
15x1 + 12x2 +5x3 ≤ 120
                7x1 + 21x2 +3x3 ≤ 84
                 x1≥0, x2≥0, x3≥0
	Max Z= 10 x1+15 x2
Soumise aux contraintes

2x1 + 4x2 ≤ 40
6x1 + 2x2 ≤ 60
                       0x1≥0, x2≥0

	x1=0, x2=0, x3=20 الحل الأمثل: 
	الحل الأمثل: x1=8, x2=6

	Min W= 30 y1+24 y2 +18y3 
Soumise aux contraintes

5y1 + 2y2+ y3 ≥ 80
 3y1 + 3y2+ 3y3 ≥ 84
y1≥0, y2≥0, y3≥0
	Min W= 4200y1+2250y2 +2600y3+4200y4 
Soumise aux contraintes

3y1 + y2+ 2y3+ y4 ≥ 66
                4y1 + 3y2+2 y3 ≥ 84
y1≥0, y2≥0, y3≥0, y4≥0

	 y1=13, y2=0, y3=15 الحل الأمثل:
	y1=18, y2=0, y3=6, y4=0 الحل الأمثل:


المطلوب:
1- أوجد النماذج الثنائية للنماذج الأصلية، و العكس؛
2- باستخدام نظرية الفجوة المكملة، و انطلاقا من الحلول المثلى للنماذج الأولية أوجد الحلول المثلى للنماذج الثنائية و العكس.
حل التمرين الأول:
1- إيجاد النموذج الثنائي للنموذج الأولي:
	Min W=80 y1+120 y2 +84 y3
Soumise aux contraintes

5y1 + 15y2 +7y3 ≥ 20
10y1 + 12y2 +21y3 ≥ 15
4y1 + 5y2 +3y3 ≥ 18
y1≥0, y2≥0, y3≥0
	⇒

	Max Z= 20 x1+15 x2 +18 x3
Soumise aux contraintes

5x1 + 10x2 +4x3 ≤ 80
15x1 + 12x2 +5x3 ≤ 120
7x1 + 21x2 +3x3 ≤ 84
x1≥0, x2≥0, x3≥0


2- استنتاج الحل الأمثل للنموذج الثنائي بناءً على نظرية الفجوات المكملة (Si y′i=0  و  ki x′i=0):
Max Z= 20 x1+15 x2 +18 x3
Soumise aux contraintes

5(0) + 10(0) +4(20) + S1 = 80     ⇒     S1 = 0     ⇒     y1 ˃ 0     
15(0) + 12(0) +5(20) + S2 = 120     ⇒     S2 = 20     ⇒     y2 = 0     
7(0) + 21(0) +3(20) + S3 = 84     ⇒     S3 = 24     ⇒     y3 = 0     
Min W=80 y1+120 y2 +84 y3
Soumise aux contraintes

5y1 + 15(0) +7(0) - k1 = 20
10y1 + 12(0)+21(0) - k2 = 15
4y1 + 5(0) +3(0) - (0) = 18     ⇒     y1= 9/2   

5(9/2) - k1 = 20     ⇒     k1= 5/2   
10(9/2) - k2 = 15     ⇒     k2= 30   
الحل الأمثل للنموذج الثنائي هو: y1=9/2,     y2=0,     y3=0,     k1=5/2,     k2=30,     k3=0
1- إيجاد النموذج الثنائي للنموذج الأولي:
	Min W=40 y1+60 y2 
Soumise aux contraintes

2 y1 + 6 y2 ≥ 10
4 y1 + 2 y2 ≥ 15
                  y1≥0, y2≥0
	⇒

	Max Z= 10 x1+15 x2
Soumise aux contraintes

2 x1 + 4 x2 ≤ 40
6 x1 + 2 x2 ≤ 60
                   x1≥0, x2≥0


2- استنتاج الحل الأمثل للنموذج الثنائي بناءً على نظرية الفجوات المكملة (Si y′i=0  و  ki x′i=0):
Max Z= 10 x1+15 x2
Soumise aux contraintes

2 (8) + 4 (6) + S1 = 40     ⇒     S1 = 0     ⇒     y1 ˃ 0     
6 (8) + 2 (6) + S2 = 60     ⇒     S2 = 0     ⇒     y2 ˃ 0     
Min W=40 y1+60 y2 
Soumise aux contraintes

2 y1 + 6 y2 - k1 =  10     ⇒   2 y1 + 6 y2 - (0) = 10     ⇒   2 y1 + 6 y2 = 10       
4 y1 + 2 y2 - k2 =  15     ⇒   4 y1 + 2 y2 - (0) = 15     ⇒   -12 y1 - 6 y2 = - 45
-10 y1 = - 45   ⇒    y1 = 9/2
2 (9/2) + 6 y2 = 10   ⇒    y2 = 1/6  
الحل الأمثل للنموذج الثنائي هو:    y1=9/2,     y2=1/6,     k1=0,     k2=0
1- إيجاد النموذج الأولي للنموذج الثنائي:
	Max Z= 80 x1+84 x2 
Soumise aux contraintes

5x1 + 3x2 ≤ 30
 2x1 + 3x2 ≤ 24

x1 + 3x2 ≤ 18
                 x1≥0, x2≥0
	⇒


	Min W= 30 y1+24 y2 +18y3 
Soumise aux contraintes

5y1 + 2y2+ y3 ≥ 80
 3y1 + 3y2+ 3y3 ≥ 84
             y1≥0, y2≥0, y3≥0


2- استنتاج الحل الأمثل للنموذج الأولي بناءً على نظرية الفجوات المكملة (Si y′i=0  و  ki x′i=0):
Min W= 30 y1+24 y2 +18y3 
Soumise aux contraintes

5(13) + 2(0)+ (15) - k1 = 80     ⇒     k1 = 0     ⇒     x1 ˃ 0     
 3(13) + 3(0)+ 3(15) - k2 = 84     ⇒     k2 = 0     ⇒     x2 ˃ 0     
Max Z= 80 x1+84 x2 
Soumise aux contraintes

5x1 + 3x2 +(0) = 30                 5x1 + 3x2 = 30     
2x1 + 3x2 +S2 = 24      ⇒        - x1 - 3x2 = -18     ⇒   4 x1 = 12      ⇒      x1 = 3 , x2 = 5
 x1 + 3x2 +(0) = 18
الحل الأمثل للنموذج الأولي هو: S2=0,     S3=0    x1=3,     x2=5,     S1=0,   
1- إيجاد النموذج الأولي للنموذج الثنائي:
	Max Z= 66 x1+84 x2 
Soumise aux contraintes

3x1 + 4x2 ≤ 4200
                   x1 + 3x2 ≤ 2250
2x1 + 2x2 ≤ 2600
                   x1 ≤ 4200

                   x1≥0, x2≥0
	⇒


	Min W= 4200y1+2250y2 +2600y3+4200y4 
Soumise aux contraintes

3y1 + y2+ 2y3+ y4 ≥ 66
                4y1 + 3y2+2 y3 ≥ 84
y1≥0, y2≥0, y3≥0, y4≥0


2- استنتاج الحل الأمثل للنموذج الأولي بناءً على نظرية الفجوات المكملة (Si y′i=0  و  ki x′i=0):
Min W= 4200y1+2250y2 +2600y3+4200y4 
Soumise aux contraintes
3(18) + (0)+ 2(6)+ (0) - k1= 66     ⇒     k1 = 0     ⇒     x1 ˃ 0     
4(18) + 3(0)+2 (6) - k2= 84     ⇒     k2 = 0     ⇒     x2 ˃ 0     
Max Z= 66 x1+84 x2 
Soumise aux contraintes
3x1+ 4x2 +(0) = 4200   ⇒   3x1+ 4x2 = 4200   ⇒    3x1+ 4x2 = 4200       
 x1+ 3x2 +S2 = 2250               2x1+ 2x2 = 2600            - 4x1 - 4x2 = -5200   ⇒  x1=1000       
2 x1+ 2x2 +(0) = 2600     

x1+S4 = 4200    
3(1000)+ 4x2 = 4200   ⇒    x2 = 300   
 (1000)+ 3(300) +S2 = 2250       ⇒     S2 = 350
2 (1000)+ 2(300) = 2600     

1000+S4 = 4200     ⇒   S4 = 3200     

الحل الأمثل للنموذج الأولي هو: S2=350,  S3=0,  S4=3200    x1=1000,  x2=300,  S1=0, 
التمرين الثاني: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z=5x1+3x2+6x3
Soumise aux contraintes
                                                                      x1+2x2+x3 ≤  30
                                                                      2 x1+x2+3x3 ≤  48
                                                                      x1+x2+2x3 ≤  32

                                                                      x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
المطلوب:
1- تطبيق طريقة السمبلكس يسمح لنا بالحصول على الجدول التالي:
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	06
	03
	05
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	07
	-5/2
	3/2
	1/2
	0
	0
	1
	x1
	05

	
	09
	3/2
	-1/2
	-1/2
	1
	0
	0
	x3
	06

	
	07
	1/2
	-1/2
	1/2
	0
	1
	0
	x2
	03

	Z = 110
	-2
	3
	1
	6
	3
	5
	Zj 

	
	2
	-3
	-1
	0
	0
	0
	Cj – Zj


هل جدول السمبلكس أعلاه يمثل الحل الأمثل؟ اشرح.
2- أوجد جدول الحل الأمثل؛
3- شكِّل نموذج البرمجة الخطية الثنائي للنموذج الأولي أعلاه؛
4- انطلاقا من جدول سمبلكس الحل الأمثل المتوصل إليه، قم بقراءة الحل الأمثل للنموذج الثنائي الموافق للنموذج الأصلي.
حل التمرين الثاني:
1- لا، جدول السمبلكس أعلاه لا يمثل الحل الأمثل، لأن قيم (Cj – Zj) لا تحقق شرط الأمثلية.
2- إيجاد جدول الحل الأمثل:
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	06
	03
	05
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	/
	07
	-5/2
	3/2
	1/2
	0
	0
	1
	x1
	05

	06
	09
	3/2
	-1/2
	-1/2
	1
	0
	0
	x3
	06

	14
	07
	1/2
	-1/2
	1/2
	0
	1
	0
	x2
	03

	Z = 110
	-2
	3
	1
	6
	3
	5
	Zj 

	
	2
	-3
	-1
	0
	0
	0
	Cj – Zj


	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	06
	03
	05
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	22
	0
	2/3
	-1/3
	5/3
	0
	1
	x1
	05

	
	06
	1
	-1/3
	-1/3
	2/3
	0
	0
	S3
	00

	
	04
	0
	-1/3
	2/3
	-1/3
	1
	0
	x2
	03

	Z = 122
	0
	7/3
	1/3
	22/3
	3
	5
	Zj 

	
	0
	-7/3
	-1/3
	-4/3
	0
	0
	Cj – Zj


الحل الأمثل للنموذج الأولي هو: S2=0,     S3=06    x1=22,     x2=04,     S1=0,   
3- تشكيل نموذج البرمجة الخطية الثنائي للنموذج الأولي:
Min W=30 y1+48 y2 +32 y3
Soumise aux contraintes

                                                        y1 + 2y2 +y3  ≥ 5
                                                       2y1 + y2 +y3  ≥ 3
y1 + 3y2 +2y3  ≥ 6
y1≥0, y2≥0, y3≥0
4- قراءة الحل الأمثل للنموذج الثنائي الموافق للنموذج الأصلي انطلاقا من جدول السمبلكس: 
yi = - Zj    ⇒   y1 = - 1/3,    y2 = - 7/3,    y3 = 0
ki = -(C j – Z j) ⇒  x1 = 0,    y2 = 0,    y3 = 4/3  
التمرين الثالث: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z =  600 x1 + 800 x2 + 500 x3
Soumise aux contraintes

                                                     4x1+2x2+4x3 ≤  500
                                                    2x1+2x2+x3 ≤  400
                                                    x1+3x2+2x3 ≤  200

                                                    x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

أثناء عملية تطبيق طريقة السمبلكس تم التوصل إلى الجدول أدناه:
	
B
	00
	00
	00
	500
	800
	600
	Cj              



	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	110
	-1/5
	0
	3/10
	4/5
	0
	1
	x1
	600

	120
	-2/5
	1
	-2/5
	-7/5
	0
	0
	S2
	00

	30
	2/5
	0
	-1/10
	2/5
	1
	0
	x2
	800

	Z = 90000
	200
	0
	100
	800
	800
	600
	Zj

	
	-200
	0
	-100
	-300
	00
	00
	Z = Cj - Zj


المطلوب:1- هل الحل المتوصل إليه هو حل أمثل؟ و لماذا؟ قدم الحل الأمثل للنموذج أعلاه؛
 2- بافتراض أن الربح الوحدوي للمنتج الثاني قد تغير بمقدار ΔC2  ، حدد مجال تغيره لكي يبقى الحل أمثلا. و في حال انخفاض هذا الربح بمقدار (- 420) هل يبقى الحل أمثلا؟
 3- بافتراض أن هذه المؤسسة قررت إضافة مورد جديد يستخدم كالتالي: 4 x1 + 2 x2 + 4 x3 ≤ 300
هل يبقى الحل أمثلا في هذه الحالة؟ قدم الحل الأمثل.
حل التمرين الثالث:
1- نعم الحل المتوصل إليه هو حل أمثل، حيث:
x1 =110,  x2 =30,  x3 =0
S1 =0,  S2 =120,  S3=0 
2- بافتراض أن الربح الوحدوي للمنتج الثاني قد تغير بمقدار ΔC2  :
	
B
	00
	00
	00
	500
	800+ΔC2  
	600
	Cj              



	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	110
	-1/5
	00
	3/10
	4/5
	00
	01
	x1
	600

	120
	-2/5
	01
	-2/5
	-7/5
	00
	00
	S2
	00

	30
	2/5
	00
	-1/10
	2/5
	01
	00
	x2
	800+ΔC2  

	Z = 90000
	200+2/5ΔC2  
	00
	100-1/10ΔC2  
	800+2/5ΔC2  
	800+ΔC2  
	600
	Zj

	
	-200-2/5ΔC2
	00
	-100+1/10ΔC2  
	-300-2/5ΔC2 
	00
	00
	Z = Cj - Zj


تحديد مجال تغير ΔC2  لكي يبقى الحل أمثلا:
   لكي يبقى الحل أمثلا يجب تحقق معيار الأمثلية لنموذج التعظيم: 0≥ Cj - Zj و عليه::
-300-2/5ΔC2 ≤ 0     ⇒     -2/5ΔC2 ≤ 300    ⇒    2/5ΔC2 ≥ - 300     ⇒     ΔC2 ≥ - 750
-100+1/10ΔC2 ≤ 0     ⇒     1/10ΔC2 ≤ 100     ⇒     ΔC2 ≤  1000     
-200-2/5ΔC2 ≤ 0     ⇒     -2/5ΔC2 ≤ 200     ⇒    2/5ΔC2 ≥ - 200     ⇒     ΔC2 ≥ - 500

-500  ≥  ΔC2 ≤  1000     
إذن:
في حال انخفاض هذا الربح بمقدار (- 420) نعم يبقى الحل أمثلا (تنخفض قيمته):
	
B
	00
	00
	00
	500
	380
	600
	Cj              



	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	110
	-1/5
	00
	3/10
	4/5
	00
	01
	x1
	600

	120
	-2/5
	01
	-2/5
	-7/5
	00
	00
	S2
	00

	30
	2/5
	00
	-1/10
	2/5
	01
	00
	x2
	380

	Z = 77400
	32
	00
	142
	632
	380
	600
	Zj

	
	-32
	00
	-142
	-132
	00
	00
	Z = Cj - Zj


3- بافتراض أن هذه المؤسسة قررت إضافة مورد جديد يستخدم كالتالي: 4 x1 + 2 x2 + 4 x3 ≤ 300
Max Z =  600 x1 + 800 x2 + 500 x3
Soumise aux contraintes

 4x1+2x2+4x3 ≤  500
2x1+2x2+x3 ≤  400
x1+3x2+2x3 ≤  200
        4 x1 + 2 x2 + 4 x3 ≤ 300

  x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

عند تعويض قيم الحل الأمثل المتوصل إليه في الجدول أعلاه نحصل على:
4(110)+2 (30) +4(0) +S4= 300   ⇒   S4= -200   
· تُضرب قيم السطر الأول في القيمة (-4)، فنحصل على:
	-440
	0
	4/5
	0
	-6/5
	-16/5
	0
	-4
	x1


· تُضرب قيم السطر الثالث في القيمة (-2)، فنحصل على:
	-60
	0
	-4/5
	0
	1/5
	-4/5
	-2
	0
	x2


· أما بالنسبة للقيم الجديدة لسطر متغيرة الأساس S4 يتم الحصول عليها عن طريق جمع قيم الأسطر الجديدة لمتغيرتي القرار الأولى و الثانية (السطر الأول و الثالث)، مع القيم القديمة لـــ  S4 فنحصل على:
	-440
	0
	4/5
	0
	-6/5
	-16/5
	0
	-4
	x1

	-60
	0
	-4/5
	0
	1/5
	-4/5
	-2
	0
	x2

	300
	1
	0
	0
	0
	4
	2
	4
	S4

	-200
	1
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	S4


و بتعويض القيم الجديدة فقط لمتغيرة الأساس  S4في جدول الحل الأمثل نحصل على:   
	
B
	00
	00
	00
	00
	500
	800
	600
	Cj              



	
	S4
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	110
	00
	-1/5
	00
	3/10
	4/5
	00
	01
	x1
	600

	120
	00
	-2/5
	01
	-2/5
	-7/5
	00
	00
	S2
	00

	30
	00
	2/5
	00
	-1/10
	2/5
	01
	00
	x2
	800

	-200
	01
	0
	00
	-01
	0
	00
	00
	S4
	00

	Z = 90000
	00
	200
	00
	100
	920
	800
	600
	Zj

	
	00
	-200
	00
	-100
	-420
	00
	00
	Z = Cj - Zj


   معيار الأمثلية في الجدول أعلاه غير محقق، لذا فالحل المتوصل إليه ليس أمثلا، مما يتطلب تشكيل جدول سمبلكس آخر بالاعتماد على الخوارزمية الثنائية للسمبلكس:
	
B
	00
	00
	00
	00
	500
	800
	600
	Cj              



	
	S4
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	50
	3/10
	-1/5
	00
	00
	4/5
	00
	01
	x1
	600

	200
	-2/5
	-2/5
	01
	00
	-7/5
	00
	00
	S2
	00

	50
	-1/10
	2/5
	00
	00
	2/5
	01
	00
	x2
	800

	200
	-1
	0
	00
	01
	0
	00
	00
	S1
	00

	Z = 70000
	100
	440
	00
	00
	800
	800
	600
	Zj

	
	-100
	00
	00
	00
	-300
	00
	00
	Z = Cj - Zj



الفصل الثاني: مسائل النقل
المحور الأول: صياغة مسائل النقل
   تعتبر مسألة النقل إحدى تطبيقات البرمجة الخطية الهامة، حيث أنها تهتم بتوزيع المنتجات من عدة مصادر للعرض (معامل، موانئ ...) إلى عدة مواقع للطلب (مراكز استهلاكية) بأقل تكلفة ممكنة أو بأعلى ربح أو بأقل وقت.
 فالبرمجة الخطية تستعمل للتوزيع الأمثل للموارد بالمؤسسة، أما طريقة النقل لها نفس هذه الخواص مضافا إليها شرط تساوي العرض مع الطلب.

1- عرض مسألة النقل:
   سنقوم بعرض مسألة النقل من خلال المثال أدناه:
مثال 01-01: لنفرض أنه لدينا مؤسسة اقتصادية لها 3 وحدات إنتاجية O1، O2، O3 متواجدة في ثلاث مناطق مختلفة، كما أنها تتوفر على 5 مراكز توزيع D1، D2، D3، D4، D5، حيث أن هذه المؤسسة تنتج المنتج P على مستوى مراكز الإنتاج، ثم تقوم بتوزيعه على مراكز التوزيع الخمسة. 
   تعرض مراكز الإنتاج (المنبع)كميات معينة من الإنتاج: a1، a2، a3، أما مراكز التوزيع (المصب) فتقوم بطلب كميات معينة من الإنتاج: b1، b2، b3، b4، b5، كما هو موضح في الجدولين أدناه.
	مركز الإنتاج
	O1
	O2
	O3

	الطاقة الإنتاجية (العرض  di) 
	a1=240
	a2=160
	a3=260


	مركز التوزيع
	D1
	D2
	D3
	D4
	D5

	الطلب (bj)
	b1=120
	b2=150
	b3=145
	b4=125
	b5=140


عملية نقل المنتج P من مراكز الإنتاج الثلاثة إلى مراكز التوزيع الخمسة يترتب عليها تحمل تكلفة النقل Cij.
Cij تمثل تكلفة نقل الوحدة الواحدة من المنتج P من مراكز الإنتاج i إلى مركز التوزيع j .
تكلفة النقل الوحدوية يقدمها الجدول أدناه:
	D5
	D4
	D3
	D2
	D1
	Cij

	C15=400
	C14=500
	C13=100
	C12=800
	C11=100
	O1

	C25=700
	C24=600
	C23=300
	C22=500
	C21=500
	O2

	C35=800
	C34=900
	C33=500
	C32=900
	C31=200
	O3


مشكل المؤسسة هو تحديد الكميات xij الواجب نقلها من مراكز الإنتاج إلى مراكز التوزيع.
2- نمذجة مسائل النقل:
2-1- تشكيل جدول مسائل النقل:
   إن العرض الإنشائي لمسألة النقل حسب المثال أعلاه، يمكن تلخيصه في جدول شامل يسمى جدول مسألة النقل، يكون كالتالي:
الجدول رقم 23: جدول مسألة النقل للمثال 01-01
	ai
	D5
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	240
	C15=400

x15
	C14=500

x14
	C13=100

x13
	C12=800
x12
	C11=100
x11
	O1

	160
	C25=700

x25
	C24=600

x24
	C23=300

x23
	C22=500

x22
	C21=500

x21
	O2

	260
	C35=800

x35
	C34=900

x34
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   يلخص جدول مسائل النقل كامل المسألة، بحيث تظهر فيه تكاليف نقل الوحدة الواحدة من كل وحدة إنتاجية إلى كل مركز توزيع في أعلى كل خانة، و تظهر متغيرات المسألة و هي القيم xij المراد البحث عنها، كما تظهر الكميات القصوى التي تعرضها كل وحدة، و كذا كمية الطلب لكل منطقة.

2-2- الصياغة الرياضية لمسائل النقل:
   يمكن صياغة مشكل النقل في شكل نموذج رياضي كما يلي:
أ- تحديد متغيرات القرار: تمثل القيم xij متغيرات القرار في مسائل النقل، و عددها في مثالنا السابق 15 متغيرة قرار، حيث:
x11 : تمثل الكمية الواجب نقلها من مركز الإنتاج O1 إلى مركز التوزيع  D1.
x43 : تمثل الكمية الواجب نقلها من مركز الإنتاج O4 إلى مركز التوزيع  D3.
ب- صياغة دالة الهدف: دالة الهدف في هذه الحالة هي عبارة عن تدنئة التكاليف المترتبة عن عملية النقل.    و تكون من الشكل التالي:
[image: image77.png]MinZ =3 C;x;




Min Z =100 x11+800 x12+100 x13+500 x14+400 x15+500 x21+500 x22+300 x23+600 x24+700 x25+200 x31+900 x32+500 x33+900 x34+800 x35
جـ- صياغة القيود: لدينا نوعين من القيود: قيود العرض و قيود الطلب.
قيود العرض:        [image: image79.png]



x11 + x12 + x13 + x14 + x15 = 240

x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = 160

x31 + x32 + x33 + x34 + x35 = 260
قيود الطلب: [image: image81.png]



x11 + x21 + x31 = 120

x12 + x22 + x23 = 130
x13 + x23 + x33 = 145
x14 + x24 + x34 = 125

x15 + x25 + x35 = 140
قيود عدم سلبية المتغيرات: [image: image83.png]


 
المحور الثاني: حل مسائل النقل 
    يقصد بحل مسائل النقل إيجاد قيم متغيرات القرار xij المجهولة، لذلك فإن الأسلوب الرياضي لحل هذه المسائل يمر بمرحلتين أساسيتين هما: إيجاد الحل الابتدائي الممكن و التي تتضمن ثلاث طرق و هي: طريقة الزاوية الشمالية الغربية، طريقة التكاليف الدنيا، طريقة فوجل التقريبية، ثم تحسين الحل الابتدائي في المرحلة الثانية    وتتضمن هذه المرحلة هي الأخرى طريقتين هما: طريقة المسار المتعرج و طريقة عوامل الضرب.
1- المرحلة الأولى: تحديد الحل الابتدائي 
1-1- طريقة الزاوية الشمالية الغربية (Méthode du coin nord ouest): يقصد بها أول خانة في الجدول إلى الأعلى و إلى اليسار، و هي الخلية التي ينطلق منها إيجاد الحل الأساسي الأول،
 و يتم ذلك بإتباع المنهجية التالية و بالتطبيق على المثال السابق:
· أول خلية موافقة لمركز الإنتاج الأول و مركز التوزيع الأول (أعلى إلى اليسار)، نجد أن طلب مركز التوزيع D1 هو 120 وحدة، بينما حجم العرض O1 هو 240 وحدة، فيحصل D1 على كافة طلبه 120 وحدة من D1، و يتشبع بذلك العمود الأول (D1)، و يتبقى لمركز الإنتاج O1 كمية تقدر بــ 120 وحدة.
· بالانتقال إلى الخلية المقابلة و الموافقة لمركز الإنتاج O1، و مركز التوزيع D2، تقدر الكمية المعروضة بـــ 120 وحدة و هي الكمية المتبقية بعد التوزيع الأول، و حجم الطلب 130 وحدة، و عليه ستوجه كل الكمية المعروضة من O1 إلى D2، فيتشبع السطر الأول، و يبقى طلب D2 هو 10 وحدات ينبغي على O2 تلبيته، و هكذا. خطوات هذه الطريقة يلخصها الجدول أدناه:
الجدول رقم 24: حل مسألة النقل بطريقة الزاوية الشمالية الغربية للمثال 01-01
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/
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   و بذلك نحصل على جدول الحل الأساسي الأول، و الذي نجد فيه:
x11=120: أي أن O1 يقوم بتموين D1 بمقدار 120 وحدة بتكلفة تقدر بـــ 100 وحدة؛
x12=120: أي أن O1 يقوم بتموين D2 بمقدار 120 وحدة بتكلفة تقدر بـــ 800 وحدة؛
x22=10: أي أن O2 يقوم بتموين D2 بمقدار 10 وحدات بتكلفة تقدر بـــ 500 وحدة؛
x23=145: أي أن O2 يقوم بتموين D3 بمقدار 145 وحدة بتكلفة تقدر بـــ 300 وحدة؛
x24=5: أي أن O2 يقوم بتموين D4 بمقدار 5 وحدات بتكلفة تقدر بـــ 600 وحدة؛
x34=120: أي أن O3 يقوم بتموين D4 بمقدار 120 وحدة بتكلفة تقدر بـــ 900 وحدة؛
x35=140: أي أن O3 يقوم بتموين D5 بمقدار 140 وحدة بتكلفة تقدر بـــ 800 وحدة؛
· يتم حساب التكلفة الكلية وفق هذه الطريقة عن طريق ضرب قيمة التكلفة الوحدوية في كمية الإنتاج لكافة مراكز الإنتاج و التوزيع، أي:
Z=(100×120)+(800×120)+(500×10)+(300×145)+(600×5)+(900×120)+ (800×140)=379500

· عدد المتغيرات الداخلة في الحل (عدد الخلايا المملوءة) = عدد الأسطر (m)+عدد الأعمدة (n) – 1
1-2- طريقة التكاليف الدنيا (Méthode du moindre coût):
   تختلف هذه الطريقة عن سابقتها في إيجاد الحل الأساسي الأول، حيث أننا في هذه الطريقة نبدأ بتشبيع الخلايا انطلاقا من أدنى تكلفة في الجدول، ثم التكلفة المساوية أو الموالية و هكذا، حتى يتم استيفاء كل العرض والطلب، بحيث نحصل على عدد متغيرات داخلة في الحل يساوي (m+n-1).

   و بالعودة إلى مثالنا السابق، يمكن تطبيق هذه الطريقة كما يلي:
· نلاحظ أن أدنى تكلفة في الجدول هي 100، أي إما نقل المنتج من المنبع الأول O1 إلى المصب الأول D1 أو من المنبع الأول O1 إلى المصب الثالث D3، و طريقة الاختيار هنا تعتمد على أكبر قدر من الطلب، فلو تمت مقارنة طلب كل من المصب الأول و الثاني، فإن المؤسسة حتما سوف تختار الطلب الأكبر لتصريف أكبر قدر من منتجاتها، لذلك يتم إشباع طلب المصب الثالث كليا من المنبع الأول؛
· أما التكلفة الموالية فهي 100، أي نقل المنتج من المنبع الأول O1 إلى المصب الأول D1، حيث يتم تزويده بــ 95 وحدة المتبقية من 240 وحدة بعد التوزيع، و بذلك يتشبع السطر الأول، أي أن الكمية المعروضة في المنبع الأول 0؛
· أما التكلفة الموالية فهي 200، و هي تكلفة نقل المنتج من المنبع الثالث O3 إلى المصب الأول D1، وهنا يتم تزويد هذا الأخير بـــ 25 وحدة فقط و هي احتياجاته بعد حصوله على 95 وحدة من المنبع الأول، وبالتالي يتشبع العمود الأول، و هكذا يتم الانتقال بين الخلايا تصاعديا، كما في الجدول أدناه:
 الجدول رقم 25: حل مسألة النقل بطريقة التكاليف الدنيا للمثال 01-01
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
قيمة التكاليف وفق هذه الطريقة هي:
Z=(100×95)+(100×145)+(500×130)+(600×30)+(200×25)+(900×95)+ (800×140)=309500

1-3- طريقة فوجل (Méthode de Vogel):
   تعتبر طريقة فوجل التقريبية (طرقة الفروقات العظمى) من أهم الطرق الثلاث على الإطلاق لما تتميز به هذه الطريقة من القدرة على الوصول للحل الأمثل أو الحل القريب من الأمثل، و نادرا ما تكون طريقة التكلفة الدنيا وطريقة الزاوية الشمالية الغربية أفضل من طريقة فوجل، إلا أنها تحتاج إلى عمليات حسابية أطول مما تحتاجه الطريقتين السابقتين. وتتلخص خطوات إيجاد الحل الابتدائي لهذه الطريقة كما يلي:

· حساب الفرق بين أقل تكلفتين في كل صف و في كل عمود؛
· تحديد الصف أو العمود الذي يمتلك أكبر فرق التكلفة (أعلى جزاء)؛
· اختيار الخلية ذات التكلفة الأقل في ذلك الصف أو العمود؛
· في الخلية التي اختيرت في الخلية الثالثة، نقارن احتياجات المصب مع ما هو متوفر في المنبع لنأخذ القيمة الأقل؛
· نعيد حساب الفرق مرة أخرى لكل من الأعمدة و الصفوف، و ذلك بعد إلغاء العمود أو السطر المشبع، و تكرر العملية السابقة إلى أن نلبي احتياجات كل المصبات من المنابع المتاحة.
   و بالعودة إلى مثالنا السابق، سنقوم بتطبيق مراحل هذه الطريقة، وفق المراحل التالية:
· نقوم بحساب الفرق بين أدنى تكلفتين على مستوى جميع الأسطر و الأعمدة فنحصل على القيم: (100-100=0، 300-500=200، 500-200=300) عــــــلى مستـــــوى الأســـــــطر الثـــــــلاث، ونحصل على القيم: (200-100=100، 800-500=300، 300-100=200، 600-500=100، 700-400=300) على مستوى الأعمدة؛
·  نقوم باختيار أكبر فرق بين الأعمدة و الأسطر، نلاحظ في هذا المثال أن 300 هي أكبر فرق و قد تكررت في السطر الأخير و العمودين الثاني و الخامس، و هنا يتم اختيار أكبر فرق بينها و الذي يوافق أدنى تكلفة، و هو السطر الثالث و الذي يوافق 200 التي تعبر عن أدنى تكلفة في الجدول؛
· تعبر الخلية 200 عن تكلفة تزويد المصب الأول بالمنتج من المنبع الثالث، لذلك يتم تزويد طلبه المتمثل في 120 وحدة من 260 وحدة (عرض المنبع الثالث)، و بذلك يتم إشباع المصب الأول (العمود الأول)، و يتبقى للمنبع الثالث كمية معروضة تقدر بـــ 140 وحدة؛
·   و هكذا يتم إلغاء العمود الأول من جدول النقل لكونه مشبعا، و يتم تحيين (actualisation) الجدول بإعادة حساب الفرق بين التكاليف المتبقية، فنحصل على القيم: 300، 200، 300 في الأسطر الثلاث، و تبقى القيم: 300، 200، 100، 300 في الأعمدة الأربعة المتبقية، نقوم باختيار أكبر فرق (300) و الذي يوافق أدنى تكلفة (100)؛
· تمثل الخلية 100 عن تكلفة نقل المنتجات من المنبع الأول إلى المصب الثالث، لذلك يتم تزويد هذا الأخير بكل طلبه المتمثل في 145 وحدة من أصل 240 وحدة معروضة لدى المنبع الأول، و هكذا يتم إشباع العمود الثاني، و إلغاؤه، و يبقى للمنبع الأول كمية معروض تقدر بـــ 95وحدة؛
· و بإتباع نفس الخطوات في كل مرة، نحصل على النتائج المبينة في الجدول أدناه:
 الجدول رقم 27: حل مسألة النقل بطريقة فوجل للمثال 01-01
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	300
100
	100
300
	200
	300
400
	100
	الفرق


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   انطلاقا من الجدول أعلاه أنه تم ملئ جميع الخانات، لذلك نتوقف عن تطبيق طريقة Vogel، و عليه تم الحصول على حل الأساس المقبول:
· متغيرات الأساس الموجبة: و عددها 07= (m+n-1)
x13=145,    x15=95,    x22=130,    x24=30,    x31=120,    x34=95,  x35=45
· متغيرات خارج الأساس المعدومة: و تمثل باقي متغيرات القرار.
بعدها نقوم بتعويض قيم متغيرات القرار على مستوى القيود الوظيفية للتحقق منها.
و بغرض الحصول على قيمة دالة الهدف نقوم أيضا بتعويض قيم متغيرات القرار في دالة هدف نموذج النقل، فنحصل على:
Z =100 (0)+800 (0)+100 (145)+500 (0)+400 (95)+500 (0)+500 (130)+300 (0)+600 (30)+700 (0)+200 (120)+900 (0)+500 (0)+900 (95)+800 (45)=281000
   قيمة دالة الهدف المحصل عليها باستخدام طريقة Vogel (281000) أقل من التكلفة الإجمالية للنقل المحصل عليها بطريقة التكاليف الدنيا (309500)، و أقل أيضا من التكلفة الإجمالية المحصل عليها بطريقة الزاوية الشمالية الغربية (379500).
ملاحظة: في حالة النموذج غير المتوازن أي في حالة عدم تساوي العرض و الطلب فإنه تتم إضافة الكمية المعروضة (في حالة العرض أقل من الطلب) في سطر جديد بتكاليف معدومة، أو إضافة الكمية المطلوبة في عمود جديد (في حالة الطلب أقل من العرض) في عمود جديد بتكاليف معدومة.
2- المرحلة الثانية: تحسين الحل الابتدائي
   و تتضمن هذه المرحلة طريقتين هما: طريقة المسار المتعرج و طريقة عوامل الضرب.
2-1- طريقة المسار المتعرج: يتم في هذه الطريقة اختبار الخلايا الفارغة الموجودة في مصفوفة الحل الابتدائي الذي تم التوصل إليه بإحدى الطرق السابقة، و المقصود بالخلايا الفارغة تلك المربعات الموجودة في المصفوفة والتي لم يتم النقل إليها، أي التي تحتوي على xij = 0،
 و يمكن تلخيص هذه الطريقة في الخطوات التالية:
· يتم تحديد و رسم مسارات الخلايا الفارغة؛
· يتم حساب القيم الجبرية للخلايا الفارغة؛
· يتم اختيار الخلية الفارغة التي تحمل القيمة الجبرية الأشد سلبية و تتم دراسة مسارها، و ذلك بأخذ مسار مغلق (إشارته بالتناوب +، -، + ...) و يتم اختيار أصغر قيمة من بين الزوايا التي تحمل الإشارة (-)؛
· تكرر هذه العمليات إلى غاية الوصول إلى قيم جبرية للخلايا تكون موجبة أو مساوية للصفر و الذي يعني الوصول إلى الحل الأمثل.
ملاحظة: المسار ينطلق من الخلية الفارغة مرورا بالخلايا المملوءة و بخطوط مستقيمة مشكلة زوايا قائمة وصولا إلى نفس الخلية.
مثال 02-01: ليكن لدينا نموذج النقل التالي:

الجدول رقم 28: مسألة النقل للمثال 02-01
	ai
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات افتراضية
أولا: سنقوم بحل هذا المثال باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية للحصول على الحل الابتدائي و من ثم تحسين الحل باستخدام المسار المتعرج.
الجدول رقم 29: حل مسألة النقل باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية للمثال 02-01
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي:
Z =2 (40)+5 (50)+2 (80)+1 (30)+5 (40) = 720
ثانيا: سنقوم بتحسين الحل الابتدائي، و لكن قبل ذلك ينبغي علينا التأكد من عدد الخلايا المملوءة.
عدد الخلايا المملوءة يساوي 5، و هذا لا يساوي 4+3-1=6= (m+n-1)، لهذا نضيف لخلية مملوءة كمية معدومة مساوية للصفر، كما يلي:
الجدول رقم 30: حل مسألة النقل باستخدام طريقة المسار المتعرج للمثال 02-01
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
و بذلك نتحصل على خلايا 6 خلايا غير مملوءة يتم حساب قيمها الجبرية كما يلي:
الجدول رقم 31: حل مسألة النقل باستخدام طريقة المسار المتعرج للمثال 02-01
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	90
	1
/
	3
/
	5
50
	2
40
	O1

	80
	4
/
	2
80
	1
0
	3
/
	O2

	70
	5
40
	1
30
	2
/
	4
/
	O3

	240
	40
	110
	50
	40
	bi


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
x13 = 3 – 5 + 1 – 2 = - 3
x14 = 1 – 5 + 1 – 2 + 1 – 5 = -9

x21 = 3 – 2 + 5 – 1 = 5

x24 = 4 – 5 + 1 – 2 = -2

x31 = 4 – 2 + 5 – 1 + 2 – 1 = 7
x32 = 2 – 1 + 2 – 1 = 2
   بالنظر إلى القيم الجبرية نلاحظ أن الخلية x14  هي الأشد سالبية حيث تمكِّن من تخفيض التكاليف بمقدار 9 لكل وحدة منقولة عبرها، و بالتالي سندرس مسارها:
	
	

	
	


بما أن أقل كمية هي 40=(min : 40, 80, 50)، إذا ستأخذ الخلية x14 الفارغة هذه القيمة و يصبح المسار كالتالي:
	
	

	
	


 و عليه يصبح جدول النقل كالتالي:
الجدول رقم 32: تحسين الحل باستخدام طريقة المسار المتعرج للمثال 02-01
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	90
	1
/
	3
/
	5
10
	2
40
	O1

	80
	4
/
	2
80
	1
40
	3
/
	O2

	70
	5
0
	1
70
	2
/
	4
/
	O3

	240
	40
	110
	50
	40
	bi


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي:
Z =2 (40)+5 (10)+1 (40)+1 (80)+1 (70) +5 (0) = 360
نلاحظ في هذه الحالة أننا وفرنا 360 وحدة نقدية (720 – 360 = 360).
يتم تكرار العملية السابقة لاختيار الخلايا الفارغة بعد التأكد من أن عدد الخلايا المملوءة هي: (m+n-1)
x13 = 3 – 5 + 1 – 2 = - 3
x21 = 3 – 2 + 5 – 1 = 5

x24 = 4 – 1 + 5 – 1 = 7
x31 = 4 – 1 + 2 – 1 + 5 – 2 = 7

x32 = 2 – 1 + 2 – 1 = 2
x34 = 5 – 1 + 5 – 1+ 2 – 1 = 9

   نلاحظ أن الخلية x13 ستساهم في تخفيض التكاليف بمقدار (3-) لكل وحدة منقولة، و عليه يجب دراسة مسارها.


   بما أن أقل قيمة هي 10=(min : 40, 10)، إذا ستأخذ الخلية الفارغة x13 هذه القيمة و يصبح المسار كالتالي:


   و عليه يصبح جدول النقل كالتالي:

الجدول رقم 33: تحسين الحل باستخدام طريقة المسار المتعرج للمثال 02-01
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	90
	1
40
	3
10
	5
/
	2
40
	O1

	80
	4
/
	2
30
	1
50
	3
/
	O2

	70
	5
/
	1
70
	2
/
	4
/
	O3

	240
	40
	110
	50
	40
	bi


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي:
Z =2 (40)+5 (10)+3 (10)+1 (40)+1 (50) +2 (30) +1 (70) = 330
نلاحظ في هذه الحالة أننا وفرنا 30 وحدة نقدية (360 – 330 = 30).
يتم تكرار العملية السابقة لاختيار الخلايا الفارغة بعد التأكد من أن عدد الخلايا المملوءة هي: (m+n-1)
x12 = 5 – 3 + 2 – 1 = 3
x21 = 3 – 2 + 3 – 2 = 2
x24 = 4 – 1 + 3 – 1 = 4
x31 = 4 – 1 + 3 – 2 = 4
x32 = 2 – 1 + 2 – 1 = 2

x34 = 5 – 1 + 3 – 1= 6
   نلاحظ أن جميع القيم الجبرية موجبة، مما يعني أن الحل المتوصل إليه هو الحل الأمثل، و عليه فإن تكلفة النقل في هذه الحالة تساوي 330 و.ن.
2-2- طريقة عوامل الضرب (التوزيع المعدل): تستخدم هذه الطريقة لاختبار أمثلية الحل الأولي، و هي أكفأ من سابقتها، و التي تعتمد على تكوين مسارات مغلقة للمتغيرات غير الأساسية و من ثم إيجاد المتغير غير الأساسي الذي يساهم في تقليل مجموع تكاليف النقل، أما هذه الطريقة فهي قادرة على تحديد المتغير غير الأساسي الذي يساهم في تقليل مجموع تكاليف النقل مباشرة،
 و تتلخص هذه الطريقة فيما يلي:
· نرمز لكل سطر (الوحدة الإنتاجية) بالرمز Ui، و نرمز لكل عمود (مركز التوزيع) بالرمز Vj؛
· كل متغيرة أساسية (الخلايا المملوءة) في جدول النقل تكتب بصيغة المعادلة التالية:
Ui=0        مع 
Cij = Ui + Vi
· كل متغيرة غير أساسية (الخلايا الفارغة) في جدول النقل تكتب بصيغة المعادلة التالية:
C′ij = Cij – Vj – Ui
و المطلوب تحديد قيم المجاهيلUi  و Vi.
· نختار الخلية الفارغة التي تحمل القيمة الجبرية الأشد سالبية و تتم دراسة مسارها وفقا للقاعدة المعروفة في الطريقة السابقة؛
· يتم تكرار هذه العملية إلى غاية الوصول إلى قيم جبرية موجبة أو معدومة.
   بأخذ نفس المثال السابق، و بعد الوصول إلى الحل المقبول باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية، سنقوم بتحسينه بالاعتماد على طريقة عوامل الضرب، بدءً بتحديد معادلتي الخلايا المملوءة و الخلايا الفارغة.
أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    Ui=0    مع 
Cij = Ui + Vi
C11 = U1 + V1   ⇒  2 = 0 + V1  ⇒ V1 = 2
C12 = U1 + V2   ⇒  5 = 0 + V2  ⇒ V2 = 5

C22 = U2 + V2   ⇒  1 = U2  + 5  ⇒ U2 = - 4
C23 = U2 + V3  ⇒  2 = - 4  + V3 ⇒ V3 = 6
C33 = U3 + V3  ⇒  1 = U3  + 6 ⇒ U3 = -5

C34 = U3 + V4  ⇒  5 = -5  + V4  ⇒ V4 = 10

 ثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة:           C′ij = Cij – Vj – Ui
C′13 = C13 – V3 – U1   ⇒   C′13 =3 – 6 – 0  ⇒   C′13 = - 3
 C′14 = C14 – V4 – U1   ⇒   C′14 =1 – 10 – 0  ⇒   C′14 = - 9
C′21 = C21 – V1 – U2   ⇒   C′21 =3 – 2 – (- 4)  ⇒   C′21 = 5
C′24 = C24 – V4 – U2   ⇒   C′24 =4 – 10 – (- 4)  ⇒   C′24 = - 2
 C′31 = C31 – V1 – U3   ⇒   C′31 =4 – 2 – (- 5)  ⇒   C′31 = 7
 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =2 – 5 – (- 5)  ⇒   C′32 = 2 
   يتم اختيار الخلية x14 لأنها تتحمل القيمة الجبرية الأشد سالبية، لذلك ندرس مسارها بنفس الطريقة السابقة:
	
	

	
	


بما أن أقل قيمة هي 40 =(min : 40, 80, 50)، إذا ستأخذ الخلية الفارغة x14 هذه القيمة و يصبح المسار كالتالي:     
	
	

	
	


ليصبح جدول النقل كالتالي:
الجدول رقم 34: تحسين الحل باستخدام طريقة عوامل الضرب للمثال 02-01
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	90
	1
/
	3
/
	5
10
	2
40
	O1

	80
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/
	2
40
	1
40
	3
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	O2

	70
	5
0
	1
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	2
/
	4
/
	O3

	240
	40
	110
	50
	40
	bi


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي:
Z =2 (40)+5 (10)+ 2 (40)+1 (70) +5 (0) = 360
نلاحظ في هذه الحالة أننا وفرنا 360 وحدة نقدية (720 – 360 = 360).
أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    Ui=0    مع 
Cij = Ui + Vi
C11 = U1 + V1   ⇒  2 = 0 + V1  ⇒ V1 = 2
C12 = U1 + V2   ⇒  5 = 0 + V2  ⇒ V2 = 5
C22 = U2 + V2   ⇒  1 = U2 + 5  ⇒ U2 = - 4
C23 = U2 + V3  ⇒  2 = - 4  + V3  ⇒ V3 = 6
C33 = U3 + V3  ⇒  1 = U3 + 6  ⇒ U3 = - 5
C14 = U1 + V4  ⇒  1 = 0  + V4  ⇒ V4 = 1
 ثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة:           C′ij = Cij – Vj – Ui
C′13 = C13 – V3 – U1   ⇒   C′13 =3 – 6 – 0  ⇒   C′13 = - 3
 C′21 = C21 – V1 – U2   ⇒   C′21 =3 – 2 – (- 4)  ⇒   C′21 =  5
C′24 = C24 – V4 – U2   ⇒   C′24 =4 – 1 – (- 4)  ⇒   C′24 = 7
C′31 = C31 – V1 – U3   ⇒   C′31 =4 – 2 – (- 5)  ⇒   C′31 =  7
 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =2 – 5 – (- 5)  ⇒   C′32 = 2
 C′34 = C34 – V4 – U3   ⇒   C′34 =5 – 1 – (- 5)  ⇒   C′34 = 9
الحل المتوصل إليه ليس أمثلا، لذا نختار الخلية الأشد سالبية و هي الخلية x13 و التي تتم دراسة مسارها:


بما أن أقل قيمة هي 10=(min : 10, 40)، إذا ستأخذ الخلية الفارغة x13 هذه القيمة و يصبح المسار كالتالي:


   و عليه يصبح جدول النقل كالتالي:

الجدول رقم 35: تحسين الحل باستخدام طريقة عوامل الضرب للمثال 02-01
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
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	40
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المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي:
Z =2 (40)+5 (10)+3 (10)+1 (40)+1 (50) +2 (30) +1 (70) = 330
نلاحظ في هذه الحالة أننا وفرنا 30 وحدة نقدية (360 – 330 = 30).
أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    Ui=0    مع 
Cij = Ui + Vi
C11 = U1 + V1   ⇒  2 = 0 + V1  ⇒ V1 = 2

C22 = U2 + V2   ⇒  1 = - 1 + V2  ⇒ V2 = 2

C23 = U2 + V3   ⇒  2 = U2  + 3  ⇒ U2 = - 1

C33 = U3 + V3  ⇒  1 = U3  + 3 ⇒ U3 = - 2

C14 = U1 + V4  ⇒  1 = 0  + V4  ⇒ V4 = 1

C13 = U1 + V3  ⇒  3 = 0  + V3  ⇒ V3 = 3

 ثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة:           C′ij = Cij – Vj – Ui
C′12 = C12 – V2 – U1   ⇒   C′12 =5 – 2 – 0  ⇒   C′12 =  3
 C′21 = C21 – V1 – U2   ⇒   C′21 =3 – 2 – (- 1)  ⇒   C′21 =  2
C′24 = C24 – V4 – U2   ⇒   C′24 =4 – 1 – (- 1)  ⇒   C′24 = 4
C′31 = C31 – V1 – U3   ⇒   C′31 =4 – 2 – (- 2)  ⇒   C′31 =  4
 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =2 – 2 – (- 2)  ⇒   C′32 = 2
 C′34 = C34 – V4 – U3   ⇒   C′34 =5 – 1 – (- 2)  ⇒   C′34 = 6
   نلاحظ أن جميع القيم الجبرية للخلايا الفارغة موجبة، مما يعني الوصول إلى الحل الأمثل، و عليه فإن تكلفة النقل المحصل عليها تساوي 330 و.ن.
3- ملخص خوارزمية حل مسائل النقل: يمكن تلخيص خوارزمية حل مسائل النقل في الخطوات التالية:

3-1- بناء جدول الحل الأساسي الأول بحيث:
· تظهر فيه تكاليف النقل من كل منبع إلى كل مصب؛
· كميات عرض كل منبع، و كميات طلب كل مصب، بحيث يتساوى مجموع العرض مع مجموع الطلب؛ 
3-2- إيجاد الحل الأساسي الأول، بإحدى الطرق: الزاوية الشمالية الغربية، التكاليف الدنيا أو طريقة فوجل. 
· يجب أن يكون عدد الخلايا الداخلة في الحل محققا للشرط m+n-1.
3-3- نختبر الحل إذا كان أمثلا أم لا، و ذلك إما بطريقة المسار المتعرج أو طريقة التوزيع المعدل؛
· نكون أمام الحل الأمثل إذا كان كل: C′ij = Cij – Vj – Ui ≥ 0؛
· إذا كان الحل غير أمثل فنقوم بتحسينه، ثم نعود من جديد للخطوة السابقة، أما إن كان أمثلا فنقوم بشرحه.
4- مسائل النقل في حالة التعظيم:
   لا تقتصر استخدامات مسائل النقل على حالة التدنية، و إنما يتعدى ذلك إلى حالة التعظيم أيضا و هي الحالة التي يتم فيها البحث عن أعظم ربح أو عائد في وجود نفس الشروط، فيتم استبدال تكاليف نقل الوحدة الواحدة بالربح المحصل عليه من نقل الوحدة الواحدة. و تختلف هذه الحالة عن سابقتها في النقاط التالية:

- عند استخدام طريقة التكلفة كان يتم اختيار أقل تكلفة بهدف تخفيض التكاليف، أما في حالة الأرباح فيتم اختيار أكبر خلية في الجدول لنبدأ الحل بها، و تسمى هذه الطريقة بطريقة تعظيم الأرباح؛
- عند استخدام طريقة فوجل التقريبية كان يتم حساب الفرق بين أصغر تكلفتين لكل سطر و عمود و ذلك بهدف تخفيض التكاليف، أما في حالة التعظيم فيتم حساب الفرق بين أكبر رقمين لكل سطر و عمود و يلي ذلك اختيار أكبر فرق، ليتم بعدها تحديد الخلية الكبرى؛
- عند استخدام طرق تحسين الحل يتم تقييم و اختيار الخلية التي تحمل أكبر قيمة موجبة؛ 
- الحل الأمثل يكون عند الحصول على قيم جبرية سالبة أو معدومة للخلايا الفارغة.  
مثال 02-02: لتكن لدينا المعطيات التالية عن مؤسسة إنتاجية، تحتوي على 3 مصانع و 3 مخازن:
	تكلفة النقل
	تكلفة الإنتاج
	عدد الوحدات
	المصانع

	D3
	D2
	D1
	
	
	

	50
	80
	60
	200
	2000
	O1

	100
	30
	100
	280
	2500
	O2

	70
	120
	80
	300
	1800
	O3


   إذا كان عدد الوحدات المطلوبة للمخازن هو على التوالي كالتالي: 1600، 2400 و 2000 وحدة، و إذا كان السعر الوحدوي في المخازن الثلاث هو على التوالي كالتالي: 450 و.ن، 240 و.ن، 400 و.ن.
المطلوب: تحديد عدد الوحدات الواجب نقلها من كل مصنع إلى كل مخزن بشرط تحقيق أعظم ربح.
4-1- تشكيل جدول النقل:
الجدول رقم 36: تشكيل جدول النقل للمثال  02-02
	ai
	D3
	D2
	D1
	

	2000
	p13

	p12

	p11

	O1

	2500
	p23

	p22

	p21

	O2

	1800
	p33

	p32

	p31

	O3

	6300 6000       
	2000
	2400
	1600
	bi


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   ما يلاحظ من الجدول أعلاه أن النموذج غير متوازن، ما يستوجب إضافة عمود آخر وهمي للطلب، فيصبح جدول النقل كالتالي:
الجدول رقم 37: تشكيل جدول النقل للمثال  02-02
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	2000
	0


	p13

	p12

	p11

	O1

	2500
	0


	p23

	p22

	p21

	O2

	1800
	0


	p33

	p32

	p31

	O3

	6300 6300       
	300
	2000
	2400
	1600
	bi


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
   بما أننا في هذه الحالة بصدد تعظيم الأرباح فسنقوم بحساب الأرباح الوحدوية و التي نرمز لها بالرمز pij حيث: 
الربح = سعر البيع الوحدوي – التكاليف الوحدوية الكلية (و في حالة وجود خسارة تُشطب الخلية)؛
التكاليف الوحدوية الكلية = تكاليف الإنتاج الوحدوية + تكاليف النقل الوحدوية.
التكاليف الوحدوية الكلية:
[image: image84.png]0.( (280+100) (280+30) (280 +100) 380 310 380
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 الربح الوحدوي:
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و عليه يصبح جدول النقل كالتالي:
الجدول رقم 38: تشكيل جدول النقل للمثال  02-02
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	2000
	0


	150


	140


	190


	O1

	2500
	0


	20


	110


	70


	O2

	1800
	0


	30


	0


	70


	O3

	6300 6300       
	300
	2000
	2400
	1600
	bi


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
4-2- إيجاد الحل الابتدائي الأساس باستخدام طريقة الربح الأعظم:
الجدول رقم 39: الحل الابتدائي الأساس باستخدام طريقة الربح الأعظم للمثال  02-02
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	2000
400
0
	0

/
	150

400
	140

/
	190

1600
	O1

	2500
100
0
	0

100
	20

/
	110

2400
	70

/
	O2

	1800
200
0
	0

200
	30

1600
	0

/
	70
/
	O3

	6300 6300       
	300
100
0
	2000
1600
0
	2400
	1600
	bi


المصدر: من إعداد الباحثة بناء على معطيات المثال
قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي:
Z =190 (1600)+150 (400)+110 (2400)+0 (100)+30 (1600) +0 (200) = 676000
عدد الخلايا المملوءة m+n-1 = 6 .
4-3- تحسين الحل الابتدائي (استخدام طريقة المسار الحرج):
تحديد الخلايا الفارغة:  x12 , x14 , x21 , x23 , x31 , x32 
حساب القيم الفارغة للخلايا الفارغة:  
x12 = 140 – 150 + 30 – 0 + 0 – 110 = - 90
x14 = 0 – 0 + 30 – 150 = -120
x21 =70 – 190 + 150 – 30 + 0 – 0 = 0
x23 = 20 – 30 + 0 – 0 = -10
x31 = 70 – 190 + 150 – 30 = 0
x32 = 0 – 110 + 0 – 0 = -110
نلاحظ أن جميع القيم الجبرية للخلايا الفارغة سالبة مما يعني الوصول إلى الحل الأمثل الذي يعظم الأرباح.
المحور الثالث:  تمثيل مسائل النقل بنظرية الشبكة
   يهتم أسلوب شبكات النقل بحل كثير من المسائل الاقتصادية و التقنية منها، خاصة مسائل نقل المسافرين والبضائع أو نقل و توزيع مختلف المواد، و من أجل معالجة مختلف الجوانب المتعلقة بهذه المسائل نلجأ إلى استخدام تقنية الشبكات.
   من بين تطبيقات نظرية شبكات النقل يمكن ذكر مسائل البحث عن المسارات ذات القيمة المثلى (Les chemins de valeur optimale)، مسألة التدفق الأعظم عبر الشبكة (Le problème de flot maximal)، مسألة المسافر التجاري و غيرها.

1- الشبكة (Le graphe): هو هيكل يحتوي على مجموعة من العناصر تسمى بالرؤوس و مجموعة أخرى من العناصر تسمى بالأقواس و يرمز للشبكة بالرمز U(X) تمثل الرؤوس على الرسم بنقاط و الأسهم بأقواس. وتنقسم الشبكات إلى:
1-1- الشبكة الكاملة (Le graphe complet): هو هيكل يكون فيه أي رأس من الرؤوس مرتبط بكل من الرؤوس الأخرى على مرة واحدة.
1-2- الشبكة الموجهة (Le graphe orienté): هي هيكل يتكون من رؤوس تربطها أسهم موجهة، بمعنى أن السير فيها يخضع لاتجاه الأسهم.
1-3- الشبكة غير الموجهة (Le graphe non orienté): هي هيكل يتكون من رؤوس تربطها أسهم غير موجهة، في هذا النوع من الشبكات يسمى السهم الذي يربط أي رأسين "بالحد".
2- المسار (Le chemin): في أي شبكة نسمي مسارا كل سلسلة متصلة من الأسهم التي يكون فيها الطرف النهائي لكل منها هو عبارة عن الطرف الابتدائي للسهم الذي يليه، ما عدا السهم الأخير.
   في مسائل النقل يمكن التمييز بين أنواع مختلفة من مسارات النقل التي تربط بين مراكز التوزيع و مراكز الاستلام و ذلك على أساس الاعتبارين التاليين:
الاعتبار الأول: عدد مراحل النقل (مسارات النقل ذات المرحلة الواحدة، مسارات النقل متعددة المراحل)؛
الاعتبار الثاني: توازن كمية العرض مع كمية الطلب، ما يسمى بالنقل المغلق و النقل المفتوح، ففي حالة النقل المغلق يكون التوازن موجوداً، أما في حالة النقل المفتوح فلا يتحقق التوازن، مما يجعلنا نفكر في إدخال مركز استلام أو مركز توزيع وهمي.
   و الأشكال أدناه توضح أنواع المسارات:
الشكل رقم 05: مسارات نقل ذات مرحلة واحدة
مراكز الاستلام                       مراكز التوزيع

      



المصدر: صوار يوسف، طاوش قندوسي، مرجع سبق ذكره، ص 94.
الشكل رقم 06: مسارات نقل ذات مراحل متعددة
مراكز الاستلام                              المراكز الوسيطية                              مراكز التوزيع




المصدر: صوار يوسف، طاوش قندوسي، مرجع سبق ذكره، ص 94.
3- الحلقة (La boucle): المسار الذي يكون فيه الطرف النهائي للسهم الأخير هو عبارة عن الطرف الابتدائي للسهم الأول، يسمى بالمسار المغلق أو الحلقة. طول أي مسار هو عبارة عن مجموع القيم التي تعبر عنها الأسهم المشكلة و تسمى عادة بالقيم المرافقة. 
   و لذلك توجد عدة طرق تستعمل من أجل استخراج قيمة المسار ذو القيمة الأصغر، من بينها: طريقة Ford، طريقة R.BELLMAN، طريقة G.DANTZIG، طريقة المصفوفات (FLOYD).
تمارين محلولة:
التمرين الأول:
   الجدول أدناه يقدم تكاليف النقل الوحدوية لنقل منتج معين من 03 مراكز إنتاج إلى 04 مراكز توزيع، بالإضافة إلى عرض كل مركز إنتاج و طلب كل مركز توزيع.
	Ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	500
	06
	04
	13
	12
	O1

	700
	11
	10
	04
	06
	O2

	800
	04
	12
	09
	10
	O3

	
	500
	200
	900
	400
	bi


المطلوب:1- انطلاقا من معطيات مسألة النقل أعلاه شكِّل جدول النقل الموافق لهذه المسألة؛
2- قدم نموذج النقل الموافق لجدول النقل المتوصل إليه؛
3- أوجد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية، و كذا قيمة دالة الهدف الموافقة له؛
      4- أوجد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة التكاليف الدنيا، و كذا قيمة دالة الهدف الموافقة له؛
      5- أوجد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة فوجل، و كذا قيمة دالة الهدف الموافقة له.
حل التمرين الأول:
1- تشكيل جدول النقل:
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	500
	06
x14
	04
x13
	13
x12
	12
x11
	O1

	700
	11
x24
	10
x23
	04
x22
	06
x21
	O2

	800
	04
x34
	12
x33
	09
x32
	10
x31
	O3

	2000
	500
	200
	900
	400
	bi


2- صياغة نموذج النقل:
Min Z =12 x11+13 x12+4 x13+6 x14 +6 x21+4 x22+10 x23+11 x24 +10 x31+9 x32+12 x33+4 x34
قيود العرض:   
x11 + x12 + x13 + x14 + x15 = 500

x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = 700

x31 + x32 + x33 + x34 + x35 = 800
قيود الطلب: 
x11 + x21 + x31 = 400
x12 + x22 + x23 = 900
x13 + x23 + x33 = 200
x14 + x24 + x34 = 500
قيود عدم سلبية المتغيرات: [image: image87.png]


 
3- إيجاد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية:
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	500

100

0
	06
/
	04
/
	13
100
	12
400
	O1

	700

0
	11
/
	10
/
	04
700
	06
/
	O2

	800

700

0
	04
500
	12
200
	09
100
	10
/
	O3

	2000
	500
	200
	900
	400
	bi


Min Z =12 (400)+13 (100)+4 (0)+6 (0) +6 (0)+4 (700)+10 (0)+11 (0) +10 (0)+9 (100)+12 (200)+4 (500) = 14200
3- إيجاد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة التكاليف الدنيا:
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	500

300

0
	06
/
	04
200
	13
/
	12
300
	O1

	700

0
	11
/
	10
/
	04
700
	06
/
	O2

	800

300

100
	04
500
	12
/
	09
200
	10
100
	O3

	2000
	500
	200
	900
	400
	bi


Min Z =12 (300)+13 (0)+4 (200)+6 (0) +6 (0)+4 (700)+10 (0)+11 (0) +10 (100)+9 (200)+12 (0)+4 (500) = 10400
4- إيجاد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة فوجل:
	الفرق
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	2 

6
	500

300

0
	06
300
	04
200
	13
/
	12
/
	O1

	2

2

2
	700

0
	11
/
	10
/
	04
700
	06
/
	O2

	5

5

1
	800

600

400
	04
200
	12
/
	09
200
	10
400
	O3

	2000


	500

200

0
	200

0
	900

200

0
	400

0
	bi

	
	2
2

7
	6
	5
5

5
	4
4

4
	الفرق


Min Z =12 (0)+13 (0)+4 (200)+6 (300) +6 (0)+4 (700)+10 (0)+11 (0) +10 (400)+9 (200)+12 (0)+4 (200) = 12000
التمرين الثاني:
 الجدول أدناه يقدم معطيات لمسألة نقل ما.
	Ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	130
	10
	15
	17
	20
	O1

	50
	13
	18
	14
	16
	O2

	100
	19
	11
	15
	12
	O3

	
	120
	80
	40
	40
	bi


المطلوب:1- انطلاقا من معطيات مسألة النقل أعلاه شكِّل جدول النقل الموافق لهذه المسألة؛
2- أوجد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة التكاليف الدنيا؛
3- أوجد الحل الأمثل لنموذج النقل المتوصل إليه باستخدام طريقة عوامل الضرب.
حل التمرين الثاني:
1- تشكيل جدول النقل:
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	130
	10
x14
	15
x13
	17
x12
	20
x11
	O1

	50
	13
x24
	18
x23
	14
x22
	16
x21
	O2

	100
	19
x34
	11
x33
	15
x32
	12
x31
	O3

	280
	120
	80
	40
	40
	bi


2- إيجاد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة التكاليف الدنيا:
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	130
10
0
	10
120
	15
/
	17
/
	20
10
	O1

	50
10
0
	13
/
	18
/
	14
40
	16
10
	O2

	100
20
0
	19
/
	11
80
	15
/
	12
20
	O3

	280
	120
0
	80
0
	40
0
	40
20
010        
	bi


Min Z =20 (10)+17(0)+15(0)+10 (120)+16 (10)+14 (40) +18 (0)+13 (0)+12 (20)+15 (0) +11 (80)+19 (0) = 3240
3- إيجاد الحل الأمثل لنموذج النقل المتوصل إليه:
أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    Ui=0    مع 
Cij = Ui + Vi
C11 = U1 + V1   ⇒  20 = 0 + V1  ⇒ V1 = 20
C14 = U1 + V4   ⇒  10 = 0 + V4  ⇒ V4 = 10
C21 = U2 + V1   ⇒  16 = U2  + 20  ⇒ U2 = - 4
C22 = U2 + V2  ⇒  14 = -4  + V2  ⇒ V2 = 18
C31 = U3 + V1  ⇒  12 = U3 + 20  ⇒ U3 = - 8
C33 = U3 + V3  ⇒  11 = -8  + V3  ⇒ V3 = 19
 ثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة:           C′ij = Cij – Vj – Ui
C′12 = C12 – V2 – U1   ⇒   C′12 =17 – 18 – 0  ⇒   C′12 =  - 1
 C′13 = C13 – V3 – U1   ⇒   C′13 =15 – 19 – 0  ⇒   C′13 =  - 4
C′23 = C23 – V3 – U2   ⇒   C′23 =18 – 19 – (- 4)  ⇒   C′23 = 3
C′24 = C24 – V4 – U2  ⇒   C′24 =13 – 10 – (- 4)  ⇒   C′24 =  7
 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =15 – 18 – (- 8)  ⇒   C′32 = 5
C′34 = C34 – V4 – U3   ⇒   C′34 =19 – 10 – (- 8)  ⇒   C′34 = 17
   الحل المتوصل إليه ليس أمثلا، لذا نختار الخلية الأشد سالبية و هي الخلية x13 و التي تتم دراسة مسارها:


بما أن أقل قيمة هي 10=(min : 10, 80)، إذا ستأخذ الخلية الفارغة x13 هذه القيمة و يصبح المسار كالتالي:


   و عليه يصبح جدول النقل كالتالي:
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	130
	10
120
	15
10
	17
/
	20
/
	O1

	50
	13
/
	18
/
	14
40
	16
10
	O2

	100
	19
/
	11
70
	15
/
	12
30
	O3

	280
	120
	80
	40
	40
	bi


Min Z =20 (0)+17(0)+15(10)+10 (120)+16 (10)+14 (40) +18 (0)+13 (0)+12 (30)+15 (0) +11 (70)+19 (0) = 3200
أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    Ui=0    مع 
Cij = Ui + Vi
C13 = U1 + V3   ⇒  15 = 0 + V3  ⇒ V3 = 15
C14 = U1 + V4   ⇒  10 = 0 + V4  ⇒ V4 = 10
C33 = U3 + V3   ⇒  11 = U2  + 15  ⇒ U3 = - 4
C31 = U3 + V1  ⇒  12 = -4  + V1  ⇒ V1 = 16
C21 = U2 + V1  ⇒  16 = U2 + 16  ⇒ U2 =  0
C22 = U2 + V2  ⇒  14 = 0  + V2  ⇒ V3 = 14
 ثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة:           C′ij = Cij – Vj – Ui
C′11 = C11 – V1 – U1   ⇒   C′11 =20 – 16 – 0  ⇒   C′11 =  4
 C′12 = C12 – V1 – U2   ⇒   C′12 =17 – 14 – 0  ⇒   C′12 =   3
C′23 = C23 – V3 – U2   ⇒   C′23 =18 – 15 – (0)  ⇒   C′23 = 3
C′24 = C24 – V4 – U2  ⇒   C′24 =13 – 10 – (0)  ⇒   C′24 =  3
 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =15 – 14 – (- 4)  ⇒   C′32 = 5
C′34 = C34 – V4 – U3   ⇒   C′34 =19 – 10 – (- 4)  ⇒   C′34 = 13
   يتضح من أعلاه بأن جميع قيم التكاليف الجديدة موجبة، و عليه فقد تم التوصل إلى الحل الأمثل باستخدام طريقة عوامل الضرب، و بالتالي فإن التكاليف الكلية النهائية تساوي 3200، نجد أننا قد وفرنا 40 وحدة.  
تمارين مقترحة
التمرين الأول: مؤسسة لنقل المسافرين تمتلك نوعين من السيارات: سيارة 5 ركاب و سيارة 11 راكبا، حيث تعمل السيارات على خطين لنقل المسافرين، علما أن كل سيارة تستطيع القيام برحلة واحدة يوميا. يبلغ إيراد النوع الأول 5000 دج على الخط الأول 6000 دج على الخط الثاني، أما النوع الثاني فيبلغ إيرادها 8000 دج على الخط الأول و 10000 دج على الخط الثاني. عدد الأشخاص المتوقع نقلهم على الخط الأول لا يتجاوز 2000 شخص بينما لا يتجاوز عدد 1500 على الخط الثاني. أجرت المؤسسة دراسة أوضحت بأن تخصيص 10 سيارات من النوع الأول على الخط الأول يمكن أن يعود عليها بالإيراد المطلوب، أما عند تخصيص أكثر من 10 سيارات فإن ذلك يمكن أن يؤدي إلى خسارة في الإيراد مقدارها 2000 دج لكل سيارة.
المطلوب: صياغة النموذج الرياضي و الذي يسمح بتحديد عدد السيارات و الذي يعظم إيرادات المؤسسة.
التمرين الثاني: مكتب للاستنساخ يود شراء 10 أجهزة استنساخ، و أمامه 3 أنواع من أجهزة الاستنساخ، وعليه ما لا يقل عن جهازين من كل نوعين. يمكن للنوع الأول استنساخ 300 ورقة في الساعة، و يمكن للنوع الثاني استنساخ 350 ورقة، أما النوع الثالث فيمكن له استنساخ 250 ورقة في الساعة. العمر المتوقع للنوع الأول هو 3 سنوات، و للنوع الثاني هو 2 سنوات أما النوع الثالث فعمره هو 4 سنوات، علما أن مجموع أعمار أجهزة الاستنساخ يجب أن لا يقل عن 30 سنة. كلفة شراء الأجهزة الثلاث هي على التوالي: 1.5، 2، 1 مليون دينار، مع العلم أن المكتب بإمكانه بيع الأجهزة بعد سنة من الاستخدام بسعر: 1، 1، 0.5 مليون دينار على التوالي، حيث أن خطة المكتب تقضي استنساخ ما لا يقل عن 3000 ورقة في الساعة الواحدة.  
المطلوب: صياغة النموذج الرياضي و الذي يسمح بتحديد عدد الأجهزة و الذي تقلل تكاليف الشراء. 
التمرين الثالث: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z= 4000 x1+6000 x2
Soumise aux contraintes

10 x1 +20 x2 ≤  800
  60 x1+ 40 x2  ≤ 2400

x1, x2 ≥ 0
المطلوب: 1- حدد منطقة الحلول المقبولة و إحداثيات النقاط الرأسية لها؛
            2- حدد قيمة دالة الهدف عند كل نقطة رأسية، ثم أوجد الحل الأمثل؛
            3- حدد القيود المشبعة و غير المشبعة بيانيا و جبريا.
التمرين الرابع: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Min Z= 300 x1+400 x2 
             Soumise aux contraintes                    

            5 x1-5 x2 ≤  60
           x1+3 x2 ≥ 12
       x1-2 x2 ≥ 2

x1 ≥ 6

x2 ≤ 8
     x1, x2 ≥ 0
المطلوب: 1- حدد منطقة الحلول المقبولة و إحداثيات النقاط الرأسية لها؛
            2- حدد قيمة دالة الهدف عند كل نقطة رأسية، ثم أوجد الحل الأمثل؛
            3- حدد القيود المشبعة و غير المشبعة بيانيا و جبريا.
التمرين الخامس: الشكل أدناه يوضح منطقة الحلول المقبولة OBGMF لنموذج برمجة خطية مكون من متغيرتي قرار و 3 قيود وظيفية.
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المطلوب: 1- انطلاقا من الرسم البياني استنتج قيود النموذج؛
            2- حدد إحداثيات النقاط الرأسية لمنطقة الحلول المقبولة؛
            3- تقييم دالة الهدفMax Z=2700 x1+1200 x2  عند النقاط الرأسية و تحديد الحل الأمثل.
التمرين السادس: لتكن نماذج البرمجة الخطية التالية:
	Min Z= 1,5 x1+ x2 
             Soumise aux contraintes                    

           x1+ x2 ≤  400
           2x1+ x2 ≤ 600
    x2 ≤ 300

   x1 ≥ 50

   x2 ≥ 50
     x1, x2 ≥ 0

	Max Z= 1,5 x1+ x2 
             Soumise aux contraintes                    

           x1+ x2 ≤  400
           2x1+ x2 ≤ 600
    x2 ≤ 300

   x1 ≥ 50

   x2 ≥ 50
     x1, x2 ≥ 0



المطلوب:1- أكتب النماذج أعلاه على الشكل المعياري؛
2- كم حل أساس يمكن أن يقبل كل نموذج؟ أذكرها؛
3- حدد حلول الأساس المقبولة للنموذجين؛
4- أوجد قيمة دالة الهدف الموافقة لكل حل أساس مقبول، ثم حدد الحل الذي يعطي أمثل قيمة لها؛
5- باستخدام الطريقة البيانية حدد منطقة الحلول المقبولة و حلول الأساس عليها. 
التمرين السابع: لتكن نماذج البرمجة الخطية التالية:
	Max Z= 4 x1+2 x2 + x3
             Soumise aux contraintes                    

                8 x1+4 x2 + x3 ≤  125
      4 x1+ x2 ≤  25

                              x1 ≤  5

     x1, x2, x3 ≥ 0
	Max Z= 2 x1+2 x2 +6 x3
             Soumise aux contraintes                    

             x1+ x2 +3 x3 ≤  48
              4 x1+ x2 +6 x3 ≤  60
     x1, x2, x3 ≥ 0

	Min Z= 120 x1+200 x2 +150 x3
             Soumise aux contraintes                    

                       20 x1+13 x2 +8 x3 ≥  1500
                         25x1+20 x2 +14 x3 ≥  2150

                             10x1+30 x2 +20 x3 ≥  6000

     x1, x2, x3 ≥0
	Min Z= 10 x1+20 x2 +30 x3
             Soumise aux contraintes                    

                       10 x1+20 x2 +30 x3 ≤  500
                 x1+3 x2 +4 x3 ≤  750

                              2x1+5 x2 +2 x3 ≤  850

     x1, x2, x3 ≥ 0


المطلوب: 1- باستخدام طريقة تعداد حلول الأساس، أوجد الحل الأمثل لنماذج البرمجة الخطية أعلاه؛
  2- باستخدام الطريقة البيانية حدد منطقة الحلول المقبولة، و حلول الأساس عليها.
التمرين الثامن: لتكن نماذج البرمجة الخطية التالية:
	Min Z= 600 x1+400 x2 +400 x3
             Soumise aux contraintes                    

                3 x1+4 x2 +5 x3 ≥  60
               5 x1 +2 x2 + x3 ≥  40

                              x1, x2, x3 ≥ 0
	Min Z= 80 x1+120 x2  +84 x3
Soumise aux contraintes

         5 x1 + 15 x2+ 7 x3 ≥  20
           10 x1 + 12 x2+21 x3 ≥ 15
      4 x1 +5  x2+ 3 x3 ≥ 18

                       x1, x2, x3 ≥ 0


المطلوب: باستخدام طريقة السمبلكس، أوجد الحل الأمثل لنماذج البرمجة الخطية أعلاه.
التمرين التاسع: لتكن نماذج البرمجة الخطية التالية:
	Max Z= 3 x1+2 x2 +5 x3
             Soumise aux contraintes                    

              x1+2 x2 + x3 ≤  430
          3 x1 +2 x3 ≤  460

                              x1+4 x2 ≤ 420

    x1, x2, x3 ≥ 0
	Max Z= 5 x1-2 x2 +8 x3 +6 x4 +10 x5
             Soumise aux contraintes                    

                               x1 ≤  10
                        5 x1 +5 x2 +11 x3 ≤  2000

                              5 x4 +11 x5 ≤ 1500

              x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

	Min Z= 100 x1+210 x2 +250 x3
             Soumise aux contraintes                    

                          10 x1+15 x2 + 12 x3 ≤  2500
                        30 x1+40 x2 + 2x3 ≤  6200

                              2x1+6 x2+ 4x3  ≤ 5000

      x1, x2, x3 ≥ 0
	Min Z= 70 x1 - 40 x2 - 60 x3
             Soumise aux contraintes                    

                   4 x1+2 x2 +4 x3 ≤  100
                2 x1+2 x2 + x3 ≤  80
                               x1+3 x2 +2 x3 ≤ 40
      x1, x2, x3 ≥ 0


المطلوب: باستخدام طريقة السمبلكس، أوجد الحل الأمثل لنماذج البرمجة الخطية أعلاه.
التمرين العاشر: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Min Z= 1200 x1+1000 x2 +3800 x3
Soumise aux contraintes

6 x1+4 x2 + 4 x3 ≥  1000
3 x1+4 x2 + 12 x3 ≥  600

                                                         6 x1+6 x2+ 8 x3 ≥ 800

                                                          x1, x2, x3 ≥ 0
عند تطبيق طريقة السمبلكس، تم الحصول على جدول السمبلكس أدناه:
	Ri
	B rayon
	
	
	
	
	
	
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	300
	
	-1
	-1/2 
	6
	
	
	S3
	

	
	50
	
	-1/2
	1/4
	5
	
	
	x2
	

	
	400/3
	
	1/3
	-1/3
	-1/3
	
	
	x1
	

	Z=
	
	
	
	
	
	
	Zj = ∑Cj xj

	
	
	
	
	
	
	
	Z = Cj - Zj


المطلوب: 1- أكمل الجدول أعلاه، و هل يمثل جدول الحل الأمثل؟ و لماذا؟
  2- قدم الحل الأمثل، ثم حدد القيود المشبعة و غير المشبعة.
التمرين الحادي عشر: لتكن نماذج البرمجة الخطية التالية:
	Min Z= 12 x1+26 x2 +80 x3
             Soumise aux contraintes                    

                 2 x1+6 x2 +4 x3 ≥  40
         4 x1+2 x2 ≥ 10

                              x1+ x2 +2 x3 ≥  6

    x1, x2, x3 ≥ 0
	Max Z= 6 x1 +7 x2 +3 x3 +5 x4 + x5 + x6
Soumise aux contraintes

             x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 ≤  50
                      x1 + x2  ≤  10
                      x2 ≤ 8
                      5 x3 + x4 ≤  12

                      x5 + x6  ≥  5

                      x5 +5 x6  ≤  50

                      x1, x2, x3, x4, x5 , x6  ≥ 0


المطلوب: 1- أوجد النماذج الثنائية للنماذج الأولية المقدمة أعلاه؛
  2- إذا كانت متغيرات الأساس في الحل الأمثل للنموذج الأول من نوع التدنية هي: x1=10, S1=20, S2=30، أوجد الحل الأمثل للنموذج المقابل له باستخدام نظرية الفجوات المكملة؛
  3- إذا كانت متغيرات الأساس في الحل الأمثل للنموذج الأول من نوع التعظيم هي: x1=2, x2=8, x4=12, x5=45/2, x6=11/2, S5=23، أوجد الحل الأمثل للنموذج المقابل له باستخدام نظرية الفجوات المكملة؛
التمرين الثاني عشر: ليكن نموذج البرمجة الخطية التالي:
Min W= 10 y1+8 y2 +7 y3
Soumise aux contraintes

 y1+ y2 + y3 ≥  2
2 y1+ y2 ≥  3
y1, y2, y3 ≥ 0

المطلوب: 1- أوجد أول حل أساس مقبول للنموذج الثنائي أعلاه بإضافة متغيرة اصطناعية واحدة؛
            2- بعد محاولة تحسين الحل الأول، تم الحلول على جدول السمبلكس أدناه:
	Ri
	B rayon
	
	
	
	7
	8
	10
	Cj

	
	
	t1
	k2
	k1
	y3
	y2
	y1
	

	
	1
	-1
	1
	-2
	2
	1
	0
	y1
	8

	
	1
	1
	-1
	1
	-1
	0
	1
	y2
	10

	Z=18
	2
	-2
	-6
	6
	8
	10
	Zj = ∑Cj xj

	
	9
	2
	6
	1
	0
	0
	Z = Cj - Zj


3            - ما هو الحل الأمثل للنموذج الثنائي أعلاه؟
            4- أوجد النموذج الأصلي، و انطلاقا من جدول الحل الأمثل للنموذج الثنائي قم بقراءة الحل الأمثل للنموذج الأولي؛

5- باستخدام نظرية الفجوات المكملة تأكد من الحل الأمثل المتوصل إليه.
التمرين الثالث عشر: ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:
Max Z=700x1+400x2+600x3
Soumise aux contraintes
                                                                      4x1+2x2+4x3 ≤  1000
                                                                      2x1+2x2+x3 ≤  800
                                                                      x1+3x2+2x3 ≤  400

                                                                      x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
و الحل الأمثل للنموذج أعلاه يقدمه الجدول التالي:
	Ri
	B rayon
	0
	0
	0
	600
	400
	700
	Cj

	
	
	S3
	S2
	S1
	x3
	x2
	x1
	

	
	220
	-1/5
	0
	3/10
	4/5
	0
	1
	x1
	700

	
	240
	-2/5
	1
	-2/5
	-7/5
	0
	0
	S2
	00

	
	60
	2/5
	0
	-1/10
	2/5
	1
	0
	x2
	400

	Z=178000
	20
	0
	170
	720
	400
	700
	Zj 

	
	-20
	0
	-170
	-120
	0
	0
	Cj – Zj


المطلوب:
1- ما هي القيم التي تتغير في الجدول في حل تغير معامل متغيرة القرار x3؟
2- بكم يمكن لمعامل x3 أن يتغير حتى يبقى الحل أمثلا؟
3- حدد مجال تغير معامل x3 حتى يبقى الحل أمثلا.
4- بافتراض أن معامل متغيرة القرار x3 قد أصبح 719 بدلا من 600، هل يتغير الحل الأمثل؟ إذا كان يتغير، استنتجه دون تشكيل جدول السمبلكس؛
5- بافتراض أن معامل متغيرة القرار x3 قد أصبح 721 بدلا من 600، هل يتغير الحل الأمثل؟ إذا كان يتغير، استنتجه دون تشكيل جدول السمبلكس؛
6- قدم قيمة افتراضية لمعامل متغيرة القرار x3 حتى تصبح متغيرة داخلة، و استنتج حل الأساس المقبول الموافق؛
7- ما هي القيم التي تتغير في الجدول في حل تغير معامل متغيرة القرار x1؟
8- بكم يمكن لمعامل x1 أن يتغير حتى يبقى الحل أمثلا؟
9- حدد مجال تغير معامل x1 حتى يبقى الحل أمثلا.
10- بافتراض أن معامل متغيرة القرار x1 قد أصبح 549 بدلا من 700، هل يتغير الحل الأمثل؟ إذا كان يتغير، استنتجه دون تشكيل جدول السمبلكس؛
11- بافتراض أن معامل متغيرة القرار x1 قد أصبح 801 بدلا من 700، هل يتغير الحل الأمثل؟ إذا كان يتغير، استنتجه دون تشكيل جدول السمبلكس؛
12- بافتراض أن معامل متغيرة القرار x1 قد أصبح 750 بدلا من 700، هل يتغير الحل الأمثل؟ إذا كان يتغير، استنتجه دون تشكيل جدول السمبلكس؛
13- قدم قيمة افتراضية لمعامل متغيرة القرار x1 حتى تصبح:
· x3 متغيرة داخلة، و استنتج حل الأساس المقبول الموافق؛
· S1 متغيرة داخلة، و استنتج حل الأساس المقبول الموافق؛
· S3 متغيرة داخلة، و استنتج حل الأساس المقبول الموافق.
14- بافتراض أن المؤسسة أرادت اقتناء المزيد من المواد الأولية، ما هي المواد التي تقترح أن تزيد المتاح منها؟
15- أوجد حل الأساس المقبول في الخالات التالية:
· أرادت المؤسسة زيادة استخدام المورد الأول فقط بوحدة واحدة ثم بخمس وحدات؛
· أرادت المؤسسة زيادة استخدام المورد الثاني فقط بوحدة واحدة ثم بخمس وحدات؛
· أرادت المؤسسة زيادة استخدام المورد الثالث فقط بوحدة واحدة ثم بخمس وحدات؛
· أرادت المؤسسة زيادة استخدام الموارد الثلاث بخمس وحدات لكل منها.
16- انطلاقا من الحل الأمثل للنموذج الأولي، و باستخدام نظرية الفجوات المكملة أوجد الحل الأمثل للنموذج الثنائي؛
17- أوجد النموذج الثنائي لنموذج البرمجة الخطية أعلاه؛
18- باستخدام الخوارزمية الثنائية للسمبلكس، تأكد من الحل المتوصل إليه في السؤال 15؛
19- بكم يمكن تغيير المتاح من الموارد الثلاثة حتى يبقى الحل أمثلا؟
20- حدد مجال تغير المتاح من الموارد الثلاثة حتى يبقى الحل أمثلا؛
21- حدد المتغيرة الخارجة و المتغيرة الداخلة في حالة أن المورد الأول أخد القيم:
· تساوي 4200؛
· تساوي 7200؛
· تساوي 4000.
22- حدد المتغيرة الخارجة و المتغيرة الداخلة في حالة أن المورد الثاني أخذ القيم:
· تساوي 4200؛
· تساوي 7200.
23- حدد المتغيرة الخارجة و المتغيرة الداخلة في حالة أن المورد الثالث أخذ القيم:
· تساوي 4200؛
· تساوي 7200.
التمرين الرابع عشر: الجدول أدناه يقدم معطيات لمسألة نقل ما.
	ai
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	50
	7

	6

	5

	4

	O1

	150
	2

	3

	9

	4

	O2

	60
	3

	2

	5

	6

	O3

	40
	4
	2
	1
	8
	O4

	300

330
	80
	160
	40
	50
	bi


المطلوب:1- أوجد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية، طريقة التكاليف الدنيا ثم طريقة فوجل التقريبية؛
2- أوجد الحل الأمثل لنموذج النقل المتوصل إليه باستخدام طريقة المسار المتعرج ثم طريقة عوامل الضرب.
التمرين الخامس عشر: مؤسسة إنتاجية ما تزود 4 زبائن لها بالمنتج الذي يتم إنتاجه في 6 وحدات إنتاجية، الكميات القصوى من الإنتاج التي تستطيع الوحدات الإنتاجية توفيرها، الطلب الأقصى للزبائن و كذلك التكلفة الوحدوية للنقل يوضحها الجدول أدناه. 
	الطلب
	D6
	D5
	D4
	D3
	D2
	D1
	

	600
	22
	30
	18
	4
	12
	8
	O1

	450
	16
	24
	28
	14
	6
	18
	O2

	750
	26
	8
	24
	12
	4
	16
	O3

	650
	10
	6
	16
	4
	22
	28
	O4

	2450
	550
	300
	450
	250
	400
	500
	العرض


المطلوب: إيجاد شبكة النقل الأرخص و التي تسمح للمؤسسة بنقل المنتج إلى زبائنها بأقل تكلفة ممكنة. 
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