Exercices

Exercice n°1

Soit I'ensemble fondamental 2 = {a,b,c} et la tribu associée . A = {}.{a b},{c&,Q} ,
les événements a et b étant indiscernables. On définit lapplication réelle X sur $2'par
Xa=1,Xb)=2etX(c)=3.

1) S'il y a équiprobabilité des événements élémentaires, peut-on définir la loi de proba-
bilité de X ?

2) Si la probabilité P est définie sur (£2,.4) par P({c}) = 1 et si on définit I'application
Y sur  par Y (w) = 3 pour tout @ de €2, calculer P(X = Y). Peut-on en conclure que
X et Y ont méme loi de probabilité ?

Exercice n°2

Soit I'ensemble fondamental Q2 = {a,b,c,d,e} et la partitition I1 = {{a,b},{c,d},{e}}
sur laquelle on définit la probabilité P par P({a,b}) =2/5, P({c,d}) =1/5 et
P({e}) =2/5. Deux applications f et g sont définies sur 2 par f(a) = f(b) = g(c)
=gd)=gle)=-2,f(c)= f(d) =g(a) = gb) =2 etf(e) = 0. Peut-on défi-
nir la loi de probabilité de l'application X = f/g ?

Exercice n°3

Vous participez a un jeu ou vous avez la probabilité p de remporter une partie. Si vous
gagnez deux parties consécutives le jeu s'arréte et vous emportez un gain de 40 — 4N
euros, N étant le nombre total de parties jouées. Le nombre maximum de parties jouées
est fixé a quatre et vous donnez a votre adversaire dans ce jeu la somme de 25 euros en
cas de perte. Ce jeu vous parait-il équitable ?

Exercice n°4

Une urne contient cinq boules, deux qui portent le numéro 1 et trois qui portent le numé-
ro 2. On effectue deux tirages successifs sans remise dans cette urne. On appelle coinci-
dence le fait de tirer une boule de numéro i au i-eme tirage, avec i = 1,2. Déterminer
la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente le nombre de coincidences
observées, puis calculer £ (X) et V (X).

Exercice n°5

Une urne contient une boule qui porte le numéro 0, deux qui portent le numéro 1 et quatre
qui portent le numéro 3. On extrait simultanément deux boules dans cette urne.
Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X qui représente la somme des
numéros obtenus puis calculer £ (X) et V (X).

Exercice n°6

On considere n urnes qui contiennent chacune a boules noires et b boules blanches. On
tire au hasard une boule de I'urne U; que I’on place ensuite dans I’urne U,. Puis, on tire
au hasard une boule de I'urne U, que I’on place ensuite dans I’'urne Us;. Et ainsi de suite,
la boule tirée de ’'urne U,_; étant placée dans I'urne U,. On note p, la probabilité de
tirer une boule noire de ’'urne U,,. Calculer p;, p, et en déduire par récurrence la valeur
de p,.



Exercice n°7

La fonction de répartition F d'une v.a. X est définie par :
0 si x<1
1-1/1 x2) si 1<x<?2

— 1 <
Py ] 1-1/@x3 s 2<x<3

— .

1—1/n(n+1) si n<x<n+1

1) Calculer les probabilités p, = P(X = n),n € N*.
2) Calculer E(X) et V(X).

Exercice n°8

Soit X une v.a. de fonction de répartition F' définie par :
X <
F(x)={e/3 pour x <0
1 pour x >0

La loi de X est-elle continue ?

Exercice n°9

Soit X une variable aléatoire de densité nulle en dehors de [—1,1] et dont I’expression
pour x € [—1,1] est:

3
fO) =71 =lx]
Déterminer la fonction de répartition de X.

Exercice n°10

Soit X une variable aléatoire de densité f(x) = x pour x € [0,1], f(x) =2 — x pour
x € [1,2] et nulle en dehors de ces intervalles.

1) Déterminer la fonction de répartition de X et en déduire la médiane de cette loi.

2) Calculer P{|X — 1| < x} pour x réel quelconque.
Exercice n°11

1 3 1 13
Soit X une variable aléatoire de densité f(x) = 3 pour x € [—5—5] ,etx € [55} s

et nulle en dehors de ces deux intervalles.

Déterminer la fonction de répartition de X.

Exercice n°12
Soit X une v.a. de densité :
2 X .
7(1—7) si0<x<a
a a )

sinon

f(x):{

ol a est un réel strictement positif.



1) Déterminer la fonction de répartition (f.r.) de X.

2) Calculer E (X) et V (X).

3) Soit X},...,X, des v.a. indépendantes, de méme loi que X. Déterminer la f.r., puis la
densité, de la v.a. M,, = max {X4,...,X,}.

Exercice n°13

Soit X une v.a. de densité f continue et strictement positive, de fonction de répartition F.
Exprimer a l'aide de fet F la densité et la fonction de répartition de chacune des v.a. sui-
vantes.

DY =aX+b,acR" belR.

2)Z = |X]|.
3)T =In|X|.
HU=FX).

5) V = [X], partie entiere de X.

Exercice n°14

1 3
Soit X une variable aléatoire de densité f(x) = — + —x? pour x € [—1,1] et nulle en
- 4 4
dehors de cet intervalle.

1) Déterminer la densité de la v.a. ¥ = X2,
2) Calculer E(Y).

orrigés

Exercice n°1

1)Ona X~ !(1) = {a} ¢ A donc I'application X n'est pas une v.a. et on ne peut donc pas
lui associer une loi de probabilité.

2)Ona:
PX=Y)=P(weQ/X(w =Y} =P{c) =1

donc ces deux applications sont égales avec une probabilité égale a 1 (événement cer-
tain). L'application Y est constante, avec Y ~!(3) = , donc c'est une variable aléatoire
certaine : P(Y = 3) = 1. Cependant on ne peut pas en conclure que la loi de X est la
méme, puisque X n'est pas une variable aléatoire et que cette notion n'a donc pas de sens.

Exercice n°2

L'algebre engendrée par la partition est :

A = {0,{a,b},{c,d},{e},{a,b,e},{c,d,e},{a,b,c,d}, 2}



L'application X ne peut prendre que les valeurs — 1, 0 et 1 avec :
X(=1) = {0 € Q/f (@) = —g(@)} = {a,b} U ({c,d} N {c.d.e})
={a,b,c,d} € A
X0 ={weQ/f(w)=01={e} e A
X' = {w € Q/f (@) = g(w)} = ({a,b} N {c.d,eD) U ({c,d) N {a,b})
=0ecA

Donc X est bien une variable aléatoire dont la loi de probabilité est définie par :

Py(X =0) = P({e}) = % et Px(X = —1) = P({a,b,c,d}) = %

Exercice n°3

Si le nombre de parties jouées est deux ou trois, c'est que vous avez gagné les deux der-
nigres parties et donc P(N =2) = p?> et P(N =3) =gp* ol ¢ = 1 — p. Vous avez
gagné, événement noté ET, & l'issue de quatre parties avec une probabilité qui est :

PN =4}NE*) = pgp® + ¢*p* = qp’
La probabilité de perdre a l'issue des quatre parties jouées est :
P-=1—-P(N=2)—P(N=3)—P({N=4NE")

L'espérance de gain a ce jeu est alors :

4
E(G) =) (40— 4k)P({N =k} N E*) —25P~
k=2
=32p” +28¢p> 4+ 24qp® — 25(1 — p* — 2qp?)
=57p% 4 102gp* — 25 = —102p° + 159p> — 25

Le jeu est considéré comme équitable si cette espérance est nulle puisqu'il n'y a pas de
mise initiale. L'espérance est bien siir une fonction croissante de p, de valeur — 25 pour
p=0et32pourp =1. Pour p = 1/2 on obtient E(G) = 2, donc le jeu sera consi-
déré comme équitable pour une valeur de p un peu inférieure a 1/2.

Exercice n°4

Le nombre possible de coincidences est 0,1 ou 2. Aucune coincidence correspond au tira-
ge d'une boule 2, puis d'une boule 1 :

P(X:O):P(Zl):gxgzi
5 4 10
Une coincidence unique peut se produire au premier ou au second tirage :
P(X=l)=P(11)—i—P(22)=2 1—|—§><% 4

Zx = - _
5 4 5 4 10

Pour deux coincidences :

PX=2=P(12) == x

[0S
AW
—_
(]



On calcule ensuite aisément :

E(X)_4 6_1 E(Xz)_4+12_16 V(X)_6_3
T 100 10 10 10 10 T 105

Exercice n°5

On note (i, ) 1'événement « avoir tiré les boules i et j » ; pour i = j il y a une seule
facon d'obtenir ce couple et deux pour i # j. On obtient ainsi :

P(X=0 = P(0,00=0,
1 2 2
PX=1) = PO1)=2x —x =="2,
X=1D 0.1y =275 x 9 4
P(X=2 = PO)+PU= .
10
P(X=3 = P(0’3)+P(2’1):E’
11
P(X=4) = PQ)+PGI= .
12 6
P(X=5 = P32=—, PX=6=—
( ) (3.2) 5 ( ) s
On en déduit :
160 16
E(X)=4 E(XZ):7 V(X)=—
Exercice n°6
On obtient :
_a
P = a+b
p2 = P(N2Ny) + P(N2By) = P(N1)P(N2[Ny) + P(B1) P(N2|By)
a+1 a a
— 1— —
Pt TP T T e
De la méme maniere :
a+1 a
n — DPn— I — pu
o= oot ey YU )
Par récurrence, si on suppose que p,—; = p; on en déduit alors p, = py.
Exercice n°7
1) On obtient :
1 1
pl=P(X=1)=P(X<2)=F(2)=1—§=§

pzzP(X:2):P(X<3)—P(X<2):F(3)—F(2):%



et plus généralement pour n > 2 :

1 1
2

nn?—1)

2) On obtient comme espérance :

> 1 > 2
E(X):;npnzi'f‘Zm:

n=2

S NN
(e

x /o 1
+n2=2:<n—l_n+l>

+...
1 1
n—1 n+1

+

Y (LN
n n+2

“liielos

=3 5=

Par définition :

B =3 =5+ 3 e

n=1

Or le terme général de cette série est équivalent a 2/n, terme de la série harmonique
divergente, donc cette variable aléatoire n'admet pas de moment d'ordre deux.

Exercice n°8

Par définition F(0) = 1/3 et, comme toute fonction de répartition, on vérifie que F est
continue a gauche en ce point :

1 1
FO—-h) = —>§_F(0) quand h — 0F

Par contre F(0 + 0) = 1, donc F est discontinue a droite. La loi est mixte, avec un seul
point de probabilité non nulle :

P(X=0)=F0O+0)—-F(0) =2/3

Exercice n°9

Ona F(x) =0pourx < —letF(x)=1pourx > 1.Pour—1 <x<O0:

3 [F 1
F(x) = —/ (14+0"2dt = =1+ x)*?
4 ), 2

Pour0<x <1 :

F(x)=F()+ 3 fx(l -n'dr=1- l(1 —x)*?
4 Jo 2



Exercice n°10
1)Ona F(x)=0pourx <Oet F(x)=1pourx >2.Pour0 <x <1:
2
X

F(x) :/O dt = =

Pour 1 <x <2

X2

F(x) = F(1) + /Ix(z— Ndt = =% +2x — 1
La médiane est le centre de symétrie de la distribution soit Md = 1.
2)Onah(x) =P(X -1 <x)=0pourx <0Oetpourx >0 :
hx) =Pl —-—x<X<1l4+x)=F(1+x)—F(1—x)
Ainsih(x) =1six > letpourO<x <1
h(x) =2x — x?

Exercice n°11

Ona F(x) =0 pour x < —3/2 ;pour =3/2 <x < —1/2:

Fl) -/”‘ ld x+3
x) = —du==+4+=>
32 2 2 4

Pour —1/2 <x <1/2:

Pour 1/2 <x <3/2:

F()—l—i—fx du=%41
V=T 2T T,

Et enfin, F(x) = 1 pour x > 3/2.

Exercice n°12

1) Lafr. F de X est nulle pour x < 0, a pour valeur 1 pour x > a et a pour expression,
quand 0 < x < a:

F()—Z/XI Nar=21 ,2x_2x<l =)
x_ao a T a 2a |, a 2a

2) On obtient :
2 [ x? 2 (a®> & a
E(X):—/ x——)dx=—-|——-——)==
aJo a a\ 2 3a 3

On calcule de méme :

2 a 3 2 3 4 2
E(Xz):—/ Ao =2 (L)L
aJy a a\3 4a 6

On en déduit la variance :



3) On calcule la f.r. de M, :
G (x)= P (M, <x):P{m(X[ <x)} :HP(X,- <x)=F"(x)
i=l i=l

On obtient la densité par dérivation :

g =G () =nF""(x) f (x)

Donc pour 0 < x < a:
2 n n—1
e =n(2) e (-2 (1-2)
a 2a a

Exercice n°13

La méthode la plus simple consiste a déterminer la fonction de répartition (f.r.) de la nou-
velle variable, puis a la dériver pour obtenir la densité.

1) Par définition :
Gy)=PY <y)=PaX+b<y)=P@X<y—>b)

Pour pouvoir exprimer cette probabilité a I'aide de la f.r. de X, il faut distinguer deux cas

suivant le signe de a.
ow=r (v ()

Sia>0:
g =Gy = ( )

—b —b
G(y):P<X> 4 >:1—F(y >
a a
y—>b
g =G = ——f( >
Ainsi, pour a € R*, la densité de Y peut s'écrire :

g(y) = f (y b)

2) La f.r. de Z est définie par H(z) = P(Z < z) = P(|X| < 7), donc H(z) = 0 pour
z2<0. Pourz >0:

Pour a <O :

HizZ)=P(—z<X <2)=F()— F(—2)
h(z) = H'(z) = f(2) + f(=2)

Remarquons que le changement de variable s'est effectué¢ a l'aide de la fonction :
X > |x| quin'est pas injective et cependant nous avons pu déterminer la loi de | X|. La
densité de Z présente une discontinuité pour z = 0 puisque 2(z) — 2 f(0) > 0 quand
z — 0%, alors que bien sir H est continue, avec H(z) — F(0") — F(07) =0
= H(0).



3) On obtient :
Kt)=P({T <t)=P(n|X| <t) = P(X| <e')=H() = F(e') — F(—¢")
k(t) = K'(t) = €' [ f(e') + f(—€")]

4) La fonction F étant dérivable est bien siir continue ; comme de plus elle est strictement
monotone, elle admet une fonction réciproque F~! définie sur [0,1] et aussi strictement
monotone, donc pour 0 < u < 1 :

PU<uw)=P{FX)<u}=PX <F'W}=F[F'w]=u
La variable U = F(X) suit donc une loi uniforme sur [0,1].
5) La variable V est bien sir a valeurs entiéres, avec pour v € N :
PV=v)=P(X]=v)=Pw<X<v+1)=Fw+1) — F(v).
Pour v entier négatif, on a P([X] =v) = P(v < X < v+ 1), ce qui ne change rien
pour la valeur de cette probabilité puisque la loi de X est continue. Ainsi, pour tout
veZ,P(V=v)=Fv+1)— F().
Exercice n°14
1) La fonction de répartition G de Y est nulle pour y < 0 et pour y > O :
GO =Py <X <) =F(P)-F(=V)

La densité s’obtient par dérivation, soit pour y > 0 :

[ (J5) + £ (—3)] =

Wy

1
g(y) = ﬁ
2) On obtient :

1 ! 7
EY) = ‘_1./0 (VY +3y/y)dy = 5
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