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1.INTRODUCTION

Un aspect important de la programmation linéaitéaesotion dedualité.
En effet, a tout modele geogrammation linéaire primal correspond
un autre modele derogrammation linéaire dual.

La relation qui existe entre un programme primadaet dual est tres
importante pour plusieurs raisons :

Importante de la notion de dualité en programmationlinéaire

1. Larésolution du primal permet d’obtenir non sewdatr utilisation
optimal des ressources mais également l'attribudmmaleurs
monétaires a ces mémes ressources (interprétatmomique des
variables duales).



2. La dualité qui existe entre le primal et le prognaendual permet :

a) en résolvant le probléme primal, d’obtenir égalentém tableau
optimal, lasolution optimale au probleme dualt inversement ;

b) d’améliorer éventuellement le processus itératifédmlution en
résolvant I'un ou l'autre des problemes, selortracsure du primal
ou du dual.

3. La théorie de la dualité permet d’établir d’autaéggorithmes de
résolution comméalgorithme du dual simplexe que nous traitons
dans ce chapitre.

4. La notion de dualité est fondamentale dans I'amaties sensibilité de
la solution optimale et de la post-optimisation.

2.FORMULATION DU DUAL D’'UN PROGRAMME
LINEAIRE

Il existe deux formes importantes de la dualitéeslets deux programmes
linéaires, ldorme canoniquede la dualité et [forme standard de la
dualité.

Forme canonique de la dualité

a) La forme canoniqued’un
programme primal consiste en un modele de prograimminéaire dont
I'optimisation en est une de maximisation avecatesraintes du types
et des variables toutes non négatives :



(MaximiserZ = cx +cCX + ..+CX

n

S.C. ax+ax+.+tax <b

Programme

A

ax-+ax+..+ax < b,

Primal

ax+ax+.tax <Db

| | n n

ax+a x+..+tax <D

m

X, X .0 X 20

A partir de la forme canonique du primal, on li@sela forme
canonique du dualdonc I'optimisation en est une denimisation

avec des contraintes du tygeet des variables toutes non négatives.

Minimser W = by +by +..+by
S.C. ay, +a21y2+ ...+a|1yi + ..+ ay < C,
aizy1+a22y2+"'+a72yi +"'+a‘m2ym S C, «

Programme

2 dual

afI.nX1+a2ny2+'"+a|nyi+'"+armyn S Cn
Y.V, V.20

La symétrie de ces deux programmes est mise earadlans le tableau

ci-apres :

programme primal Progrmmme dual
Mevimiser Z=3cx Minimiser W=>hy
sC sC

>ax <h, i=1..,m >ay=c, j=1..,
X =0, J=L...n y=01=1.,m

On constate que les deux programmes comporteniédeses éléments,



mais arrangés de maniére différente. Les relasansantes existent entre
les deux programmes.

Relations entre le primal et le dual Forme canonige

1.

Si la fonction objectif du primal doit étre maxirdes celle du dual doit
étre minimisée (et inversement).

. Les coefficients de la fonction objectif du prindlviennent les

second membres des contraintes du dual alors gedte®nds
membres des contraintes du primal deviennent lefficents des
variables duales dans la fonction objectif.

. Les coefficients des variables dans les contraohtedual sont ceux du

primal mais transposés (les coefficients deglae i=k du primal
deviennent les coefficients dedalonnej=k du dual).

A chaquecontrainte du primal< |
lui correspond uneariable duale de signe0.

. A chaque variable de décision non négative dapseal, lui

correspond une contrainte g dans le dual.

. La dualité est une notiasymétrique. L’'un des programmes au choix

est appelé lprogramme primal et I'autre leprogramme dual.

. Le dual du dual est le primal.

3.EXEMPLE
Soit le programme primal
Min z = 2x, +3X,
S.C. 2%, +3x, <30

(P)=

X, +2x, =210
X, =X, 20
X;, X, 20

a) Ecrivez le programme dual (D) du programme prirfal (



b) Quelle est la solution optimale du programme dD3J (
c) Quelle est la solution optimale du programme pri(Ral

Programmdrimal

Programnigual

Max Z (ouW)

Min W (ou Z)

Nbre decontraintes

a la contrainte i e
ala contrainte de type
de type

Nbre devariables duales
Correspond la variablg y
y> 0
y< 0
Yy sans restriction de signe

Nbre devariables de décisio
Xp=0
Xj < 0
X; sans restriction de signe

Nbre decontraintes
Contrainte de type
Contrainte de typ&
Contrainte de type =

CoefficientC; dans la fonction objectif

Second membre pour jJ4™ contrainte

Second membrb; de 1ai°™ contrainte

Coefficient de lavariable y; dans la fonction
objectifw

Coefficient, dans laontrainte i, de lavariable X;
(@)

Coefficient, dans laontrainte j, de la variablgy;

(a)

Son probléme dual (D) est:

Max
S.C.

w = 30y, +10vy,

2y, t Y, Y,

Y1
Yo, ¥z 20
X, X, 20

3y, t 2y, = ¥,

< 2

<3

Résolution du probléme dual qui est une Maximigatio

Tableau 1




Cj-4

Kk ko k ko
k=2

r=2

Tableau 3

1 v 0

30 10
= 0
1 1 1
2 -1 o0
O 0 O
10 0 O
W= 0
0 15 1
1 -05
0 0

k=1
Tableau 4

1 ¥ 0
2 y 0

3 y

O 5 0-5-15 0O**

r=3

0 1

1 0
1 0 0

0 -2 2
-3 3
0 1 0
O -30 O
-0.5 -0.5 0.5
50. -1.5 1.5
0 1 O
W= 15
0.6666/0.33333 -0.33333
0.33333.33333 -1.6667
0 0 1

0

0.33333
1.6667



Cj - Zj 0 0 0-3.33333 -3.33333 -13.33330
il W = 16.6667

Solutonduale y* = (0 1.6667 0.33333) W* =6.8667

La solution de notre probleme se lit sous les Wdemd’écart dans la derniére
ligne :

Solution primale x* = ( 3.33333 3.33333 13.3333Z* = 16.6667

On peut vérifier que
CX* =Y*b b=(30 10 0) c=(23)
(2 3 0)%3.33333 3.33333 13.3333
= (0 1.6667 0.33333()30 10 0’
16.6667 = 16.6667



