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Chapitre 1

Suites numériques

1.1 Généralites
k désigne I'un des coprs R ou C

Définition 1 On appelle suite d’éléments de k une application de N dans k.

U N — k
" n—Um)=U,
On désigne une suite, en évrivant se termes successifs Uy, Uy, .... dans lordre ; ou sous forme

U= (U)nen ou (U), ou en donnant son terme générale U, € k.
L’ensemble des suites d’éléments de k est notée F(N, k).

Suites récurrentes

Etant donné une fonction numérique f, on peut définir une suite (U), en se donnant le
premier terme Uy et la relation de récurrence U,, = f(U,_1) pour tout entier n non nul .

On montre que F(N,k) muni de l'addition :(U,) + (V,,) = (U, + V,,) et la multiplication
(U,).(Vy) = (Uy.V,) est un anneau commutatif unitaire.

Remarque 2 (U,) = (V,,)) = U, =V,,Vn € N.

Dans tous ce qui suit le coprs k désigne R

1.2 Quelques caracteres des suites

1.2.1 Suites monotones

1)Une suite (U,,) est croissante si pour tout n € N, on a U, < U,y ou pour tout entier
m<n=—= U, <U,.

Elle est ctrictement croissante si pour tout n € N, on a U, < U,,; ou pour tout entier
m<n=—= U, <U,.

2)Une suite (U,) est décroissante si pour tout n € N, on a U,, > U,,;1 ou pour tout entier
m<n— U, > U,.

Elle est ctrictement décroissante si pour tout n € N, on a U,, > U, 11 ou pour tout entier
m<n— U, >U,.

3)On dit qu’une suite suite (U,,) est monotone si elle est croissante ou décroissante

4)Une suite (U,,) est stationnaire ou constante si pour tout n € N, 3k € N,k > n, on a

Uk = Ups1
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1.2.2 Suites bornées

Définition 3 1) Une suite est majorée s’il existe A € R tel que U, < A,Vn € N
2) Une suite est minorée s’il existe B € R tel que U, > B,Yn € N

3) Une suite est bornée si elle est a la fois majorée et minorée autrement dit s’il existe deux
nombres réels A, B telg que A < U, < B

Remarque 4 1)Une suite bornée équivalente 4 montrer que

Vn e N,JA > 0,|U,| < A
Exemple 5 On Vn € N, |sinn| <1

On désigne par B(N,R) I’ensemble des suites bornées de R
On vérifie que B(N,R) est un sous-anneau de F(N,R) et que la suite U,, = 1,Vn € N
appartienne a B(N,R)

1.2.3 Nature d’une suite
Suite convergente

Une suite (U,) est dite convergente dans R §’il existe un élément [ dans R qui vérifie

Ve >0,IN. e N/VneNn >N, = |U, —l| <e

On dit que la suite (U,,) tend vers [ ou on ecrit

lim U, =1

n—-4o0o

avec [ finie

Exemple 6 Montrer que lir+n % =0

Ve >0,3N. e N/VneNn> N, = |1 - 0| <¢
Soit £ positive. ‘%—0| = |%| = % <e=—=n> % .
Il suffit de prendre N, = E(L) +1
Limite infinie
Une suite (U,,) tend vers +oo, si
VA>0,IN.e N/VneNn>A=1U, > A

Une suite (U,,) tend vers —oo, si

VA< 0,AN. e NVneNn>A=U,< A
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1.2.4 Théorémes fondamentaux

Théoréme 7 Toute suite convergente sa limite est unique

Preuve. Par 'absurde. On suppose qu'il existe 2 limites notée [ et " avec [ # I'(1 < I)
lim U, =1<=Ve>0,IN. e N/VneNn> N, = |U, —l| < e et

n—-+o0o

lixf Up,=1<=Ve>0,IN. e NVne Nn>N. = |U, - l'| <e

Onposeez%

=V =1-U+U,-U,| =|1-U)+ U, =) < |U, =] +|U, —=1U| <2 = VT_I une
contradiction

d’ou la limite est unique m
Théoréme 8 Toute suite convergente est bornée

Preuve. Montrons qu'on a lim U, =1 <= U, bornée <= Vn € N,3A > 0,|U,| < A

n—+0o00
Sil =0 alors on |U, —I| = |U,| < € en particulier si ¢ = 1 on obtient —1 < U,, < 1
Sil # 0 et puisque lirf U,=l<=Ve>0,IN. e N/VNneNn>N,. = |U, - l| <1 =

l-1<U, <l+1=|U,| <max{|l —1], |l + 1|} cest-a-dire si n € {N.,N. +1,.....} on a
dirertement la suite (U,,) est bornée
Maintenant le cas sin € {0,1,2,..... N. — 1} on a

M = max {Uy, Uy, .....Un.—1, [l + 1|} et m = min{Uy, Uy, ....,Un.—1, |l — 1|}
alors on trouve Vn € {0,1,2,..... N. — 1} ,m < U, < M = (U,)) est bornée =
Remarque 9 La réciproque du théoréme précédent est en généralement fausse

Contre exemple 10 On considére la suite Vn € N U,, = (—1)" = _11 ;Z: 53;;;7’@ }

on constate qu’elle a 2 limites différente mais elle est bornée

Théoréme 11 Soient (U,), (V,) deuz suites d’éléments de F(N,R), I,1" deux nombres réels.
1) Si (U,) converge vers 0 et (V,,) bornée, alors (U,V,) converge vers 0.
2)Si (Uy,) converge vers | et (V,,) converge vers l', alors les suites (U, + V), (Un).(Vi,) et
(—=U,) convergent vers | +1', I.I' et (—I) respevtivement.

Preuve. Montrons 1)

(Uyn)converge vers 0 <= Ve > 0,IN. e N/Vn e NNn > N, = |U,| < ¢ (1)

(Vo)bornée <= 3A > 0,Vn e N, |V,| < A (2)

Montrons (U, V;,) converge vers 0 c’est-a-dire on montre que
Ve > 0,IN. e N/Vne Nyn > N. = |U,V,| < ¢ (3)
Pour avoir la relation (3) on multiplie les relations (1) et (2) mais on trouve un petit probléme

que on va avoir €A, alors pour résoudre ce probléme on retourne vers (1) et on peut avoir

3

(U, )converge vers 0 < Ve > 0,IN. e N/Vn e N\n > N, = |U,| < 1 (4)
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Par conséquent les relations (4) et (2) donnent pour tout € > 0
UnVal = [Ual [Va] < ZA = ¢

Montrons 2) Si (U,,) converge vers [ et (V},) converge vers ', alors (U, + V) converge vers
I+0

(Un)converge vers [ <= Ve > 0,dAN. € N/Vn e Non > N, = |U,, = [| < §

(Vy)converge vers I <= Ve > 0,IN. € N/Vn € Nyn > Nl = |U,, = l'| < §

Un+ V=1 =U=|U, =)+, = V)| < |U, = 1| + |V, = I'| < & de plus on a

n > N et n > N! alors pour avoir les deux rend au méme temps, en prend n > max(N., NV!)

Montrons maintenant si (U, ) converge vers [ et (V},) converge vers [, alors (U,,.V,,) converge
vers [.0'

i)La suite (IV},) converge vers (/") En effet on a [ une suite constante, alors elle est bornée.
De plus la suite (V,, — ") converge vers 0, alors on [(V}, — I") converge vers 0.

ii)D’autre part la suite V,, (U, —[) converge vers 0 En effet la suite (V},) converge donc bornée
et (U, — ) converge vers 0.

i4i) Maintenant voyons la convergence de la suite (U,.V},)

Up Ve =U,.V,, — IV, + 1V, =V, (U, — 1) + IV, par passage a la limite, on trouve

lim U,.V, = lim V,(U, — 1) + 1V, = LI
n—-+00 n—-+00
Montrons que si (U,) converge vers [ alors (—U,) converge vers (—I)
(U,) converge vers | <= Ve > 0,IN. e NVne NNn > N. = |U,, — | < ¢
(=U,) converge vers (—l) <= Ve > 0,dIN. e N/Vn e N\n > N. = |(-U,) — (-])| <e
Soit e >0, |(=U,) — (=0)|=l-U,| =U, =1l <e m

Remarque 12 Soit (U,) une suite convergente vers l et k € R, alors la suite (kU,) converge
vers kl

Théoréme 13 Si (U,) converge versl et si U, > 0, alors | > 0.

Preuve. Par ’absurde, on suppose que [ < 0 et on pose € = | lonal+e=1+ ‘ L <0carl< ‘ll
Puisque (U,) converge vers | <= Ve > 0,3IN, € N/Vn G N,n > N, = \U -l <e¢ <:>

l—e< U, <l+¢e <0 une contradiction avec le fait que U, > 0 m

converge vers 1

Théoréme 14 Si (U,) converge vers [ et si U, > 0, alors - 7

UTL

Preuve. Comme (U,,) converge vers | <= Ve > 0,IN. € N/Vn e Nn > N, = |U, — | <
e = L(d’apres le théoréeme précédent)

U, -l <e=L=U,>1-c=1{= Uin < 2 alors la suite (Ui") majorée par 0 et
minorée par 3 cela veut dire qu’elle est bornée. De plus (Uin)(Un — 1) converge vers 0 alors,
(Uin)(Un —)=1- Uin par conséquenton Uin converge vers 7. W

Corollaire 15 Soit (U,) une suite de nembres réels
Si (Uy,) — +o00 = < )

Si(U,) — 0= (%) — 400
Théoréme 16 Soient (U,),(V,) deux suites de nombres réels qui converges vers 1,1 respecti-

vement
On suppose que U, <V, a partir d’un certain rang, alors | <1’
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Preuve. On montre par 'absurde. On suppose (U,), (V,,) deux suites de nembres réels qui

converges vers [, [’ respectivement et on suppose que [ > I’. On pose ¢ = Ll et on a Vn €

2
N,3k € N/n > k,U, < V,
(U,) converge vers | <= Ve > 0,AN. e N/Vn e Nyn > N. = |U, — | < ¢ (1)

(Vi) converge vers I' <= Ve > 0,IN. e N/VneNn > N. = |V, - l'| <¢ (2)
De(l)onalU, >l—cetde (2)onaV, <l'+¢

— = 2
{ gnzll’—i—z } = { g"<>ll,+ 2 i 2y } = U, >V, contradiction avec le fait

2 2
U,<V, =

Corollaire 17 Soient (U,), (V,) deux suites de nombres réels.
1) Si U, <V, a partir d’un certain rang et si lim U, = 400 = lim V,, = 40

n—+00 n—+-00
2)Si U, <V, a partir d’un certain rang et si lim V, = —oo = lim U, = —o0
n—-+oo n——+oo

Théoréme 18 (des Gendarme)(Théoréme des trois suites) (théoréme de l’étau), (théoréme d’en-
cadrement), (théoréme du sandwich)

Soient (U,), (V,,) deuz suites de nombres réels qui converges vers la méme la limite [, et
(W,,) une suite.

S’il existe un entier ng tel que pour tout n > ng on ait

U, <W, <V, oubienU, <W, <V,

alors la suite (W,,) et sa limite est [.

Preuve.
(U,,) converge vers | <= Ve > 0,IN. e N/VneNn> N, = |U, — | <e (1)
(V) converge vers | <= Ve > 0,IN. e N/Vn e NNn > N. = |V, = [| < ¢ (2)
l—e< U,
de (1) et (2) et U, <W,, <V, ,pour tout n >ngonas U,<W,<V,
V,<l+e¢

On obtient Ve > 0,AN. e N/Vn e NNn > N, = |[W,, —[| <c m

Théoréme 19 Toute suite croissante et majorée converge vers sup(U,)
Toute suite décroissante et minorée converge vers inf(U,)

Preuve. Pour étudiant m

1.3 Sous suites ou suite extraites

Une sous-suite ou suite extraite de (U,,) est une suite de la forme (Uy(,)) avec ¢ : N — N
est une application strictement croissante

1 st n paire
—1 si n impaire

n

Exemple 20 On considére la suite U, = (—1)" =

On peut extraire 2 sous-suites de la suite (U,)

On pose p,(n) = 2n on tire V,, = (Uy,)) = (Uzy) = 1
©o(n) =2n+1 on tire W, = (Uyp(p)) = (Uzny1) = —1
On ait 2 sous-suites convergents
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Proposition 21 Soit (U,), une suite de nombres réels convergente, et (Vy,), = Uym) une
sous-suite de la suite (U,)n, alors la suite (V,,), est ausi convergente et on a

lim U, = lim Uy, = lim V, =1

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

Preuve. Soit ¢ : N — N une application strictement croissante, alors on va montrer d’abord
que
o(n) >n,¥n e N

En utilise le raisonnement par récurrence. A cet effet on a pour n = 0, ¢(0) > 0(car
I’ensemble d’arrivée de I'application ¢ est N)

On suppose maintenant que ¢(n) > n,Vn € N et on montre que p(n+1) >n+ 1,Vn € N

Vn € N,n+ 1 > n et puisque ¢ est strictement croissante, alors on a p(n + 1) > p(n) > n
de plus et par définition de ¢ on a ¢(n + 1) > n+ 1 ('ensemble d’arrivée est N)

D’autre part lim U, =1<= Ve >0,IN. e NVneNn> N, = |U, — | <¢

n—+o0o
Montrons que Uy est convergente vers [, pour cela on montre que Ve > 0,3N, € N/Vn €
N, p(n) > N. = }Uw(n) — l| <e
Ve > 0,3dN. € N/Vn € Nyn > N, = |U,, — | < ¢ et puisque ¢(n) > n, alors p(n) >n >
N, donc on a immédiatement |U¥,(n) — l| <en

Exemple 22 On pose la suite U, = %,n € N* et on considére l'application p(n) = 2n + 1 on

obtient V,, = ﬁ sous-suite de (Uy), de plus puisque nl_i)IJlrlooUn = nETooV" =0

Probléme 23 La réciproque est-elle vraie toujour ?

Contre exemple 24 On a Vs, = 1 une sous-suite de U, = (—1)" mais (Van)n converge car
une suite constante alors que (U,), n’admet pas une limite.

Proposition 25 1)S’ils existent 2 sous-suites de la suite (Uy,),, qui ont des limites différentes,
alors la suite (Uy,),, est divergent

2)S’ils existent 2 sous-suites de la suite (U,), qui convergent vers la méme limites | alors
la suite (U,), est convergente vers la méme limite .

Exemple 26 Soit (U,), une suite réel avec (Usp)n, (Uzni1)n, (Usn)n des sous-suites conver-
gentent.
Montrer que (U,),, converge aussi

Solution 27 On considére que les sous-suites (Usp)n, (Uant1)n, (Usn)n convergent respective-
ment vers ly,ls, 3
Montrons que I, = Iy = I3

. . ‘ o=l
On consideére la suite (Ugy)n sous-suite de (Uay,)n €t (Usp)n, alors on a { 56 : l1  la
6n 3
limite est unique, alors l; = I3
On considére la suite (Ugpi2)n sous-suite de (Uspi1)n et (Usp)n, alors on a Usnyo — la
Utny2 — I

or la limite est unique, alors l; = ly et par conséquent on aly =ls =13 et (Up)p — 11 =1la =13

Théoréme 28 (Bolzano- Weiestrass)
Toute suite bornée de nombres réels admet une sous-suite convergente
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Preuve. On considére une suite bornée (.5,,), et on suppose que Vn € N.a < S, < b,a,b € R,
alors on a deux intervalles [a a—“’} et [“T“’, b} qui contiennes une infinité de valeurs de la suite
(Sp)n. sinon si chaque sous-intervalle contient une finis d’éléments, alors la réunion contienne
finie de termes de la suite (S,), ce qui est absurde. On le note par lintervalle [a;, b;] avec %2
est le centre d’intervalle [a, b]. On recommence le méme raisonnement avec U'intervalle [ay, bl]

on définit une suite d’intervalles emboitées I,, = [a,, b,], contienne une infinités d’éléments de

(Sn)n, avec b, — a, = I’Q_—n“ car by —a; = b_—“ et by — ag = bl_T‘“ = b2_2“ etc.
Par conséquent on a (I,,),, une suite decrmssante car I,,1 C I, et de plus et hr}rl bp,—a, =0
n—-r+oo
alors NI, = {l} et [ la limite commune des deux suites (a,), et (b,),
Maintenant cherchons la valeur de [ ?
Soit ¢ : N — N une application strictement croissante avec lim S, =1

n—-+o0o

On pose pour cela p(0) = 0(d’apres la définition de I'applicaion ¢) de plus on a Sy () € Io

Il faut montrer que (1) < ¢(2) <

Supposons qu’il existe @(O),gp(l),g@(?), wnp(n —1) tels que p(0) < p(1) < (2) < ... <
p(n—1) et Sep) € I,/pe{0,1,2,...n — 1}

Comme Iensemble des entiers naturels{p € N}, S, € I,, un ensemble infinie, alors il n’admet
pas un maximum, sinon il sera une partie de N qu’elles est majorée ce qui est absurde, alors il
existe un nombre naturel qu’ont notera par p = p(n) > ¢(n — 1) et puisque Sy, € I, alors
an < Spm) < by et par le théoréme des trois suites, on forcement [ est la limite de S,,). =

Exemple 29 Soit la suite définie par U, = cos(nm) suite bornée

Considérons application ¢, : N — N/p(n) = 2n alors V,, = Uy, = cos(2nm) = 1 suite
convergente vers 1.

Considérons Uapplication o, : N — N/¢(n) = 2n+1 alors V,, = Uyny = cos((2n+1)7) = —1
suite convergente vers —1.

1.4 Limite dans R

On définit R = R U {—oco} U {+0c0}

Toute suite qui vérifie lim U, = |oo|, alors (U, ), est convergente dans R
n—-+00

Définition 30 Soit (U,,), une suite d’éléments de R. Notons Ad{U,} l’ensemble de ses valeurs
d’adhérences dans R
On appelle limite supérieure (resp. inférieure) de (Uy,), la borne supérieure (resp.inférieure)
de Ad{U,}
On notera
lim U, = supAd{U,}

n—-+o00

lim U, = infAd{U,}

n—-4oo

Remarque 31 lim U, et lim U, ezistent toujours dans R quelle que soit la suite (U,),
n——+00 n—-+00

De plus pour que hm U, existe il faut et il suffit que lim U, = lim U, = lim U,

n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o

Exemple 32 La suite U, = (—1)" nadmet pas une limite, les valeurs adherents de (—1)" sont
1 et —1 alors on a

lm U, = 1

n—-+o0o

lim U, = -1

n—-+o0o
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Remarque 33 lim U, et lim U, sont souvent notées par limsup U, et liminf U, et on a

n n n ( >nI k))
]. [Tn ]. . E [7—

Les propriétés des limites des suites convergentes dans R sont inéxactes pour lim U, et
n—-—+00

lim U, par exemple hm (U,H—V) < hm U,+ lim V,

n—-+o0o n—-4o00

Exemple 34 0 = lim ((-1)"+ (=1)"") < lim (-1)"+ lim (-1)""'=1+1

n—-+4o0o n—-+o0o n—-+o0o

Proposition 35 Soit (U,,), une suite d’éléments de R.
lim (supUy)) > lir+n (inf(Ug))

n—-+o0o k>n °°k>n

lim (sup —Uy)) = — lim (inf(Uy))

n—-+o00 E>n ~>+ook>n

lim (inf —Uy)) = — hm (sup(Uk))

n—-+o00 k>n n— k>n

Si U, <V, alors lim (supUk)) 1m (supVi)) et lim (inf(Uy)) > lim (inf(V}))

n—+oo k>n n—+00 k>n n—+00 k>n n—+oo k>n

1.5 Suites adjacents

Définition 36 Deux suites l'une (Uy,), croissante et l'autre (V,,), décroissante sont dites ad-

jacents si
lim U,—-V,=0

n—-+o0o
Exemple 37 On considére les deux suites

1 1
Un:;;! Vo=Un+—,¥n>1

ces deux suites sont adjacents en eﬁet
Uppr — U, =S L Zn = > () alors la suite est croissante

p=0 p! p=0 p! (n+1)'
1 1 2-1-n .
Vnﬂ Vi = Upiq + n+1)' Up— 2 = (n+1)! + (n+1)! W= ot < 0 on a une suite
décroissante
lim U, -V, = lim & =0
n—-+4oo n—+oo ™

Théoréme 38 Deux suites adjacents sont convergentes et admettent la méme limite

Preuve. Puisque la suite (U, — V},),, converge vers 0, alors (U, — V},) est majorée par 0, par
conséquent U, —V,, < 0= U, <V, dou

Ui <Uy<Us<... .U, <V, <V,_1 < Vo <..<W]

La suite (U,), est croissante et majorée par V;,alors elle est convergente
La suite (V},), est décroissante et minorée par U ,alors elle est convergente
On pose lim U,=1let lim V,=0or lim U,—V,=0alorsl —1'=0=1=1[0 m

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

Probléme 39 SQi on a deux suites de sorte que lim U, —V,, = 0, alors les suites sont-ils
n—-+00

adjacents ?. La réponse est non
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Contre exemple 40 On considere les suites U, =14+24+3+....+netV, =U, + %,n € N*
Ona lim U, -V, = lim 1+2+3+....—|—n—Un—%: lim L =0.

n—-+o0o n—-+o0o n—4oo™
Mais U,y1 — U, =n+1> 0 alors croissante

Viir—Vau=n+1+ #1 — % > 0 alors la suite est aussi croissante

1.5.1 Comparaison des suites

Soient (U,),, et (V,), deux suites de nombres réels

On dit que (U,),, est équivalente a (V},),, si <‘(f—n)n tend vers 1, on note U,, =V,

Un

Vn)ntend vers 0, on note U, = o(V},)

On dit que (U,),, est négligeable par (V},),, si (
On dit que (U,,),, est dominée par (V},),, si (%) est bornée, on note U,, = O(V},)

Exemple 41 On a sinn = n au voisinage de 0, e" — 1 ~ n au voisinage de 0

1.6 Suites de Cauchy

Proposition 42 Toute suite (U, ), convergente posséde la propriété suivante

Ve > 0,3N entier tel que Vp,q € N p et q supérieure a N on a |U, —U,| < ¢

Preuve. Soit [ la limite de (Uy,)n, ona |U, = Uy| =|U, =l +1—=U,| < |U, = 1| +|U, — |

La suite (U,), a pour limite [ & tout &, on peut associée un entier N avec p > N on a
\Up =1l <5etVe>0,g>Nona|U,—I| <5,alors ¥(p,q) € Nyp>N,q> N,|U, - U,| <¢
[ |

Définition 43 On dit q’une suite (U,), est de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante

Ve >0,3N e NVp,geNyp>g>N=|U, - U,| < ¢

Exemple 44 La suite (U,), définie par U, = 5.7 est de Cauchy. En effet
Ve>0,IN e NVp,geNp>¢>N=1|U,- U, <¢
p

U, —U,| = __q | _ p—q _ p—q
p q 2p+1 2q+1 (2p+1)(2¢+1) (2p+1)(2¢+1)

U, — U,| < (2p+1ﬁ2q+1) + (2p+1)q(2q+1) or (2p+1)(2¢+1) = 4pg+2q+2p+ 1 > 4pq alors on

carp > q

a
U, —U,| < & + 2 <i+4ip§§+§:>p2ietqzialorsilsuﬁitdeprendre

= 4pq " dpqg — 4q 2 2
N=E(3)+1
Proposition 45 Toute suite de Cauchy est bornée

Preuve. On montre que Ve > 0,3N e NNVp,g e Np>¢>N = |U, - U,| <e = FA >
0,Yne N, |U,| <A

Pour ¢ fixé, ,p>qg> N = |U, - U,| < ¢

|Un| = |Up — Uy + Un| < |U, — Un|+|Un| < e+|Uy]| alors la suite est bornée sip > ¢ > N

Maintenant on pose M = sup{|Uo|,|Ui|,....,|Un| + €} pour n € {0,1,...,N — 1} alors
Vn €{0,1,.... N — 1}, |U,| < Mpar conséquent notre suite est bornée par tout m

Théoréme 46 (Critére de Cauchy)
Une suite réel est convergente si et seulement si elle est de Cauchy
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Preuve. Soit (Uy,), une suite convergente. Montrons qu’elle est de Cauchy
Notons [ la limite de (U,,),, alors on a
Ve>0,IN. e NNVneN,p> N, = |U, - l| <
Ve >0,IN. e NNVne N, ¢ > N. = |U, — | <
Ona|U,—-U)| =|U,—-1l+1-U)| <|U,—1|+|U,—1 <e¢,doncVe > 0,¥p > q >

N, |U, = Uyl <€
Supposons maintenant que (U, ), est de Cauchy, et montrons qu’elle est convergente
(Uyn)n est de Cauchy, alors (U,), est bornée et par le théoréme de Bolzano-Weistress, on

peut trouver une sous-suite V,, = Uy, /¢ : N — N convergente.

Posons [ = lim V,, et montrons que [ = lim U,
n—-4oo n—-4oo

I =limV, <= Ve >0,dNy e NVn € N;n > Ny = |V, = | < §
n—+o0o

(Un)n est de Cauchy<= Ve > 0,dN; e N,Vp,q e N,p > ¢ > Ny = |U, —U,| < §

Calculons |Up —I| = [Up, =V, + V, =l S Uy = Vp [ + [V, = | < |[Up = Vp| + 5

Or V, = Uyp et o(p) > p > Ny, alors U, —V,| = |Up— Uw(p)} < £ par conséquent
|U, — | < € alors on a

Ve > 0,3dNy; = max(Ny, V1) € N,Vn € Nyn > Ny = |U, — | < € ce qui montre que la
suite (U,,), est convergente. m

NIM N |M

Théoréme 47 Toute suite de Cauchy de nombre réels est convergente vers un nombre réel
On dit que R est complet

Remarque 48 ce théoreme n’est pas vraie dans Q



