1. Cours 9: Matrices.

1.1. Ensembles des matrices.

Définitions: Soit K un corps commutatif
On appelle matrice a coefficients dans K tout tableau réctangulaire ou carré

Apg Aps oo oo A,

Ay Agy oo oo Ay
de la forme o 5

Am71 Am,2 e e Am "

)

o les A;; sont des éléments de K.

Si on note (A; ;) cette matrice, alors:

* Les A; ; sont appelés coefficients ou termes de la matrice (A; ;).

* La matrice (A; ;) est dite de type (m,n) si, elle est & m lignes et & n colonnes.
L’ensemble des matrices de type (m,n) & coefficients dans K est noté M, ) (K)

Remarques:
1) Les indices i et j sont, respectivement, le numéro de la ligne et le numéro de
la colonne ot se trouve 1’élément A, ;.
2) Deux matrices (A, ;) et (B;;) sont égales si, elles sont du méme type et elles
ont les mémes coefficients.

C.a.d: (Ai,j) = (B@j) & Ve {1, ,m},\V/j c {1, ,n} : Ai,j = Bi,j-
3) Chaque élément A de K est identifié & une matrice de type (1,1), alors
M(l,l) (K ) ~ K

Exemples :

11 4 2

*1 —2 0 —2 0 | est une matrice de type (3,4) & coefficients dans R.
3 3 21
2

)

% ( 241 0 ) (avec i? = —1), est une matrice de M .2) (©).

Si on note cette matrice (A, ;), alors Ay ; =1, Ag3 = —2, A4 =0, et A3 =2.

—2i 1
Si on note cette matrice (By,) , alors By o =0, et Ay = —2i.
Matrices particuliéres
* Une matrice est appelée matrice nulle et est notée 0, si pour tout i et j on a: A;;
* Une matrice est appelée matrice ligne d’ordre n si, elle est de type (1,n).
* Une matrice est appelée matrice colonne d’ordre m si, elle est de type (m,1).
* Une matrice est appelée matrice carrée d’ordre n si, elle est de type (n,n).

=0.



* Une matrice est appelée matrice triangulaire supérieure d’ordre n si, elle est de
type (n,n) et A;; =0 pour i > j .
* Une matrice est appelée matrice triangulaire inférieure d’ordre n si,elle est de
type (n,n) et A;j =0 pour i < j .
* Une matrice est appelée matrice diagonale d’ordre n si, elle est de type (n,n),
et A;; =0 pour i # j.
* Une matrice est appelée matrice identité d’ordre n et est noté I, si, elle est de
type (n,n), et A;; =1 pour tout i et A, j =0 pour i # j.
Exemples:

0 0 00
1 0 0 |et ( 00 ) et sont les matrices nulles de types, respectifs, (3,2) et (2,2).

0 0

—2,0,1) et (0,1) sont des matrices lignes d’ordres respectifs: 4 et 2.
0
) ( 0 | sont des matrices colonnes d’ordres respectifs: 2 et 3.
1
1 40
1 =2 5 1 ( 10 ) sont des matrices carrées d’ordres, respectifs: 3 et 2.
310
140 ) 4
10 0 1 9 ) sont des matrices triangulaires supérieures d’ordres,
00 5
respectifs: 3, et 2.
1
LY
* 01 -2 0 | 3 1 0 | sont des matrices triangulaires inférieures
12 3 2 LS
d’ordres, respectifs: 4 et 3.
4 00 1
I 02 0 |, < 0 9 > sont des matrices diagonales d’ordres, respectifs : 3, et 2.
00 5
100 10
* 010 |, ( 01 ) sont respectivement les matrices identités I3 et I,
0 01

d’ordres, respectifs: 3 et 2.

Remarque: Le coefficient (7,,), ; de la matrice identité I,, est souvent noté ¢, ; et
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Transposée d’une matrice: On appelle transposée de la matrice A de My, ny (K) ,
la matrice de M,y (K) notée *A et définie par (*A), . = A

est appelé symbole de Kronecker.(d; ; =

ij — A
Remarques:
1) 'A est la matrice dont les lignes sont les colonnes de A.
2)1(tA) = A
3) SitA = A, la matrice A est dite symétrique.
Exemples: )
11 4 2 1 _02 2
1)SiA=| -2 0 =2 0 |,alors’A =
1og o 4 -2 2
2 2 0 1
1 =20 1 =20
2) Si A = -2 5 1 |, alors *A ( -2 5 1 = A dou A est
01 0 01 O
symétrique.

1.2. Opérations sur les matrices

Addition des matrices et multiplication par scalaire:

Soient A= (A;;) € M) (K), B=(B;;) € M@ (K) et a € K

On définit la somme A+ B et le produit par scalaire ove A par:
A+ B = ((A + B)i,j> avec (A+ B), ;= Aij+ Bi;

et ae A= <(aoA)i7j> avec (ve A),; =aeA;;

Remarque: La somme de matrices est définie si, les matrices sont du méme type.

Exemple:
1 4 2 -1
. 2 -1 3 01 2
SlA_<1 0 6)’3_(34 _Z)et]\/[_ 2 3 1 0 , alors

-1 0 -2 2
2 0 5 2 -1 3 6 -3 9
A+B_(444> et 3'<1 0 6)_(3 0 18)’
La somme A + M n’est pas définie, car A € M(93) (R) et M € M34) (R).
Multiplication des matrices:

Sotent A = (A;;) € M (K) et B=(B;;) € Mg (K).
On définit le produit A.B par:



AB = <<A'B)i,j> avec (A.B), ; = zi:A

Remarques:
1) Le produit de matrices est défini si, le nombre des colonnes de la premiére
matrice est égal au nombre des lignes de la deuxiéme matrice.
2) Les Coefﬁcients de la matrice produit A.B, sont:
(AB)Z,] ZAlp Bp] _Azl Bl]_'_A’LQ sz +A’L,an,j

p=1

B,
B, .
= (Ai,b Ai,?? s 7Ai,7l)' -27]
ieme ligne de A Bn,j
jéme colonne de B
Exemples:
1 4 2 -1
1)81A:(f _01 g)etB: 2 3 1 0 |,alors
-1 0 -2 2
A.B = ((AB)M> est une matrice du type (2,4) avec
1
(AB)y;=(2 -1 3) [ 2 |=2x1+(-1)x2+3x(-1)=-3
-1
1
(AB)yy=(1 0 6)[ 2 | =1x140x24+6x(-1)=-5

(AB),, = — =2x44+(-1)x3+3x0=5

=2x24(-1)x1+3x(-2)=-3

~1
4
13)] 3
(;
4
(AB)y,=(1 0 6) 3)1><4+()><3+6><()4
0
2
(AB),,=(2 -1 3) ( 1

(AB)ys=(1 0 6) =1x2+0x146x(-2)=-10
—2



-1

(AB),=(2 -1 3)[ 0 | =2x(-1)+(-1)x0+3x2=4
2
~1
(AB)yy=(1 0 6)| 0 | =1x(-1)+0x0+6x2=11
2
C (-3 5 =3 4
C.ad: AB= 54 10 11

Le produit B.A n’est pas défini, car B € M(34) (R) et A € M(33) (R).

Propriétés : Soient A, B € M) (K); C,D € Mnp) (K) et Q € M (K),
alors:

1) I, A=A=Al,

2)(A+B).C=AC+B.Cet A (C+D)=AC+AD

3) A.(C.Q)=(AC).Q

4) e (AC)=(aeA).C=A (ae() ou a € K.
5)"(A+B)="A+'Bet'(cneA)=ae AouacK.

6)(A.C)= 'C!A

7) A0=0 et 0.A =0 ou 0 désigne les matrices nulles convenables.

8) On peut avoir A.C' =0, avec A # 0 et C'#0.

Théoréme: L’ensemble M, ny (K), muni de l'addition des matrices et la mul-
tiplication par scalaire, est un K-espace vectoriel de dimension m X n.

Exemple: dimp (M3 (R)) = 6 et les matrices suivantes forment une base

deM(2,3)(R)
0 21 _ (0 0 12_ (0
o)’E _(1 0)’E 0

0\ ,u3 (001 25 (0
o>’E _(o 0)’E —\o

Matrices inversibles: On dit qu’une matrice carée A € M, ) (K) est inversible
s’il existe une matrice B telle que A.B = I,, = B.A.

(a]
o O O
o O O O

S O O
()
N—

La matrice inverse B, si elle existe, est notée A™1
Exemples:

Cherchons l'inverse de A = < _11 _32 ) .



C.a.d, cherchons B = Bii Bu telle que A.B =1, =B.A
By1 Bap
Big—2By; =1 Byy =1
o 1 O —B171 + 332,1 == 0 Bl,l - 3
AB_(O 1)@> Bio—2Bys=0 ) Bip=2
—BLQ + 3B272 = ]. BQ’Q == 1
3 2
donc B = 11

et puisque B.A = ( i1’> ? > ( L =2 > = ( L0 ) , alors A est inversible et

-1 3 01
Al=B

2) Cherchons l'inverse de A = _21 _12 ) .
. _( Bi1 Bia 7
C.a.d, cherchons B = telle que AB = I, = BA.
By1 Bap
2By1 — 2By, =1 0=1
(10 —Bi1+ DBy =0 By = B,

AB= < 01 ) < 2B12 —2B35=0 < 2B12—2B35 =0

_BLQ + BQ’Q == ]. —BLQ + 13272 = 1

Ce systéme n’a pas de solutions, donc B n’existe pas et A n’est pas inversible.

Proposition: Si A et B sont deux matrices inversibles de M, ) (K), alors:
1) A~ est inversible et (A1) = A.
2) A.B est inversible et (A.B)" = B1. AL

1.3. Matrices et applications linéaires

Définition: Soit f : E — F une application linéaire, ou E et I sont des K-
espaces vectoriels de dimensions finies de bases respectives Bp = {ey, ea,...,e,} et
Br = {fly J2y ens fm}

On appelle matrice associée o f relativement aux bases Br et Bp, et on note
Mat; (Bg, Br), la matrice:

fler) flez) -+ o flen)
! ! !
A1,1 A1,2 T e Al,n — f1
Matf (BE,BF) == ,271 ,272 .27 . f2
Am,l Am,? o o Am,n = fm



Ou A, ; sont tels que f(e;) = Ay jfi+Asjfo+ ...+ A jfm-

Remarques:

1) Chaque colonne de Mat; (Bg, Br) est formée des composantes de I'image d’un
élément de la base Br dans la base Br.

2) Mats (Bg, Br) dépend des bases choisies.

Exemples:
1) Soit I'application linéaire f : R® — R? définie par f (z,y,2) = (22 + 3y — 2,7 + 2),
et soient Bgs = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et Bgz = {(1,0),(0,1)} des bases de
R3 et R2.

F(1,0,0) = (2,1) =2(1,0)+1(0,1) N
On a: f(0,1,0) (3,0) —3(1,0)+0(0,1)  donc Mat; (Bgs, Bgs) = ( Lo )
2) Soit ’application linéaire f : R® — R? définie par f (z,y,2) = (2x + 3y — 2,7 + 2) ,
et solent Bps = {(1,1,0),(0,1,1),(2,1,0)} et By, = {(—1,0),(2,1)} des bases
de R? et R2.
7010~ 6.0 —a(-10) + 721 0= 3t =1
Ona:q f(0,1,1)=(2,1) =a'(—1,0) + (2 1) cequientaine{ o =0et [ =1
f(2,1,0) = (7,2) =" (-1,0) + 8" (2,1) o =-3et =2
donc Mat (BRg,,BﬁQz) = ( f) (1) 23 )

3) Soit 'application linéaire h : Ry [X] — R3 [X] définie par h (P) = (X? + X +4) P”,
o R3 [X] est I'espace des polynomes de degré au plus 3 a coefficients dans R, qui
admet Bg,x] = {1, X, X2, X*} comme base.

h(l) =0 0080
h(X)=0 002 24
On a: h(X2>28—|—2X—|—2X2 dOIlCMCLth (BR3[X]7BR3[X]): 00 2 6

h(X3) = 24X + 6X2 + 6X° 0006

Proposition: Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de bases respectives Bg
, Bp et Bg et soient fy : E - E, f: E—F,g:FE — Feth:F — G des
applications linéaires, et a € K. Alors:

1) Matf+g (BE, BF) = Matf (BE, BF) + M(ltg (BE, BF)

2) Mata.f (BE, BF) = Qe Matf (BE, BF)

3) Mathof (BE, Bg) = Math (BF, Bg) .Matf (BE, BF)

4) f1 = 1dg < Maty (Bg,Bg) =1, (ou Idg est lapplication identique de E).
5) Si f est un isomorphisme < Mat; (B, BF) est inversible.

De plus Matf 1 (BF, BE) (Matf (BE,BF))



Théoréme: (Changements de bases et matrices)
Soit f : E — F une application linéaire, ot E et F sont des K-espaces vecto-
riels de dimensions finies et soient Bg = {e1,ea,...,e,}, By = {€], €5, ...,el } deux

bases de E et Bp = {f1, fay oo fin}, Bw ={f1, 5, f.} deux bases de F, alors:
Maty (B, By) = (Mata, (Bj, Bp))™' .Mat (Bg, Br) .Mat g, (B, Bg) .

Définition: Soient By et By deux bases d’un K-espace vectoriel E.
On appelle matrice de passage de la base Bg a la base B, la matrice

P= Mat[dE (B;:_]? BE) .
(P a comme coefficients les composantes des vecteurs de la base By dans la base Bg).

Remarque: Si, P = Maty,, (By, Bg), alors P~' = Matr,, (Bg, By)

Exemple : Soit 'application linéaire f : R® — R? définie par
f(z,y,2) = (2x + 3y — z,x + 2), et solent Bgs = {(1,0,0),(0,1,0),
Bps = {(1,1,0),(0,1,1),(2,1,0)} des bases de R’; et Bg: = {(1,
B, = {(-1,0),(2,1)} des bases de R%. Alors :

2 3 -1
1 0 1

(1,0) = a (~1,0) + A
onad (o) 2l
2e) =

d’ou Q 1 Mat[d 22 (BR2
alors A" = Mat; (BI’R3,BI’R2) =Q N

A.P
<—1 2)(23-1) }?f _(—30—3)
0 1 10 1 010 1 1 2

1.4. Rang d’une matrice

0,0,
) (

1)
1

I

}et
)

(
0 } et

A= Matf (BRS,BR2) = < > s P = Mat[dms (Bﬁgg,BRii) =

O =
—_ o
[ R )

N a=—-let =0
o =2et B =1 "

Définition: Le rang d’une matrice A = (A, ;) est le nombre maximum de vecteurs
colonnes de A linéairement indépendants.



Exemple: Soit A = )
3
0

On vérifie facilement que

/—\._.,_

(8)-(1)msmanen(3):(2)

Proposition: Une matrice A = (A; ;) € M) (K) est inversible, ssi, rg(A)=n.

Mr—’ﬁ/\

est libre. Alors rg (A

1.5. Déterminant d’une matrice

Définition: (Par récurrence) Soit A = (A;;) € M) (K).

On appelle déterminant de A et on note det A, le scalaire de K défini par:
*Pour n=1, detA= A;;.

* Pour n > 1,

det A= Aj ;. detAw Ay, detA +o (=) Ay detA +o (=) Ay, detA

(¥ord)
Ou (ﬁ/) est la matrice obtenue a partzr de A en suppmmant A, o (la i—eme ligne)
et A.Q (la j — éme colonne).
Cas n = 2: det < Al’l A1’2 > = Al 1. det (A2 2) — Al 5. det (AQ 1)
A2,1 A2,2 ’ ’ ' ’
= A1 Az0 — A12. A2
Cas n 1:43: A A
1,1 A2 Aug
det Ay Ags Ay 3 = A;;.det A2’2 A2’3 — A 5. det A2’1 A2’3
’ ’ ' ’ Aso Ass ’ Asy Asgs
AS,l A3,2 A3,3 A A
Ay det <
’ Asq Aso
= A1 (AopA33 — AszpAs3) — A1 (A21As3 — Az1 Ay 3)
+A13(A21A32 — As1A2)
Remarques:

1) det A est parfois noté |A|.
2) Le déterminant det({/éljy) est appelé déterminant mineur d’indices i et j de A.

Exemple:
2 1 0
det 0 3 1 = 2.det 31 — 1.det 01 + Odet 0 3
11 -9 1 =2 -1 -2 -1 1

=2x(=7)—1x1+0x3=-15



Propriétés fondamentales des déterminants: Soit A € M, ) (K) et A € K.
On a les propriétés suivantes:

D1: detl, =1

D2: det A est linéaire par rapport & chaque colonne de A.

D3: det A =0, si A a deux colonnes identiques.

D4: det A change de signe lorsqu’on échange deux colonnes.

D5: det (AA) = A" det A

D6: det A =0, si une colonne de A est nulle.

D7: det A ne change pas si on ajoute a une colonne de A une combinaison linéaire
des autres colonnes de A.

C.a.d:

det =1

_— o O O

det (A.J, . OZA.J + BA,.J, . Ao,n) = adet (A.,l, . A.J, . Ao,n)
+Bdet (Aus, . AL Auy)

e )

det (Ae1,..; Aejsy Aajry oy Aen) =0 81 Asj = Ao jr pour j # j'

det <A0,17 . A.’j, ey A.’j/, . A.’n) = —det (A0,17 . A.’j/, . A.,j, . A.’n>
det ()\ (A.J, ey A'J? cey Ao,n ) = \"det (A.J, ey A'J? ey Ao,n)

det (A.,l, ey A.J, cey ey A.m) =0 s A.J‘ =0

det (Ao,la ey AO,j -+ ZCKPA.W, cey ey A.m = det (Ao,h ey A.’j, ey Ao,n)
p#j
ot Ae1 , Ae2 ,...,Aen sont les colonnes de A et «,, o, 5 des scalaires de K.

Preuve: Raisonnons par récurrence sur n.
D1): *Pour n =1, on a det [; = det (1) =1
*Supposons la propriété D1) vraie pour toute matrice I, d’ordre p < n — 1.
detl, =1.detl, —0.detl, +. +0.(=1)"" detl, +.. + (=1)"""0. det I,
¥y (%2 (¥.4) (¥ord)
= detl, =detl,_; =1
eA)
car, par hypothése de récurrence, det I,, 1 = 1.
D2): Posons A” = (A.J, oA+ LA, A.,n)

e )
A= (AO,D <0 Ao,ja 0 AO,n) ) Al = (AO,la < A,o,ja 0 Ao,n)
*Pour n = 1, on a det (A”) = det (aAd + SA") = A+ A = adet A+ Sdet A
*Supposons la propriété D2) vraie pour toute matrice d’ordre p < n — 1.

det A” =AY .det A" — A7, det A” + ..+ (—1)"" Af .det A" + .. + (1) A7, .det A”
S %) ) )

10



Or Alll,k =A1p = A’Lk pour tout k # j et A’l’yj =ad; + 5A/1,j-

det A’ "= de(t A= det A’ et par hypothése de récurrence,

on a: de(t A" = ade(ty;l) + Bde(t]/;l car A”) est d’ordre n — 1, pour tout k # j.
Alors

det A” = A;;. <adetA + Bdet A/) — Ao, (adetA + Bdet A’) +
¥y ¥y 39 (¥.2)
(=) (adAr; + BAL) .de% + o+ (=D)AL, (adet A+ BdetA )
= <A11 detA A12 detA—|— +( >1+jA1’j'de}yI%+"+< )H_nAln det A

¥
& (Al,l.de% - A172.de(ty/% (=) A/M.ole(tyéxA + o4 (=D)AL, det A’

_l_

_ <A1,1.detA — Ajgdet A+ .+ (=1)"T Ay jdet A+ .+ (=1)T Ay, det,
(V) (¥2) (V.d)

+6 (A'Ll.de%' — A’ljz.de(t]/%'.. + (=)' A’Lj.dei(:yf}/)’ +o+ (DAL, det A'

=adet A+ Sdet A
D3) et D4): Commengons par une matrice ayant deux colonnes voisines identiques,
SOit A = ( Ao,l g ooy A-,j ,A.’j+1 g ory A.m ) .avec An,j = A.’jJ’,l

*Pour n = 1, nous n’avons qu’une seule colonne, et les propriété D3) et D4) n’ont
pas de sens.

Arp A

*Pour n = 2, on a: det A = det ’ ’

’ ( Azr Agp

*Supposons la propriété vraie pour toute matrice d’ordre p < n — 1.

detA = A171.detA — ..+ (—1)1+j Al,j'detA + <— )1+]+1 A1 J+1- det A +
(¥9) (V.9) (Vi+1)
A (=) A, det A
(¥d)

) = A1 A1 — A1 A1, =0

ordet A= detA car A = A .
(¥.9) (Vi+1) Y9 (Vi)
et par hypothése de récurrence, de(tyz;l) = 0 pour tout k # j et k # j + 1 car les

matrices A d’ordere n — 1 contiennent deux colonnes identiques.
Alors det A = (=1)""7 A4; .. det A + (—1)"*1 A det A
( )1+~ 1-def 2+ (=) ARz
= (=)' 4, ;. det A — (—=1)""1 4 detA =0

(P Ar-defid = ( D A ()

** En utilisant la linéarité du déterminant par rapport aux colonnes , on obtient:

11
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0 =det(Aeq,.., Aej+ Aaji1, Aejr1 + Aejy s Aap)
= det (A.’l, . A.’j, A.J‘_;,_l, . A.m) + det (A.’l, . A.J, A.J, . A.’n)
+ det (A.J, ) Ao,j—l—l; A.7j+1, . Ao,n) + det (A.’l, .y Ao,j—i—la A'J? ey Ao,n)
= det (A.J, cey A.,j, Ao,j+17 .oy A.m) + det (A.J, .oy Ao,j—&—l; A.J, cey A.m)
d’ou I’égalité:
det (A.J, . A.’j, Ao,j—l—lu . Ao,n) = —det (A.’l, . A.’j+1, A.’j, . A‘ﬂ’b)
Pour montrer D3) dans le cas général, on déplace A, ; & A, j et on tenant compte
du fait que A, j; = A, ;s pour j < j', on obtient:
det (A, Aajy o Aviry s Aen) = (=1Y 77V det (Auy, oy Aajy Aujr, oy Aa)
— (=1 det (Aay, .., Aajy Aejy -y Aun) = 0 dolt DA).
Concernant D4) dans le cas général, on procéde comme dans le cas particulier
précédent:
0 =det (A.’l, . A.J‘ + A.J‘/, . A.’j/ + A.J, .oy A'JZ)
= det (A.J, .y A.J‘, .y A.,j/, cey Ao,n) + det (A.J, cey A.J’/, cey A.J‘/, N A.m)
+ det (AO,17 cey A.J, cey A.J, cey A.m) + det (A.J, eey A.,j/, .oy A.J, oy
=det (Ae1,.., Aejs s Aajry oy Aan) +det (Aar, .., Aajry ooy Ay ooy Aean)
d’ou I’égalité:
det (A.,l, cey A.J, cey A.J‘/, .oy A.m) = —det (Ao,h .oy A.J/, ooy A.J‘, ooy A.m)
D5) En appliquant n fois D2) , on obtient:

Aen)

LIV

det ()\ (A.,l, .y Ai,ja N A.m)) = det (>\A0,17 .y )\A.’j, ey )\A.m) = )\n det (Ao,17 .y A.}j, N A.m)
D6) Si A,; = 0, alors A,; = 0.A,; , et par application de D2) , on obtient:
det (A.J, cey O.A.’j, ceyees Ao,n) = Odet (A.J, .y A.J', ey ey Ao,n) =0.
D7) Par application de D2) et D3) , on obtient:
det (A.J, . A.?j + ZOZPA%P? ey ey AOJZ = det (A.J, . A.?j, cey ey A.m)
p7j +> apdet (Aet, .., Aepy ooy ooy Aon)
P#j]
= det (A.J, ey A.’j, .y Ao,n)
Car det (A1, .., Aep, .., .., Ao ) contient la colonne A, , deux fois W

Remarque: Les propriétés que nous venons de montrer permettent de ramener
le calcul du déterminant d’une matrice A au calcul du déterminant d’une matrice
triangulaire.

Exemples:

12



3 1 -3 3 10 \
I)det| =2 1 4 =det| -2 1 2 (En ajoutant la 1““colonne
4 -2 —1 4 -2 3 a la 3°"“colonne)
3 00 \
=det | —2 % 2 (En ajoutant la 1“"“colonne
4 5—% 3 multipliée par — % a la 2°™¢ colonne)
3 2 15 20
:3det<_1§ 3) =3x (2+%2)=35
1 1 -3 0 1 0 -3 0
2) det 302 2 -1 _det| 2 7L 2L (En soustrayant la 1°“colonne
2 -1 -1 =3 2 -3 -1 =3 de la 3™ col
1 3 4 2 1 2 4 2 e la 37" colonne)
=0 (car la 2™“colonne et la 3™

colonne sont identiques)

Proposition: Soit A= (A;;) et B = (B, ;) deux matrices de M, ) (K). On a:

det (BA) =det B Z € (0) Ag(l),l...Ag(j)’j...Ag(n)yn

O'ESTL

ot S, est ’ensemble des permutations de {1,2,...,n} et € (o) est la signature de
la permutation o de S,,.

Corollaire: Soit A= (A;;), B= (B;;) € Mumn (K). On a:
1) det A = Z € (O') Ao(l),l-‘-Aa(j),j--'Aa(n),n-

O'ESn

2) det (BA) = det B.det A
3) A est inversible < det A # 0.

De plus, si A est inversible, alors det (A™!) L

= detA
Preuve:
1) det A = det ([nA) = det I, Z € (O’) Aa(l),l--'A(f(j),j---Aa'(n),n
O'ESn
= ZS € (U) Aa(l),l~-~Aa(j),j---Aa(n),n
[ASIor
2) det (BA) =det B Z € (O‘) AU(1)71...Ag(j)J...AU(n)m =det B.det A

0ESK
3.1) Si A est inversible, alors il existe une matrice B € M,y (K) vérifiant:
BA=1,
d’ou det B.det A = det (BA) = det [,, = 1, alors det A # 0.
3.2) Pour la réciproque, raisonnons par contraposée.
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Si A n’est pas inversible, alors rg (A) # n, ainsi les vecteurs colonnes A, 1, .., Aq j, ..., Ao
de A, sont linéairement dépendantes, c’est & dire, il existe des scalaires Ay, ..., Aj, ..., A,
non tous nuls vérifiants A\yAe 1 +..+\jA. j+... + A, Ae,, = 0, alors pour un A; # 0,

on peut écrire i—;A.; + ..+ ’\f\;lA.,j,l + Adj + ’\i—TA.,jH + ..+ ’/\\—’;A.m =0, et
d’aprés les propriétés D7 et D6, on conclut que

det A =det | Aey,oy Aej+ D2 Aey oy Aun | = det (Aay, .0,y Ayy) = 0
p=1"

P#j
3.3) Enfin, si A est inversible, on a:

det (A71) det (A) = det (AA) = det [, = 1, alors det (A1) = - |
Corollaire: Soit A = (A;;) € M) (K). Alors:
1) det (*A) =det A
2) Toute propriété vérifiée par detA par rapport auzx colonnes de A est aussi véri-
fiée par det A par rapport aux lignes de A.

(En particulier les propriétés D1), D2), D3), D4), D5), D6) et D7))

Preuve
1) det (*A) = ZL; € (o) (tA)o'(l),l (tA)a(j),j (tA)o'(n),n
oEon
= ZS € (0‘) Al,a(l)---Aj,a(j)---An,a(n)
gEon
et en remarquant que A;,;) = A,-1(;; (c.a.d o(j) = j'), on peut réarranger
le produit Ay o(1y... A} () Anon) suivant Pordre croissant des o (j), pour qu'il
devienne AU—1(1)71.. A o=1("),4' A ( )n
Alors det (tA) = Z (O’) AU (4 )’j/...Agfl(n),n
O’GSn
= Z ( ) —1 1) 1- Aa_l(j/),j/'“AU_l(n),n
o~les,
= ZS € (O‘I> AU/(1)71...A0/(]~/)J/...Ag/(n)m
O'IG n
=det A

car € (671) = € (o) et 07! parcourt S, si, et seulement si o parcourt S,.

2) On a det (*A) = det A, alors toute propriété vérifice par det (*A) par rapport
aux colonnes de ‘A, devient vérifiée par det A par rapport aux lignes de A. W
Définitions: Soit A = (A, ;) € M) (K)

1) On appelle cofacteur d’indices i et j de A et on note (cof A), ; le scalaire défini
par (cofA);; = (— 1) detA

2) On appelle matrice des cofacteurs ou comatrice de A et on note cof A la matrice
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de My (K) dont les coefficients sont les cofacteurs de A.
C.a.d: cof A= ((cofA)Lj) :
Ou ({/%7) est la matrice obtenue a partir de A en supprimant A; o (la i —eéme ligne)
et A.;j (la j — éme colonne).
1 -1 0
Exemple: Soit A= -1 0 -2
1 3 1

(cofA), , = (1) det ( I~ ) =6, (cofA), = (—1)4det( P ) _ 3
(cof A)yy = (—1)3det< Y > — 1, (cofA),, = (—1)5det( . ) — 4

Développement d’un déterminant suivant une ligne et suivant une colonne:
Soit A = (A, ;) une matrice de M, )y (K). Alors:

1) det A= Ajy.(cofA);y + ..+ Aij. (cof A); ; + . + Ain- (cof A), .

2) det A=Ay ;. (cofA)y;+ ...+ Aij(cof A);; + .. + Ay (cof A),,

Théoréme: Soit A = (A; ;) € M) (K), alors, Uinverse de A est donné par
A7l = L (‘cofA).

T detA

Ou cof A est la matrice des cofacteurs de A.
1 -1 0
Exemple: Soit A= —1 0 -2 |,alorsdetA=1x6+(—1)x(-1)+
1 3 1
=7
6 -3 6 1 2
cofA= 1|1 —4 | et A= = ("cofA) = -1 1 2
2 -1 -3 -4 -1
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