1. Cours 7: Espaces vectoriels

Loi de composition externe: Soit (K,+,:) un corps commutatif.
On appelle loi de composition externe sur un ensemble E # &, a coefficients
dans K, toute application e de K x E dans E.
* L’image o (o, x) est souvent notée e x (ou ax s’il n’y a pas de confusion)
* La loi e est aussi appelée multiplication par un scalaire.

Exemples:
1) L’application e : R x C — C, définie par « e z = .z, est une loi de composition
externe sur C & coefficients dansR.

2)L’application e de RxR"™ — R™, définie par ae(xy, T, ..., T,,) = (awy, s, ..., axy,)
est une loi de composition externe sur R", a coefficients dans R.

3) Soit F (R, R) I’ensemble des fonctions de R dans R.

L’application @ de R x F (R,R) — F (R,R), définie par ave f : R — R telle que
Ve eR: (ae f)(x) =af (z), est une loi de composition externe sur F (R, R), a
coefficients dans R.

Remarque: La multiplication -5 du corps K est une loi de composition interne
et externe en méme temps.(-x : K X K — K).

1.1. Structure d’espace vectoriel

Définition: Soit K un corps commutatif.

On appelle espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) tout ensemble non vide
E # @ muni d’une loi de composition interne + et d’une loi de composition
externe o a coefficients dans K, vérifiant:

1) (E,+) est un groupe commutatif.

2) Pour tous o, 3 € K et tous x,y € E :

ae(r+y)=aexr+aey

(a+xp)ex=caex+ ez

(g B)ex=cae(fex)

lx ez =x (ou 1k est l’élément unité du corps K)

Remarques:

1) Un espace vectoriel sur R (respectivement sur C) est appelé espace vectoriel
réel (respectivement complexe).

2) Les éléments d’'un espace vectoriel E sont appelés vecteurs et ceux du corps K
sont appelés scalaires.



Exemples:
1) Tout corps commutatif K est un espace vectoriel sur lui méme.
R est un espace vectoriel sur R, pour ’addition et la multiplication usuelles de R.
C est un espace vectoriel sur C, pour I'addition et la multiplication usuelles de C.

2) L’ensemble C, avec 1’addition usuelle + et de la multiplication par un réel e,
définie par o @ z = iz, est un espace vectoriel sur R.

3) Dans R", on définit la loi interne + et la loi externe e par:
Pour tout o € R et tous (z1, T2, ..., Tn) , (Y1,Y2, .-, Yn) € R”
(1, T2y ooy Tn) + (Y1, Y25 oo Un) = (X1 + Y1, T2 + Y2, ooy T + Yn)
ae(ry,x, ..., T,) = (ry, Ay, ..., ALy)

Avec ces lois, R™ est un espace vectoriel réel.

4) Dans F (R,R), (I’ensemble des fonctions de R dans R), on définit la loi interne
+ et la loi externe e par:
Pour tout o € R et tous f, g € F (R,R)
(f +9)(2) = f(z)+g(x)
(e f)(z) = af (z)

Avec ces lois F (R, R) est un espace vectoriel réel.

, pour tout z € R.

5) L’ensemble K [X] des polynomes a coefficients dans un corps commutatif K
muni de 'addition + et la multiplication par un scalaire de K est un espace vec-
toriel sur K.

Théoréme: Soit E un K -espace vectoriel, alors pour tous x,y € E, et tous o, € K,
on a:

1)0,ex=0,=ae0,

2)ae(—x)=—(aex)=(—a)ex

3)ae(r—y)=aex—aeyet(a—pF)exr=aer—[er

4) Siaex=0,, alors a =0k ou x =0g

Preuve:

1) OE :(OK.x)_(OK.x):((OK+OK).x)_(OK.x)
=(0,0z)+ (0, 0x)— (0, ex)=(0, ox)

OE :(a.OE)_(a.OE):(a.(OE+OE _(a.OE)

:(a.OE)+(a.OE>_(a.OE):(&.OE)

2)aext+ae(—x)=ae(v+(—x)) =ae0,=0,,alorsae(—z)=—(aezx),

de la méme facon, a @z + (—a) ez = (a+ (—«a)) ez = 0, @z = 0,, alors



(—a)ex=—(xex)
Jae(x—y)=aer+ae(—y)=aer—aey
et (a—p)erx=aexr+ (—flerx=aexr—[ex
4) Si ez =0, alors, ou bien a = 0, ou bien o # 0 et dans ce cas « est inversible
dans K, par conséquent o' e (cex)=a"'e0,
dotz=1lezx=(a! . a)exz=ate(aex)=0,_ 1

1.2. Sous espace vectoriel

Définition: On appelle sous espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E, toute
partie non vide ' de E qui est elle méme un K -espace vectoriel pour les lois
nterne + et externe e restreintes a F.

Proposition: Une partie F' de E est un sous espace vectoriel d’un K-espace
vectoriel E, ssi

i)0g € F

ii)Vaoe KNeye F: x—yeFetaexeF

Preuve: a) Supposons que F' est un sous espace vectoriel de E pour les lois
restreintes et montrons les assertions i) et ii).

La loi externe de E restreinte & F' est une loi externe sur F', donc pour tout
a € K ettout z € Fona: aex € F. Pour la loi interne +; (F, +) est un groupe
commutatif, donc un sous groupe de E, donc O € F et pour tous z et y dans F,
ona z—y € F (voir cours 4).

b) Supposons que F' vérifie les assertions i) et ii) et montrons que F' est un sous
espace vectoriel de F.

D’apres i) et ii), (F,+) est un sous groupe du groupe (E,+) (voir cours 4)
qui est commutatif.

L’assertion ii) montre que la loi externe e de F induit une loi externe sur F' et
lassertion 2) de la définition des espaces vectoriels est trivialement par les éléments
de F'.. Par conséquent F' est un espace vectoriel pour les lois restreintes de F,
c’est a dire un sous espace vectoriel de £. R

Corollaire: Une partie F' de E est un sous espace vectoriel du K-espace vectoriel
E, ssi
i) Vo, € KNzyye F: aex+peycF

Preuve: a) Supposons que i’) et ii’) sont vérifiées et montrons que i) et ii) sont
vérifiées.



F vérifie ii’), alors en choisissant («, §) = (1x, —1k) ensuite («, 5) = (a, 0g)
on obtient I’assertion ii) de la proposition précédente.

b) Inversement, Supposons que i) et ii) sont vérifiées et montrons que i’) et ii’)
sont vérifiées.

si F' vérifie 'assertion ii) de la proposition précédente, alors pour tous a, § € K
ettous z,y € F,onaaexr € Fet(—f)eyc Fdonaexr—(—fp)eyc F. Clest
adireaexr+pfeyc ' R

Exemples :

1) L’ensemble F' = {(z1,22,...,2,) € R" /21 + 22+ ... + 2, = 0} est un sous

espace vectoriel de R". En effet: 04+0+4 ... +0 =0, alors Ogn» = | 0,0,...,0 | € F
——

n zéros

et pour tous «, 5 € R et tous (x1, za, ..., Tn) , (Y1, Y2, -, Yn) € F, on a
a (X1, oy ooy Tn) + B (Y1, Y2, ooy Yn) = (a1 + By1, axa + Pya, ..., axy, + Py,) et
(azy + Byr) + (aza + By2) + ..+ (azn + Byp) = a(z1+z2+ .+ 20) + B (1 +y2 + .+ 4n) =0,
donc a(x1, 22, ..oy ) + B (Y1, Y2, -y Yn) € F.
2) L’ensemble C (R, R) des fonctions continues de R dans R est un sous espace vec-
toriel de F (R,R) . En effet: La fonction nulle 0z r) est continue, alors 0zg r) €
C (R,R) et pour tous «, 5 € R et toutes f,g € C (R,R), on a af + fg est une
fonction continue, donc af + g € C (R, R).

1.2.1. Parties libres, parties liées, parties génératrices et bases

Définitions: Soit E un K-espace vectoriel et A = {a1, as, ..., a,} une partie finie
non vide de E.
1) La partie A est dite libre si

VAL A, s Ay EK (A ea+Xg0as+ ...+ N, 0a,=0)= (AN =0AN=0A..A\,=0)

(On dit aussi que les vecteurs ay,as, ..., a, sont linéairement indépendants)
2) La partie A de E est dite liée si elle n’est pas libre.
3) La partie A est dite partie génératrice de E si

Vee B, A\, Mg, .,y €Kiz =X ea; + X r0a+ ...+ 00,

(On dit aussi que E est engendré par A et on ecrit E = Gr (A)ou E = (ay,as, ...,ap))
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4) L’espace E est dit de dimension finie s’il posséde une partie génératrice finie.
5) La partie A est dite base de E si elle est libre et génératrice de E.

On a, par convention: La partie vide @ est libre, et elle est génératrice de
I'espace £ = {0}.

Exemples :

1) La partie A = {1,i} du R-espace vectoriel C est une base, car elle est libre et
génératrice.
En effet: Soit A1, Ay € R,
Aoel+Xei=0= ()\1:0/\)\2:0>
et soit z € C, Il suffit de prendre A\; = Re(z) e Ret g =Im(2) € R
On a z = Ay + Ay (Comme combinaison linéaire & coefficients dans R).

La partie B = {1} est une base du C-espace vectoriel C car elle est libre et
génératrice.
En effet: Soit \; € C,
)\1.1:0:><)\1:0)
et soit z € C, 1l suffit de prendre A\ = z € C.
Onaz=ze1=\ &1 (Comme combinaison linéaire a coefficients dans C).

2) Soient dans R" les vecteurs e; = (1,0,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., €, =
(0,0,...,0,1) .

La partie A = {e1, ea, ..., €, } est une base de R™ (appelée base canonique), car elle
est libre et génératrice.

En effet: Soit A\j, A9, ..., A, € R
Aeert+Aees+ ...+ N0, =0 = (A\,),...,\,)=0
=>=M=X=..=X,=0.
et soit (z1, xa, ..., z,,) € R Il suffit de prendre A\ = 27 € Ret Ay = 25 € R,...,\, =
r, €R
On a (1,9, ..., T,) = T1€1 + Toey + ... + Tpey,.
3) La partie A = {(1,2,—1),(3,0,1),(0,—6,4)} est liée dans R3.
En effet: Il suffit de prendre Ay =3,y = —1et A3 =1
Ona (1,2,—1) + X (3,0,1) + A3 (0, —6,4) = 0 A (\ £0)..
4) La partie A = {1, X, X?, X3} est une base du K-espace K3 [X] des polynomes
de degré au plus 3 a coefficients dans K.
En effet: Soit A1, Ag, ..., A\, € K



)\1.1+>\2X+)\3X2+>\4X3:0:>)\1 :)\2:)\3:)\4:0,
Soit P € K3[X], il existe ay, as, a3, as € K tels que P = a;.14+as X +az X% +as X3

5) F ={(z,y,2,t) € R* / x +y— 22+t =0} est un sous espace vectoriel de R*.
Soit (z,y, z,t) € F, alors
r4+y—2z+t=0&2=—y+2z—t, donc
(z,y,2,t) =(-y+2z—ty,z1)
=y(-1,1,0,0) + 2(2,0,1,0) + t (—1,0,0,1) avec y,z,t € R
donc A = {(-1,1,0,0),(2,0,1,0),(—1,0,0,1)} est une partie génératrice de F.

6) Le sous espace Fy de R?, engendré¢ par A; = {(0,—1,2),(1,1,1)} est donné par
Fl = {)\1 (Oa _172) + )\2 (17 17 1) / )‘1;)\2 € R}
= {(/\2, -\ + /\2,2)\1 + )\2) / /\1,/\2 c R}
={(z,y,2) Jr=Xa, y=—=A1+ A2, 2 =21+ Xa et \;, \y € R}
={(z,y,2) [ z—x=2(x—vy) et y,x € R}
={(z,y,2) €ER® ) 2 — 3z + 2y =0}
Théoréme: Soit A = {ay,as,...,a,} une partie finie d'un K-espace vectoriel E.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
1) A est une base de E
2) A est une partie libre mazimale' de E
3) A est une partie génératrice minimale* de E
4) Tout x € E s’écrit de fagon unique v = x1a1+T2a9+...+xpa, avec x1,%a, ..., T, € K

Preuve: Dans le cas ou A = @, cest a dire E = {0}, I'équivalence des
assertions est assurée par les conventions déja faites.

Supposons dans la suite de la preuve que A # &.
a) Montrons que 1) = 2)
Supposons que A est une base de F.et soit B C E telle que A C B.
Si B # A, alors il existe © € B et x ¢ A et comme A est une base elle est
génératrice de F, donc x = A\ja; + Aqag + ... + A\pa, avec Ai, Ao, ..., A, € K, ainsi
0 = —x+ Aja1 + Aeag + ... + A\pa, qui présente une combinaison nulle des éléments
de B avec des coefficients non tous nuls, donc B est liée. Par conséquent la seule
partie libre contenant A est A. Alors A est une partie libre maximale.
b) Montrons que 2) = 3)
Supposons que A est une partie libre maximale et soit © € F, alors ou bien z € A
et il s’écrit comme combinaison z = a; = 0.a; +...+1.a;+...+0.a,, ou bien x ¢ A

I Maximale, pour 'orde de ’inclusion
2Minimale, pour l'orde de I’inclusion



et dans ce cas la partie AU{x} est liée (car A est libre maximale), donc il existe des
scalaires Ao # 0, A\, Ag, ..., A, de K verlﬁants /\0x+)\1a1+)\2a2+ A+ Apa, = 0, alors
x s'écrit comme comblnalson z=— ) " har — (o) Aaan — . — (M) Aay
Dans les deux cas x s’écrit comme combinaison linéaire des éléments de A,
alors A est une partie génératrice. Pour montrer qu’elle est génératrice minimale,
étudions la partie A" = {ay, a9, ..., a;_1, Git1, ..., ap} qui est égale & A privé de a;.
L’élément a; ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire des éléments de A’
(sinon A sera liée) et par conséquent A’ n’est pas génératrice, donc A est une
partie génératrice minimale.
c¢) Montrons que 3) = 4)
Supposons que A est une partie génératrice minimale et soit x* = r1a;+x2a2+ ...+
Tpp = Ta1+Thas+...+ahay,, alors (z1 — ) a1 +(v — @) as+..+ (2, — 2)) a, = 0
et si 'un des z; — 2} # 0 on peut écrire a; = (z; —x;)fl (x1 —2))ay + ... +
(z; — )" (zi1 — f_y) @y +(z; — )7t (Tig1 — Thpy) @iprt.+ (2 — )7t (zp — ) ay
qui signifie que A" = {ay, as, ..., 4;—1, ai41, ..., 4, } st une partie génératrice, ce qui
contredit le fait que A est une partie génératrice minimale. Par conséquent tous
les x; — x} sont nuls, alors I'écriture « = x1a1 + x2a2 + ... + xpa, est unique.
d) Montrons que 4) = 1)
Supposons que tout x € E s’écrit de facon unique x = x1a1 + 2202 + ... + Tpay,
alors A est une partie génératrice et puisque 0 = 0.a; + 0.az + ... + 0.a, est une
écriture unique, alors 0 = z1a; + x2a9 + ... + xpa, = ¥1 = 22 = ... = 2, = 0 ce qui
signifie que A est libre. Par suite A est une base de 'l

Corollaire: Soient L et G deux parties finies d’'un K-espace vectoriel E telles

que L est libre, G est génératrice et L C GG, alors il existe une base A de E telle
que LCACG

Preuve: Considérons I'ensemble A = {L telle que L C £ C G et L est génératrice} .
Puisque G est finie, A est aussi fini, alors il a au moins® un élément minimal A
pour l'inclusion. A est donc partie génératrice telle que L C A.
Posons L = {ay,as,...,a,} et A— L = {a,11,0r42,...,a,}, €t soit A\j, Ay, ..., A\, €
K telsque A\ ea; +Xyeay+ ...+, 0a,=0.

Supposons que A; # 0 pour un certain ¢ € {7" +2,r+3,...,p} , alors
a; = ’/\\1 °a+...+ )‘Z Lea; 1+ Ait1 ®di1+...+ 75 2 > 0. AlIlSl A {a;} est génératrice
avec L C A — {al} ‘Cest a dlre A- {a;} € A Ceci contredit la minimalité de A
dans A.
Par conséquent \; = 0 pour tout i € {r + 2,7+ 3,...,p}.

3Si un ensemble ordonné n’admet pas d’élément minimal il est infini.



Apres substitution, on obtient, A\; = 0 pour tout ¢ € {ay,as,...,a,}, car L est
libre.
Par suite A est libre, donc c¢’est une base de F avec L C A C G. R

Corollaire: (Théoréme de la base incompléte): Si E est un K-espace vec-
toriel de dimension finie et L une partie libre finie de E, alors il existe une base
A de F telle que L C A.

Preuve: E est engendré par une partie finie GG, alors L U G est une partie
génératrice finie contenant la partie libre L, donc il existe une base A de E telle
que LC AN

Corollaire: Tout K-espace vectoriel E de dimension finie admet une base.

Preuve: Si F = {0} alors £ admet, par convention, & comme base .
S’il existe a € E et a # 0, alors la partie {a} est libre dans F, donc, d’apres le
théoréme de la base incompléte, il existe une base A de E telle que {a} C A. ®

1.3. Dimension et composantes

Définitions: Soit A = {ay,as, ...,a,} une base d’un K-espace vectoriel E.

1) La dimension de E sur K, notée dimy E, est le nombre des éléments de A.
2) St A# @, alors le p—uplet unique (x1, %2, ...,x,) de KP, vérifiant x = x1a1 +
Toly + ... + 0y, est appelé composantes de x dans la base A.

Remarque :

1) La dimension d’un espace E ne dépend pas du choix de la base, car toutes les
bases de E ont le méme cardinal.

2) Si £ ={0}, alors A = @, donc dimg E = 0.

Exemples :
1) dimg C = 2, car {1,7} est une base de C comme espace vectoriel sur R.
Dans cette base (z,y) sont les composantes du complexe z + iy, avec z,y € R.
par contre dimc C = 1 car {1} est une base de C comme espace vectoriel sur C.
Dans cette base (z + iy) est la seule composante du complexe x + iy.

2) dimg R™ = n, car {ey, e, ..., €, } est une base de R comme espace vectoriel sur R.
Dans cette base (x1, z3, ..., T, ) sont les composantes de (xy, za, ..., T,,) .

Théoréme: Soit F' un sous espace d’un K -espace vectoriel E de dimension finie.

Alors:



1) F est de dimension finie et dimg F' < dimg F.
2) F = E si et seulement si dimg F' = dimg F

Preuve: 1) Si dimg E = n, alors toute partie de n + 1 éléments de F' est lice
(sinon on peut trouver une base de F contenant plus de n + 1 éléments ce qui
implique que n + 1 < dimg E = n, qui est absurde), donc dimg F' < n + 1, c’est
a dire dimg F < n =dimg F.

2) Supposons que dimg F' = dimg E = n, alors une base Br du sous espace F est
une partie libre contenant n éléments de E, donc elle est libre et maximale dans
E (sinon n+ 1 < dimg F = n), alors Br est une base de F, donc F est engendré
par des éléments de F' et par conséquent F/ C F' ce qui donne I’égalité ' = F.

Si E' = F, il est clair que dimg F' = dimyg E. B

1.4. Sommes directes et sous espaces supplémentaires

Théoréme: Si F et Fy sont deux sous espaces vectoriels d’un K -espace vectoriel
E, alors Fy + F5 et F1 N Fy sont deux sous espaces vectoriels de E.
De plus, si E est de dimension finie alors,

dlmK (Fl + Fg) = dlmK F1 + dlmK F2 - dlmK (Fl N FQ)

Preuve: 1) On a O € Fy et Og € F; , alors O = 0p + 0 € F1 + F.
2)Siz,y € Fi+Fyeta,f € K,alorsx = z1+x2 et y = y1 +1yo avec x1,y1 € Fy
et To,ys € Fb.
Onaaer+pey = ae(xy + x2)+5e(y1 +y2) = (e + e yl)l—i—(og o1, + e yQ)I
ery ey
,donc cex+ pey € Fy + F,. Par suite I} + F5 est un sous espace vectoriel de F.
1’) On a 0g € Fy et O € Iy , alors Op € Fy N Fs.
)Siz,ye FiNFyeta,f € K, alorsx,y € Fy et z, y € Fy.
donc cex + ey € F; car F; est un sous espace vectoriel de F
et cex+ feyc Fy car Fy est un sous espace vectoriel de F
Doutaex+ Seyc FiNFs.
Par suite F; N F; est un sous espace vectoriel de F.
3) On sait que F; N F, est un sous espace vectoriel de F et de F; et si E est de
dimension finie, ces espaces sont de dimensions finies.
Soit {a1, as, ..., a,} une base de F1NF, qu’on peut étre compléter par {a, 1, apra, ..., am}
pour avoir une base de Fy et par {al,,,a} 5, ...,a,} pour avoir une base de F.
Soit x € Fy + Fy, alors ©x = x1 + x5 avec x1 € I} et x5 € F5.




. o . . . . !/ / /
Ainsi, il existe A1, A, ...; Ap, Qpr1, i, ooy i € K etiil existe Ay, Ay, Ay, gy, 0,9, 0, 0 €

K tels que
T = (Aag 4+ Aeag + ... + Apayp + Qpi1Gpi1 + QpraGpio + .o+ Q)
+ (Ma1 4+ Xyag + ...+ Nap, + o yal  + ol pal o+ .+ o)
=M +MA)ar+ Qo+ Ny)as+ ...+ (N, + )\;) ap + Qpi10pi1 + Qpralpia + .. + Qpay,
Q) a5, Q00+ ol
D’ou {al,ag, ey Oy Ap 15 A2y oy Ay Gy 5 Gy, ...,a’s} est une partie génératrice
de F} + F5.
Soit maintenant, A1, ..., \p, Qpi1, vy Gy QG4 g, oy 0 € K
Supposons que

Ay + o Ay + p1ppn A QG + o0+ oal =0 (#)

Alors — (a;Jrla;,H + ..+ oz’sa’s) = May + ... + Mpap + priapg + .+ ey € F
Mais — (oz;Ha;)H + ..+ ajal) € Fi N Fy, donc il existe 74, ...,7, € K tel que

— (a1 @hy + -+ alal) = yi01 + .. 4 7,0,
c.a.d: yyar1+...+y,apt+ag, 0, . Fagal = 0, mais {al, Ay eny Ay Uy 15 Ay 9y ooy a;}

est une base de Fy, alors v, = ... = 7, = aj,,; = .. = o) = 0, en particulier
g =..=a;,=0.

De la méme fagon on montre que a1 = .. = ayy, = 0.

En remplacant dans (#), on obtient A\ja; + ...+ A\,a, = 0 et comme {ay, as, ..., a,}
est une base de F} N Iy, alors \; = ... = A, = 0.

On a montrer que (#) = A\ = ... = A\, = Qp1 = .. = Q) = .. = & = 0.

Par suite {al, Ay vy Ay Ay 15 Ay 2, oy Ay Ay 15 A9y e a’s} est libre, donc une base
de F} + F3, ainsi:
dimg (Fy + F2) =p+(m—p)+(s—p)=m+s—p

— dimg F, + dimg Fy — dimg (Fy 0 Fy)

Définitions: Soient Fy et Fy deux sous espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.
1) La somme Fy + F5 est dite directe, si Fy N Fy = {0} et on écrit dans ce cas
FiL® Fs au liew de Fy + F3
2) Les sous espaces Fy et Fy sont dits supplémentaires si leur somme est directe
et £ = F1 D FQ.
Exemples:
1) Les ensembles R et iR sont des sous espaces vectoriels de C en tant qu’espace
vectoriel sur R; et comme R N R = {0}, alors leur somme est directe et on peut
écrire R @ ¢R au lieu de R +2R.
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On sait que R @ iR = R +i/R = C, alors R et ‘R sont deux sous espaces supplé-
mentaires dans C.

2) Les ensembles F' = {(z,y,2) € R® /v +y+2=0}et F' = {(z,y,2) e R¥/ x =y =0}
sont des sous espaces supplémentaires de R3. En effet: (z,y,2) € FNF &
{ rryt+z=0 < (x,y,2) = Ops
donc F'N F" = {0}, alors la somme est directe, donc F'+ F' = F @ F’.
Soit (x,y,2) € F.
(ZL‘, Y Z) = (_y - %Y Z) =Y (_17 L, 0) +z (_1’ 0, 1)
Il est facile de montrer que {(—1,1,0),(—1,0,1)} est une base de F, donc dimg F' = 2.
Soit (z,y,z2) € F'.
(z,y,2) = (0,0,2) = 2(0,0,1)
Il est facile de montrer que {(0,0,1)} est une base de F’, dimy F’ = 1.
Ainsi, dimg (F + F') = dimg F + dimg F’ — dimg (FN F') =2+ 1 —0 = dimg R?
et puisque F + F’ est un sous espace vectoriel de R?, alors F + F' = R3.
et comme F @ F' = F 4+ F' = R3, alors F et F’ sont des sous espaces supplémen-
taires I'un de l'autre.

Proposition: Soient Fy et F5 deux sous espaces vectoriels d’un K -espace vecto-
riel E

La somme Fy+ F, est directe si, et seulement si, tout x € Fy + Fy s’écrit de fagon
unique T = x, + o avec x1 € F| et x9 € F5.

Preuve: Supposons que la somme est directe, et x = x1 + x2 = x| + x4, avec
x1,2) € Fy et x9, 2 € Fy , alors 1 — x] = ab — x5 € F1 N Fy = {0}, c’est & dire
1 = ) et xh, = xo , d’ou 'unicité de l'écriture x = 1 + x4
Inversement, supposons l'unicité de I’écriture x = x1 + x5 avec x1 € F} et x5 € F3,
alors © = x1 + x5 € F1 N F; permet d’écrire 0 = (v — ) + 29 = 21 + (29 — x),qui

N—— S——

S S
est normalement ’écriture unique 0 = 0+ 0 alors, vy —x =0, o = 0, z; = 0 et
xo — 2z = 0 donc x = x; + 25 = 0. Par conséquent F; N Fy = {0} et la somme est
directe. ®

11



