1. Cours 10: Systémes algébriques linéaires

1.1. Notion de systéme algébrique linéaire

Définitions: Soient m,n € N*.
On appelle systéme linéaire o m équations et n inconnues & coefficients dans un
corps commutatif K tout systéme d’équations de la forme

Al,lxl + ALQZEQ + ..+ Al,nxn = b1

A2’1I1 + A272$2 + .+ Agml’n = bg

Am71$1 + Am72$2 S Am,nmn == bm

ot (Aw’) c M(m,n) (K) et (bz) S M(m71) (K)
Si on note (S) ce systéme, alors:
* Les A; ; sont appelés coefficients, les x; inconnues et les b; seconds membres du
systéme (.5).
* La matrice A = (A, ;) est appelée matrice du systéme (S) et son rang est appelé
rang du systéme (S5).
* Si les seconds membres b; sont tous nuls, le systéme (S) est dit homogéne.

Remarques:

1) Le systéme linéaire (S) de matrice A peut s’écrire sous la forme matricielle
L1 b
L2 by

AX =Bou X = ) et B =
Tn b

2) Le n-uplet 'U = (uy, ug, ..., u,) € K™ est une solution du systéme (.5), s’il vérifie
AU = B.

La résolution d’un systéme est la détermination de I’ensemble de ses solutions.
3) Deux systémes (5) et (S’) sont dits équivalents s’ils ont les mémes ensembles

de solutions.
Exemple:

_ Qra =
Le systéeme { T = 3y + 2r3 =0

9y + Ay — 15 — 1 est un systéeme linéaire a 2 équations et 3

. . ) 1 -3 2
inconnues & coeflicients réels et de matrice est A = ( 9 4 3 1 )

t (%, 0, —%) est une solution du systéme, par contre * (0,0, 0) n’est pas une solution
du systéme



Systéme de Cramer: Un systéme algébrique linéaire AX = B est dit de Cramer
st sa matrice A est carrée et de déterminant non nul.

Formules de Cramer: Si un systéeme algébrique linéaire AX = B est de Cramer,
alors il admet une solution unique 'X = (1, x, ..., z,) donnée par les formules:
1
r; = —— det A
J det A A.7j<—B

ozlA A Best la matrice obtenue a partir de A en remplagant la j-eme colonne A, ;
0,

par la colonne B = *(by, by, ..., by)

C.a.d:
Aip oo Ay b A o A
L4 Asr -0 Agjq by Ay o Aoy
Tj= et A et : : : : :
Am,l e Am,j—l bm Am,j—l—l e Am,n

Preuve: Le systéme s’écrit aussi, 1 4¢1 + 2462 + ... + 2, A, ,, = B, alors

dm(14> _da<Ammﬁh%hfmAw¢hﬂthw)
k=1

A j+B

= Zﬁk det (A.J, ceey Ao,j—la A.,k, Ao,j+1> vy A.m)
k=1
=Tj det (A.’l, ceey A.J‘_l, A.J‘, Ao,j—i—la ceey A.m) =Ty det A

et comme det A # 0, alors la solution est unique et x; = ﬁ det ( A )

Aej—B
2[)’21 - 31‘3 =0 2 0 -3
Exemple: Soit () lesystétme ¢ —3x; —2o+23=1 . A=| -3 -1 1
2.%'1+.I’2—l‘3:—2 2 1 -1
est la matrice associée a (5).
det A = 3, alors le systéme (.5) est de Cramer et sa solution unique est:
0 0 -3 2 0 -3
zy = & det lll)L zp=3det | -3 1 1 |==°
-2 1 -1 2 -2 -1
2 0 0
:Egzédet -3 -1 1 :§.
2 1 =2

Définition: Soient A = (A; ;) € Munn) (K) et p € {1,2,...,min (m,n)}
On appelle matrice carrée d’ordre p extraite de A toute matrice obtenue a partir
de A en supprimant m — p lignes et n — p colonnes.

2



2
Exemple: Soit A= 1 4 3 -1
0

( 2 =3 > , ( 43 > sont des matrices carrées d’orde 2 extraites de A.

1 4 —6 9
-3 0 8 2 -3 8

4 3 -1 |, 1 4 -1 sont des matrices carrées d’orde 3 extraites
-6 9 1 0 —6 1

de

Résolution d’un systéme algébrique linéaire par la méthode de Cramer
Soit (S) le systéme algébrique linéaire AX = B, d'inconnue X = (21, o, ..., 7,)
, de second membre B = (b, by, ..., b,,) et de matrice A = (A4;;) € M) (K).

Ail,jl Ai17j2 T Aihjr
Ao Ap o e A
. 2,J1 12,72 12,] . , .
Soit A’ = . o une des matrices carrées extraites de A
Airji Airjs Ai, g

de déterminant non nul et d’ordre le plus grand.
* Les inconnues z;,, Zj,, ..., ¥;, deviennent des inconnues principales et les incon-
nues T, ,,Tj ,,-.-, Tj, deviennent des parametres.
* Le systéme (S”) défini par
Aihjlxﬁ +ot Aihjrxjr =b;, — (Ailzerrlxerrl +-t Ail:jnxjn)
............................................................. de matrice A’
Aiyjny o+ Aoy, = i — (Aiy @y + o+ Ay,
est de Cramer, alors il admet une solution unique X’ = *(z;,, x;,, ..., ¥;,) donnée
en fonction des parametres xj, -+, % ,.
* Si la solution de (S’) vérifie les m — r équations
Air+17j1xj1 +o Tt Air-s-l,jrxjr = bir+1 - (Air+1:jr+1xjr+1 toe Tt Air+17jnxjn)
............................................................. qui restent
Ai7l,j1xj1 + e + Ain,j’r‘mjr = bin - (Ainajr+1xjr+1 + U + Ain,jnm‘jn)
de (9), alors X = (x1,xa,- -+ ,x,) sont les solutions de (5).
et si 'une des m — r équations n’est pas vérifieé par la solution de (S’), alors le
systéme (S) n’a pas de solution.
Exemples:
1 — 33+ 223 =0
23]1+4Z’2—3§3 =1

A= ( ; _i _? ) est la matrice du systéme (.5;)

1) Soit le systeme (5) :



1 - . . .
Al = ( 9 4 ) est une matrice extraite de A; de déterminant non nul et d’ordre

O 3.’13'2 = —2553

221 + Ay = 1 + a5 est de Cramer et il

le plus grand, alors le systéme (5]) : {

admet la solution (x1,x9) telle que:
—21’3 -3
w1=mdet(1+x3 4)2%(—5:1:34—3)

1 2z

1 3 1

Ty = detA’ldet< 9 1+ 4 ) = 15 (w3 + 1)

Par suite ({5 (—5z3 +3), 75 (5z3 + 1), x3) avec 23 € R sont les solutions de (S;) .
$1-3[E2+2!E3:0

201 +4x9 —x3 =1

2) Soit le systéme (Sz) : 321 + Ty + 13 = 2

51’1 +x3 = 0
1 -3 2
2 4 - . .
Ay = s 1 1 |est la matrice du systéme (.S3)
5 0 1
1 -3 2
Ay, = 2 4 —1 | est une matrice extraite de Ay de déterminant non nul
5 0 1
T, — 329 + 223 =0
et d’ordre 3 , alors le systeme (S%) : ¢ 227 + 423 —x3 =1 est de Cramer et il
51‘1 + 23 = 0
admet la solution (z1,x2, z3) telle que:
0 -3 2 1 0 2
xlzmdet 1 4 —1 :—% ,xgzmdet 2 1 -1 :%
0 0 1 5 0
1 -3 0
Ty=gagdet| 2 4 1) =1
5 00

La solution (z1,xs,x2) = (—%, %, 1) , ne vérifie pas I'équation 3z, + x5 + 23 = 2

qui reste, par suite le systéme (S) n’a pas de solutions.



