CHAPITRE 4

Approximation linéaire, le gradient et les dérivées directionnelles.

Soit y = f(z), une fonction réelle d’une seule variable. La dérivée de f au point z = ¢ est

dy| _dfy et h) = (O
dxlec drle h—0 h
et ceci peut étre récrit
dy
Ay = (— )h + eh,
drle

ou Ay = f(c+ h) — f(c) et € (dépendant de h et de ¢) est tel que limy_.g e = 0.
Cette derniere formule nous fournit une approximation linéaire de y = f(x), c’est - & - dire que

i

si h est approximativement nul. Graphiquement nous avons représenté ceci pour f(z) = sin(z) & ¢ = w/4
dans la figure 4.1 . Dans ce cas, f'(7/4) = cos(7/4) = v/2/2.
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Nous voulons premierement décrire un résultat similaire d’approximation linéaire pour les fonctions de
deux variables, ensuite pour celles de trois variables et finalement pour celles de n variables. Dans la derniere
partie de ce chapitre, nous définirons le gradient et les dérivées directionnelles d’une fonction de plusieurs
variables et finalement nous décrirons la relation entre ces deux notions.

Avant de poursuivre plus en avant notre discussion, nous aurons besoin du théoreme de la valeur
intermédiaire pour une fonction réelle f(x) d’une seule variable. Nous le rappellons ci-dessous.
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Théoreme 4.1 (de la valeur intermédiaire):
Soit une fonction f(z) une fonction réelle ayant une dérivée a chacun des points de Uintervalle ouvert (a, b)
et supposons aussi que f est continue aux points a et b. Alors il existe un nombre ¢ € (a,b) tel que

f(b) = f(a)

=)

Nous avons illustré ce théoreme & la figure 4.2. Noter que (f(b) — f(a))/(b— a) est la pente de la droite
L passant par les points (a, f(a)) et (b, f(b)). L’énoncé dit qu'il existe une tangente au graphe de f(z) dont
la pente est celle de L.

Théoréme de la valeur intermédiaire
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L’énoncé du théoreme d’approximation linéaire pour les fonctions de plusieurs variables est 1égerement
plus complexe que celui des fonctions d’'une variable. 1l faut ajouter des hypotheses supplémentaires sur la
continuité des dérivées partielles.

Théoreme 4.2 (d’approximation linéaire):

Soient z = f(x,y), une fonction réelle de deux variables réelles x,y et (a,b) un point de R2. Supposons que
les dérivées partielles f, et f, sont continues dans un rectangle R dont l'intérieur contient le point (a,b).
Pour tout point (a + h,b+ k) a 'intérieur de R, nous avons alors

of af

Az = h,b+k)— b) == - k h k
z f(CL+ b+ ) f(av ) or (a,b) ay (a.b) +en+e
ol €1 et ea (dépendants de (a,b), h et k) sont tels que
lim € =0 et lim e =0.
(h,k)—=(0,0) (h,k)—(0,0)

Preuve: Posons Azy = f(a+h,b)—f(a,b) et Azg = f(a+h,b+k)— f(a+h,b). Alors Az = Az; +Azs. Parce
que la dérivée partielle f, est continue sur R, nous obtenons en utilisant le théoréme de la valeur intermédiaire
au cas de la fonction d’'une variable: x — f(z,b) définie sur I'intervalle I ayant pour extremités a et a + h

que
_9f

= h
Oz l(c,b)

Az = f(a+ h,b) — f(a,b)
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ou ¢ € I. De fagon analogue, nous avons en considérant cette fois la fonction d’une variable: y — f(a+ h,y)
définie sur l'intervalle J ayant comme extrémités b et b + k que

Az = fla+h,b+ k) — fla+ h,b) = g—i

(a+h,d)

ou d € J. Parce que les dérivées partielles f; et f, sont continues sur R, nous avons

af af af af
- = — + €1 et — = — €2
oxl(c,p)  Oxl(ab) 0y l(a+h,d) Oy l(a,b)
avec
lim € =0et lim e =0.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)
Conséquemment nous obtenons apres substitution,
AZ:A21+A22:(ﬁ )h—i—(g ) :(ﬁ )h—l—(a—f )k—l—elh—i-er.
o0x l(c,d) 0y l(a+h,d) oz (a,b) 0y l(a,b)
C’est ce qu'il fallait démontrer.
Ce théoreme d’approximation linéaire nous permet d’écrire
of of
hb+k) ~ f(ab (— )h (— )k
fla+ +k) ~ fa, b)+ Oz | (a,b) * Oy l(a,b)

lorsque h et k sont presque nuls. Ceci peut étre utilisé pour estimer numériquement la valeur de f(a+h,b+k)
lorsque f(a,b), fz(a,b) et f,(a,b) sont connus. Nous allons illustrer ceci en estimant la valeur f(1.01,2.05)
dans le cas de la fonction f(x,y) = {/8x2 + 2y3 + 3. Nous obtenons facilement que

% = (822 + 2% +3)"3(162/3) et g—z = (822 + 2y° + 3)(2/3) (24?).

Donc nous avons f(1,2) = v/8+ 16 + 3 = 3, f=(1,2) = 16/27 et f,(1,2) = 24/27. En utilisant le théoreme
d’approximation linéaire, nous pouvons estimer f(1.01,2.05) ~ f(1,2) + f»(1,2)(0.01) + f,(1,2)(0.05) =
3+ (16/27)(0.01) 4 (24/27)(0.05) = 3.050370371. La valeur exacte de f(1.01,2.05) & 9 décimales pres est
3.050660074. Comme nous 'avons vu auparavant, le théoreme d’approximation linéaire pour une fonction
f(z) d’une seule variable au point ¢ est obtenu graphiquement au moyen de la droite tangente au graphe
de f a ce point. Il est aussi possible de visualiser I'approximation linéaire pour une fonction f(z,y) de
deux variables au point (a,b) comme étant obtenue graphiquement en utilisant le plan tangent au graphe de
z = f(x,y) au point (a,b). Le plan tangent au graphe de la fonction z = f(x,y) au point (a,b) est le plan
dont I’équation est

_of 9 _
Z_C_%(a,b)(x_a)_'—_ (y—>b) avec c= f(a,b).

Nous avons illustré ceci dans la figure 4.3.
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Interprétation graphique de I'approximation linéaire
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figure 4.3

Nous allons maintenant énoncer le théoreme d’approximation linéaire pour les fonctions réelles de trois
variables.

Théoreme 4.2’ (d’approximation linéaire):
Soient w = f(z,y, ), une fonction réelle de trois variables réelles z,y, z et (a, b, ¢) un point de R3. Supposons
que les dérivées partielles f;, f, et f. sont continues dans un parallélipipede rectangle R dont l'intérieur
contient le point (a,b,c). Pour tout point (a + r,b+ s,¢+t) € R, nous avons

Aw = fla+r,b+s,c+t)— f(a,b,c)

_or) o o1

= 97 . t
Ox (mb)C)T y (a)bm)s 92 | + €17 + €25 + €3

ol €1, €2 et €3 (dépendants de (a,b,c),r, s, et t) sont tels que

lim €1 =0, lim €2 =0, et lim e3 =10
(r,5,£)—(0,0,0) (r,s,£)—(0,0,0) (r,s,£)—(0,0,0)
La preuve est similaire a celle présentée dans le cas des fonctions de deux variables. De ce théoreme,
nous pouvons écrire
0 0 0
i

~ b —
f(a tn b+ et t) f(a7 ’ C) + ox (a,b,c)’r 8y (a,b,c)s 0z (a,b,c)
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lorsque r, s,t sont presque nuls. Tout comme pour les fonctions réelles de deux variables, nous pouvons
utiliser cette derniere formule pour estimer numériquement la valeur de f(a + r,b + s,¢ + t) lorsque les
valeurs f(a,b,c), fz(a,b,c), fy(a,b,c) et f.(a,b,c) sont connues. Finalement nous énoncerons le théoreme
d’approximation linéaire pour les fonctions réelles de n variables.

Théoreme 4.2” (d’approximation linéaire):
Soient w = f(x1,xa,...,2,), une fonction réelle de n variables et P = (a1, aq,...,a,) € R™. Supposons que
les dérivées partielles

of of of
Ox1’ Oz’ 7 Oz,

sont continues dans une région R de R™ de la forme (a1 —d1,a1+01) X (a2 — 92, a2+ 02) X - - - X (@, — Oy, @ +9,)
ou d1,02,...,0, > 0. Pour tout point (a; + h1,as + ha,...,a, + h,) € R, nous avons

Aw = f(a1 + hi,a2 + ha, ..., an + hy) — f(a1,a9,...,a,)

0 0 0
:—f h1+—f h2+---+—f hn +€1h1 + €2ho + -+ + €,hy
dx1lp Oxs P Oz, 1P
= = hi ihi
I RIED ST
i=1 =1
ol €1, €9, ..., €, (dépendants de (a1, as,...,an), hi,ho, ..., hy_1 et hy) sont tels que

lim € =0, Vi=1,2,...,n.
(h1,h2,...;hn)—(0,0,...,0)

Nous allons maintenant définir le gradient et les dérivées directionnelles d’une fonction de plusieurs
variables. Soient f(x,y) une fonction réelle de deux variables définie sur le domaine D de R? et (a,b) € D
tels les dérivées partielles fy(a,b), fy(a,b) sont définies. Alors le gradient de f au point (a,b), noté

grad(f)|(a,p) ou encore V fl(q.p),

est Pélément (f;(a,b), fy(a,b)) de R?. Ainsi le gradient de f au point (a,b) est un vecteur.
Si les dérivées partielles f; et f, de f sont définies pour tous les points de D, alors nous obtenons une

fonction
Vf:D — R~

(a,b) —(fz(a,b), fy(a,b))

Nous allons maintenant définir la notion de dérivées directionnelles pour la fonction f(z,y). Une direc-
tion u = (ug,u,) dans R? est un vecteur unitaire de R?, c’est-a-dire de longueur (u2 + uz)l/2 = 1. Ainsi
(1,0),(0,1), (v/2/2,v/2/2) et (cos(8),sin()), ot @ est un nombre réel, sont des exemples de direction. La
dérivée directionnelle de f au point (a,b) € D dans la direction u = (ug, uy) est définie comme la limite

h—0 h

Nous noterons cette dérivée directionnelle (si elle existe)

4

5 . 0) ou encore f'(u, (a,b)).

Pour visualiser celle-ci, il suffit de considérer I'intersection du graphe de f(z,y) avec le plan vertical contenant
le vecteur u et passant par (a,b); nous obtenons ainsi une courbe dans ce plan et la dérivée directionnelle
est la pente de la tangente a cette courbe au point (a,b, f(a,b)). Nous avons illustré ceci a la figure 4.4.
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Interprétation graphique de la dérivée directionnelle
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figure 4.4
Les dérivées partielles fz(a,b) et fy(a,b) sont des cas particuliers de dérivées directionnelles. En effet,
of 4 L Y
Oxl(ab)  dsl(1,0),(ab) Oy by dsl(o1),(ab)

Sous certaines conditions, il est possible de calculer la dérivée directionnelle f’(u, (a,b)) pour tout direction
u en terme du gradient f au point (a,bd). Ceci est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 4.1:
Soient une fonction f(z,y) réelle définie sur un rectangle R contenu dans R? et un point (a,b) & intérieur de
R. Supposons que les dérivées partielles f;, f, sont continues en tout point de R. Alors, pour toute direction
u = (ug, uy), la dérivée directionnelle f'(u, (a,b)) existe et nous avons I'égalité

af _ofy ., L of
dsluab) Ozxl@p = Oy

Preuve: Nous pouvons utiliser le théoréme d’approximation linéaire car si h est suffisamment pres de 0, alors
(a + hug, b+ huy) sera a Pintérieur du rectangle R. Donc

flat husb ) = f(0.0) _ 1(0f

h ~ n\ox

Y-

U
(a,b)

of
hiy —‘ h hty + esh )
(@.b) Uy + 8y (@b) Uy + €1NUL + €2NUy
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par le théoréme d’approximation. Ainsi

df fla+ hug, b+ huy) — f(a,d)
— = lim
ds u,(a,b) h—0 h
o af of
N }llli%(a_x (a,b)um + Ay (a,b)uy Terts + Ezuy)
- (e Bl
C\ozlay 0 Oylap) Y
car
lim €; = lim €2 = 0 et u,, u, sont des constantes.
h—0 h—0
Exemple 4.1:
Soit la fonction f(z,y) = 2%y + 2xy3. Alors
% =2xy+2y° et ﬁ = 2% 4 6xy>.
ox dy

Ainsi les dérivées partielles de f au point (1,2) seront f(1,2) = 20 et f,(1,2) = 25. Donc la dérivée
directionnelle de f au point (1,2) dans la direction u = (1/4/10,3/v/10) sera

df 1 3 95
- =20 + 25 = .
ds lu,(1,2) V10 v10 V10

En utilisant la proposition 4.1, nous pouvons caractériser le gradient V f de f. A cette fin, il nous faut
rappeler ce qu’est le produit scalaire u- v de deux vecteurs u = (uz, uy) et v = (v, v,) de R%. La définition
algébrique est la suivante: u-v = u,v,+u,v,. Par exemple, nous avons (1, —1)-(2,3) = (1)(2)+(-1)(3) = —1.
Géométriquement, nous avons u-v = |[ul| ||v]| cos(d) ou |Ju|| (respectivement ||v||) est la norme ou longueur
(u2 +u2)'/? (respectivement (v2+v2)1/2) du vecteur u (respectivement v) et 6 est la mesure de 'angle entre
les deux vecteurs u et v. Voir la figure 4.5.

A

y

figure 4.5
Avec cette notion de produit scalaire, il est possible de récrire la proposition 4.1 de la fagon suivante:

4

dS = vf|(a7b) -

u,(a,b)

Corollaire 4.1:
Soit une fonction f(z,y) réelle définie sur un rectangle R contenu dans R?. Supposons que les dérivées
partielles f, et f, soient continues en tout point de R. Alors le gradient V f|, ;) de f au point (a,b) est le
vecteur de R? dont la direction u est celle pour laquelle la dérivée directionnelle f’(u, (a, b)) est maximale
et dont la longueur ||V f[, )| est la valeur de cette dérivée directionnelle f'(u, (a, b)) dans cette direction u.
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Preuve: A cause de la proposition 4.1, nous avons
af _ofy Lo,
dslu(ap) Oxlab) = Oyl(ab)

=V flapll Ml cos(0) = [V fl(ap)ll cos(),  car [Jul =1

y  pour une direction u = (uy, u,) quelconque

oli ci-dessus 6 est la mesure de 'angle entre les vecteurs V f[, ;) et u. Il est alors clair que f'(u, (a,b)) est
maximal lorsque 6 = 0, c’est-a-dire cos(f) = 1. Ainsi f/(u, (a,b)) est maximal lorsque u est la direction de
V fl(a,p) et alors cette valeur maximale est ||V f|(4p) |- Le corollaire est démontré.

Il est possible de définir le gradient, ainsi que les dérivées directionnelles pour les fonctions réelles
f(z,y,z) de trois variables:z,y, z. Soient f(zx,y,z), une fonction réelle de trois variables définie sur le
domaine D de R? et un point (a,b,c) € D tels que les dérivées partielles fy(a,b,c), fy(a,b,c) et f.(a,b,c)
sont définies, alors le gradient de f au point (a, b, ¢), noté

grad(f)|(ap,c) ou encore V f|(qp.c),

est le vecteur (f.(a,b,c), fy(a,b,c), f-(a,b,c)) de R®.
Si les dérivées partielles f,, f, et f. de f sont définies pour tous les points du domaine D, alors nous
obtenons une fonction
Vf: D — R3.
(a/7 b7 C) H(fw (a7 b7 c)7 fy(a/7 b7 C)? fz(a/7 b7 C))

La notion de dérivées directionnelles pour la fonction f(z,y,z) est définie de facon similaire a celle
pour les fonctions de deux variables. Une direction u = (ug, uy, u,) dans R? est un vecteur unitaire de R?,
c’est-a-dire de longueur (u2 + u? +u2)(1/2) = 1. La dérivée directionnelle de f au point (a,b,c) € D dans la
direction u = (ug, uy, u,) est définie comme la limite

. fla+ hug, b+ huy,c+ huy) — f(a, b, c)
A h

Nous noterons cette dérivée directionnelle (si elle existe)

df

35 () O ERCOT f'(u,(a,b,c)).

Tout comme pour les fonctions de deux variables, il existe une relation entre le gradient et les dérivées

directionnelles lorsque la fonction satisfait certaines conditions. Ceci est énoncé dans la proposition suivante:
Proposition 4.1’:

Soient une fonction f(z,v, 2) réelle définie sur un parallélipipede rectangle R contenu dans R3 et un point

(a,b,c) alintérieur de R. Supposons que les dérivées partielles f;, f, et f. sont continues en tout point de

R. Alors, pour toute direction u = (ug, uy, u;), la dérivée directionnelle f'(u, (a,b,c)) existe et nous avons

I’égalité
af _ofy e e,
ds u,(a,b,c) o ox (a,b,c) ¥ 8y (a,b,c) Y 0z (a,b,c)

z

La preuve de cette proposition est similaire & celle de la proposition 4.1.
Il est possible de généraliser les notions de gradient, dérivées directionnelles aux fonctions réelles

f(z1,29,...,x,) de n variables. Ainsi le gradient est
of of of
rad() = (2 2L 01
Vf = grad(f) Ox1’ Oxo oz,
et la dérivée directionnelle de f dans la direction u = (u1,us,...,u,) au point (a1, as,...,a,) est
df o .. flar 4+ huy, a0 + hus, . .. an + hu,) — flag, az,. .., an)
E w,(a1,a2,..san) - f (u7 (G/l,ag,...,an)) _}%I_)H%) h .
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Noter que pour que u soit une direction, il faut que (u? +u3 +...+ u%)(l/ 2) = 1. Finalement la proposition
4.1 se généralise pour ces fonctions. Cette généralisation est énoncée ci-dessous.

Proposition 4.17:
Soient w = f(x1,xa,...,%,), une fonction réelle de n variables et P = (a1, aq,...,a,) € R™. Supposons que

les dérivées partielles

of  of of
Ox1’ Oxy’ 7 Oz,
sont continues dans une région R de R™ de la forme (a3 — 61, a1 +61) X (a2 — 2, ag+02) X - - - X (@, — O, Ay + 65
ou 61,d2,...,0, > 0. Alors, pour toute direction u = (uy,uz,...,u,) € R"™, la dérivée directionnelle
f'(u, (a1, ag,...,ay)) existe et nous avons I’égalité
d i)
ds u,(ay,az,..., an) P} 8:101- (a1,a2,..., an) (a1,a2,..., an)
* K %

Exercice 4.1:
Estimer numériquement les valeurs suivantes en utilisant le théoreme d’approximation linéaire:

a) ¥/(3.02)2 — (1.1)

b) %! +sin(0.2)

¢) In((1.01)% + (0.1))
Exercice 4.2:

En utilisant la définition théorique de dérivée directionnelle, déterminer f’((dy,ds),(0,0)) au point (0,0)
dans la direction (dy,ds) pour chacune des fonctions suivantes:

a) f(a:,y)_{(x2+y3)/($+y), si (z +y) # 0;

0 si (z4y)=0.
o {500 Lo

Exercice 4.3:
Calculer les dérivées directionnelles suivantes en utilisant le gradient:

a) f'((1/v/2,1/4/2),(1,0)) au point (1,0) dans la direction (1/v/2,1/v/2) pour f(z,y) = ze™ + 23y;

b) f'((1/v/6,1/v/6,2/4/6),(1,—1,1)) au point (1, —1,1) dans la direction (1/v/6,1/v/6,2/v/6) pour la fonc-
tion f(z,y,2) = xze¥ + (x — y)? — 2y2>;

c) f'((1/v/6,2/v/6,—1//6),(1,0,—1)) au point (1,0, —1) dans la direction (1/+/6,2/v/6,—1/+/6) pour pour

la fonction f(x,y,2) = 32°y — 2z + 2xyz? — 3y — 2% — yz.

Exercice 4.4:
a) Montrer qu'il n’existe pas de fonction f : R™ — R telle que f'(u, (a1,as,...,a,)) > 0 pour toutes les
directions u & un point (a1, ag, ..., a,) donné.

b) Donner 'exemple d’une fonction f : R™ — R telle que pour une direction déterminée u, les dérivées
directionnelles f'(u, (a1, as9,...,a,)) > 0 pour tout point (a1, as,...,a,) € R™.
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Exercice 4.5:

Indiquer pour chacune des fonctions F:R? — R? suivantes s’il existe une fonction f:R? — R telle que
Vf=F.

a) F(x,y) = (423y + 22, 2* + 4ay);
b) F(z,y) = (32%y, 2%y + 2?).
Exercice 4.6(1):

Déterminer une fonction ¢: R\ {0} — R telle que ((1 + 2?)¢(z), 2zyd(x)) = Vf(x,y) pour une fonction
f(x,y) définie sur I'ouvert {(z,y) € R? | z # 0}.
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