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INTRODUCTION

Ce manuscrit est la rédaction d’un cours de Licence du module "Mesure et intégration"
enseigné a 'université Ibn-Khaldoun de Tiaret. Ce cours constitue une introduction élé-
mentaire rigoureuse et relativement complete a la théorie de la mesure, destiné principa-
lement aux étudiants en troisieme année licence mathématiques et peut, éventuellement,
étre tres utile pour les étudiants en premiére année Master.

Dans le chapitre 1, nous présentons une structure importante de famille de sous-ensemble
d’un ensemble donnée, a savoir les tribus ou o-algebres, et nous étudions quelques-unes
de leurs propriétés. Nous introduisons la notion de fonctions mesurables et nous étu-
dions les principales propriétés de ces fonctions.

Le chapitre 2 est dédié aux mesures positives leurs définition et propriétés fondamen-
tales.

Le chapitre 3 est consacré a la construction de l'intégrale par rapport a une mesure posi-
tive et nous démontrons les théoremes de la convergence monotone et de Lebesgue.

Le chapitre 4 met les bases du calcul des intégrales multiples. On introduit la notion de
mesure produit et nous démontrons le théoreme de Tonelli et le théoréme de Fubini.

Le chapitre 5 présente une introduction aux espaces LP et quelques propriétés de ces

espaces.



Chapitre 1

Espace mesurable

1.1 Algebres, Tribus ou o-Algebres

Définition 1.1. Soit A une famille non vide de parties de E. On dit que A est une algebre sur

E si elle vérifie les deux propriétés suivantes :
i). YA,Be Aalors AUBe A;

i1). YA € Aalors A€ € A.

Exemple 1.1.
1. {0,E} et P(E) (algebres triviales).
2. A={0,A,AE}ou ACE.
3. A={0,A,B,C,AUB,AUC,BUC,E} ou {A, B,C} est une partition de E.

4. A={ACE: Afini ouAfini}.

Remarque.
1. Dans la définition précédente on peut remplacer i) par la condition : VA,Be A, ANB €
A, qui est parfois plus facile a vérifier que la condition i).
2. La condition ii) entraine la stabilité de la tribu par réunion finie. 1l suffit en effet de

poser, ng étant fixé, A, =0, n> ng

Propriétés :
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1. 0etEc A
2. Aest stable par intersection finie et par union finie.
3. Si A,Be Aalors A\Bet AAB€ A, (A\B=AnNB°).
4. Toute intersection d’algebres sur E est une algebre sur E.
Remarque. La réunion de deux algebres n’est pas nécessairement une algebre, comme on le

voit sur l'exemple suivant. Soient les algebres A; = {0, R,,R*, R} et Ay = {0,R_,IR},R}. La
famille Ay U A, n’est pas une algebre puisque R* =R* UR}, ¢ A; U A,.

Proposition 1.1. Soit E un ensemble non vide. A C P(E) alors A est une algébre sur E si et

seulement si
i). VA, Be Aalors A—Be A,

ii). YA,B€ Aalors AUBe€ A.

Proposition 1.2. Soit A une algébre sur un ensemble non vide E. Alors por toutes familles

d’ensembles (A,),cn de A il exist une familles d’ensembles (B,;),en de A deux a deux disjoints

Ja=Us ,
n n

En effet, posons By = Ay, By = A1\Ay,..., B, = A\ Uz;é Ay, on remarque que les B,, sont

tel que

deux a deux disjoints de plus B,, € A pour tout = et

n n
B =4
k=0 k=0
et le résultat s’en déduit.

1.1.1 Algebre engendrée par une famille

Définition 1.2. Soit F une famille de parties de E. On appelle algébre engendrée par F,
Uintersection de toutes les algébres sur E contenant F. Autrement dit, c’est la plus petite des
algébres sur E contenant F. On la note o, p(F) ou tout simplement o,(F) lorsqu’il n "y a pas

de confusion possible.
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1.2

Tribus, 0-Algebres, et espaces mesurables

Définition 1.3. Soit E un ensemble et 7 C 9P(E) une famille de parties de E. On dit que T

est une tribu de parties de E si l'on a les propriétés suivantes :

i) AeT = A €T, stabilité par passage au complémentaire.

it) Si A, €T pour tout n > 1, alors | J,51 A, € T, stabilité par réunion dénombrable.

On dit aussi que T est une o -algébre, ou plus exactement o -algébre de Boole, de parties de E.

Remarque.

1.

2.

EetDeT.

La condition ii) entraine la stabilité de la tribu T par réunion finie. Il suffit en effet de
poser, ng étant fixé, A, = A, ,n > n.

Si A, €T, pour tout n € IN, alors (e Ay € T d’ott la stabilité par intersection finie
en posant A, := E,n > n,.

En général, une tribu n’est pas stable par réunion quelconque. En effet, soient E = R et
B ={A CR: A est dénombrable ou A est dénombrable } Alors [0,1] = eqo,11{x}, {x} €
Bet[0,1]¢B.

Toute algebre finie est une tribu.

Toute tribu sur E est une algebre. La réciproque est fausse comme le montre 'exemple
suivant. Soit l'algebre A = {A CIN/A fini ou A€ fini } et A, = {2n} Vn > 1. Alors
A, € Apour tout n>1et|J,51 A, € A.

Exemple 1.2.

1.

2.

3.

4.

T ={0,E}, tribu dite grossiere.

T =P(E), tribu dite triviale.

Soit ACE, fixé ;B :={0,E, A, A} : c’est la plus petite tribu contenant le sous-ensemble
A.

Si E = Ujer Xi, I non vide, fini ou infini dénombrable, X; N X; = @ dés que i = j (les
X;,i €1, forment donc une partition de X ) alors T := {Uje] X]-,] C I} est une tribu.
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5. B = {AecP(E), A dénombrable ou A° dénombrable }. Le seul point a vérifier est
laxiome ii). Soit (A,),s, une suite d’éléments de 9B, s’ils sont tous dénombrables, il
en est de méme de leur réunion. Si 'un des A,,, disons Ay n'est pas dénombrable, son
complémentaire l'est. Par suite, (U, A,)" = (1, A5, C Ay, est nécessairement dénom-
brable. En outre, on peut montrer que 98 # P(E) si et seulement si E a un cardinal

infini non dénombrable.

Définition 1.4. Soit E un ensemble non vide, T une tribu sur E. Le couple (E, T') est appelé
un espace mesurable.

Propriétés :

1. Si A,BeT alors A\B:= ANB‘eA.

2. SiA,BeT alors AAB:=(A\B)U(B\A)eT.

3. SiA, €7, pour tout n € N, alors lim, A, et lim A, €T.

Définition 1.5. Soit (E, 7)) un espace mesurable, H C E alors Ty :={ANH : ACT} est une
tribu sur H appelée tribu trace de T sur H.

Proposition 1.3. Soit (E, T) un espace mesurable, H C E. Si T = og(F) alors Ty = oy(Fg)
ol Fy ={FNH:F C F).

1.2.1 Tribus engendrées par une famille d’ensmbles

Proposition 1.4. Si (7;);.;, est une famille quelconque de tribus sur E,I # 0, alors T :=

(ier Z; est une tribu sur E.

En effet, Soit A € 7 alors A € 7;, Vi € I, comme les 7; sont des tribus alors A° € 7;, Vi €
I. Par suite, A° € 7. Pour la deuxiéme condition, soit A,, € 7,n € N, alors | J,cnAy €

7;,Viel,ainsi |J,enA, €T, d'ou la proposition.
Remarque. La reunion de deux tribus n'est pas en générale une tribu.

Définition 1.6. Soit F C P(E). On appelle tribu sur E engendrée par F lintersection de
toutes les tribus sur E contenant F. Autrement dit c’est la plus petite tribu sur E contenant

F. On la note og(F) ou tout simplement o(F) lorsqu’il n’ y a pas de confusion possible.
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Remarque.
1. Il n’est pas possible, en général, de caractériser de maniére simple les éléments de og(F).
2. o(F) est caractérisée par les deux propriétés suivantes :
a) og(F) est une tribu surE qui contient F,
b) F C B et B tribu sur E = og(F) CB.
3. Si Fy C F alors og(F) C op(F).

4. op(F)=0p(F) &= F Cop(F) et F, Cop(F) (tres utile)

Exemple 1.3.
1. Si F ={A} alors og(F) =1{0,A, A, E}

2. Soient F la famille des singletons de E et F, la famille des parties finies de E. Alors
o (F)=0p(F)={AeP(E): Adénombrable ou A° dénombrable}.

3. Soit A={A;: i €I} une partition de E. Alors on a

op(A) = UA7 : J I, ] est dénombrable ou J¢ est dénombrable
j€l

1.3 Tribu des Boreliens sur un espace topologique

Deéfinition 1.7. Soit (E, T) un espace topologique. La tribu borélienne de E, également appelée
tribu des boréliens de E, est définie par B(E) := og(T). Autrement dit, c’est la tribu engendrée-

par les ouverts de E.

Comme les tribus sont stables par passage au complementaire et que les fermés sont

les complémentaires des ouverts, tout fermé est borélien. En fait :

Proposition 1.5. La tribu borelienne de E est la plus petite tribu contenant tous les fermés de

E.

Preuve. Soit T cette tribu. Comme B(E) est une tribu contenant les fermés, on a T C B(E).
Inversement, la tribu T contient les complémentaires des fermés, c’esta-dire les ouverts; elle

contient donc la tribu B(E) engendrée par les ouverts. O
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La tribu borélienne va contenir, en géneral, enormément de parties, que I'on ne peut

pas, en general, toutes decrire. En particulier, elle contient :

1. Les intersections d’un ouvert et d’un fermé; par exemple, dans R, les intervalles

semi-ouverts.
2. Les intersections denombrables d’ouverts, que l'on appelle les G

3. Les réunions dénombrables de fermes, que l'on appelle les F ;

Proposition 1.6. Si E est un espace topologique sépare, en particulier si E est un espace mé-
trique, alors toute partie dénombrable de E est borelienne. En particulier, N, Z, Q sont des

boreliens de R.

Démonstration. E étant sépare, les singletons {x} sont fermes. Or pour toute partie dénom-

brable D de X, on peut écrire D = J,p{x}

Boréliens d’un espace topologique a base dénombrable d’ouverts : Un espace topolo-
gique (ou plus simplement métrique) (E, T) est a base dénombrable d’ouverts s’il existe

une famille (Q,), . d’ouverts de E vérifiant :

VOeT,HICIN,O:UQi.
iel
Ainsi, un espace métrique (E,d) séparable i.e. contenant une suite (x,), . dense est a

base dénombrable d’ouverts puisque
{B(x,,r): nelN,reQ.}, ouB(x,r) estlaboulede centre x, est de rayon r,

est une telle base puisque IN x Q? est dénombrable.
On déduit alors immédiatement la proposition suivante de la stabilité d’une tribu par

réunion dénombrable (axiome ii)) et de la définition d’une tribu borélienne.

Proposition 1.7. Soit E est un espace topologique possédant une base dénombrable d’ouverts
(Q,),en - Alors
B(E) = 0 ({Q2y, n € N})
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1.3.1 Applications : Tribu Borelienne sur R, R et RV.

On se place sur la droite réelle E = R. Il est immédiat que tout intervalle I de R est
un borélien de R puisque 'on peut toujours 1’écrire la réunion d’un (intervalle) ouvert
et d’au plus deux singletons (fermés). Inversement, certaines familles d’intervalles en-

gendrent la tribu borélienne. Ainsi,

B(R) = o({[a, +co[,a € Q}) = o({]a, +oo[,a € Q})
=o0({[—coal[,acQ})=0({] —c0,a],acQ)).

L’ensemble Q étant dense dans R,
la,BlLa,peQa<pl={lp-rp+r[peQreQ’}

est une base dénombrable d’ouverts de R. Par suite B(R) = o({|a, Bl,a, p € Q,a < B}) Or

la, Bl :]a,-l-oo[ﬂc [/3,+oo[ et ]a,+oo[: Ups1la +1/n,+00[ donc

o({la, +eol,a € Q}) D o({la, Bl a, p € Q a < B}) = B(R)

L’autre inclusion est immédiate (car les intervalles [a, +oo[ sont des fermés de R ). On
procede de fagon analogue pour les autres égalités.
La droite achevée R. On définit la droit réelle achevée comme étant I'ensemble R =

R U {—c0, +c0}, muni de la relation d’ordre < qui prolonge celle de IR et qui vérifie
—c0<x<+o0 VYxeR

pour cette relation d’ordre, tout sous-ensemble non vide de R admet une borne supé-

rieure et une borne inférieure dans R. On définit aussi sur R des opérations algébriques



1.3 Tribu des Boreliens sur un espace topologique 8

prolongent celles dans RR par,

VxeR (+00)+ (£00) =x+ (£00) = (£00) + X = 00

+o00 Six>0
(#00)x = x(£00) =10 Six=0

Foo six<O0

(+00) + (Foo) ne sont pas définis.
On définit sur R une topologie % qui induit sur R sa topologie usuelle. cette topolo-

gie est définie par la base
J ={la,b[/a<b a,b e R}U{[~oo,a[ /a € R} U {]a,+0] /a € R} (*)

Un ouvert de R et alors une réunion d’élément de 7. Il est aisé de voir que Yﬁ est a base
dénombrable, on vérifie que 7Q définie de la méme maniere que J en remplacant R
par Q dans (+) est une base dénombrable pour 7. On a IgNR = F§ et donc (R, I) est
un sous-espace topologique de (R, %) on prendra garde que J NR n’est pas égal a 7,
’ensemble des intervalles ouverts bornés de IR, car 7 N R est I’ensemble des intervalles
ouverts (bornés ou non) de R.

Les intervalles du type ]a,+oo[ (resp.] — o0,4[) forment une base de voisinages de +oo
(resp.—c0). Ainsi une suite (x,),en d’éléments de R converge vers +oo (resp.—co) si et

seulement si
VMeR , dngelN : Vu>ng x,>M (resp x,<M)

On vérifie aisément que R, muni de cette topologie, est un espace compact. D’autre part
cette topologie est métrisable. Elle est, par exemple, compatible avec la distance d définie

par
d(x,y) = |arctanx —arctany| Yx,y € R
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ou arctan(+oco) = 7 et arctan(—oo) = 5¢ .

On démontre aussi que toute suite (x,),»; croissante (resp. décroissante) dans R est

convergente dans Retona lim x, = sup,s; X, (resp. lim x, =inf,>; x,,). Maintenant
n—-+oo - n—-+oo -

si (x,),>1 est une suite d’éléments de R, on dira que la série ) x, est convergente vers

x dans R, si la suite (S,,),>; des sommes partielles, définie par S, = Y i—; Sk est conver-

gente vers x dans R (sous resserve que toutes les sommes S,, soient définie ) On note

x =Y % x,. En particulier si (x,,),est positive dans R, alors la série Y x,, converge dans
Retona:
+0o0 n
E Xy = sup[ > Xk |-
n=1 nzl =1

On note B(IR) la tribu borélienne sur (IR, ). On a, d’apres (+), B(R)NR = B(IR). Notons

que, entre autres,

B(R) = ox(J) = og({la, +o0], a € Q}) = og({[—e0, af, a € Q}).

Le cas de RY. On a le resultat important suivant

Proposition 1.8. La tribu borelienne de RN est engendrée par I'ensemble des pavés ouverts
[Ti<k<n 14k, bi [ lorsque ag, by parcourent R, avec ay < by (intervalles owerts |a, b[, avec a,b €

R,a<b,danslecas N =1 ).

Démonstration. Soit 7 la tribu engendrée par les pavés ouverts. Comme les paves ouverts
sont des ouverts, ils sont boréliens, donc T C B(]RN). Inversement, tout ouvert Q de RN est une

réunion dénombrable de tels pavés; on peut méme prendre des pavés ouverts avec ay, by € Q;

donc Q € T. On en déduit que B(RN) C T, d’out I’égalité.

1.4 Fonctions mesurables

Définition 1.4.1. Soient (E,Tg) et (F,7f) deux espaces mesurables, f une application de E
dans F. On dit que f est (Tg, Tp)-mesurable si

VAeTy : f1(A)eTy



1.4 Fonctions mesurables 10

Exemple 1.4.
1. Si f :(E,Tg) — (F,7) est l'application constante alors f est mesurable.
2. Toute application f : (E,P(E)) — (F,7f) est mesurable.

3. Soit Ty,7, deux tribus sur E, alors l'identité est mesurable si et seulement si 7T, C T

Définition 1.8. Si E et F sont deux espaces topologiques, on dit que I'application f : E — F
est une application borélienne si elle est mesurable lorsque I'on munit E et F de leur tribu

borélienne.

Définition 1.9. Soit E un ensemble. Pour toute partie A C E, on note 1, l'application 1, :
E — R definie par
1 si xeA

14(x) = '
0 si x¢A.

On l'appelle la fonction indicatrice ou caractéristique de A.

Proposition 1.4.1. La fonction indicatrice 14 de A est mesurable si et seulement si A est une

partie mesurable.

En effet, supposons A mesurable. Pour tout borélien Bde R, on a:

0 si O¢BetleB
A si 0¢BetleB
A¢ si O0e€Betl¢B
S si O0OeBetleB

(14)7" (B) =

Dans tous les cas (lA)_1 (B) € T, et donc 14 est mesurable. Inversement, supposons 1,4
mesurable. Alors A = (1) ({1}) e T.
On vérifie facilement que la fonction caractéristique satisfait les propriétées suivantes
Proposition 1.9.

1. ACBe=1,<Iget A=Be=1,=15

2. Iunp=14-15=1inf(14, 15)

3. 1AUB:1A+IB_1A'IB:SUP(1A113)
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4 14e=1-1,
5. Ipnp=14— 1]

6. 1r-1(ay=1a0f pour toute application f :E— Fet ACF
7. 1y, a,=sup;er1a, et 1n 4 =infiep 1y,

8. Si(Ay)y>1 est une suite d’ensemble deux a deux disjoint alorsona 1y o =) 5114,

Proposition 1.4.2. Soit (E,7g) un espace mesurable, F un ensemble et f : E — F une appli-
cation. Alors

T={ACF : f1(A)eTg)
est une tribu sur F, de plus f est (Tg, T )-mesurable.
Remarque. 7 est dite tribu image.

Démonstration.
i) Soit A€T ona fY(AY) =[f YA €Tpalors AT
ii) Soit (A,),>0 une suite d’éléments de T, on a

U

n>0

! =M anet

et donc

UAneT

n>0

Comme f~1(A) e Tg, VA €T, f est mesurable.

Proposition 1.4.3. Soit E un ensemble, (F,Tr) un espace mesurable, alors
T=fYT)=(f(4) : AcTy)

est une tribu sur E et f est (T, Tg)-mesurable.
Démonstration. Immeédiate.

Remarque. f~!(7y) est la plus petite tribu sur E rendant f mesurable.
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Théoreme 1.4.1. Soit (E,7g) et (F,7p) deux espaces mesurables, G une famille de parties de F

engendrant Tg, alors f est (T, Tr)-mesurable si et seulement si f~1(G) C T

Démonstration. Si f est mesurable, on a f~'(G) C Tgz. Comme G C Tr et que donc f~1(G) C
f~Y(T¢), on en déduit que f~1(G) C T.
Inversement. Si f~1(G) C Tz ona f~Y(B) € Tz VB € G et donc Be T, on T est tribu

image, il s’ensuit que G C T ainsi Tp = 0(G) C T. Par conséquent, f est mesurable.

Corollaire 1.1. Soit E,F deux ensembles, A, F deux familles de parties de E et F respective-
ment et f : E — F une application.

Si f~Y(F)c Aalors fest (o(A),o(F))-mesurable.

Démonstration. Il suffit de prendre Ty = o(A) ,Tr = o(F) et appliquer le théoréme 1.4.1 car
ona fYF)CACTg

Corollaire 1.2. Soient E,F deux ensembles, F C P(F) et f : E— F une application, alors

Démonstration. On a F C op(F) et donc f~1(M) C f~Y(op(F)). Comme f~1(op(F)) est
une tribu qui contient f~1(M) elle contient donc og(f~1(F)). Inversement, posons T = {A €
F f~Y(A) € o(fY(F))}. Comme T est une tribu sur F et T C T alors o(T) C T. Autrement
dit, on a

VAeo(F) : fYHA)eo(fHF))

Par suite :

fHo(F)) ca(fH(F))

Proposition 1.4.4. Soit (E, T) et (F,T’) deux espaces topologiques. f : E —> F est continue

alors f est borélienne.
Remarque. Il existe des applications mesurables qui ne sont pas continues.

Proposition 1.4.5. Si f : (E,7g) — (F,7f) et g : (F,7r) — (G, 1) sont mesurables, alors

go f est mesurable.
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Démonstration. On a (go f) ' (A) = f~1(g71(A)), VA € T, et comme VA € T, g1 (A) € T¢

par suite, comme f est mesurable, alors f~1 (g7} (A)) € T

Proposition 1.4.6. Soit (E|,7;) et (E,, 7,) deux espaces mesurables. Posons,

P1:E1XE2—>E1 B P2 :EIXE2—)E2

(x,9) = x (x,9) =y
Alors Py (resp P,) est mesurable de (Ey x E5, T; ® T5) sur (E1,7;) (resp (E,, 7))

Démonstration. On a

VAeT, P[Y(A)=AxE, €787,
Donc Pj est mesurable. De la méme maniere P, est mesurable.

Proposition 1.4.7. Soit (E,T), (E1,7;), (E,,7;) des espaces mesurables et f; : E — E; , i =

1,2, des applications. Alors
F:E— E|;xE,

x = (fi(x), f(x))

est (7,7, ® T,)-mesurable si et seulement si f, et f, sont mesurables

Démonstration. Si F est mesurable, alors f; = P, o F, f, = P, o F sont mesurables comme
la composée d’applications mesurables. Inversement, supposons que f; et f, sont mesurables,

alorsVAe€eT,BeT,ona

Y AxB)={xeF : (f(x),g(x)) € AxB}
={xeE: filx)eA}n{x€E : f,(x) € B}
=fNAN;H(BET

Ainsi, F est mesurable.
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1.5 Applications numeériques mesurables

Soit E un ensemble et f : E — R. On dit que f est une application numérique sur E.
On dit que f est finie si f(X) C R. On dit que f est bornée si f(X) est un ensemble borné
de R. Lorsque f est application (B, B(IR))-mesurable d’un espace mesurable (X, ) dans
R, on dit plus simplement que f est 3-mesurable (ou mesurable s’il n’y a pas d’ambi-
guité). On note M(X, B) 'ensemble des applications numériques sur X B-mesurables. on
note My (X, B) le sous-ensemble des applications finies et M;(X, B) le sous-ensemble des
applications bornées R.

Si f € M¢(X, B) on confond, comme on a convenu de la faire en 3.2, f avec f:X—R
définie par Vxe X  f(x) = f(x).

Soit d une application numérique définie sur un ensemble X. pour tout a € R, on

pose :

Si de plus g est une application numérique définie sur X, on pose

{f<gl={xeX/f(x)>gx)}
fsgl={xeX/flx)<gx)
(f=gl={xeX/fx)

g(x)}

Théoréeme 1.5.1. Soit (X, B) un espace mesurable et f : X — R alors les propriétés suivantes

sont équivalentes :
1. fest B-mesurable
2. YaeR {f>aleB

3. VaeR {f>a}eB
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4. YaeR {f<aleB

5. VaeR {f<a}eB

Démonstration. C'est une simple application de 3.2.1 compte tenu du fait que B(IR) est en-
gendrée par {|a,+oo]/a € R} (resp {[a,+o0]/ a € R}), resp {[—o0,a[/a € R}), resp {[—o0,a]/a e
R})

Remarque. Dans ce théoréme, on peut remplacer Va € R par Va € Q.

Théoreme 1.5.2. Soit f,g € M(X,B) alors

1. {f<gleB
2. {f<gleB
5. {f=gleB

Démonstration. 1. On vérifie que {f < g} = U({f <rfn{g>r}) et donc (f < g} € B

reQ
d’apreés 3.5.1 et le fait que B soit stable pour Ny et Uy.

2. {f<gl=X\{f>g}eB.
3.{f=gl={f<g\lf <gleB.

Théoreme 1.5.3. Soit (f,),en une suite dans M(X, B) alors les quatre applications numé-

riques : inf f,, sup f,, lim f,, lim f, sont dans M(X, B). O
VxeX inff,(x) = inf(f,(x)) et sup fy(x) = sup(fy(x))

lim f, = supinf f, et mfn =infsup f,
n pzn - pzn
Démonstration.
1. SoitaeR. Onal{inf f, > a} =N{f, > a} € Bet {sup f, > a} = U{f, >a} € B.

2. Que lim f,, et lim f, soient dans M(X, B) résulte de leur définition et 1.

Corollaire 1.3. Soit f,g € M(X,B), alors

fAgfVeftf~ sontdans M(X,B)
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avec

VxeX (f Ag)(x)=min(f(x)g(x)), et (fVg)(x)=max(f(x) g(x))

fr=fvo, fT==(fn0)
Démonstration. En posant fy = f et f, = g pour tout n > 1, on obtient f A g =inff, €
M(X,B) et fVg=supf, e M(X,B)dapres 1.5.3. La fonction nulle est dans M(X, B) donc
ff=fvoe MX,B)et fA0e M(X,B). Si h e M(X,B) alors —h € M(X,B). En effet,
{=h>a} ={h<—-a} e M(X, B) pour tout a € R. On en déduit que f~ =—(f A0) e M(X, )

Corollaire 1.4. Soit (f,) une suite dans M(X,B) et soit C = {x € X\lim f,(x) existe} alors
CeB.

Démonstration. Ona C ={lim f, = an} donc C € B d’aprés 1.5.3 et 1.5.2
Notation

Soit (f,) une suite de fonctions numériques définies sur un ensemble X. On dit que (f,)
converge simplement ou ponctuellement vers f si Yx € X limf,(x) = f(x) (dans R).
On écrit f, 5 f oulimf, = f(s) ou encore lignfn = f. Si pour tout x dans X les suites
(f4(x)) sont croissantes (resp. décroissantes) , on écrit (f,,) Tet f, T f (resp. (f,) et f, L f
).

Si les fonctions sont a valeurs dans IR, on dit que (f,) converge uniformément vers f
sur XsiVe>03dny Vn>nyVxe X |fu(x)— f(x)| <e.On écrit f, i>f oulimf, = f(u) ou

encore lim f, = f. Il est immeédiat que :
u

u

(fu = )— (fi> f)
Corollaire 1.5. Soit (f,) une suite dans M(X, B) convergeant simplement vers f alors f €
Démonstration. On a clairement lim f, = f = lim f,, et donc f € M(X, B).

Théoreme 1.5.4. Soit f,g € M(X,B) et @ € R, alors af, f + g (lorsque cette somme a un
sens) et f g sont dans M(X, B). En particulier, si f,g € M(X,B) et af, f + g et fg sont dans
Mf(X,B) et muni de ces trois opérations, Mf(X,B) est une algébre sur IR.
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Démonstration. Le cas af se raméne a celui de f g en considérant Uapplication g constam-
ment égale a a.

Traitons le cas f,g € Mf(X,B).

Soit 0 : X — R x R définie par 6(x) = (f (x), g(x)). Cette application est (B, 3(IR) ® B(IR))-
mesurable. En effet, P o0 = f et P, 0 0 = g sont (B, B(R))-mesurable et on applique 3.4.3.

Remarquons que B(R xR, 7 x Tg) = B(R) ® B(RR) (3.4.6 et remarque suivant 3.4.6). On a
donc (B, B(R x IR))-mesurable.

Soit ¢, : Rx R —> R définie par ¢p(x,v) = x +y et ¢p: RxR— R définie par bp(x,9) =
xy. Ces applications sont (T x Ty, T)-continues (la vérification est élémentaire), elles sont
donc (B(R x R, Tg x Tr), B(R))-mesurable d’aprés 3.2.3. Il s’ensuit, en appliquant 3.1.1, que
f+tg=¢s00et fg=¢,00 sont (B, B(R))-mesurables.

Cas f,g € M(X, B).

Posons D = {f = +oo} U {g = +oo}. Evidement, D € BB.

Ona flp. € Mf(D,BND°) et g|pc € My(D, BND") en vertu de 3.3.2, d'ou, en appliquant
le cas précédent, (f +¢)lpe = flpe + glpe € Mf(D, BN D)

Ona fly, glp € M(D,BND) d’aprés 3.3.2. Pour touta€Rona:

((F +9)lp) (1, +00]) = ((f + 9)lp) " ({+00}) = ({f = +oo})U{g = +oo}ND € BND
D’ont
(f +9)lp € M(D,BND).

En appliquant 3.3.3, on obtient que f + g € M(X, B)

Le lecteur traitera le cas f g a titre d’exercice.

Corollaire 1.6. Soit f une application numérique sur (X, B) espace mesurable alors :
1. f e M(X,B) si et seulement si f*, f~ € M(X,B).
2. Si f e M(X,B)alors |fle M(X,B), (avec|f|(x)=|f(x)])

Démonstration. Si f € M(X,B)alors f*, f~ € M(X,B)d’apres 1.3. Ainsi,si f*, f~ € M(X, B)
alors f = f*—f-e M(X,B) etsi f e M(X,B)alors |[f|=f"+ f~ e M(X,B).
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Remarque. Si|f| € M(X,B) on n’a pas nécessairement que f € M(X,B). En effet, soit A ¢
B fixée. Posons f := 14 —14c alors f ¢ M(X,B), par contre |[f| =14 —1ac| =14+ 1pc=1¢€

1.6 Fonctions étagées mesurables

Nous allons introduire, dans ce paragraphe, un sous-ensemble trés important de

M(E,T,R).

Deéfinition 1.6.1. Une fonction f : E — IR est dite étagée si elle ne prend qu’un nombre fini

de valeurs. Autrement dit, f(E) est une partie finie de R.

Toute fonction indicatrice d'un ensemble est étagée; plus généralement, toute combi-
naison linéaire (finie) de fonctions indicatrices de sous ensembles est étagée. Nous allons
voir qu’en fait les fonctions étagées sont exactement les combinaisons linéaires de fonc-
tions indicatrices d’ensembles mesurables. En effet, toute fonction étagée possede une
représentation canonique : si l'on écrit f(E) = {ay,...,a,}, avec a4,...,a, distincts, alors on

a
n

f=) alg= ) aljy

k=1 acf(E)

avec

Ep ={f =a} = ({ax)).

Il est a noter que la représentation canonique est unique, par revenche une fonction
étagée peut avoir plusieur représentations comme combinaison linéaire de fonctions in-
dicatrices d’ensembles. Les résultats qui suivent donne une caractérisation des fonctions

étagées mesurables.

Proposition 1.6.1. Soit (E, T) un espace mesurable, f =) ;_, ay1,, une fonction étagée. Si

Aq,...,A, €T alors f est T —mesurable.

Proposition 1.6.2. Soit une fonction f : E — R. Si f = Y;" ay14, est la la représen-
tation canonique de f alors f est mesurable si et seulement si Ay est mesurable pour tout

kefl,---,m).
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Théoréme 1.6.1. Soit f : E — R, = [0, +oc0] une application mesurable positive. Alors il existe
une suite croissante d’applications @, : E — IR, étagées positives dont la limite est f. De plus,

si f est bornée, la convergence est uniforme.

Notons que, dans la derniéere partie, f est supposée bornée : il existe M € IR} tel que

0 < f(x) < M pour tout x € E, et pas seulement a valeurs finies.

Corollaire 1.7. Pour toute application mestarable f : E — R ou C, il existe une suite de
fonctions etagées @,, : E — R on C telle que lim,,_,, ., ¢,,(x) = f(x), pour tout x € E. De plus,

si f est bornee, la convergence est uniforme.

En effet, il suffit d’appliquer le théoreme a f* et a f~ si f est a valeurs réelles, puis a
Re f et Im f lorsque f est a valeurs complexes.
Preuve du Théoreme 1.6.1. Pour n > 1, on partage I'intervalle [0, 7] en n2" intervalles de

longueur 1/2", et I'on pose :

c o {F<f<Bt si o<k<n2n-1,
nk —
f =n}

n si k=n2"

——

Comme f est mesurable les parties E, ;, 0 < k < n2", sont mesurables et forment une

partition de E. On definit :

n2"

Z on En K’
c’est-A-dire que :
k .
Pu(x) = o Six€E 0< k <n2"
Ainsi, chaque fonction ¢, est étagée positive. De plus, par construction,ona 0 < ¢, < f.

Montrons que @, < ¢,,1, pour tout n € IN.

En effet, soit x € E alors

a) Soit x € E, \ = {ZL” < } avec 0 <k <n2"-1,etona @,(x)= %; mais
k k+1 2k 2k+2
on <f®) o on+l < flx) on+l

Ainsi,
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- 2k 2k+1 2k _ k

Sl on+l < f(x) < zni—l ,ona (Pn+1(x) = 2n+1 = o1 = (Pn(x)-
+ 2k+1 2k+2 2k+1 k

Sl 2111—1 < f(x) < 21111 ,ona (Pn+1( ) - 21111 > on = (Pn(x)'

b) Soit x € E; ,on = {f > n}, et on a ¢, (x) =n, et alors :

Sin< f(x)<n+1,il existe [, avec n2"! <1< (n+1)2"*1 -1, tel que 2n+1 < f(x) <
yeir, de sorte que @,,,1(x) = 57 > 1= @y(x)

Sif(x)>n+1,alors @, 1(x)=n+1>n=q¢,(x)

Montrons maintenant que ¢, (x) converge vers f(x). Soit x € E on a
a) Si f(x) < +oo, il existe ng > 1 tel que f(x) < ny; alors, pour n > ng, on a 0 < f(x) -
Qn(x) < %, et on a bien lim,,_,,, @,(x) = f(x)
b) Si f(x) = +o0, alors f(x) > n pour tout n > 1; donc, pour tout n > 1 @, (x) = n, et
lim,, o @u(x) = +00 = £ ()
Pour terminer, il ne reste plus qu’a voir qu’il y a convergence uniforme lorsque f est

bornée. Mais si 0 < f(x) < M pour tout x € S, alors, pour tout € > 0, si I'on choisit un

entier ny > M tel que 2,,0 S E,0na, pour nzng:

1 1

0<fx)=@n(x) < 5

o %SS.

ce qui acheve la démonstration du théoreme.



Chapitre 2

Mesures positives

2.1 Mesures positives

Dans cette section, (E, B) est un espace mesurable.

2.1.1 Géneéralités

Définition 2.1.1. Une suite (A,),>1 de parties de E est dite disjointe si pour tout i # j on a

AiﬁA]' :(Z).

Définition 2.1.2. Une application p: B — R est dite une mesure positive sur E si elle vérifie
les deux conditions suivantes :
1. (@) =0

2. pour toute suite (A,),>1 d’élément de B, deux a deux disjointe, on a :

U

n>1

:Zy(An) (0-additivité).

n>1

H

Le triplet (E, B, u) est appelé espace mesuré. Si A € B le nombre positif y(A) est la

mesure de A.

Exemples :
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1. Soit E un ensemble non vide, A C X tel que A = 0 et A = E. Soit la tribu B =

{0,A, A%, E} et soit a,p € R'.On pose :

p@ =0 , uA=a , wA)=p et uX)=a+p.

Alors p est une mesure positive sue B.
2. Soit l'application y; définie sur P(E) par :

|A|  si A estfini
YACP(E), pald)=

+o0o si A estinfini.

Mg est une mesure positive sur P(E). On 'appelle mesure de dénombrement ou

mesure de comptage sur E.

3. Soit E un ensemble infini muni de la tribu 7 :={A C E : A ou A€ est au plus dénombrable }.

Soit I'application y définie sur 7 par :

0 si A estau plus dénombrable
VYAeT, ulA)=

1 sinon.
u est une mesure positive sur 7.

4. Soit a € E et soit I'application o, définie sur P(E) par :

1 siacA
VAeP(X), 064A)=xala)=
0 siagA

0, est une mesure positive sur P(X) appelée mesure de Dirac sur X. On appelle

aussi masse de Dirac au point a.

5. Soit (E, B) un espace mesurable, (x;)xen une suite d’élément de E et (1) une

suite de nombres réels. On définit

V:B—>ﬁ+
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avec

v(A):= Z my pour tout A € B.

X €A

Alors v est une mesure positive sur E.

Propriétés : Soit (E, B) un espace mesurable. y une mesure positive sur E. Alors on a les

propriétés suivantes :

1. pest additives, c’est-a-dire
YA,BeB, ANB=0= u(ANB) = pu(A)+ u(B).
2. u est monotone, c’est-a-dire
VYA,Be B, ACB= u(A) < u(B).

3. VA,Be B, (ACBet u(A) < +c0) = u(B\A) = u(B) — u(A).
4. p est finie si et seulement si elle est bornée.

En effet si p est finie (c’est-a-dire a valeurs dans IR") alors
0<u(A)<u(X)<+oo VAEeB.

Donc p est bornée. La réciproque est immédiate.

Proposition 2.1.1. Soit y une mesure positive sur B. Alors pour toute suite (A,,),>1 d’éléments

deBona:
y(UAn) < Zy(An) (0-sous-addivité)

n>1 n>1
n—-1
Preuve. On pose: B = Ay et B, = An\UAk Vn>2.
k=1

On a construit ainsi une suite (B,,),>1 d'éléments de B deux a deux disjoint telle que

Vn>1, B,CA, et UAn:UBn

n>1 n>1
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Par suite on a :

U

n>1

#

- y[U Bn] =) u(B)<) plAy)

n>1 n>1 n>1

puisque y est monotone.
Remarques :

a) Pour toute suite finie (A,);<,<p d’éléments de Bon a :

p P
U UA” SZ#(AH) (sous —additivite).
nx1 n=1

b) Si B est finie alors p est o-additive si et seulement si elle est additive.

c) Si u(X) =1, on dira que p est une mesure de probabilité et que (X, B, u) est un

espace probabiliseé.

P ; . . =+
Proposition 2.1.2. Si y et v sont deux mesures positives sur Betsia,p € R alors ap+ pv est
une mesure positive sur B. En particulier 'ensemble des mesures positives sue B est un cone

convexe.

Preuve. Immédiate

2.1.2 Continuité d’une mesure positive

Le théoréme suivant est trés utile dans la théorie de la mesure.

Théoreme 2.1.1. Soit u est une mesure positive sur 3. on a les deux propriétés suivantes.

i) Pour toute suite croissante (A,),>1 d’éléments de Bona :

U

n>1

= lim u(A,)=supu(A,) (continuitéinferieure de p).

n—+0o0 n>0

I

ii) Si(Ay),>1 est une suite décroissante d’éléments de B et s’il existe N > 1 tel que pu(Ay) <

+oo alorsona:

N

n>1

= lim u(A,)=infu(A,) (continuite superieure de p).

n—s+oco n>0

I
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Preuve. i) Onpose: By =AyetB,=A,\A,.1 VYn>2.

On construit ainsi une suite disjointe (B,,),>1 d’éléments de B telle que :

n

UAH = UBn et A, = UBk V> 1.
n>1 n>1 k=1

Par suiteon a :

U

n>1

#

- u[UBn] =) KBy

nx1 nx1
n
=, Jim,, ) kB

= lim u(A,)

n—+oo

ii) On se rameéne d une suite croissante en posant :
Cn = AN\An VTl > 1.

On applique donc i) a la suite (C,);>1-
Remarque :

La condition pu(Ay) < +oo pour un certain N > 1 est indispensable dans ii), comme le

montre 'exemple suivant :
Exemple :

Soit I’espace mesuré (IN, P(IN), yy) et A, ={meIN / m>n} VnelN.Lasuite (A,),>; est
décroissante et on a y;(A,) = +oco pour tout n € IN.

D’autre part nous avons

N

n>1

n—>+00

Hd

Nous donnons maintenant un exemple d’application du théoreme 2.1.1
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Théoreme 2.1.2. Soit (E, B) un espace mesurable et soit yu I'application
p:B— R"U{+oo}

Pour que p soit une mesure positive il faut et il suffit que :

1. Si A, B sont deux éléments deux a deux disjoints de 3 alors
#(AUB) = u(A) + u(B)

2. Si (A,)>0 est une suite croissante d’éléments de B alors

U

n>0

=sup p(A,)

n>0

I

Corollaire 2.1. Soit A une algébre sur E et soient y et v deux mesures positives bornées sur

o(A). Si p et v coincident sur A alors elles coincident sur o (A).

Preuve. On pose: M ={A € 6(A)/u(A) = v(A)} Grdce au théoréme 2.1.1 on vérifie facilement
que M est une classe monotone contenant A. On conclut alors par le premier théoréme des

classes monotones.

2.1.3 Mesures o-finies

Définition 2.1.3. Soit (E, B) un espace mesurable, une mesure positive y sur E est dite o-finie

s’il existe une suite (A,),>1 d’éléments de B telle que :

E= UAn et u(A,)<+oo VYn>1.
n>1
L'espace mesuré (E, B, ) sera dit fini ou o-fini si y est finie ou o-finie.
L’importance de ces notions vient du fait que les mesures bornées jouissent de propriétés
spéciales qui les rendent faciles a manier et que I’étude des mesures o-finie peut souvent se

ramener d celle des mesures bornées.

Exemples :



2.1 Mesures positives 27

1. Toute mesure finie est o-finie.

2. La mesure de dénombrement y; est o-finie sur IN puisque

IN = U{n} et py({n}) <+co VmelN.
nelN

3. La mesure de dénombrement y; n’est pas o-finie sur IR.
Remarque :

Sila tribu B est finie alors y est o-finie si et seulement si elle est finie.

Proposition 2.1.3. Si p est une mesure positive sur 3 alors les quatre conditions suivantes
sont équivalentes.

i) pest o-finie sur B

ii) il existe une suite croissante (A,),>1 d'éléments de B telle que :

X:UAn et (A, <+oo Vn>1;

n>1

iii) il existe une suite (A,),>1 d’éléments deux a deux disjoint de B telle que :

X:UAn et u(A,)<+oo Vn>1;

n>1

iv) il existe une partition B-mesurable (A,),c; de X (I € X) telle que :

UA,) <+c0 Vnel

Preuve. i) = ii): Si p est o-finie, il existe une suite (Ay), geq1 d’éléments de B telle que
X = UA” et u(A,) < +oco pour tout n > 1.
n>1

En posant B, =| | Ay pour tout n> 1, la suite (B,,),» vérifie ii).

n

k=1
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ii) = iii): Si la condition ii) est vérifiée on pose :
Bl = Al et bn = An/An—l Yn>2.

Alors (B,,),>1 est une suite disjointe d’éléments de B qui vérifie iii).
iii) =>iv):Soit [ ={n>1 : A, #0}. Alors (A,),e; est une partition B-mesurable de X qui
vérifie iv)

iv) = 1):immédiate.

2.2 Complétion des mesures positives :

Définition 2.2.1. Soit (E, 7, u) un espace mesuré, A C E. On dit que A est y-négligeable ou
de mesure nulle s’il existe B€ T tel que AC Bet u(B) =0

Remarque :
1. Si A est u-négligeable, on a pas nécessairement que A€ 7.
2. Si (A;)u>0 est une suite d’ensemble p-négligeable alors UA” est aussi

n>0

pu-négligeable.

Définition 2.2.2. Soit (E, 7, ) un espace mesuré, on dit que T est une tribu compléte par

rapport a la mesure p, (p-compléte), si toute partie y-négligeable appartient a T .

Remarque :

1. SiT est u-complete, alors elle contient tous les ensembles de la forme AUN et

AAN, ou A €T et N est p-négligeable.
2. Toute mesure positive définie sur P(E) est complete.

3. Sil'ensemble vide est le seul ensemble p-négligeable de 7, alors u est complete.

Théoreme 2.2.1. Soit (E, 7T, u) un espace mesuré.

Posons :

T7"={XCcE : 3dABeT avec ACXCB et u(B\A)=0}
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Alors T* est une tribu sur E.

En effet,

1. Soit X € T* alors AA,b e T tel que A C X C B. Donc, par passage au complémentaire,
B c X C A"
Et comme
WANBY) = p(B\A) = 0

On ait
XceT™

2. Soit (X,,),>0 une suite d’élément de T ainsi, il existe (A,),(B,,) deux suites d’élément
de T tel que
A,CcX,CB, et uB,\A,)=0

Par suite :
UA” C UX” C U B,
n n n
Et comme
ﬂ(U B,\ UAn] = y[U Bn\An) =0
n n n
On en déduit que
UX” eT”.
n
Par conséquent, T est une tribu sur E
Remarque:Ona7 Cc7T*
Proposition 2.2.1. Soit la famille

—

T={AUN : AeT et N estu—negligeable}

Alors :
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En effet, soit X € T montrons que X € T*. On a : X s’écrit sous la forme AUN , AeT et
N est p-négligeable, donc AB € T tel que N C B* et u(B*) =0 On a alors :

ACX=AUNCAUB

Et comme

HAUB\A) = u(B) = 0

On déduit que X € T inversement, Si X € T, il existe A,B € T tel que A C X C B Ainsi,
X =XU(X\A) et comme p(X\A) < u(B\A) = 0 On déduit que X € T

On va maintenant définir sur 7~ une mesure positive compléte qui prolonge u. Pour ce
fait, on pose

W (X) = pu(A) (*)

Pour tout X € 7" et A € 7 est choisi de sort que il existe B e 7 qui vérifier
ACXCB et u(B\A).

Théoreme 2.2.2. Lapplication p* : T —>TR définie par (+) est une mesure positive compleéte

qui prolonge p.

Montrons tout d’abord que y* est bien définie, autrement dit p* ne dépend pas du
choix de A.
Soit X € 7%, supposons qu’il existe Ay, A;, By, B, € T tel que

Al CXCB] y AzCXCBz et F(BI\AI):I’{(BZ\AZ):O
Montrons que p(A;) = pu(A,), en effet, on a
Al C X = A2 U X\A2 C A2 U Bz\Az.

Ainsi,

H(A7) < p(Az) + u(Ba\A»)
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Et comme u(B,\A;) =0, on déduit que, pu(A;) < p(A,). U'inégalité inverse est obtenue de
la méme maniere. Donc p(A;) = u(A,) et u est bien définie.

Montrons maintenant que y* est une mesure positive :
1. Ona ' (0)=pu@ =0

2. Soit (X},),>0 une suite deux a deux disjointe de 7, alors il existe une famille d’élé-

ment de 7 (A,),>0 tel que

De plusles A,, n > 0, soit deux a deux disjoint car sinon (X,,),>o ne l'est plus. Ainsi,

UXn UAn = Z}’l(An) = Z,”*(Xn)

n>0 n>0 n>0 n>0

pw =W

u* est complete En effet, soit X € 7" avec p*(X) = 0.
Montrons que YA C X alors Ae T".

On a
0CcAcCX et u(X\0)=p(X)=0

Donc

ACT®
Remarque : (77, u*) est le plus petit prolongent complet de (7, p)

Définition 2.2.3. Soit (E, T, u) un espace mesuré, la tribu T~ introduite ci-dessus est appelée

la tribu complétée de T pour la mesure p.
Le resultat suivant donne une caractérisation importante des fonction T*-mesurable.
Proposition 2.2.2. Soit (E, 7T, u) un espace mesuré. f € M(E, T*,ﬁ+) si et seulement s’il existe

deux applications f et f, de M(E, T,R") telles que :

h<f<fi et fi(x)=falx) y'-presque partout.
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La condition est suffisante, car alors, si a € IR,

[o<alclf <alc[fi<a]
[fi<aleB i=1,2 et p(lfi<al\[fa<a])=0.

Elle est nécessaire. En effet, la propriété est vraie pour les fonctions étagées me-
surables. Il suffit donc de montrer qu’elle est conservée par passage a la limite

croissante :

Soit (f,,) une suite croissante de fonctions ayant la propriété, c’est-a-dire : il existe

2 suites (g,) et (a;,) telles que
G<fo<gut+ta, a,=0 pp(p) a,9, € M(E,B,R").
Alors
supg, <sup f, <sup(g,+a,) <supg,+supa,
n n n n n
d’ou le résultat puisque sup,, g, et sup, a, € M(E, 5, R') et sup,a, =0 pu—p.p.

Remarque : Si f est partout finie, on ne peut pas nécessairement trouver f, partout

finie.La proposition ne se généralise donc pasa f € M(E,7,R)

Corollaire 2.2. Pour que A € T, il faut et il suffit qu’il existe A1, A, € T tels que Ay CACA,
et ]/l*(Az\Al) =0.

Corollaire 2.3. Si f € M(E,7,R) et si g: E — Rest telle que g(x) = f(x) p-presque partout,
alors g € M(E, T, R)

En effet, si A=[f=g],ona g=g-xa+g Xac, par suite g = g-xa+ f - Xac Soit B un
ensemble de 7 tel que A C Bet u(B) =0, et h la fonction (+o0)- x4;0ona0<g* Iy <het
0<g In<hdoncg"- xuetg -xusontdans M(E, Bf‘,ﬁ+) d’apres la proposition. Donc
g-xa € M(E, T,R), d’ou le résultat.
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2.3 Prolongement d’une mesure définie sur une algebre

Dans toute cette section .4 désigne une algebre sur un ensemble non vide E.

2.3.1 Mesure positive sur une algebre

Définition 2.3.1. Une application p: A — R est une mesure positive sur 'algeébre A si elle
vérifie les deux conditions suivantes :
i) u@ =0

ii) pour toute suite d’éléments deux a deux disjoints (A,),>1 de A telle que UA” €A,

n>1

U

n>1

= Z'M(A”) (0 —addistivite).

n>1

I

p est dite o-finie sur A s’il existe une suite (A,),>1 d’éléments de A telle que :

X:UAn et u(A,) <+oo Vn>1.

n>1
Remarques :

1. La proposition 2.1.3 reste vraie pour toute mesure positive y définie sur l’algebre
A.

2. Une mesure positive y définie sur l'algebre A est additive, monotone et sous-
additive.

Elle est aussi o-sous-additive sur A, c’est-a-dira pour toute suite (A,),>; d’élé-

UAn < anl ,M(An)-

n>1

ments de A, telle que UA” eAona pu

n>1

Exemple :
Soit I’algebre A = {A C R/A fini ou A® fini} et soit p: A —> R définie par :
0 siAfini

H(A) = YA e A.
1 si A fini
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Alors p est une mesure positive sur I’algebre A.

2.3.2 Prolongement d’'une mesure

Le théoreme suivant, dit théoréme de prolongement de Hahn-Caratheodory, se révele

d’une importance capitale dans la construction de la mesure de Lebesgue sur R.

Théoréeme 2.3.1. Toute mesure positive y sur l'algébre A peut étre prolongée en une mesure
positive sur la tribu o(.A). Si de plus y est o-finie sur A, ce prolongement est unique et il est

également o-fini.

Preuve. On se contente de montrer I'unicité du prolongement, lorsque y est o-finie sur A.
y étant o-finie sur A, il est clair que toute mesure positive prolongeant y da o(.A) est o-finie.
Soient py et p, deux mesures positives prolongeant p a o(A).

Pour établir I'égalité de uy et p, on distingue les deux cas suivants :
Premier cas : y est finie.

H1 et py sont alors finies et elles coincident sue A. Donc elles coincident sur o(.A) d’apreés le

corollaire 2.1

Deuxieme cas : y est o-finie sur A

Soit (B,),>1 une suite croissante d’éléments de A telle que :

X:UBn et u(B,)<+co vVn>1.

n>1

Pour tout n> 1, on définit sur o(A) les deux mesures positives Y et u’ par :
WiA) =i (ANB,) et Wi(A)=pa(ANB,) YAeo(A)
Comme la suite (AN B,,)),>1 croit vers A, le théoréeme 2.1.1 entraine alors que

m(A)= lim pi(A) p(A)= lim 4(A) YAcA

n—-+oo n—-+o0o
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D’autre part ' et y% coincident sur A et elle sont finies, donc elles coincident sur o(.A) d’'apreés

le premier cas. Par suite on a :

pr= lim pi= lim py=p,

n—+oo n—+o00

Remarque : Lhypothése "u est o-finie" est nécessaire pour avoir 1'unicité du

prolongement comme on peut le voir sur I'exemple suivant :

Exemple : Soit la mesure positive y définie sur l’algebre de Borel Ay par :

0 siA=0
VAe Ag, uA)=

+o0 si A=0.

Il est clair que la mesure y n'est pas o-finie sur AR et que les deux mesures positives

distinctes y; et p,, définies ci-dessous, prolongent y a la tribu By = 0(Ag) :

|A|  si Aest fini
VAeBR, pi(A)=pa(A)=

+oo si Aestinfini

0 siA=0
YA € B]R, l’l2(A) =
+o0 si A=0.
Le théoréme de Hahn -Caratheodory est souvent utilisé sous la forme suivante :

Corollaire 2.4. Soient p et p, deux mesures positives sur o(A). Si py et p, coincident sur A

et si elles sont o-finies sur A alors elles coincident sur o (A).

Preuve. Soit y la restriction de py et p, a A. Alors p est o-finie sur

Aet yy et uy prolongent y a o(.A). Elles sont donc égales, d’aprés le théoréme 2.3.1.

2.3.3 Théoreme de Caratheodory

Proposition 2.3.1. Soit E un ensemble, A une algébre sur E. Soient uy et p, deux mesures

sur o(A) tels que ,u|a = | - On suppose que py et pp sont o-finie. Alors p =y’ sur o(A).
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Démonstration

Premier cas : u est finie.

Soit M={Aeao(a) : u(A)=p'(A)}.
On va voir que M est une classe monotone contenant l'algebre a, donc elle contient
o(a) d’apres le théoreme des classes monotones.

M est une classe monotone :

i) Soit (A,,),>0 une suite croissante (A,, CA, ;1 VneIN)d’éléments de M.

ii) Soit (B,,) suite décroissante (B, ,; C B, VneIN)d’éléments de M.

Deuxieme cas: X = UD” avec u(D,) <+co, D, Ca, D,C
n
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Soit Vn(A) = l"(A ND,) , }'l;l(A) = l/l/(A ND,)
On veut montrer que p(A) = p’(A)

u(A) = y[A n U Dn] =limu(AND,) = lim /(AN D,) = 4'(A)

2.4 Mesure extéerieure

Définition 2.4.1. Soit
—+

v:P(E)— R
A v(A)
On dit que v est une mesure extérieure sur E si et seulement si :
i) v(0)=0.
ii) YVA,Be P(X), si ACBalorsv(A)<v(B).

iii) Y(A,) suite d’éléments de P(E), on a v [UA"] <), v(A,).
n

Proposition 2.4.1. Soit E un ensemble non vide, v une mesure extérieure sur E.
Alors
7,={ACE ,/ V¥BCX ,v(B)=v(BNA)+v(BNA°)}

est une tribu sur E.

Les éléments de T, sont dits v-mesurables. De plus p:= v|y, est une mesure positive sur E.

Démonstration :

i)0e7,: VBCX v(BNO)+v(BNO°)=v(D)+v(B)=v(B)
ii) Soit A €7, on a bien A €7,,.
iii) Soit (A,), une suite d’éléments de 7,, montrons que UA” eT,.

n

Regardons d’abord que :

Si Cy et C, deux éléments de 7, alors C; N C, € 7,,.

V(B N Cl N Cz) + V(B N (Cl N Cz)c) = V(B)?



2.4 Mesure extérieure

38

v(B)=v(BNCy)+v(BNCY)
=v(BNC;NCy)+v(BNC;NC5)+v(BNCINCy)+v(BNC{NCY)

> v(BNC; NCy)+v(BN(CyNCy))

On a en fait ’égalité car BC (BN (C;NCy))U (BN (Cy NCy)°)
On a dong, si Dy et D, dans 7,, D;UD, €7, (d’apres ii))

Montrons maintenant que UA” €T,
n

UAn:U An\GAk :UA;Z les A, €T,
k=0 n
T,

Les A;( sont deux a deux disjoints.

Soit BCx , v(B)=v(BNA)+v(BNA®)?

Il suffit de montrer que

v(b) = v(BNA)+v(BnNA).

n n ¢ n n ¢
v(B)Zv[BmUA;( +V[Bﬂ LA ZV(UBOA;( +V[Bﬂ A
k=0 k=0 k=0 k=0
Montrons que si
CetC" €7,
cnC’” =0

AlorsVBC X , v(BNCUBNC)=v(BNC)+v(BNC’)?

v(BNCUBNC')=v(BN(CUC)

v(BN(CUC) NC)+v(BN(CUC)NCY)

=v(BNC)+v(BNC’) (car CNC' =0, C'CC
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Ainsi (*) implique :

n c
Ak

k=0

v(B) > ZV(B ﬁA;() + V[B N
k=0

> Y V(BNAY)+V(BNAS) ()
k=

0
BNA)+v(BNAS)

\Y

v(

D’ou 7, est une tribu sur X.
Vérifions que u = v./7, est une mesure sue 7,,.

Dans (#+), on prend B=A = UA” avec les A, deux a deux disjoints.
n

L'inégalité inverse est immédiate (car v mesure extérieure).
Ainsi v (UA”) =) ,v(A,)siles A, deux a deux disjoints et A, € 7,,.
n
Enoncons enfin :
Théoreme 2.4.1. (de Caratheodory)

Soit E un ensemble, A une algébre sur E. Soit y une mesure sur A. Alors, on peut prolonger p

en une mesure ji sur o(A). Plus précisément, soit ji: P(E) — R’ telle que :

= inf{Zy(An) t AC UA” , les A, € Adeux a deux disjoints}
n

n>0

Alors
(a) i=psur A
(b) ji est une mesure extérieure sur E

(c) o(A)CT;
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(d) ﬂia(A) est une mesure sur (E,o(.A)) prolongeant p.

Démonstration :

(a) SoitAe A
D’abord par définition de fi(A), on a, ji(A) < u(A) (ACA, Ay=A, A, =0)

A(A) > u(A) (car pumesure sur A, pu(A) < Zﬂ(An) siAC UA”)

(b) i) i@ = p(@)=0 (car e A)
ii) Soit A,Be€ P(X), A C B, montrons que ji(A) < ji(B)

S = {Zﬂ(An) : BQUAn, avec les AneA}
S':{Zy(An) : AgUAn, avec lesAneA}
n n

S C€ S’ doncinfS’ <infS.

iii) Soit (E,),, d’éléments de P(X), montrons que :
ﬁ(UEn) <) A(E)
n n

Cette inégalité est évidemment vérifiée si dn, ji(E,) = +oo

On se place alors dans le cas ou fi(E,) <+oco ,Vn.

ﬂ(En):inf{Zy(Akyn) i Enc| A lesAk,neA}
k

k>0

Soit € > 0, pour chaque n fixé, (A ,)r d’éléments de A telle que E,, C UAk,n
k

B €
et Zﬂ(Ak,n) = :M(EH) + on+l
k
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Ona UBn C UA,W A €A
n nk

Donc

Donc

(c) Il suffit de montrer que AC7;  car 7; tribu

SoitAeA,estcequeAe?};?
T,={ACX : VYBcX , f(B)=(BNA)+f(BNAY)

ji(B) > fi(BNA) + ji(BNA°)?

On peut se placer dans le cas : fi(B) < +o0
SiBC UA" avecles A, € A
n
BNAC UAn NA  (A,NAcA)
n

BNA‘C UAnmAC (A, NA € A)
n

Donc

ABNA)< Y p(A,NA)et (BOAT)S ) p(A,NAY)
Par suite
ABNA)+F(BNA)S Y u(A,NA)+ ) p(A,NA)

MBOA)+p(BNAS <) p(A,)
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Ou la derniére inégalité découle du fait que

HA,) = p(A, NA)+ (A, NAS)
~—— ~——
€A eA

Ainsi
u(BNA)+u(BNA°) < u(B) (En passant a I’inf )

(d) Vient de la propriété précédente. D’ou le théoreme de Caratheodory.
Remarque : Si p est o-finie sur A alors ji est unique.

Théoreme 2.4.2. (Mesure de Borel-lebesgue sur R)

Il existe une unique mesure sur (IR, Bg), notée A, et appelée mesure de Borel-Lebesgue telle que :
A(a,bl)=b-a , VabeRaveca<b
Une telle mesure est invariante par translation, ie :

VBeB(R) , YaeR , Aa+B)=A(B)



Chapitre 3

Intégration par rapport a une mesure

positive

Dans tout ce qui suit (E, 7, u) est un espace mesuré.

3.1 Intégrations des fonctions étagées mesurables positives

Soit ¢ : E — R, une fonction étagée mesurable positive.

n
= ZaiXAi (3.1)
i=1
sa representation canonique : ¢(E) = {ay,ay,--,a,}, ou les a; sont deux a deux distincts et

A; = o7 1({a;})) = {@ = a;}, et alors les A;, 1 <i < n, forme une partition de E.
Définition 3.1.1. L'intégrale de ¢ sur E par rapport a la mesure positive u est définie par :

n

L(Pdﬂ =) an(an (3.2)

=1

Autrement dit,

L(Pdﬂ = iam({(f) = aj}). (3.3)

=1

On dit que @ est y-intégrable sur E si fE @dy est finie.
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Remarque.
1. Dans la définition de 'intégrale de ¢, on fera la convention 0-oco = 0.
2. Onadonc:
0< f pdp < +oo
E
et U'intégrale peut étre infinie : fE @dp = +oo si et seulement si il existe (au moins) un
indice k tel que m(Ay) = +oo, avec ay # 0

3. Si @ est constante, égale a a, avec a € Ry, alors f = alg, et :

[t
E

En particulier, avec la convention 0 x co = 0, la fonction nulle a une intégrale égale a 0.
Par contre, sia> 0, on a fE adp < +oo si et seulement si p(E) < +oo.
Exemple 3.1.

(a) Si f =1, est une fonction indicatrice, mesurable : A € T, sa représentation canonique
est :

f:1X1A+OX1Ac

donc :

dem:lxm(A)+Oxm(AC)
E

or 0 xm(A°) =0, que m(A°) soit finie ou infinie. Donc :
J‘ 1dm=m(A)
E

(b) Dans 'espace mesuré (Q, P(Q),d,) out a € Q) fixé, et O, est la mesure de Dirac de masse

1 concentrée au point a définie pour tout A C Q, par :

1 siaeA
04(A) := xala) :=
0 siagA
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c’est une mesure. Soit ¢ : ) — R, une fonction étagée alors

j pdé, = pla) (3.4)
Q

n
En effet,ona ¢ = ijx{(P:bi} (b1,by,---b,, deux a deux distincts) et comme @(a) €
j=1
{b1,by, -+, by} alors Alj € {1, .-+, n} tel que ¢(a) = b; et donc o,({¢p = b;}) = 1.

Ainsi

[ oan= vouto=v=t.0 =)
i=1

] v

Notons £7(7) ’ensemble de toutes les fonctions a valeurs dans IR, et qui sont étagées

7T -mesurable. C’est un cone positif : Vo, p e EF(F)etVee R,
Lop+ipel™(F)
2. cpelt(F)
3. ppel™(F)

Proposition 3.1.1. Pour toutes @, € E¥(F) et tout ce R, on a:
1. f ((P+¢)d#=f <Pd/u+f pdp
@) @) o)

2 | (epptn=c [ pan

3. Siop<ypsurQ (ie: p(x)<P(x) VYxeQ), alors

s o

Démonstration. 1. Soient @, € E(F), écrivons les sous-formes canonique :

n

Q= ZaiXAi ou A;={p=a;}

i=1
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%U:ijXBj ou Bj={p=0j}
)

]

les ay,--,a, sont deux a deux distincts

by,---,b,, sont deux a deux distincts

m
{Ay,---,A,} et {By,---,B,,} sont deux partitions de (A; = UAi N B;)
j=1

Alors

Q= Z a; X A;nB (forme simple)

Y= Z ijA,ﬂBj (Ecriture simple)

1<i<n,1<j<m

P+ = Z (@i +bj)xanp, AiNB;=0

et comme{A;NB;j:1<i<nl1<j<m , A;NB;=0}estunepartitionde() Ona,

JQ((P*"P)dV: Z (a; +bj)u(A; N B;)

1<i<n,1<j<m

= ) (a+b)uAinB))

= ) (@mAnB)+ ) (b)uANB)

m n

:iaiiy(AimBjHijZﬂ(AiﬂBj)
i=1  j=1 =1 =l

=) an(A)+

i=1

ZJ;)(PdﬂJFJQ'PdP‘

bju(B;)

™

2. Evidente

n m
3. 9= ;aim:ai} et = ;bmlp:ln—}
1= 1=
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(Sous formes canonique A; = {¢ = a;} et Bj = {¢ = b;})
Alors
n m
P = ZZ“iXAimBj et = ZZbJXA NB; (3.5)

i=1 j=1 j=1i=
(3.1) : représentation disjoints de ¢ et 1.
Vu les remarques. (définition 3.1.1).
SixeQ , Jipjo : x€A,NB;, (Q :UUAiﬂBj)

P(x) =a;, <P(x) = b, (si x€ A;NB; = @(x) = a;

Jngdy:Zi (A;NB;)

i=1 j=1

=

|M§

#(A;NB;) Jll)d]/t

(Vl,] , (/liﬁb]' si AiﬂBji(D)

Corollaire 3.1. Si f{,...,f, €&, etay,...,a, € R,,ona:

[l £t

k=1
En particulier :

dm = Zakm(Ak)

k=1

k=1

quels que soient les ensembles mesurables Ay,...,A, € T et quels que soient les nombres réels

positifs ay,...,a, € R,.

Il est important de noter que cette derniére égalité a lieu, méme si la somme ) ;_; axlgu,

n'est pas la représentation canonique de la fonction étagée positive f =} [_; axly4,. On

n’a donc plus besoin, a partir de maintenant, d’utiliser la représentation canonique pour

écrire I'intégrale de f. En fait, cette représentation canonique nous a juste servi a montrer

que l'expression ) ;_; aym(Ay) ne dépend pas de la représentation de la fonction étagée
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positive f comme combinaison linéaire ) ;_, ayl,,, a coefficients positifs, de fonctions

indicatrices mesurables.

3.2 Intégration des fonctions mesurables positives a va-

leurs dans [0, +oo]

Définition 3.2.1. Soit f : QO — R, = [0, +co] une fonction.

1. On appelle 'intégrale de f sur () par rapport a u, le nombre donné par
J fdy::sup{f pdp  : @el&(F) et(psf} (3.6)
Q Q

2. On dit que f est p-intégrable sur () si et seulement si J fdpu<+oco
QO

Proposition 3.2.1. (i) Si f € E7(F) alors la définition de IQ fdu donné au paragraphe
(1) coincide avec celle donnée par (3.6)
(ii) Si f,g:Q —> [0, +0c0] mesurables telles que f < g alors : IQ ffpu< IQ gdu

(iii) Ve e R,V f : QQ —> [0, +00] mesurable : IQ cfdu= cfodpt

Preuve. (i) et (iii) sont clairs
(ii) conséquence de (3.6)

Notonsé}r:{(pefr(]:) (péf}Cé;CﬁJr (f<g)

fdp:=sup J pdp < supf pdp =j gdp
Q petf JQ pegd JO Q

Théoréeme 3.2.1. (de convergence monotone / ou de Beppo-Levi)

Soit (f,)uso une suite croissante de fonctions F-mesurable d valeurs dans R,. Notons f :=

sup f, = lim f,
”ZO n—+oo
Alors : f est mesurable a valeurs dans [0,+oo] sue () et on a

J i fodu= [ san= | tsupradu=sup [ fidu= tim_ | fdu

n>0 n>0
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En particulier, f est y-intégrable sur () si et seulement si sup,5 IQ fndp < 400

3.2.1
Démonstration. Ona f, < f , VneIN(z)f fndysj fdp , VnelN
0 Q

:>supf fndysj fdu (3.7)
n JQ Q
Reste lautre inégalité, a savoir que
fdy < Supf Judp (3.8)
n=>0

Soient ¢ €]0.1[ fixé, et ¢ € 5;{ (e:pel™(F)et o <f)fixé
A, € IR+

m a]
Ecrivons ¢ = E aixa, ou
i=1 Ay Ay eF

Pour n € IN, notons Q, = {f, > ce}
e O, eF (vrai)
e (Q,),>0 est croissante  (vrai)

. UQ” =Q (avérifier)

n>0
Soit x € Q), on a deux cas :
Cas1: siq@(x xeﬂQ

n>0

Cas 2: si@(x)>0 danscecascp <@(x) < f(x) =sup,sq fulx)
Par définition de la borne sup, Any € N tel que cp(x) < f,,,(x) < f(x) > x € Q,,,
Deplus¥nelN, f,(x) > (fuxa,)(x) = cp(x)xq, YxeQ

fu 2z fukxa, Zcpxa, (3.9)

= Par la propriété de f :

J fndﬂzj anQndVZJ apmﬂy=€f Pxao,dp
Q Q Q Q

ﬁf fnd]lZCZai]/l(Aian) s Vn>0 (310)
Q i=1
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A la limite dans (3.10) sur n :
ﬁ m
supJ fudp= lim J fudp EcZai lim u(A;NQ,)
Q Q . Nn—>+o00

n>0 n—+oo
m
=c) a; (A'):cf d
) _amAi=c | gdy

i=1

R
sup andyZCJQQdy , Veelod[etVpels

n>0 J

i=1

UAian

n>0

m

= CZ“;‘V

i=1

-
= sup fndyzf pdu Vgoeé}”
n>0 JQ Q

-
= sup fndyZSupr(pdy:fody

n>0 JQ n>0
D’oui le (3.8)
Remarques et conséquence :
(@) Sif,=xa, , (fu) croissante = (A,) croissante.

sup _f@ Xa,dp=supu(A,)

n>0 n>0

= f sup)(And,u
Q n>0

Lo

n>0

(U

C’est la propriété de la continuité croissante de p
(b) Soit f: Q) — R, ,F-mesurable.
Par le théoreme d’approximation, 3(¢,,) une suite croissante d’éléments de E}r(}_ )

qui converge simplement sur () vers f.

n>0

héoréme B-
f=supep, BT de%t:suz)J Pndp (3.11)
Q n Q

Notons que J f dune dépend pas de la suite (¢,,). Ceci nous donne une facon de calculer
Q
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f fdp, en prenant par exemple la suite suivante :
Q

n2"-1 k
Pui= ) 2 X g <f <ty T f2n)
k=0

Corollaire 3.2. (i-ii) Ya,feR, , Vf,ge £% (Q,F)
Ona

j (af +pg)dpu= OCJ f dy+/5f gdu (Quasi-linéarité sur £% )
Q (@) @) +

(iii) Si f < g alors
j fdu SJ gdyu (Monotonie)
o) Q
Preuve. (i-ii) Sif,g¢€ £%+(Q,}") , A @u)uso (resp () ,>0) deux suites croissantes dans
EF(F) (croissante)
Par Beppo-Levi :

J (af +Bg)du= J sup(a@, + p,)du
Q Q

n>0

= SUPL (@, +py)du

n>0 JJO——ouo ——
CEH(F)

=sup [af %dwﬁf ebndﬂl
n>0 Q Q
"'”é”easupf qondwﬁf budp
Q Q

n>0

(B-Ldins]lh)aJ‘Qfdﬂ_'_ﬁJ;)gdy (5+(]:)__>£% (Q,F))

(iii) évidente.

5;{(}") C &g (F) lorsque f < g

:J fdﬂzsupf pdp < SUPJ Ebd,“:j gdp
Q (peéf’f Q ey JQ Q
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Corollaire 3.3. Soit (f,),>0 une suite d’éléments de £0 (Q F)

Alors .
JQ(;fn]dﬂ f fudp (v

Application de (3.3)
Remarque. Si f, = xa, ot (A,),so est une suite d’élements de F deux a deux disjoints. On

o

n=0

retrouve =Y ulA (la o-additivité de u).
U Zn O.”( n) )2

Lemme de Fatou :

Lemme 3.2.1. Soit (f,),>o une suite d’éléments de £0 alorson a :

j liminf f,dpu < liminfj fudp
Q " " Ja

Preuve. Pour tout n >, notons g, := infys, fx € £% (Q), F) est croissante.
on a liminf, f, :==sup, g, =1lim, ., g, € £% (Q,F)
EtVn>0 |, ngndyngfkdy Nk>n

:>J‘ g.dp < 1nff frdp

= supj gndﬂ = f sup g, dp
n>0 JQ Q n>0

= J- liminffndy
Q

< igg(mff fkd,u) = 11m1nf(f fnd,u)

Remarque. N.B” <” dans Fatou peut étre <! (Trouver des exemples)
Définition 3.2.2. Soit Ac F, soit f € £%+(Q,]-").
On pose par définition Lfdy = JQf.)(Ad/u € R" qu'on appelle "'intégrale de f sur A”.
Afdy < +00, on dit que f est y-intégrable sur A.

Théoreme-Définition :(Mesures positives a densité)
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Soitf € £% (Q, F), pour tout A€ 7, posons y(A) Pl J fdueR,
* A
Alors :

1. yr est une mesure positive sur (Q, F)

2. Vg€£% (Q,F) - jgdyfzj g.fdu
* Q Q

yr est la mesure a densité f par rapport a

Preuve.

3.3 Intégration des fonctions mesurables a valeurs dans R

ou C

Définition 3.3.1.  (a) Soit f : O — R = [0, +o0] une fonction mesurable.

On dit que f est p-intégrable sur Q) si et seulement si f* et f~ sont u-intégrables sur Q).

Avec f*:=max(f,0)et f~ =max(—f,0) sont dans £% (Q,F)
Onaf=f =f etlfl=f*+f

(b) Soit f : Q) — C une fonction mesurable.

Dans ce cas, on pose :

On dit que f est p-intégrable sur Q) si et seulement si Re(f) et Im(f) sont p-intégrable

sur Q.

Dans ce cas, on pose :

f fdy::J Re(f)dy+if Im(f)dpeC
Q Q Q
Critere d’intégrabilité :

Soit f : (3 — K = (IR ou C) une fonction mesurable.

Alors f est y-intégrable < |f| est py-intégrable sur Q.

Preuve. (a) Soit f :—> R mesurable.
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=) Si f est p-intégrable, alors par (3.3.1) : f* et f~le sont.

Or
Ifl= f"+ f~ = |f| est p-intégrable
. .y _ fr<Ifl
&) Si |f]| est p-intégrable, f*+ f~ =|f| =
f<Ifl

max(J;) frdp, L f‘d/u) < L fldp < +oo

(b) Si f:Q —> C mesurable.

L'équivalence résulte de (3.3.1) et des inégalités suivantes et (a)

Re(f)l <If| et [Im(f)<|fl

Et
[fl < IRe(f)l+Im(f)]

Théoreme 3.3.1. (Linéarité de l'intégrale :)
Soient f,g:Q — R ou C deux fonctions py-intégrables sur Q. Soient , f € K = (R ou C)
Alors af + pg est p-intégrable sur (), et de plus

J(af+/3g)dyz0cf fd/,t+/3’f gdy €K=RouC
Q Q Q
Notation :

SiK=RouC,alors £i<(Q, F, p) est 'ensemble des fonctions y-intégrables sur Q) a valeurs
dans K
£ﬁ<(Q,.7-",,u) estun K-e.v (ici K=R ou C).
Et de plus, I'application
£ﬁ<(Q, F,p) — K

Fro | fan

est linéaire bien définie.
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Preuve. (a) Ona

laf + el < lallf]+1Bllg
L laf +Beldp < L(Iallfl +1Bllghdp = ""'L Fldp+ IﬁIL gl

Par le critére d'intégrabilité, af + pg est p-intégrable sur Q).

(b) Si K =C, on se ramene au cas réel par Re() et Im()
Donc , on peut supposer que K = IR

Dans ce cas : il suffit de montrer

| rron | sans | gan et | @pin@a] fan

Montrons (i) : Notons h = f + g: QQ — R mesurable y-intégrable.
h =h"—h"
Sht+f +g =h +f"+g"
=fr-frgt -8
r r .
=S| W+f+g)dpu=| (fT+¢g" +h7)dy dansR,
JQ JQ

r r r
= | hdu+ | fdu+ g_dy:J f+dy+J g+dy+J h=du
Q JQ JQ Q Q Q

r r r
= | hdu—| hdp= f+dﬂ—f f‘dﬂ+f g*W—J g du
JQ JQ JQ Q Q Q

~
= hdy= fd,u+fgdy
JQ JQ Q

Reste (ii)

Jafdy:af fdu= esia>0 ,(af) =af" (af) =af”
Q Q
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[Laran=[ @nran-{ @pran
_ aJ;)f*dy—aJQf‘dy
_ a(L Frap- | f‘du)
= J;)fdy

esia<0 ,alors (af)f=aft (af) =af”
Alors

| aran=[ @pran-| (@rrap wdansw)
- | arran- | oy
~Ca) | fap-a) |
Mg
=a L fdu

Formule d’interversion :

Démonstration. (Corollaire a B-L)
(Q, F, p) un espace mesuré.

Soit (f,)ps0 une suite de fonctions de Q dans [0, +o0] = R,

Alors - -
I ;fn]w:;ﬁ)ﬁqdﬂ (dans R,)

— Poser g, := Zf]Q — R,
j=0

La suite (g,) est croissante :  SUP,>08 = Yneofn
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Par Beppo-Levi :

fo[;f”]d”:f@‘i‘iﬁg“d” Hup |
- [i fj]dﬂ

n>0

Quasi-linéarité de £2(Q, F, R,

Il

wn

c
o

Q )

R

S
=

Théoréme de linéarité : K=R ou C

Sia,peKetsif,g:(Q — K p-intégrable.
Alors af + g est p-intégrable et en plus

L(afﬂig)du = aLfdwﬁ_ng dp

£ (QF, u={f:Q—K : festF-B(K)-mesurable et y-intégrable sur Q}

Critere d’intégrabilité

= {f:Q—K : festf—B(]K)—mesurableetJ-|f|d;/t<oo}
Q

C’est un K-e.v et de plus:
L’application

Il - £5(Q, F, ) — R,

Folfl ou Iflh ::Lmdy

est une semi-norme sur £ﬁ<(Q,]—", M)
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Sip>1, pour K=RouC.

On introduit

£§<(Q,]-",y) ={f:Q—K : festF—-B(K)-mesurableet|f|F est u-intégrable sur Q}

={f:Q—K : festf—B(K)—mesurableetJ|f|d;4<oo}
Q

On montre que £§<(Q,J-—,y) est un K-e.v

De plus : I'application

1Ml « £5(Q, F, ) — R,

==

Feolly 0w W= | P

: P
est une semi-norme sur £5(Q, F, )
Observation :

Si f:Q — [0,+00] est mesurable, alors :

J fdus f =0 p-presque partout sur Q)
Q

3.4 Ensembles y-négligeables et propriétés vraies y-presque

partout :

Soit (€3, F, u) un espace mesuré

e Soit N C Q. On dit que N est p-négligeable si et seulement si AM € F: N C
Met u(M)=0

o N, = {parties p-négligeables |
e Si NV, C F, ondit que y est complete.

e N, est stable par réunion dénombrable.
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e Soit P(x) (x € Q)) une propriété.
On dit que P est vraie u-presque partout sur Q (u-pp) si et seulement si {x €

Q0 : Non P(x)} est u-négligeable.

Exemple 3.2. f,¢:Q — K =R ou C deux fonctions.
VxeQ |, Px)=f(x)=g(x)
On dit que f = g p-pp si et seulement si {f = g} ={t € Q: f(t) = g(t)} est u-négligeable.
N.B: Si f, g sont mesurables, alors {f # g} C F

Donc
f=guppeul{f=g)=0

Proposition 3.4.1. Soit f : (3 — [0, +c0] mesurable
Alors

1. Va>0 : u({fza) <t fdu (inégalité de Markov +)

2. fQ fdu=0<s f =0u-presque partout.
3. Sifest y-intégrable , alors f <+co  p-pp.
Sif,g€£h(Q,F),ici K=RouC

Observation :

(SiK=RouC,ona £§<(Q,}") est un K-e.v)
Notons f ~ g si et seulement si f = g p-pp

Propriéte :

~ est une relation d’équivalence sur I’ensemble £§<(Q,}") K=R=C

Vfe £](I)<(Q,.7-"), Notons f sa classe modulo ~.

f=lgetQ(QF) g~f)

Notons LI?((Q,}") = £§<(Q,J’f)|~
Cas particulier,sip>1avec K=Rou C

~ est définie sur £HP<(Q,]-', M); ¢careste une relation d’équivalence.
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Notons alors L§< = £§<(Q’ )
L]};( et £§<(Q’f’ﬂ) sont des K-e.v et sont appelés espaces de Lebesgue d’indice p > 1.

On a besoin des propriétés de ~.

Proposition 3.4.2. L'égalité u-pp sur £§<(Q,IK) (sur F(Q,K) en général) on K = R ou C, est
une relation d’équivalence compatible avec les opérations (si elles sont définies) : I'addition,
la multiplication, sup des familles dénombrables et pour inf sur les familles dénombrables de

fonctions.

Preuve. "Pour l'addition "
Soit fi, f»,81,82: Q — Rou C ou R.

A+ fraunsenssurQQ
Supposons que jamais du type +co — 0o 0U — 00+ 00

g1+ 9o a un sens sur ()

= ¢y sur N
fi~giet f,~g AN|,N, € Nﬂ tels que =8 !

fo =g sur Nj
Poser N =N;UN, € N, = N°=N{NN;

Six e N = NE NS

fi(x) + fo(x) = g1 (x) + g2(x)

= fit+fa=8 +& sur N°
S{hthza+QICNeN, o fith~a+H

Identique pour le reste.

Conséquence 3.4.1. Si f,g: Q — Rou R.
Sif~galors ft~gtetf~~g™ et

Théoréme 3.4.1. Soient f,g:Q — K =R ou C des fonctions mesurables.
Si f ~getsif est yu-intégrable sur ().

Alors g est y-intégrable et de plus J fdu= j gdpu
Q Q

Démonstration. 1. Si f,g sont a valeurs dans [0, +o0] = ﬁJr
On peut écrire

f =T Xif=g} + [ - X{f=g)
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8§ =8 X{f=g) T 8- X(f=g)
Les fonctions f.x(f-q) €t & X(f=g) : Q — R, sont égales partout sur Q) et ~ sur {f = g).

foXipeah 8:Xifeg) i Q — R,

Krady = dp=y({f =g)) =0
fo{f iy J{fig}f w=yi(if =g

De méme

L f-Xifzg1dp=0

r

+00 > f fadp=| (f-Xif=g) + [ -Xif=g)dp
Q JQ

<

= KXifeard +j X d
JQf (f=gldH Qf (f2g) A}
<

= | fxip=gidp
JQ

(

= g-X{f=g}dﬂ+Jg-X{f¢g}dﬂ
Q Q
<

= | (8-X{f=g} T & X{f=g))dH
JQ

'

=| gdp
JQ

= fgdﬂZdey<+m

f~g=>fT~getf ~g

2. Cas f,g:Q—Rou R

= g* et g~ sont p-intégrables et de plus f frdu= J grdy et
Q Q

Lf‘dﬂ = Lg‘dﬂ = Lfdﬂ = L f*du—fg frdp= L g*W—L g dp= Lg dp

J lgldp = J (g"+¢7)dp < 00 = g est p-intégrable
Q Q

3.Sif,g:Q—C
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Re ~ Re
Sif~g= ) (©) (a valeurs dans R)

Im(f) ~1Im(g)

f p-intégrable & |f| p-intégrable

= If|~ gl = flfldy . flgldpm o0 (R, CR,)

~
[ ran=[ retprauss [ tmisay
Q JQ Q
(
= | Re(g)dp+ iJ Im(g)du
JQ Q
(
=| gdu
JQ
Théoreme 3.4.2. Soit (), F, u) un espace mesuré.
Soit K=R,R ou C
Soit f : Q) — K une fonction y-intégrable sur Q).
Alors
[ rau < [ 1r1am (4
Q Q

Preuve. (i) Cason f :QQ — Rou R

L)fdﬂ = J;)f+dﬂ—Lf_dﬂ
R NIRRT R
;f+dﬂ+Lf‘dﬂ

r

= | (FT+f)dp
Q

IA

-
= | Ifldu
Q

(i1) Casou K=C
Si f fdu=0est finie , () estvraie.
Q
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Sifgfdyedj\{O}, Jofan=|J,fdule® oi 6€[0,2n] 6=Arg([,fdu)

eR,
—_—

g IRCRIRC

- f (e f)dp
Q

~ || Rete )y
Q

= UQ Re(e™® f)dy'
< | IRete ™ pa

3.5 Integration des fonctions mesurables définies y-presque
partout

Définition 3.5.1. Soit A€ F, soit f : A— K =R,R ou C

Fa-B(K)-mesurable  (out Fy est la tribu trace de F sur A)

On dit que f est p-intégrable sur A si et seulement si f est pr, -intégrable sur 'espace mesuré
(A, Fa, pr,)-

Son intégrale sera noté Lfd,u.

Remarque. Avec les notations de 3.5.1

. flw) siweA
Notons f(w) =
0 Siwe\A

f:Q — Kest F-B(K)-mesurable.
Observation :

f est p-intégrable sur A au sens de 3.5.1 & f est p-intégrable sur (Q,F,u) et de plus
f fdp= j fdp.
Q A
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Définition 3.5.2. Soit A € F, soit f : A — K une fonction.
Alors : f est mesurable sur A & f posséde un prolongement f¥* sur Q qui est F-B(K)-

mesurable.

Démonstration. =) Si fest F-B(K)-mesurable

flw) siweA

Posons f(w) = = f est F-B(K) mesurable qui prolonge f.

0 siweA”
&) f#:Q — K un prolongement mesurable de f.

Verifions que f est mesurable sur A.

Soit B € B(K), alors f~1(B) = (f*)"1(B)N A € F4

Définition 3.5.3. Soit f : () — K une fonction.

On dit que f est définie p-presque partout sur () si et seulement s’il existe A € F tel que
H(AC) = 0 et que f soit définie partout sur A.

Si f est en plus mesurable sur A, on dit alors que f est fonction "mesurable définie p-presque

partout”
N.B : un ensemble B C Q est dit co-négligeable si et seulement si B est y-négligeable.

Proposition 3.5.1. Soit f : QO — K = R, R ou C une fonction "mesurable définie u-presque
partout sur ()". Soient f, et f, deux prolongements (de f a Q)) F-B(IK)-mesurable sur ().
Si fi est y-intégrable sur Q, alors f, est y-intégrable sur Q) et en plus

| fan= | pan

Démonstration. Soit A € F tel que u(A°) =0 et f : A — K est une application (i,e définie
sur tout A).
fi=f=frsurA , fi,fo: Q—> K mesurables.

Théoreme 3.4.1

fi~fa = fo est p-intégrable et f fidp = j fadp.
Q Q
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Définition 3.5.4. Soit f : O — K une fonction mesurable définie u-presque partout sur ().
On dit que f est y-intégrable sur Q) si et seulement s’il existe un prolongement f de f sur Q qui

est p-intégrable. On pose alors par définition

Lfdﬂ: Lfdﬂ (*)

qu’on appelle I'intégrale de f sur Q).
N.B : Ce nombre ne dépend pas du choix du prolongement f.
Exercice :

Soit f une fonction mesurable définie p-presque partout sur (2, alors les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :
1. f est y-intégrable sur Q  (au sens de 3.5.4).

2.dAeF , u(A°)=0 ,fmesurablesur A et|f|est pz, -intégrable sur (A, Fy, ur, ).

JQde:Lfdﬂ

Une fonction f qui vérifie 3.5.4 est dite une fonction "p-intégrable définie y-presque

Dans ce cas:

Suite a la Définition 3.5.4

partout".

Théoreme 3.5.1. (Généralisation de la linéarité)
Soient f et g deux fonctions définie sur Q) d valeurs dans R y-intégrables sur Q). Alors f + g est

une fonction "mesurable définie y-presque partout sur Q)" et p-intégrable sur Q, et de plus :

J;)(f+g)dM:J;2fdﬂ+Jdiﬂ (*)

(Sous-entendu : J (af)du= aJ fdu)
Q Q

D’oui la généralisation de la linéarité.

Démonstration. f,g sont p-intégrables = |f| <+oo pu-pp et |g| < +co p-pp
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Posons alors B = {|f| < +oo} N {|g| < +oo} € F
p(B%) < p(lf] = +00) + pu(lg] = +00) = 0+0 =0

f,g: B— Rest une application mesurable sur B.
f + g est donc une fonction mesurable définie p-pp sur Q.

La fonction f.xp+g.xp: Q — R est F-B(R) mesurable qui prolonge f + g, donc

f=fxp p-pp (urQ)ef~fxB

g§=8xp p-pp (surQ)eg~g.xB

= f.xp est y-intégrable et g.x g est p-intégrable a valeurs dans R.
= f+g8=f.xp+8xp pppsur(.
= f + g posséde un prolongement y-intégrable (f.xp+ g.XB)-

= f + g est alors une fonction y-intégrable définie y-pp

= L(f +g)dp =" L(f.xB +g.xp)dp = J;f-dew J;g.)csdﬂ = J;fdy+ Lg dp.
et VYaeR , JQ(acf)dy:anfdy

3.6 Théoreme de convergence :

(Q, F, u) est un espace mesuré.
Soit (f,)u>0 une suite de fonctions : ) — K = R, R ou C F-B(IK)-mesurables.
Notons {f, —}={x€Q : (f,(x)),>0 converge dans K} € K.

Définition 3.6.1. On dit que la suite (f,),>o converge p-pp sur Q) si et seulement si p({f, —J°) =

0. Dans ce cas, on appelle limite y-pp de la suite (f,,),>o, toute fonction g mesurable définie

u-pp telle que
gx) =lim(f,(x)) , Vxe{f, —}

Observation :

— g n’est pas unique.
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— Si gy et g, sont deux limites y-pp de la suite (f,,),>0

= g~ car gx)=gx)= lim f,(x) , Vxe{f, —}

n—>+co

Notation : Si g est une limite y-pp d’une suite (f,),>o convergente y-pp sur (). On note

n—+oo

alors (fy)u>0 — & p-pp sur Q).

Remarque. Supposons que f, — ¢ p-pp.

n—+0o

Remplacer f, par fu.X(f,—) — £-X{f,—)

La suite (f”'X{fn_’})n>o converge simplement vers g.x (s, partout sur Q).

Théoreme 3.6.1. (Théoréme de convergence dominée le Lebesgue) :
Soit (Q, F, p) un espace mesuré.

Soit (f,)u=o une suite de fonctions : Q — K = IR, R ou C convergeant u-pp vers une
fonction f.

On suppose qu’il existe une fonction g : QO — R, et p-intégrable sur Q, telle que |f,| < g
u-pp sur Q, pour tout n >0

Alors , f est p-intégrable sur Q).

De plus, on a

lim L fu- fldp=0

n—>+00

En particulier, on a

tim [ fudu= [ fan
n—+oo Q Q

Démonstration. Posons

Ny := {fn _>}C
Ny:= | JiIful>8)
nelN

N3 := |_J{lful = +o0} U fg = +oo)

nelN

Notons A =(N;yUN,UN3) e F
A est co-p-négligeable (i,e u(A°) =0)
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Remplagons
fo par fu.xa Jo~ fu-Xa
§ parg.xa 8§~ 8-XA
foparfxa  f~fxa

On peut donc remplacer le mot u-pp, par partout et que toutes ces fonctions (f,),>1,f, et g
sont da valeurs dans R ou C.

= Avec cette considération :

n—-+oo

(f,) — f convergence simple = f mesurable

—>\fl<g Yn>0 = f,est u-intégrable ¥n >0 sur Q
- Ifl=<g
Pour tout n € IN, posons h, :=2g —|f, — f|

= h,, est mesurable, p-intégrable, a valeurs dans R, = [0, +oo[

[f=fI<Iful +1f1<g+8=2¢ ¥n=0

Appliquer le lemme de Fatou a (f,),>0

J 2gdu= J liminf(h,)dp
Q Q "
<liminf ((2g ~If, - f)

= hmi%f[zfog dy—L |/ —fldﬂ]

= ZJ gdﬂ—limsupf [fn = fldp
Q n Q

= OS—limsupJ If,—fldy < Oslimsupj |fu—fldu <0
n JQ n JQ
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D’ou

Oéliminfj Ifu— fldu

" Jao

limsup | 1f,~ fldp=0
n Jo

Do lim jlfn—fldy:0
n—+co )y

= || -] sa=|[ hi-a

3.4.2 oo
L Lm—ﬂdﬂ”i 0

Par suite
[ = g

3.6.1 Quelques conséquences :

Proposition 3.6.1.1. Soit (f,),>o une suite de fonctions mesurables sur (Q2, F) a valeurs dans

R, R ou C telle que la série ZJ |fuldp converge dans (R, C IR)
n=0 - 2

Alors, la série de fonctions an converge absolument p-pp sur ).
n

La somme de cette série notée f est une fonction mesurable définie y-pp, p-intégrable (sur

| ran= | (an]dn =Y | s

n>0 n>0

Q)etona:

(2¢me formule d’interversion)  (Exercice)

Théoréme 3.6.1.1. (Théoréme de convergence bornée) :
Soit (Q, F, u) un espace mesuré tel que p(()) < +oo

Soit (f,)uso Une suite de fonctions mesurables sur (Q, F) a valeurs dans R, R ou C, conver-
geant pu-pp vers une fonction f telle que AM >0 , |f,|<M p-pp sur Q.

Vn >0, alors f est y-intégrable sur () et nl—1>n-;-loo JQ Ifu—fldu=0
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De plus

s o

Preuve. Conséquence immédiate du Théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

Exemple 3.3.
Q=N F=P(N)

) " Card(A) nombre d’éléments de A si A fini
B=Ha:A— pa\A)=

+00 sinon

Ug est une mesure dite mesure de comptage ou de dénombrement.

a;Card({u = a;})

—
INW
=
I
[\/]z

N
I
—_

=
—_

1= 1=
s
,jlﬁl

Il
—_
=

1
2

u:N R, (3.12)
n—u(n)=U, (3.13)

ACIN IQXA dpg = Card(A) = Z)(A(n) (xa:IN—IN)
nelN
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N
Siu= Za,-)(Ai

i=1 i=1 nelN
+oo ( N
=) > aixa |
n=0\i=1
+0o0

n=0
Dans (N, P(IN, uy))
E1 N
Vu:Q) — R,
(étagée)
n—u(n)=U,
+00
f udpg = Zu(n)
N n=0

E,: SiIN — R, une fonction P(IN)-mesurable.

Considérer v, = u.x(o1,....ny Site croissante de fonctions mesurables.
Vn v, estétagée v,(m)=u(m) (ACB= xa<xp)

Vu I'étape Eq,

I

M:
=
g
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n
B.L J udpg = J (supv,)dug = supf v, dug =sup ) u(m)
N N N

n>0 n>0 >0 m=0

= iu(k)

0

Finir avec le cas u : IN — R, R ou C

= si
u:N— R,R ou C

n— U, =u(n)

u est pg-intégrable & Yy 7 o |u(n)| < +oo

3.7 Comparaison de I’intégrale de Riemann et I'intégrale
de Lebesgue

Rappel (Sur l'intégrale de Riemann) :

Soit [a,b] un intervalle fermé borné (compact) de R
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée sur [a, b].
Noter D I'’ensemble de toutes les subdivision de [a, b]

SideD

d=(xg=a,x;,X3,+,X,=b) (xg<x1 <x3x---<x,) (nelN")

S, f):=) Milxx-x1) ot My= sup f(x)

k=1 xe€[xp_1,xk[

(C’est la somme de Darboux supérieure)

s(d,f)i= ) mp(x—xeq) ot my= inf f(x)

— xelxiy

(C’est la somme de Darboux inférieure)

On a montrer que :
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a) Vd,d’eD : s(d,f)<S(d,f)

Alors
S¢:=inf S(d, iste dans R
f ;IQD (d,f) existe dans
sf:=sups(d, f) existe dans R
deD
etona

SfSSf

b) f est dite Riemann intégrable sur [a, b] si et seulement si s¢ = S.

Dans ce cas, on note

Remarque. Si f est en escalier sur [a, b]

= fest borélienne sur [a,b] et A-intégrable sur [a,b], et
b
far= | feods (Dere)
[a,b] a

(Dnr 1°¢ relation entre 'intégrale de Lebesgue et celle de Riemann

A : mesure de Borel-Lebesgue sur [a, b]

Question : (1)\r est vraie pour quels types de fonctions f ?
Réponse : Donnée par :

Théoréme 3.7.1. (Théoréeme de Lebesgue) :

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Alors, on a :

i) f est Riemann-intégrale sur [a,b]
f continue & A-pp sur [a, b]

ii) Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] (et si elle borélienne), alors f est (Lebesgue) A-
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intégrable sur [a,b], et de plus, on a :

b
f fdAzf f(Hdt (Ue)
[a,b] a

Observation :

(Sur 3.7.1) sous les hypotheses de 3.7.1
— f est mesurable définie A-pp sur [a,b]

Le reste suit
Démonstration.
Remarque. Il existe des fonctions A-intégrables sur [a, b] qui ne sont pas Riemann-intégrable.

Exemple 3.4. f = x[01jn@ <1 Dbornée.

— f est étagée mesurable sur B([a, b]) et Lebesgue-A-intégrable sur [a,b] et J fdA=0
[a,]

— f nest pas Riemann-intégrable sur [a,b] Sy=Tlets; =0

— f est nulle-part continue.

Relation entre les intégrales de Riemann-généralisées impropres et celle de

Lebesgue :

On est dans la situation suivante : (a,b) —oco0<a<b<+o0
f :(a,b) — R borélienne.
—[a,b] ou -co<a<b<+4o0
f :[a,b|— R localement R-intégrable. (i,e Riemann-intégrable dans chaque segment

[, B] C [a,b]), et on étudie alors l'existence de l'intégrale généralisée (au sens de Rie-
—b

p
mann) f(x)dx (si ga existe = /}inbL f(t)dt)

a
La réponse est donnée par :

Proposition 3.7.1. Sous les hypothéses ci-dessus , les propriétés suivantes sont équivalentes :

—b —
i) f(t)dt converge absolument (i,e J |f (t)|dt converge)
a

a
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ii) f est A-intégrable sur [a,b|
En plus, si i), ii) vraies, alorson a :

—b
f(t)dt = [b[fd/\ ((1)r\r)

Démonstration.

ii1) = i) Supposons donc que f est A-intégrable sur [a, b[
Soit (b,,) >0 une suite d’éléments de [a, b[ (strictement croissante) convergente vers b.
Vn, poser g, :=|f | X(ab,]
— g, est borélienne ,9, < g1, (n) " |f]sur[a,b]

Par le théoréme de Beppo-Levi (Théoréme de convergence monotone), on a :

00 > J |fldA BL supj g,dA
[a,b] n>0 J[ab|

= lim [fldA
n—-+oo [abn]

Dr\r bn

2 gim [ e

—b

b
= J |f (s)|ds converge absolument et j If (s)|ds = J |fldA
a a [a,b]

—b

i) = ii) Supposons que J |f (s)|ds converge.

a
Soit encore (b,)),>o une suite strictement croissante d’éléments de [a,b] , b, —b

Notons f, = fg-X[ap,] » VY1 =0 borélienne (|f,|=g,Yn=0)

f,, est A-intégrable sur [a,b,,]

b, b
J[a,b,,]|f”| ! L,bn]lﬂ g L £ () th f(t)ldt <+
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convergence simple
( n) —[ab[

convergence simple

|fn| = &n —[a,b] |f| (gn / |f|)

i} ("
j [fldA E=5 supJ‘ g, dA = lim g, dA
[a,b] [a,b]

J

n>0 n—>+ood[a,b[
r
~ lim fldA
]

n—-+oo [ﬂ,bn

:
~ lim Ifld A

n—-+oo J [ﬂ,bn]

f‘bn
= lim | [If(t)dt

n—-+oo Ja

—b
= J |f (s)|ds < +o0

= |fldA < 0o = f est A-intégrable sur [a, b[
[a,b]

1. Sii) ou ii) est vraie = i) et ii) sont vraies.

convergence simple

(fn) My f
Ifsl =g.<Ifl A-intégrable sur [a,b]

Parle TC.D.L,ona
lim |fu—fldA=0

n—-+oo [a,b[

et

I
8
'\H
U
N

Théoréme de Lebesgue

I
—
=
=!

\H

=
QU
V)

[l
-
=

QU

-
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Observation :

Dans cette proposition, on ne peut pas supprimer le mot "absolument".

+oo 400 _»
Exemple 3.5. J Sm(x)dx intégrale convergente : J sm(x)dng
0 0 X
Mais x — sin(x) ,f :10,+00[—> R borélienne, lin(1)+ sin(x) =1 non A-intégrable sur
X Xx—> X
[0, +o0]
On peut montrer que
f SO} 1 (x) = oo
[0,+00] X
. [ |sin(x) . , L .
Ici " dx diverge = Intégrale généralisée semi-convergente.
0
—b
On a étudié la relation entre I'intégrale de Riemann impropre f(t)dt.

a

b —b
Résultats similaires pour J‘ f(t)dt et pour f(t)dt (—co<a<b<+o0)

—a

—b
J |f (t)|dt < +c0 & f est A-intégrable sur (a,b)

—a
Observation :

f:lab] — R
f est Riemann-intégrable sur [4, b].

|f| bornée et par le théoréme de Lebesgue, |f| est Riemann-intégrable.

3.8 Intégration de Lebesgue dépendant d’un parametre :

Position du probleme :

Ici (Q, F, u) est un espace normé.
— (X, 7) est un espace topologique.

— (E,d) est un espace métrique.

f:QxX—>RIROuC

(@, %) = f(w,x)
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AVxfixé , we ff(w)=f(wx)
Si f* est y-intégrable sur Q.

On fabrique alors une fonction

F:X—RC

X fo<w,x>dy<w>

Question :

Quelles sont les propriétés analytiques de F ?
— Continuité de F et dérivabilité de F.

La réponse est donnée par :

Théoreme 3.8.1. (Théoreme de Continuité) :
Soit (Q), F, p) un espace mesuré et (E,d) un espace métrique.
Soit f : QO xE — R,R ou C et soit ty € E.

On suppose que :

i) Pour tout t € E, la fonction f(.,t) = f' est uy-intégrable sur Q.

ii) Pour u-presque tout x € Q, la fonction f(x,.) = f, est continue en t.

iii) il existe une fonction g : QO — [0,+co] p-intégrable sur Q), et un voisinage V € V(t,)

tels que, pour tout t € V, on a

IffI=1f(,t)<g p-ppsurQ

Alors, la fonction F définie sur E par :

F(t) = Lf(x, Hdu(x)

est continue en t.

Démonstration. (E,d) étant un espace métrique.
(E,d)

Soit donc (0,,),>0 une suite de pointsde E ,  (9,)) — 100 0

R\C
montrons alors que F(9,,) ; F(tp)
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— Vn, f,, mesurable et y-intégrable sur Q) (d’aprés i)
— Pour u-presque partout x ,  f,(x) = f(x,0,) famase f(x,tg)

n—>+oo

(fa) — f ppp

—dNyeN , Vn>Ny=0,€V (Pourn>Ny)
Ona

Iful =1f"1<g p-ppsurQ

Par le Théoreme de convergence dominée, on a :

Jim | flwnpto jfw,todu
o [l =r

ie: lim F(o,)=F(ty)

n—-+oo

Théoréeme 3.8.2. (Théoreme de Dérivabilité) :
Soit (Q, F, ) un espace mesuré, E =)a,b[ (ici —oco < a << +o0) un intervalle ouvert de RR.
Soit f : QO x E — R, R ou C, on suppose que :

i) pour tout t € E, la fonction f(.,t) = f! est y-intégrable sur Q.

iig) Pour p-presque tout x € Q, la fonction t — f(x,t) est finie et dérivable par rapport a t

sur E.

iiiy) il existe une fonction g : () — [0, +oo] p-intégrable sur (), telle que pour tout t € E, on

a

‘9f( £)
ot

< gu-pp sur Q.

Alors, la fonction F définie sur E par F(t fQ w,t)dp(w) est dérivable sur E et pour

ST P

Démonstration. Soit t € E. Soit (t,) une suite de points de E (distincts de t) telle que

toutte€ E,ona:
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(ts) =7
posons
fulx) = f(x,t:):{(x,t) , VnelN

— f,, est mesurable définie p-pp et f, est u-intégrable sur Q). (Voir le Théoréme qui généralise

la linéarité)

— Par le Théoréme de A.F , f,(x)= %(x,c) ce(t,,t)CE
pour p-presque tout x € (), :
d
=20 < v

Ainsi,
Ifl <g  p-ppsurQ

On utilise alors le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a :

n—>+00 tn —t
(Théoreme qui généralise la linéarité) = lim fx,t,)du(x) —f f(x, t)d,u(x)l
n—+oo f, — Q Q

Noter que par iiy)
fn" 57 (Z (,t)  p-pp sur Q.

3.9 Complements et applications :

3.9.1 Intégration par rapport a une mesure image :

(X, X, u) un espace mesuré, (Y,)) espace mesurable.
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T:(X,X)— (Y,)) application mesurable.
pr(B)=u(T7'(B) , VBeY
ur est une mesure (positive) sur (Y,)) = (Y, ), ur) espace mesuré.

Sif:(Y,Y)— K=R,RouC mesurable.
Question :
Quand f est pr-intégrable ?
Réponse :

f est ur-intégrable sur (Y,)) & f o T est p-intégrable sur (X, X, p).

[ = (romay

3.9.2 Intégration par rapport a une mesure a densiteé :

Dans ce cas: on a

Soit (Q, F, u) un espace mesureé.

f:Q —[0,+00]

SiAeF , deﬂsz-XA dy::yf(A)
A

v i F — [0, +00]
A yr(A)
est une mesure positive sur (Q, F).
Question :

g:(QF)— R, R ou C mesurable
Quand g est ys-intégrable sur (Q), F)?

Réponse :

g est ys-intégrable sur (Q), F) < [g].f est p-intégrable.

fgd7f=f g.fdu
Q Q

Dans ce cas :
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