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0.1 Introduction

A partir des années trente,dans la théorie des équations aux dérivées partielles,on a
commencé a intoduire des espaces plus complexes comme 'espace de Holder et 1'espace
de Sobolev. Un peu plus tard,d’une maniere intensive dans les années soixante et soixante
dix ont été intoduits et étudies beaucoup de nouveaux espaces par exemple 1’espace de
Besov,les espaces de Hardy dans R™.

L’histoire des espaces fonctionnels peut étre considerée en trois étapes.

La premiere étape debute du 19 siecle jusqu’au milieu des années trente,durant ce temps
ont été étudiés en détail les espaces L, (espaces des fonctions mesurables de puissance
p-ieme intégrable)et les espaces C™ des fonctions m-fois différentiables.Pendant cette
méme période apparaissent les espaces de Holder et ceux de Hardy.

La seconde période a été marquée par les publications de S.L. Sobolev en 1935-1938,dans
lesquelles ont été introduits les espaces notés Wzl, avec [ = 0,1,2,3,... connus actuellement
sous le nom d’espaces de Sobolev.Un peu plus tard sont apparus des analogues aux es-
paces de Sobolev par exemple les espaces Slobodevsky avec [ > 0 ,et [ non entier .

Et puis il y’a eu constructions d’autres espaces comme ceux de Nikolsky-Besov,Triebel-
Lizorkin...etc.

Dans le présent travail on aborde le théme des équivalences des semi-normes et les quasi-
normes dans les epaces de Nikolky-Besov,a 'aide des différences et du module de conti-
nuité.ll existe plusieures définitions de l'espace de Nikolsky-Besov mais celle qu'on va

utiliser est équivalentes aux autres (voir chapitre ”71”) est la suivante :

Définition 0.1 a)Soientl >0, 0 € N, 0 < p < 400,0 < 0 < +00.
On dit que la fonction f appartient a l’espace de Nikolsky-Besov B}lw(lRm) 1

1) f est mesurable sur R™.

Q)HfHBLe(Rm) = fllz,@n) + ‘|f”b§)79(RD) < +00,, 0U

AT Fllz, e \° dh ,
||f||b;,ﬂ<m):</ (18 ) 1) o 0

A7 f |z, =)
ny = Sup i
”f”blpﬁ,oo(R ) hGRmvh7£0 |h|l ( )

=

ot (AL f)(x) = 7o (M) (=1)F=* f(x + sh). est la différence d’ordre o et de pas h.
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b) f € E;}ﬁ(Rm) si f est mesurable sur R™ et

20 gt £\ dt
Ilf\lé;mm):!Ifl!mmw</0 (Tp) — | <+ (3)

Ot wo(t, f)p = supp<¢ |1A7 fllz, s est le L, module de continuité de f d’ordre o.

Ce mémoire comprend une introduction,”6” chapitres et des références.

Dans le chapitre”1” on introduit les espaces de Nikolsky-Besov en donnant plusieures
définitions équivalentes entre elles.Au chapitre”2” on rappelle des notions sur les
différences et le module de continuité d’une fonction f € L,(IR™) qui présentent un outil
fondamental.Dans le chapitre ”3”on montre 1'équivalence des normes (semi-normes) dans
I’espace en question.

le chapitre”’4” comprend la définition de ’espace le,ﬁ(]Rm) a 'aide de la notion de mo-
dule de continuité d'une fonction f € L,(IR™),de plus on montre 1'équivalence des normes

||t =y définies & I'aide des différences et celles définies & I'aide du module de conti-
D,

1)
Bl 4 (®R®)
Dans Le chapitre”5” on établit I'équivalence des quasi-normes dans l’espace cité ci-

nuité qu’on a noté par ||.||

dessus.Dans le sixieme chapitre on définit ’espace Béﬂ(a; b) (espace de Nikolsky-Besov
pour un intervalle (a,b) de R) et on montre 1’équivalence des normes (semi-normes)
dans ce dérnier,la méthode utilisée dans le chapitre”3” pour R™ n’est plus valable et par

conséquent on a fait recours a une autre méthode liée a la notion d’opérateur d’extension.



Chapitre 1

DEFINITIONS DES ESPACES DE
NIKOLSKY-BESOV

1.1 Préliminaires

Les diverses proprietés des espaces de Nikolsky-Besov sont étudiées par plusieurs au-
teurs dans de nombreux travaux.Dans ces derniers ont été utilisées différentes méthodes
et approches pour définir ces espaces.Dans le présent chapitre on donne plusieurs
définitions concernant ces espaces qui sont en réalité équivalentes entre elles ,mais avant
de les formuler,il est nécessaire de préciser certaines notions comme les dérivées au sens

de Sobolev et les espaces de Sobolev sans entrer dans les détails.

Définition 1.1 Soient Q un ouvert, 2 C R™ ,a € NI ( un multi-indice ),f,g €
L¢(Q).0n dit que la fonction g est une dérivée de f au sens de Sobolev ou bien dérivée
faible si Ny € C°(2) on a

/QfD“sodxz (—1)""/Qgsodx

Notation : g = DS f (w : veut dire weak (faible) d’ou 'appelation de dérivée faible).

Définition 1.2 Soient Q) un ouwvert tel que Q@ C R™,l € N,1 < p < +00.0n dit qu’une
fonction [ appartient a lespace de Sobolev Wzﬁ(Q) si:

f e Ly(Q) et Yao € N2 || = il existe les dérivées au sens de Sobolev D* f telles que
D*f e L“(Q) et

1 lwi@) = 1 la@) + D D fllz, ) < oo (1.1)

|a|=l



1.2 Définitions des espaces de Nikolsky-Besov

Définition 1.3 Soient [ > 0,1 <,0,p < 00.0n dit que la fonction f € Bl 4,(R™) (espace
de Nikolsky-Besov) si

i.f € L,(R"™)
o L d'f - . . < ,
i1l existe les dérivées ol cou l = [l] sil est non entier et | = 1 — 1 sil est
Tt
j
entier,telles que :
152 ey = 12y mny +Z||f||bl Re) < OO (1.2)

o

9
1A% el an|
Hbe;yeyj(]Rm) = /OOO hl—i 5| 1 <60 < +oo. (1.3)

1A%, (2 )l
1l ey = sup o (1.4)

Prtooy 0<h<oo hl_l

Par exemple si 0 = 1,on a Ay jg et la différence d’ordre 1 et de pas h par rapport a la

variable z;,c’est a dire

Apjg(x) = g(z1, i1, x5 + hyxje, o xn) — 9o, L, ).

sioc=20na

Ajg(@) = gy, xjo1, 25 + 20, g, 0 2n) — 29(21, 0, o1, @5 4 BTy, @) +
g(T1, .y ).

Quelques cas particuliers

1.S5i0<1<1,l=0,0=1,n=1,0 = co,alors

1AL fl L)

X < o0

1712} o ry = Il + 0

2.50<l<1,1<p=40,<00,n=1,alors

(A L@ \" dh\ 7
g 00 = Wl + [ (P2 ) ) <o

3.811=0,0=2,1<p=460<o00,n=1,alors

1887250\
g 00 = Wl + [ (P50 ) ) <o

4
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La définition suivante est fondée sur I'extension de fonction & R™*1!,
Soit RY™ ={ 2= (z,...,2,) € R",0 < y < oo}.

La fonction

L")y
P(ZL‘, y) = n+1 2 n+1 *

w2 ([z?+y?) e

est appelée noyau de poisson de Riﬂ.

Soit f(z) € L,,1 <p < 00.0n dit que f(z,y) est une intégrale de Poisson pour f(z) si :

f(xay) = f(l‘) * P(‘Tay) = - f(ZE - z)P(z,y)dz

Les propriétés de P(z,y) et f(z,y) sont décrites dans [11].Taibleson [23,24] a montré

qu’on peut définir les espaces Bll) ¢ de la manicre suivante

Définition 1.4 Soient r > 0,1 < p,0 < c0.0n dit que f € B, si

0 d %
r— k Yy
g, = 151, + ([ 21wl ) < o (1.5)
’ 0

ou k € N,k >r (pour différents k > r les normes sont équivalentes ).

Pour p = 6 1a définition a été considérée un peu avant par P.I.Lizorkin et S.V.ousspenskii.

La définition suivante est basée sur la transformation de Fourier.

Définition 1.5 Soient | > 0,p =0 = 2. on dit que la fonction f € B} ,(R") si :

1
£l By ey = 1L+ €2 (FF)E ramo) (1.6)
Ici F'f désigne la transformation de Fourier.

conséquence : Si [ € N alors :
By 5(R™) = Wy(R").

Remarques 1.1 1. [ existe une définition plus générale des espaces le,ﬂ a l'arde de la
transformation de Fourier qui est valable pour 1 < p < oo.

2.1l y’a d’autres définitions des espaces B;l;,a a l'aide de la théorie d’approximation par
les fonctions entiéres du type exponentiel,la théorie d’interpolation,des séries,...etc.
3.Tout au long de ce travail on considere seulement les espaces le,ﬂ dits isotropes,c’est
a dire l'ordre de régularité | est un réel positif,alors que dans les espaces anistropes | est

un vecteur.



Chapitre 2

NOTIONS SUR LES
DIFFERENCES ET LE MODULE
DE CONTINUITE

Ce chapitre est consacré aux différences,aux modules de continuité d’une fonction et

leurs propriétés.

2.1 Préliminaire

On cite certaines inégalités nécessaires qui sont utilisées tout au long de ce travail.

2.1.1 Inégalité de Holder dans les espaces L,

Théoreme 2.1 Soit E un sous ensemble mesurable de R™,0 < p < oo et soient f €
L,(E),g € Ly(E), p' le conjugué dep , (p~* +p~' =1).Alors
1.511 <p< +4o0o,0n a

/E F9ldz < |11y lglz, o)

2.51 0 < p < 1,avec les conditions mes(E) > 0 et pour tout x € E,g(x) # 0,0n a

/E F9lds > |1y lglr, o)



2.1.2 Inégalité de Minkovsky et ses variantes

Théoreme 2.2 Soit E un sous ensemble mesurable de R™ et soit 0 < p <
+00.Alors,pour toutes f,g € L,(E) .
1.571 < p < o0.
1+ gl < 1L, + 9l

2.510<p<1.

1+ 9l < 207 U llziey + 9 lyie)-
Théoreme 2.3 (Variantes de l'inégalité de Minkovsky)
1) E un sous ensemble mesurable de R™,fi,...fi € L,(E).Alors

k k
Y fillzymy < el ).
1 1

2)Soient E C R™,F C R™. Alors,pour toute fonction f mesurable de E x F,on a

\ [ st < [l
F LBy JF

Lemme 2.1 .Soit 1 < p < +00,alors
1)Ve > 0,Va,b >0,

(a+b)P < (14 ¢€)a” + c(p, €)b?
Ou c(p,e)=|1—(1+ e)ﬁ]

2)Si e = 2P~Y) — 1 linégalité précédente s’écrit

1-p

(a+b)P < 2771 (aP 4 bP)

Preuve.

On pose
1+t —(1+e¢)

(t)P

I1 suffit de montrer que ¢ admet un maximum pour ¢ = (1 + e)v%l — 1 et ce max est

p(t) = < c(p,€)

égale a c(p, €).L’inégalité est obtenue pour ¢t = ba 1.

Lemme 2.2 Soit E un ensemble mesurable,E C R".
Si0 <p < 1Ve>0Vfi,..., fm € Ly(E),

k=m 1 k=m

AR 1_
SH| SOl + [T @] =1 Wl
k=1 Ly(E) k=2




Preuve.

Onal<<oolfi+ fold <|fil’ +[fofP,car 0 < p < 1.

Donc 1
I+ e < [ 1Pas+ [ (par) =
E E

En vertu du lemme(2.1),0on peut écrire

n=avo(f |f1|”dx); retp ([ |fz|”dfc);

= (L + Il Nl + o, Nl 2l Ly (E)-

On pose g = Z]Zj; fr, alors Z];zjln fe=fit+g
Donc

k=m
1> fill oy = 11 + 9l < 1+ Ol + @ O)llgl L),
k=1

mais d’aprés l'ingalité de Minkovsky

k=m k=m
1
gl Ly = 1D Filln,m < (m—1)» 1 fellz, )
k=1 k=2
alors
k=m ) k=m
14
1> Felliy < 1+ Ol + clp,e)(m — 1)» 1 fellz, ()
k=1 k=2
p q1-2
J_1 p NS
ot ep.) = [L-(1+9TF | T = (1= (149

précisement cette inégalité est utilisée dans le chapitre ”4” (cas de deux fonctions)



2.2 Différences

Définition 2.1 (12) Soient x,h € R™ et fune fonction définie sur R™.On appelle
différence d’ordre 1 et de pas h, la fonction notée Ay f définie par :

Apflz) = f(z+h) = f(z) (2.1)
La différence d’ordre o € N est définie par :
A7 f(z) = ApAT f () (2.2)

—Z( ) )77 f(x + sh). (2.3)

Remarques 2.1 1)Si on désigne par I lopérateur identité et par Ej 'opérateur de

translation de Uespace L,(R"™) dans lui méme défini par
Ve € RY, ELf(x) = f(z+ h), (2.4)

Apf(z) = (En)f(z) — f(2), (2.5)

qu’on écrit sous forme d’opérateurs

Ay, =FE, — 1. (2.6)
On a
flx+h) = ((I+ 244" f) () (2.7)
flx+2h) = (I + An)*f)(x) (2.8)
[z +oh)=((I+ A)°f)(z) (2.9)

_Z( )A;f . (2.10)

preuve.On raisonne par recurence (2.7)résulte de(2.5)et(2.6)
flx+2n)=flx+h+h)=(I+A)" f)(z+h)

(I +Ap)' I+ An) f)(2)
= ((I +An)*f)(2).



On suppose que f(z + (o —1)h) = ((I + Ap)° 1 f)(x),montrons que s’est vraie a 'ordre

flx+oh)=f(x+(c—1h+h)=(I+A,)" " f)(z+h)

(I + AT+ An)7 " f ()
(I + Ap)° f)(x)

UO (") Ajf (@)

s=!

3)
Vf € L,(R"), Es,f = E; f. (2.11)

4)Les deux opérateurs E., A commutent.

5)La norme ||.||z,(rn) est invariante par rapport d la translation.

N Enfllz,zy = I fllz,zm)- (2.12)

En effet

| Enfllz,rm) = </n |f(z+ h)|pdx> »

= ([ rwrm)

= | fllz, &)

et par suite
I1ALfllLyrmy < 20| fllz,rm)- (2.13)

D’aprés la définition de la norme d’opérateurs on obtient

E a
RIIL(Lp(R™)) = sup LN Lt SV .
HE H (Ly(R=)) H thLp(IR ) 1 (2 14)
11 mm0 LIz, @m)
et pour tout 0 € N
IAG fllpprmy < oo 27| fll(am)- (2.15)

Uinégalité (2.13) exprime la continuité de Uopérateur de différences Ap,de L,(R™) dans
lui meéme et de plus on a :
| AR L, rry) < 2 (2.16)

10



Lemme 2.3 (5) Soient h € R™, 0 € IN.Alors

k—1
A7 = ( ES%)A% (2.17)
s=0
Preuve.On a :
Ap = (By—1)°

L’identité polynomiale
(28 — 1) = (" 4+ L+ 1) (- 1)

permet d’obtenir I'identité (2.17) en remplagant la variable = par 'opérateur de transla-

tion Fn.
k

Lemme 2.4 [4] Soient 0 € N,h,n € R" et f € L}, (R™)

Alors pour présque tout x € R™

Aff(z) = Z <Z> [A%f(x + (0 — k)h) + (—1)”+1Ah_§nf(x + kn) (2.18)

k=0
idée de la preuve

Il suffit de remplacer respectivement les variables y, z par les opérateurs de translation

Ey, En dans l'identité polynomiale suivante

-1 = Lot (D) vt - e (Do e

k=1 k=1
la preuve.

L’identité (2.19) est équivalente a l'identité suivante
o - . - o 0_7 o i
D ) L S S W [ (220
k=0 k=0
Les deux membres de (2.20) sont égaux chacun a I’expression suivante
_q)ktm ON( O\ _km,o—k ‘
> () ()b (2.21)
k=0,m=0

on a : 2"y =k = ((zm))ky7F et



Alors
> (7)) §<—1>U-m (7) -

DI ()t -

k=

De méme on montre que le premier membre de I'identité(2.20) est égale a 'expression
(2.21) et ceci en utilisant la formule du binome de Newton et le fait que 2*"yo=% =
((F))my”*.

Alors

g

m=0

et par conséquent

D’aprés 'identité (2.20) on a :

0+ émw (7)== =y + e (7) - oy

Ce qui prouve 'identité(2.19).
On remplace respectivement dans (2.21)les variables y, z par les opérateurs de translation
By, En

1) L’expréssion (y — 1)7 est remplacée par
(En—1)7 = AF

12



2) L’expréssion y° % (2% — 1)7 est remplacée par
(B — 1) = By AL
A Eo k

car les opérateurs de translation E. et de différence A commutent

3) L’expréssion (y — 2¥)7 est remplacée par

(Bn — Ew)” = Eua(By_ia — 1))’

o

=B (B —1)°
- Ek”l] h— k”l

= Ah ’“I Ekn

Chacun des opérateurs ci dessus est appliqué a la fonction f € L'°(R™),alors pour tout
x € R™,on obtient l'identité (2.18)

8150 = 32 (7) [ fto+ = 1)+ (1787, o+ k)]

k=0

On obtient en particulier pour ¢ = 1, h,n € R™

Apf(z) = Ay f(x) + Apy(z + 1)

Corollaire 2.1 [5] Soient o € N, hyn e R", 1 <p < oo, f € L,(R").Alors

A7 ey e < 2( ) |21

idee de la preuve

s

Lp(R™) o

2.22
w0

On applique I'inégalité de Minkovsky a 'identité (2.18),en tenant compte de l'invariance
de la norme ||.||,r=) par rapport a la translation.
preuve

D’aprés (2.18),et par application de I'inégalité de Minkovsky on a :

e Z( ) (1851 + (0 = ]+ 185 £(o + k)]

g

AL @) < [Z (7) (180 + (o = 0001+ 187_sy o + km@r,

k=1

13



d’ou

([ 1azstpar) <
R~

[ [ (5) Dot -« \Ai_ﬁ:f(a:+/~m)\]rdx>p

=1

-

Alors

</}R |A2f(x)|pdx)’l’ - ; (Z>
<( v el k)h”pdx); " (/]Rm Ak f(@ + k:n)!”dx> ;>

y g
A7 ]2, ) < <k> U

k=1

Donc

q

Al f

o

Al i f

o

+ \ }
LP(R]I])

Lp (]Rm)

14



2.3 Différences relatives a un ouvert
Définition 2.2 Soient Q0 un ouvert borné de R™,h, € R",0c € IN.
On définit ’ensemble Qg5 par

Qopp) = {0 € Q| dis(x,0Q) > o|hl|}

Définition 2.3 La différence d’ordre o et de pas h relativement a [’ensemble €2 notée

par A} of est définie pour x € Q par

(A7) six € Qopp,

(A7 af)(x) = . (2.23)
0 5t 2 & Qg
Proposition 2.1 Q un ouvert borné de R™ et f € L,(R™),o € IN.Alors
1AL fllz, @) < 271 fllzy 0 (2.24)
*En particulier pour un intervalle (a,b),on a :
1AL fllzp(@byorm) < 270 Nl (0t (2.25)

preuve.On Raisonne par recurrence
Pour o =0 ona Qpuo=, A)f = f
1AL f |0 = 11
<20 fll Ly

Pouro =1

IALS (@) Loy = I1f (@ +h) = f(@)l| L@
< |f(@+ )y + 1F @) L)
<2/l f (@),

Supposons que la propriété est vraie a I'ordre o.Montrons qu’elle est vraie a 'ordre o+ 1

AT F @)@y = N1ATF (@ + ) = ATF@) Ly 1)
<AL f (@ + M) |rp@psnn) T 1AL (@) L@ 0m)
< A7 f (@ + D)y, + 187 @)Ly,
< 2/ AR S ()| (00
<2270 f (@)l Lo)
= 2D (@) 1,0

15



2.4 Module de continuité d’une fonction

Définition 2.4 [5],[7] Soient f une fonction de L,(R™),h € R™,0c € N.
On appelle module de continuité de la fonction f d’ordre o ,l’application notée w,(., f),
définie sur RT par
wo (0, f)p = sup | A7 |, re) (2.26)
|h|<6

Proposition 2.2 Le module de continuité possede les propriétés suivantes :
p1) La fonction w(d, f), est nulle en 0 et est croissante.

p2) Pour tout 61,00 € RT :

w(dy + 52af)p < W(élaf)p + w(9, f)p

p3) Si f est uniformément continue alors w, (9, f), est continue en Oet méme continue

p4) Pour tout A, € RT et pour tout o € IN :
w(Ad, fp < (A + 1w(d, f)p

wo (A0, flp < (A+1)7w(d, f)y

p5) Pour tout o € N
wo (0, fp < 27| fllz, mm) (2.27)

preuve 1) Notons par
As = {||Anfllz,m) : b € R, |h] < 6} donc
w(0, f), = sup HAthL,,(IR)
|h|<0
= sup Ay
=0

Comme 6§; < 9y entraine As, C A, alors sup As, < sup As,

w(01, f)p < w(d2, f)p

2) Soient 41,09 € RT on a [0,d; + d2] = [0,01] + [0, J2] donc
A51+52 - A51 + A527

16



et par suite,on a

sup As, +5, < sup As, +sup As,.
w(81 + 02, f)p S w(d1, f)p +w(02, f)y

. 3) supposons f uniformément continue,alors

Ve > 0,3a > 0,Vz,y € R tel que |z —y| < a = |f(z) — f(y)| <,
soit encore
Ve > 0,3a > 0,Vz,h € R" tel que |h| < a = |f(x+h) — f(z)| <e¢,
et par suite
Ve > 0,3a > 0,Vz,h € R tel que |h| < a = |ALf]| <e

. Donc,

Ve > 0,3a > 0,Vz,h € RY tel que |h| < a = sup |Anf| <,
|h|<a

comme la fonction w(., f), est croissante ,alors

0 <t < a entraine |w(t, ), — w(0, )| = |w(t, f)p] Swl(e, f), <e€
Ce qui traduit la continuité de w(., f), en 0.

la continuité en 0 se prolonge en tout point ty € R*

car pour to < t, to € RT on a
w(ta f)p = w<t - tO + th f)p S w(t - t(]?f)p +w<t07 f)p

W(t, f)p - W(to, f)p S (.U(t - tO? f)p
w(t, flp = w(to, [lp] < w([t —tol, )y
4) Soient 6, A € RT On a A = [\] + {\}, [\] désigne la partie entiere de A et 0 < {A\} < 1
ona[A]<A<[A]+1
D’aprés les propriétés(pl),(p2)on a pour tout n € IN

w(néa f)p S ( )P

w0, f)p < w((A+ 14, f)y
< W([N, £)p +w(6, f),
< Nw(, )y +w(6, ),

(A + Dw(d, f)y
< A+ 1Dw(0, f)p

17



De méme pour tout 0 € IN on a :

A+ Dwo(0, )y

wo (N0, f) <
< (A+1)we (4, f)p

5)Soit 0 € N,§ >0

wo (6, f)p = sup |A} fllz, )
Ihl<s

< 27| fll 2, (w)

2.5 Module de continuité relatives a un ouvert

Définition 2.5 (15) Soient Q un ouvert borné de R™,0c € IN.

Le module de continuité d’ordre o relativement a 'ensemble Q2 noté w, (9, f,€2), est défini

par

We (6, f)p = we (0, £, ),

= sup [|A} of |z,
[h|<S

= sup | A} fllz, @)
|h|<é
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Chapitre 3

EQUIVALENCES DES NORMES
EN TERMES DE DIFFERENCES
DANS B! 4(R")

3.1 Définition

Définition 3.1 [5] Soientl >0, 0 € N, 1 < p < 400,1 <0 < +0o0.
On dit que la fonction f appartient a l'espace de Nikolsky-Besov B;,ﬂ(]Rm) st

1) f est mesurable sur R™.

2) 115ty = Il + 11l ey < 00, o

1
A7 o\ dh \’
|rf\|b;9<m>=< / (” hf;!ﬁp“") W) si1 <6< +oo. (3.1)
) RD
A7 f |z, @)
ny = Su — 3.2
”beé,Jroo(R) heng;éO | (3.2)

Cette définition est indépendante de o > [,autrement dit les semi normes (3.1) et (3.2)

sont équivalentes pour les différentes valeurs de o,comme le montre le lemme suivant.

3.2 Normes équivalentes

Lemme 3.1 [5] Soient | > 0,1 < p,0 < +oo. Alors les normes |.|p (&=
D,

corréspondantes aux différentes valeurs de o € Naveco > | sont équivalentes.
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Idée de la preuve

On désigne temporairement les semi-normes (3.1)et (3.2) coréspondantes & o par ||.||().
11 suffit donc de prouver que |[.||”) et ||.||“*Y) sont équivalentes dans I'espace L,(R") ou
o> 1.

D’aprés Vinégalité (2.13) [[AT fllo,am) < 2/|A7 fllL,rm ce qui entraine || f[|+) <
2],

Pour demontrer l'inégalité inverse || f||) < ¢||f||“*Y, ol ¢ est une constante positive
indépendante de la fonction f,on procéde en deux étapes.

Premieére étape : o = 1.

On applique 'identité suivante pour les différences
Anf =271 Ao f —27IAZS (3.3)
L’identité (3.3) découle de l'identité polynomiale suivante.
r—1=2"2"-1) -2 —1)?

ou il suffit de remplacer la variable x par I'opérateur de translation Fj,.

Deuxiéme étape : 0 > 2.

On complete la preuve en déduisantt une identité similaire liant les différences d’ordre
supérieur AY f, Ag, f et ATt f

Preuve

étape 1. 0 = 1.

On suppose que 0<1<1 et [[f]|? < 4oo

En vertu de (3.3) et par application de l'inégalité de Minkowski on obtient :

1AL L@y < 27 Ao fll L, =) + 27 1A fl| L, @) (3.4)

cas 1: 0 =+o0.

On pose

1A2 £l 1, (e
/1= sup “h D

hER™ h£0 |h|l
et

p(h) = b AR N2, @)
Pour tout h € R™, h # 0; ¢(h) < 00 .

En vertu de I'inégalité (3.4) on a

Ao fllL,mmy . NALf Nz, crm)
h < P P
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| Agn fllz,(rn
comme p(2h) = Wl()

Il suit que

Az n
o) <2 gfen) + 2 1R,

d’oun

A2 n
p(h) < 217190(2]1) + 271 sup w
heR™ h£0 ||

Y

alors on obtient
p(h) < 27 p(2h) + 27| I, (3.6)

et par suite
p(2h) < 27Np(2%h) + 271 £ <2712 (2%R) + 27| £I1P) + 271 £,

donc
Qo(h) < 23(1_1)90(23]1) + 2—1||f||(2)(1 i ol-1 n 22(1_1))7

et par consequent,pour tout £ € N on a
p(h) < 2D p(20h) 4 271 F|P(1 4 2171 4 L 4 267D,

La série 1 + 271 4 . 4+ 20:=D0=1  est convergente car [ < 1 et a pour somme
2(2 — 2571l vient donc

p(h) < 2 Dp(25h) + (2 - 2) 7M1, (3.7)
choisissons k tel que :2¥|h| > 1, alors

e(2°n) = (2%|h)) " Agen fll o) < N1A0nfllL,mey < 201 f e, @),
d’ou
o(h) < 2D £l mey + (2= 207 £1@. (3.8)

Par passage a la limite quand k — +o0o0 dans (2.8) on obtient

p(h) < (2-2)7Y£11?,

soit encore

sup  p(h) < (2—2)7"|f(|®
hER® h#£0

dot
LAY < 2 =2 7M.
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Finalement on a :

2 =21 < AP < 2 A1, (3.9)

cas 2: 1 <60 < +oo.
On pose pour tout € > 0

B |Anfllz,m=y\0 dh r’
W(e) = [/|h|ze( |h|! ) A

On a ¥(e) < 4+o0. En effet
V(O < 2y [ N < oo
=

car 0 +n > n.

De l'inégalité (3.4) il suit que

0
IARf ||, 9< | Aon f |z, (r) N 1AL |z, m=)
Ik B 2|h! 2|h[t

1
on intégre les deux membres dans (R”, W) et on éleve a la puissance g

Par application de I'inégalité de Minkowsky on obtient

/ (HAthLp(m))@ dh |” _1 / (||A2hf||L,,<m>>9 dh |"
e A Al ] 72 S (A ||

/ ||A%Lf”Lp(]Rm) ’ dh ! (3 10)
|h|>e |h[! |h|" '

IN

_|_

1
2
Donc

\IJ(E) S Il + IQ ou

1
7 1 / (HAzthLp(Rm))9 dh |’
==
2 | Jihze Al |hl"
1
n-L) (HAMW))@ h |°
==
2 | Jjnze |h[! |h|"

1 / 1A2 Fllo, )\ dh |°
I < -
2 | Jga |h|! |h|"

=271 f1®

On a
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Dans l'intégrale [; on fait le changement de variables ¢ = 2h,on obtient

1{/ JAf llL,me) \027" dt ] ?
e[ (et
2 1) t>2¢ |t] 27 ¢

1
_ l{/ (HAtfHLp(JR“)Qz)Gﬂ] ’
2 [ jt>2e t]! "

= 2171 (2¢),

et par conséquent on a :
(e) < 2710 (2¢) + 209 £ . (3.11)

Ainsi on a obtenu une inégalité similaire a 'inégalité (3.6).

En suivant le méme procédé comme dans le premier cas on obtient pour tout £ € N
U(e) < 2MDw(2ke) (2 — 2071 £||P (3.12)
on fait tendre k& — +oo dans(3.12) on obtient

U(e) < (2= 2)7MIFIP,

comme € est arbitraire et

1A = / A fllz, @\ dh |°

LAY < 2= 2)7HIF1®

alors on a

soit encore

2= 2)IF1 < IA1® < 27
On conclu que pour tout 0 < [ < ¢ = 1 Les semi normes || f||, || f||® sont équivalentes.
étape 2. 0 > 2.

Considérons 'identité polynomiale

22 —1)°

(x—1)7 =27 )+ (z—1)7 —279(2* — 1)
=272 - 1)+ (2 —1)7 =279z — 1)7(x +1)7
277 (2 = 1) +2°27 %z - 1) Mz - 1) =279z - 1)z - 1)z + 1)°
27%( )

2
c 27z — 1)z - 1) ((x+1)7 —2°).

- —1
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Posons
P, i(x) = -2z — 1) ((z +1)7 —27),

alors
(-1 =2"92* 1)+ P,_y(2)(z — 1)7 (3.13)

En écrivant : (z+1)=(r—1)+2 ,on a

(@+1)7 =27 =(((z =) +2)"=27) = X7, () (@ — 1277,

donc

Py_i(z) = —2”i (Z) (z—1)127 = —Z( ) — 1)l (3.14)

s=1
On remplace x par opérateur de translation Ej dans (3.13),on obtient pour tout f €
Lp(R™),
AGf =208, f + Py (ER)ATH S, (3.15)

" P_i(Ey) = — é (Z) 95 (E, — )",

Par application de I'inégalité de Minkowsky a (2.15),on obtient

IA7 fllz, @) < 27NASflL, @) + 1Po-1(Bu) L, @ap 1A FllL,@e)

comime

[

—0 o o—S — g
1Pos By <2723 ()2 1B = Tl oy <27 =10, (316)

s=1

finalement on a l'estimation
A7 fllLyme) < 277|AS, fll,@e) + 27127 = DIATH fllL, ey (3.17)

Cette dérniere inégalité généralise I'inégalité(3.4).
cas 1. 0 = +o0 .

Posons
p(h) = [k |AT fllL,me et cp =271(27 — 1)

Pour tout h € R®, h # 0, p(h) < +o0.
En vertu de (3.17) on a :

1A, fll L, @@= N HAZ“fHLp(Rn)_

h)<27°
A [T ]
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On a d’aprés la définition de ¢

I1AZ, fll 2, (re)
2h) = —=—~ P/

d'ot .
||Ah f”LP(RD)
A’ ’

p(h) <277p(2h) + )

soit encore
o(h) < 277p(2h) + ci|| FI|“H,

et par conséquent pour tout £ € IN,on a

p(h) < 25 p(28h) + e | f| T (1 4+ 2177 . 4 205700,

(3.18)

comme | < o la série 14 277 4 .. 4+ 26=D0=9) est convergente et a pour somme

27 (27 — 9l)1.
Donc
QO(h) < 2k(l—0)¢(2kh) + 6126(20 _ 2l)—1||f||(g+1)7

comme dans la premiere étape o = 1,0 = +00 les mémes arguments nous conduisent a

I'estimation
1717 < @2 (27 = 2) ),

et par consequent
ey 127727 = 2D A1 < LAY < 20 7).

cas 2.1 <6 < +o0.

On pose dans ce cas pour tout € > 0

1A £l ey dh ]é
U(e) = / - :
(€ [ |h|>e( |h|! ) |h["

comme [|AF |,y < 2711 1y (aey < 00 0t 1041 >,

on a :

1
V(0 < 2\l (| B R < o

|h|>e

En vertu de (3.17)on obtient

(HAZfHLp(JRm))e < (2 1A, f I, &) ||AZ+1fHLp(1Rm))0.

A A AL

25

(3.19)

(3.20)

(3.21)



1

On intégre dans (R™, W),et on éleve a la puissance g’
on obtient
1 1
A 2y g dh 7 Ag n AT nyvg dh |7
[/ (H thLlp(IR ))9 } < [/ (2_UH 2hf||le(]R ) +C1H h f“le(R ))9 }
Ih]>e A Al Ih]>e |hl A A"

Par application de I'inégalité de Minkowsky, on obtient

. 1AS, f I, o) “”T [ / AT F)| e wh}é
U(e) <277 / v Y v . (3.22
© {.hm( ) ) el ) | e

Notons I; et I, réspectivement la premiere et la deuxieme intégrale du second membre
de I'inégalité (3.22).
On a

I < | f]|7H,

et a I'aide du changement de variables ¢ = 2h,on obtient
I = 2790 (2¢).

Il suit que
(e) < 279W(2€) + || f]| Y, (3.23)

et par conséquent pour tout k£ € N
W(e) < 2K (2Fe) ¢ || |0 FV27(27 — 257,

Posons ¢y = ¢127(2° — 217! on a pour tout € > 0, ¥(2¥¢) < +oo.

Faisons tendre k — 400 dans I'inégalité
U(e) < 20 (2%) + oo £,

alors on obtient pour tout € > 0, W(e) < ey fI|FY,

., AT £l o, mmy\0 dh ]7
171© = | [ ()
NTY 4]

et € étant arbitraire,alors on a

comme

111 < el £V,

soit encore
D < LA < 20 £, (3.24)

Ainsi I’équivalence des semi normes ||.|[7), ||.|["+1) est établie pour tout ¢ € N, o > [ .
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Chapitre 4

NORMES EQUIVALENTES EN
TERMES DE MODULE DE
CONTINUITE DANS B/ ,(R")

4.1 Définition

Définition 4.1 (5) Soient | > 0,0 € N,o > 1,1 < p,0 < +o0.
On dit que la fonction f appartient a l'espace de Nikolsky-Besov BAQ(R”) st

1) f est mesurable sur R™.

1 1
2) 11151 ey = 1 Lyt 115,

ot

1

+o00 0 9

o _ wo(t, f)p) " dt .
AP oy = ( [T ) << e m
(1) . Wa(ta f)p

Hf”bé)ﬂo(ﬁm) = a (4.2)
On se propose dans cette section d’établir I'équivalence des normes ||.[[p1 (zn) et

1150 -
B! 4(R™)
Pour cela on a besoin de plusieurs arguments auxilliairs.

Lemme 4.1 (Inegalite de Hardy)[5]

Sotent 1 < p < +o0,a < ]%.Alors pour chaque fonction f mesurable sur (0, +00).

1 [ 1 -1
e [l < (Sea) Bl 63

LP(07+OO)
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Idée de la preuve
On fait le changement de variables x = yt,on applique I'inégalité de Minkovsky et puis
de nouveau un changement de variables t = 5

Preuve.

On a

Ly(0,400)

1 t 1
e [ @i [ 1ol

Ly(0,400)

1
s;/ 1 F )2, 2000
0
1

—atly o
:/y e F @) 0,100

0

1 S
=(5—a) 12 £ ()12, 0.500

Corollaire 4.1 [5] Soient 1 <p < +oo,a <n — %.Alors pour chaque fonction f mesu-

rable sur R™.

1
te x)|dx
%wﬁgv<n

Idée de la preuve

n—1
<o |lel" T @) (4.4)
LP(07+OO) LP(Rn)

Si n = 1,on applique l'inégalité (4.3) et sa variante laquelle est obtenue en remplacant
dans le membre de gauche de (4.3) l'intervalle (0,t) par (—t,0) et la norme ||.|[z,0,4)
par ||.||L,(—o,0)-9i m > 1 ,on utilise les coordonnées sphériques,on applique I'inégalité de
Minkovsky,'inégalité de Hardy (4.3) et I'inégalité de Holder.

Preuve. Soit n > 1.Alors

: /
t® z)|dx
ol L]

LP(07+OO)

tavnltn /Sn1 </0t @nllf(gﬁ)!dg) d¢

L,(0,+00)

1 :
tavnt" /Sn_1 (/0 Qn_1|f(95)|dg> d¢

Ly(0,+00)
<w,*
Sn—l

28

dg

LP (0,+OO)

a—n ! n—1
t /0@ |f(0€)]de




dg

L,(0,+00)

-1
= /Un /
Sn—1

on applique l'inégalité (4.3) ol « est remplacée par « — n + 1 ,on obtient

-1
ot
Sn—1

o / |1 (06)\dg

-1
ot
Sn—1

T B L
e [ el
0

dg,

L,(0,+00)

dg§ <

Ly(0,+00)

1 —1
(vn (1 ———a+n-— 1)) / |01 f (0€)dollL, 0, +00)dE
p Sn—l
on a

-1
(W (1 - ]13 —a+n-— 1)) /Sn_l 0% f(€)dol| L0, +00)d&
1 -1
~(mn(n-3-0)) [ 1ol e
d’ou

(n(n-2-a)) [ ([ et " e
(- “))1 [ ([ @ ristere ) e

par application de I'inégalité de Holder,on obtient

(o)) (L ([ e )

TS Y L
et [ el
0

2"~ ()]

Ly(R™)
ainsi I'inégalité est démontrée.

Lemme 4.2 Soient 0 € N, 1 < p < +o0.Alors pour toutes les fonctions f mesurables

sur R™ et pour tout h € R".

Cq

87 eyt < s [ A7l (45)
unl A" ) <in

cy est une constante positive indépendante de la fonction f.
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idee de la preuve

h|h]

On intégre les deux membres de 'inégalité (2.23) avec n € B (5, 7)

preuve

h |h
Soit n € 3(5,%) alors

l'inégalité (2.23), on obtlent
A f p n dn < < )
L o 130 e Z

(/ HAkanLp ]Rm)dn+/
B(L, 12 B(

h |h
187y = mes (5 (5.150) ) 188

h
—%COHAM%M

v, : désigne le volume de la boule unité de R™.

k k
alll Jh — il € B(0,]|h]) pour toutk = 1,...,0 en vertu de
o

T

1A, Fllz,mm dﬂ) (4.6)

NI

L
2

on a

/B(Z

7

Dans le deuxieme membre de l'inégalité (4.6),on fait respectivement le changement de
k
variables &€ = 1 ¢ = — 21

alors on obtlent

g o\"
Zo—( > (%) U ||Agf||L,,<Rm)dg+/ ||Agf||Lp(Rm)dg}
= \KJ \K/ LB B(OJ])
o o\
=7 U() k / |AE fll L, ey d€
; k (’f) Bom)

Donc

| ™ o o "/
AJ 0y <2 - AZ oyd
” fHL” R%) = g k (k) B(0,|h|) | ngLp(R %

k=1
:ﬂr—nw/ 1A £l rmydE
1€1<]h

soit encore ( ) ( )
. 2(20)*(2° — 1 .
187 ey < 2222 [ Al
Up|h| €1<|hl

Si on pose ¢4 = 2(20)"(2% — 1) on obtient :

C

4
— A fll 2, w=)ydn
Un|A|" /Inﬁlhl n »(R™)
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Corollaire 4.2 (5) Soient 0 € N,1 <p < 400, f € L,(R").Alors

dn
|

n

Cy .
ot £y < & / 1A Lo, ey
In|<t

Idee de la preuve
On applique 'inégalité (4.5).
preuve

On sait que pour tout h € R™
- Cyq 1 o
A7 fllz,mey < AT | AT fll 2, mm)ydn,
Vn [R[™ J<iny

alors

Cy 1 .
wlts ), < L sup / 1A £, el
[n|<|h|

(%% |h|<t ’h’n

Cy 1 -
= % qup / AT F L ey,

Un inl<e Jpni<inf 10"

et par suite ,on obtient
dn

Cy -
Wa<t7f)p S _/ HAanLp(]Rm) n’
In|<t ul

n
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4.2 Normes équivalentes

Lemme 4.3 [5] soient | > 0,0 € N, 1 < p6 < +oo.Alors les normes

(1) S
-l 51 ey et H'“BL,G(R‘“) sont équivalentes.

idee de la preuve
L’inégalité ||fHBé79(]Rm) < 05||f\|§§79(m) (*) découle & la suite d'un changement de va-
riables en coordonnées sphériques.
L’inégalité inverse Hf”Bz J(R) < 06||fHB]zo79(]Rm) (**) est obtenue par application de
'inégalité (4.4) et l’megahte (4.7).
preuve
On démontre (*), cas 1.0 = +o0 . on désigne temporairement les semi normes (4.1),(4.2)
coréspondantes a o par |.|[V(@). comme ||Aff|z,®=) < wo(lh], f)p,
alors

HfH(a) _ A7 2y

R™) 0.heRrn |h]!

< !h!*lwa(!h! D

= ||f||,,z Re)

on montre I'inégalité inverse (**),

£ 1y Tomy = 08,
_ SuPpp|<t AT fllz, @)
_ .
A9 n
< sup 12Tl
h#0,h€Rn |h|

= 1715

cas 2.1 <6 < +oo,alors

o 6 é
(0) _ ||Ahf||Lp(IRm) dh
wmwm—<é( ) ) (45

On fait le changement de variables en coordonnées sphériques h = t£ ,t > 0, £ € S 71,
ot S"~1 est la sphere unité de R®, |¢] = 1.
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Alors

+oo tn_l A9 0 . %
HfH(lU) = || thLp(]R )@df
bpﬂ(IR ) 0 gn—1 (tl>9 i
_ /*‘”/ ARl re) eﬁdg !
0 Sn—1 tl t
+oo Aa’ o 0 %
S/ (/ (H thle(R )) ﬂ) it
Sn—1 0 t t
/ / (wo(t;f)p) @ df,
Sn—1 0 t t

0
s (t, 1 o
comme la fonction ¢ — M) n est localement intégrable dans (0, +o00), alors

IA

t
d’aprés le théoreme de Fubuni on a

Lt )\ dt v
| fllotpomn) < /STL1 d¢ </0 (%) 7)

n— 1
= mes(S" £l e

avec mes(S") = nv, v, = 72 (T (2+ 1))_1,0i1 I est la fonction d’Euler.

A présent on va prouver I'inégalité inverse.D’aprés 'inégalité(4.7).

oo AN
T A TR AN
b;’g(]Rm) 0 # t
+oo ]_C4 edt ’
< R A? N —
_(/ (0 15 llolan)

-1

0

1 / VA L gy 1]l
In|<t

Jun

th v,

Lg(0,4+00)

e 18 e
n M=

Ly (0,-‘1—00)
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1
On applique 'inégalité (4.4) avec o« = n — — — [, alors

0

n4=tj—n-l, _pn o
[T i P-NA P

1)
HbeZ,e(R‘“) < er Lo(Rm)

= cr [l FIA] Flpme |, g

=cy / (HA”G]]CHLP(]RH)>9 dn ’
n In|! n|"

= C7||f||b§779(IRm)

1 -1
ol la constante ¢; = ¢4 <vn <n —5- a)) = cy(v,l) 71

Lemme 4.4 Soient [ >0, 1 < p,0 < +o0.

1 , iy
Alors les normes ||Hf'3l) (=) COTTéspondantes auz différentes valeurs de o € N avec o > 1
p,0

Rn)
sont équivalentes.

Preuve.

Les semi-normes ||.[|(®),]|.]|¢“*Y) correspondantes aux différentes valeures de ¢ € IN
sont équivalentes(voir le lemme(3.1) chapitre”3”) et comme les semi-normes ||.||(V()
et |.|I) sont aussi équivalentes ,alors ceci entraine l'équivalence des semi-normes

(|- LMD pour les différents o > 1 > 0.
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Chapitre 5

EQUIVALENCE DES
QUASI-NORMES EN TERME DE
DIFFERENCE ET MODULE DE
CONTINUITE

5.1 Définition

Définition 5.1 [7] Soient 1 >0, 0 € N,0 < p < +00,0 < § < 400.
On dit que la fonction f appartient a l’espace de Nikolsky-Besov B]lw(lRm) s1

1) f est mesurable sur R™.

2 fllss ,wey = I lLpe) + 1l mey < +00,, ot

AT fll, e\ dh \*
oy = P 0<0< . 5.1
171, (/]R ( [ ) R SEEEE (5:1)

AR f Iz, @)
, ay = Sup ———————, 5.2
1 e, . crem) AT (5.2)
et AV f est la différence d’ordre o et de pas h.De plus [ € Ezl)ﬁ(lRm) si f est mesurable

sur R™ et
oo Lot )\ dt )’
11l ey = 1l Lo@e) + </ (Tp) — | <+, (5.3)
P 0

0t wo (t, f)p = supp < |1A7 fll,mn) est le L, module de continuité de f d’ordre o.
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5.2 Quasi-normes équivalentes pour différent o > [

Lemme 5.1 [5] Soient | > 0,0 < p < 1,0 < 0 < 4o00.Alors les quasi-normes normes

[-[lt ,(mny corréspondantes auz différentes valeurs de o € Navec o > 1 sont équivalentes.
p,

Idée de la preuve

On désigne temporairement les semi-normes (5.1)et (5.2) coréspondantes & o par ||.||().
Il suffit donc de prouver que |.||”) et ||.[|“*Y) sont équivalentes dans I'espace L,(R") ou
o>l

On va utiliser 'analogue de 'inégalité de Minkovsky

1
1 + gllz,ma) < 207 (1f yme) + N9ll,me),

on obtient
1 o
IATH fll L,y < 27 (|1A7 Fll,rmy,s

il suit que [|f]|) < 20| f]|.

Pour demontrer I'inégalité inverse || f||(”) < || f[|“*), ot ¢ est une constante positive
indépendante de la fonction f,on procéde en deux étapes.

Premiere étape : 0 =1,0<[< 1.

On applique l'identité suivante pour les différences
Anf =2 Aonf —271AL (5.4)

et le lemme (2.2) (voir preliminaire)

Pourtout € > 0, si 0 < p < 1.Vf,g € L,(R™), alors

1+ 9l < U+l fllL,@e) + e, OllgllL, @mm) (5:5)

p—1

Ou ¢(p,€) = (1 —(1+ e)ﬁ>T

Deuxiéme étape. 0 > 2

On applique une identité analogue a (5.4) liant les différences AY f, Ag, f, AT f.
Preuve

étape 1. o = 1.Suposons 0 < [ < 1,||f||® < +oo. Par application de (5.5)a(5.4),0on
obtient

1AL f L, @ey < 271 (1 + )| Ao fl £, @m) + cs(p, €)1 A} fI| L, @), (5.6)
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ot cg(p,€) = 27 e(p, €)
cas 1. § = +o0.
Pour tout h € R™, h # 0,on pose

e(h) = [ Anfllz,@mn)-

Pour tout h € R™, h # 0; ¢(h) < +o0.

Alors en vertu de I'inégalité (5.6) ,on obtient

1 IARS N prm)
p(h) <27 (L + €)p(2h) + cs(p,€) — 77—

JC—
d’ou 2
o(h) < 2711+ p(2h) + cs(p ) sup N batir)
hER™ h#0 |h|!
alors on obtient
p(h) <2711+ €)p(2h) + es(p, )| £, (5.7)

et par suite
p(2h) < 2711 + €)p(2°h) + es(p, €| f]| )
donc

p(h) < 2711+ )*0(2°h) + es(p, ) FIIP (L + 271 (1 +e)),

et par consequent,pour tout £ € N on a
p(h) < 2711+ ) (2h) + cs(p, ) FIP (1 + 271 (1 4+ €) + . + 2701+ ) *Y).

Il suit que

p(h) < 2491+ €)Fp(2) + es(p,€) Y (271 (L + ) 1711P,

0
on choisit 0 < € < 1 de telle sorte que 271(1 +¢€) < 1,
soit € = 271 — 271 posons cy(p,1) = cs(p, 27t —271) (1 — (1 +¢€)2071) 7L,
donc
p(h) < (27127 = 271) (2" h) + co(p, || F1|?)-
On choisit k tel que 2%|h| > 1,alors ¢(2Fh) < 2%||f||Lp(]R1n).
On a donc
p(h) < (27 + 27427 |, oy + o, DS P, (58)
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on fait tendre k& — +oo dans (5.8) on obtient
IFI®) = sup (k) < eo(p, D1 F1®,
h#0

soit encore

1
(colp, D) AN < AP < 201 £ (5.9)
cas 2. 0 < # < oo ,posons pour tout o >0
|AnS Lz, o dh F
V() = {/ k (5.10
D= e |

U(§) < +oo. En effet V§ > 0
1 —t0—n
¥ (4) gzpufHL,,(Rm)/ |h| 70" dh < 0.
=

L’inégalité(5.6) permet d’écrire

/ (||Ahf||Lp(1Rm))9 dh |’
h|>5 At |h|"

1
A . A2 o\ dn ]’
< [/ (21(1+e)—” oSl @) + cs(p, e)” wfll,m )> (5.11)
Ih|>5

A A A
Sil <60 < +oo,alors
$(6) < 271+ €)p(26) + es(p, )| £1I) (5.12)

Le méme raisonnement comme dans le cas(c = 1,0 = +00),avec le méme € conduit a
'estimation (5.9).

Si 0 < 6 < 1,alors d’aprés(5.5) on obtient

Sy

1A ey 183 1,0\
¥(0) < 2! / 211 4 2 (B 4 ot gt (5.13)
In|>26 l 7| n|™
D’aprés l'inégalité (5.5)on a
Y(0) < 271+ €)% (26) + es(p, )e(8, )| £, (5.14)

on choisit 0 < € < 1 de telle sorte que
271+ €)? < 1,
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soit

e=2"2 —271

le reste est similaire a la premiere étape( o = 1,0 = o0 ).
Donc

2(e(p, €)e(p,0)) ™ (1= (1+ 2 ) [|FID < [ £I® < 207 £, (5.15)

étape 2. 0 > 2.Supposons que 0 < [ < o et || ||V < +o0.

Considérons l'identité
A7 f=2""AG,f+ P,y (En) AT,

ou

Py 1 (Ey) = — i: (U) 9=5(E), — I)*1.

s
s=1
Par application de I'inégalité (5.5) pour tout € > 0 on a

IAT fll, ey <2771 + )| A, fll L, @) + @, )| Po1 (En) || Lo, map 1AL 2, (o)
(5.16)

I1 résulte par application de 'inégalité élémentaire (a; > 0,71 =1,.,0

(a1 + ..+ a,)P < 0%_1(#{ + .. +adb),

que
(o . 1 (& (o .
> (D)@ -vr| <o 1(2 (8)||Eh—fr|u;pmm»> .
s=1 Ly(RR) s=1
comme
| En = Illo,my =  sup  [[Aufllz,@mm

£z, ®mn)y=1

< s ([ ieen - sopa)’

1l mny=1

< ([ asnp i)

£, ®mn)y=1

<o L [(/ flat h)\”d:c); i (/ \f(a:)|”d:c) ’1)]

1_
=272/ f|l,me)

1
= 217’
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nous avons

(o

A PR,

s=1 Lp(R?) s=1
et par conséquent
IAG fllzymay < 277(1+ €)[[AS, fllz, ey + cro(p, € O AT fl|z, e, (5.17)

ou ¢ = ¢(p, e)a%_IQ%(”_l)(Q(’ —1).
Cas 1. 0 = 4o0.
Pour tout h € R™, h # 0 On pose

p(h) = 1A AT Iz, me)

pour tout h € R™, h #0; p(h) < +oo .

Alors en vertu de I'inégalité (5.17) on obtient

AT fll L, ()
|h|! ’

@o(h) < 277(1 4+ €)p(2h) + c1o(p, €, 0)

d’ou

AU+1 .
@o(h) < 277(1 4+ €)p(2h) + cio(p, e, 0)  sup A7 f|le(R )
heR™ h£0 ||

Le méme raisonnement que I'étape”1”permet d’obtenir I'inégalité
£ < ero(1 = 257 (1 4 €))7 1| f]| D,

on choisit € > 0 tel que 2177(1 + €) < 1,s0it € = 20771 — 271,
Posons c¢1; = c1o(p,2°771 — 271 o) (1 — 2!79(1 + €))7, on obtient donc une inégalité
analogue a (5.9)

e A1 < A < 217

cas 2. 0 < 0 < oo pour tout > 0,on pose

0o - | /h26(||Azf||Lp<Rn>)e ] g 518

|Aff ||

comme ||A7 fl|z,®m=) < 27(1+ 0)(%_1)||f||Lp(Rn),alors ¥ (d) < oo,pour tout 6 > 0,
de 'ingalité(5.17)on a

A2 : AgH . 5
U(s) < U (Mﬂmmm)ll h f!le(R>)e dh] |
Ih|>3

|Aff [ ||
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Si 1 <6 < oo,alors par la substitution ¢t = 2h et application de (5.17),0n a
$(8) < 277 (1 + €)1h(20) + caop, €, 0) | £V, (5.19)

par un raisonnement similaire & celui de 1'étape”1” avec le méme €(e = 2771 — 271),
on obtient

1 < 11D < 211, (5.20)
ot ¢11 = c19(p, 2971 =271 o) (1 —277(1 + €))L
Si 0 < 6 < 1, par application de (5.17) on obtient

P(0) < 277(1 4 €)%(26) + c10(p, €, 0)c(0, €, 0) | f]| Y, (5.21)

o—1—-2

on choisit e =272 — 271,

les mémes arguments conduisent a une inégalité analogue a (5.9),alors
1 g
(cr2(p, 0,0, D) A1 < LAY < 20| (1)

olt c1a(p,0,0,1) = cro(p,€,0)c(0,6,0)(1 —279(1 + €)*)~! > 0 depend seulement de p, 6,1

et o.
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Chapitre 6

EQUIVALENCES DES NORMES
DANS L’ESPACE B, ,(a,b)

On se propose de prouver I'analogue du lemme (3.1) du chapitre”3” pour les domaines
et en particulier pour un intervalle.
Soit (a,b) un intervalle ouvert borné de R, h > 0 ,0 € N.On rappelle (voir
définition(2.3)chapitre ”2”)que que

(a,b— (o0 +1)h) C (a,b—0ch) C (a,b)

La différence d’ordre o et de pas h relativement a I'ensemble (a,b) est définie sur ’en-

semble
(a,b),n C (a,b—ch).

Pour tout z € (a,b)

AYf)(x) sixz e (a,b—oh),
(AL Py = { RN st € lab=al) (6.1
0 siz & (a,b—oh)

On note ici cette différence pour toutoc € IN par
ALf = AF S

la différence A{ f est la différence usuelle définie sur R telle que :

AL =3 (5) s sm

S
s=0
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6.1 Définition

Définition 6.1 [6] Soient [ >0, 0 € N, 1 < p < +400,1 <0 < +o00,—00<a<b<+00
On dit que la fonction f appartient a l'espace de Nikolsky-Besov le,ﬁ(a, b)si

1) f est mesurable sur (a,b).

2) 15100t = I zutony + 1l aiy < +00!

ot 1
b=a 9 3
= (IAF fllLpab-on) ) dh
Hf”b;e(a,b) = </0 ( X 0 (6.2)

A7 fllz, (ap—ok
(ap) = SUD h hl( ) (6.3)

b—
0<h<Ta

1115

P,+o0

On veut montrer que cette définition est indépendante de o > [, autrement dit les semi

normes (6.2) et (6.3) sont équivalentes pour les différentes valeurs de o > .

6.2 Normes équivalentes

On veut utiliser le méme schema de démonstration que celui du lemme (3.1) mais
I'identité
Anf=2""Agf —27'ALf, (6.4)

n’est pas verifiée ;pour s’en assurer on donne le contre exemple suivant.Soit = € (a, b),on

(R f)(2) = flz+h)— f(x) S? x € (a,b—h), (65)
0 six € (b—h,b)
et
(B f)(x) = flz+2h) — f(x) ST z € (a,b—2h), (6.:6)
0 siz e (b—2h,b)
et
(B2 ) () = flx+2h) =2f(x+h)+ f(x) size(a,b—2h), (6.7

0 six € (b—2h,b)
Si z € (b— 2h,b),alors on a
(Arf)(@) = fla+h) = f(z) et 27 Agf(x) = 27'A}f(z) = 0
Puisque la methode utilisée jusqu’a présent pour démontrer 1’équivalence ,des normes

(semi-normes) n’est plus valable quand on remplace R™ par (a, b),alors on fait appel a
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la théorie des opérateurs d’extension pour les espaces fonctionnels et ceci sous certaines
conditions sur 2 C R™ (par exemple 092 € Lipl),pour plus de details voir [4,5,11,] et
[14].

Lemme 6.1 Soientl > 0,1 <p,0 < +oo.
Alors les normes ||.|| g J(ap) corespondantes aux différentes valeurs de o € N avec o > 1
L o(a,

sont équivalentes.

Preuve
On désigne temporairement les semi-normes (6.2)et (6.3) coréspondantes & o par ||.||().
Il suffit donc de prouver que ||.||¢) et ||.||“*Y sont équivalentes dans I'espace L,(a,b) ot
o>1>0.
D’aprés la proposition (2.1) chapitre 72" ||Az+lf||Lp(a,b_(g+1)h) < 2| A7 fllLy(ap—ony ce qui
entraine || £©+) < 2£©.
on démontre l'inégalité inverse.
L’opérateur

T: Bl y(a,b) — B, 4(R) (6.8)

est dit opérateur d’extension si

(T'f/(a,b))(x) = f(z), pour toutf € Bllw(a, b). (6.9)

D’une maniere génerale le théoreme d’extension assure l'existence de l'opérateur T

(linéaire et borné) tel que :pour p,0 > 1,

17l w0 < ellF 151 yai (6.10)

ol ¢ est une constante positive indépendante de la fonction f.
De (6.10) découle
o+1 o+1
ITF g™ < el £l (6.11)

En vertu du lemme (3.1) (pour n =1) on a :
ITFIE) < <ITAIG” (6.12)
(®) =€ (®) - '
En utilisant (6.11),(6.12) et I'inégalité évidente :

T, < ITFI),
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on obtient

1T, < ITFIG

d’ou

ou k = cd,

ou bien

<cITflit < el

ITAIE, < EIFIE

o 1
£ < kNG
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