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Notations

Dans ce terme et en application de la présente étude méthodologique des notions, nous
avons pensé utile de formuler en méme temps un sommaire explicite apte a faciliter la
lecture du contenu de ce mémoire :

R I’ensemble des nombres réels.

C I’ensemble des nombres complexes.

C(J,R) espace des fonctions continues de J dans R

L(E,E) lensemble des endomorphismes linéaires continues.

LY(J,R) Tespace de toutes les fonctions mesurables de Lebesgue sur J
BM (J,R) I'espace de toutes les fonctions & valeurs réelles bornées et mesurables sur .J
AC([a,b]) Tespace des fonctions réelles absolument continues sur [a, b]
111l norme

EDF I’équation différentielle fonctionnelle

EFI I’équation intégrale fonctionnelle

EDFP 1équation différentielle fonctionnelle perturbées

EIFP I’équation intégrale fonctionnelle perturbées



Introduction

Ces derniéres années, les perturbations quadratiques des équations différentielles non
linéaires (appelées équations différentielles hybrides) ont attiré beaucoup d’attention.
L’importance des recherches sur I’équation différentielle hybride réside dans le fait qu’elles
incluent plusieurs systémes dynamiques comme cas particuliers.

La théorie des inégalités différentielles pour les équations différentielles hybrides est
cruciale dans I'étude qualitative des équations différentielles non linéaires. On sait que
les inégalités différentielles jouent un roéle important dans 1’étude des solutions extrémales
d’équations différentielles non linéaires via la méthode des solutions supérieures et infé-
rieures.

Dans le présent mémoire notre but est :

D’une part, une familiarisation avec la méthode du point fixe dans I’étude de 'exis-
tence de solutions et de solutions extrémales de certaines équation différentielles hybrides
et équations intégrales.

D’autre part, les espaces sur lesquels elles sont définies, la transformation du probléme
en un probléme de point fixe, et enfin le type d’hypothéses imposées. Pour cela, on a
divisé notre travail en trois chapitres essentiels .

Chapitre 1 :
Il consiste en un rappel des principales définitions et propriétés utilisées dans la suite du
travail. Celles-ci sont constituées essentiellement de résultats d’analyse fonctionnelle, les
théorémes fondamentaux de point fixe intervenant dans les preuves des résultats d’exis-
tence de solutions.

Chapitres 2 :
Dans cette partie, on s’intéresse a l’existence et 'unicité de la solution d’un certain pro-
bléme aux limites. Plus précisément , on étudie le probléme aux conditions aux limites
suivant :

——) = g(t,xy) pp tel
) = 0(t) tel
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et le probléme :

{%x(z&) = f(t,x(t),Sx) pp tel
z(t) = Gz(t) t el

sous certaines conditions (Lipscitz, Carathéodory,...) sur les fonctions f, g. Nous étu-
dions aussi ’existence de solutions extrémales pour ces équations.

Chapitre 3 :
Il s’agit dans ce chapitre d’étude de l'existence de solutions et de solutions extrémales
pour des équations fonctionnelles intégrales de la forme :

o(t)
w(t) = k(t, x(p(t) + [f (8, (v (2))] (q(t) +/0 g(Sax(Tl(S))CLS) vt e J.
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Chapitre 1

Rappels et quelques outils de base

A cause de leur grande importance dans notre étude, ce chapitre introductif vise a
présenter quelques notions de base nécessaires pour le développement ultérieur de cette
mémoire et on insistera en particulier sur la définition des Algébre de Banach, ainsi que
quelques rappels sur les opérateurs, quelques théorémes de point fixe.

1.1 Sur les espaces

Définition 1.1.1 (Espace de Banach) .

Toute espace vectoriel normé complet sur le corps C ou R est appelé espace de Banach.

Exemple 1.1.1 .
Les espaces L'(J,R), C(J,R), BM(J,R) munis respectivement des normes suivantes :

1
]| 1 =/ [z(@)|dt, |zllc =suplz@®)], |zlpyn = max]|x(t)]
0 ted ted
sont des espaces de Banach sur R.

Définition 1.1.2 (Algébre ) .
Une algebre A sur le corps R est un espace vectoriel sur R muni d’une multiplication wu :
AxA— R quiest:

1. Vx,y,z € A, (zy)z = x(yz) (associative).

2. Vr,y,z€ A, x(y+2)=xy+axz et (y+ z)xr =yx+ zx (distributive ).

3. Vx,y € A, Va e R, (az)y = x(ay) = a(zy) (R-bilinéaire).

Définition 1.1.3 (Algébre de Banach) .

Si les conditions suivantes sont remplies, on dit que A est un algébre de Banach :
1) A est un espace de Banach ( muni la norme ||.||: A — Ry )
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2) A est une algébre, et Vr,y € A, ||zy| < |lz||y]|

Exemple 1.1.2 .

1. L’espace C = C(Iy,R) est une algébre de Banach et la multiplication sur cette
algebre est définie par :

(xy) (t) =x(t)y(t), Vte][-r0, r>0.

2. Pour tout entier n > 1 lalgebre M, (R) des matrices carrées d’ordre n a coefficients
réels est une algebre de Banach si on la muni de la norme

p
M| = stip > my].

Définition 1.1.4 (Relation Binaire) .

Si une relation binaire R sur un ensemble X répond auzx critéres suivants, on ['appelle
une relation d’ordre :

1. Ve € X, (xRz) (réflexivité).

2. Vx,y,z € X (xRy et yRx = x =vy) (antisymétrie).

3. Vr,y € X, (xRy et yRz = xRz) (transitivité).
Une relation d’ordre est dite totale si

Ve,ye X, #y = xRy et yRx

Exemple 1.1.3 .
Dans lespace C(J,R) on définit la relation d’ordre partielle < par :

Ve,y e X, VteJ, z=<y<= z(t) <yt).

Définition 1.1.5 (Ensemble Convexe) .

Un sous-ensemble S d’un espace vectoriel X, est convexe si :
Ve,ye S, Vte[0,1], at+(1—t)yeSs.

Exemple 1.1.4 .

1. Toute boule (ouverte ou fermée) d’un espace vectoriel normé est une partie conveze.

2. Tout sous espace vectoriel d’un espace vectoriel est convexe.
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Définition 1.1.6 (Cone) .

Soit K un sous-ensemble non vide fermé d’un espace normé X.
a) K est dit un cone si :
I. K+ KCK
2. AK C K pour tout A € RT.
3. {=K}NK = {0}, ou 0 est I’élément neutre pour l’addition dans X .

b) K est dit normal si la norme ||.| sur K est semi monotone, i.e.
AN >0, Ve,ye K: x<y=|z| <yl
c) On dit que K est un cone positif de algébre de Banach X si
KoK CK.
ot o est la multiplication définissant la structure d’algébre de X .

Exemple 1.1.5 .

L’ensemble K ={x € C(J,R):x(t) >0,Yt € J} est un cone positive normal.

Remarque 1.1.1 .

Tout cone K de X permet de définir sur X une relation d’ordre partiel de la maniére
sutvante :
Ve,ye X, s y=y—z € K.

1.2 Sur les fonctions

Définition 1.2.1 (Fonction de Carathéodory) .

a) Une fonction f:J xR — R est dite Carathéodory si :
1. la fonction t — f(t,x) est mesurable sur J, Vx € R.
2. la fonction x — f(t, ) est continue pour presque tout t € J.

b) Si de plus la fonction f vérifie la condition suivante :
Vr >0, 3he L}JR) telque :VteJ |f(t,n)| <h(t) et Vo:l|z|| <,
on dit que f est L'-Carathéodory..

Définition 1.2.2 (Fonction de Chandrabhan) .

a) Une fonction f:J xR — R est dite Chandrabhan si
1. t — f(t,x) est mesurable pour tout x € R.
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2. x—— f(t,x) est croissante pour presque tout t € J.

b) Si de plus la fonction f vérifie la condition suivante :
Vr>03h e LY(J,R) tel que :|f(t,2)| < h(t) Vt € J Va,|z| <,
on dit que f est L'-Chandrabhan.

Définition 1.2.3 (Fonction absolument continue) .

Une fonction f : [a,b] — R est dite absolument continue sur [a,b], si
Ve > 0, 30 > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts deux a deuz disjoints,
|ak, bik=12...n, nOUS avONS :

Dolbe—al <8 = > |f(b) — flar) <e
k=1 st

Définition 1.2.4 (Fonction de Lipschitz généralisée) .
Soit f:J xR — R une fonction.

[ est dite lipschitzienne-généralisée s’il existe une fonction | € L' (J,R), telle que :
Ve,ye R f(tx) = f(E )l <UE) llz—yll, pour presque tout ¢ € J,

La fonction | est appelée la fonction de Lipschitz correspondante a f.

- Sil(t) =k (ou k > 0 est une constante positive ), f est dite lipschitzienne de constante
de Lipschitz k.

- 810 < k<1, f est dite une contraction.

Exemple 1.2.1 .

_ Tz +sinz . . 2
La fonction x — —3 est une k-contraction de R dans lui méme, avec k = 3

1.3 Sur les opérateurs

Définition 1.3.1 (Opérateur borné) .

Soit A un opérateur linéaire défini d’un espace de Banach X dans lui méme. A est dit
borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

VeeX, A <clall -

Définition 1.3.2 (Opérateur monotone) .

Soit X un espace de Banach ordonné par un cone K. Un opérateur A défini de X dans
dans lui méme est dit :
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— monotone décroissant si :

Veye X @z =xy= Ay) < A(x).
— monotone croissant st :

Ve,ye X0 2 2y = A(z) < Ay).

Définition 1.3.3 (Opérateur continu) .

Un opérateur A défini d’un espace de Banach X dans lui méme est dit continu si pour
toute suite (Ty)nen dans X qui converge vers x € X, la suite (Azy,)nen converge vers Ax.

Soit C'(J, X) l'espace des fonctions continues d'un intervalle compact J de R dans
I'espace de Banach X et soit M un sous ensemble de C(J, X).

Définition 1.3.4 (Ensemble équicontinu) .

M est dit équicontinu st :
Ve>0, 3>0, Vihed: (-t <8) = (vFeM |ftt) - f)l <e).

Définition 1.3.5 (Ensemble uniformément borné) .

M est dit uniformément borné si :
Je>0:|fH)]| <c Vted etVfeM.

Définition 1.3.6 (Ensemble relativement compact) .

M est dit relativement compact si M (adhérence de M) est compact.

Théoréme 1.3.1 (Ascoli Arzela) .
M est relativement compact si et seulement si :
1. M est uniformément borné.

2. M est équicontinu.

Théoréme 1.3.2 (Convergence dominé de Lebesgue) .

Soit X un espace de Banach. Soit (fy),cy une suite de fonctions de X dans X dont
intégrale de la norme est fini (i.e. f, € LY(X, X)) et soit f : X — X. On suppose que :

1. La suite (fn(z)), converge vers f(x) pour presque tout v € X.

2. Il existe une fonction g € L'(X,R) tel que Yn € N, || f.(2)|| < g(x) pour presque
tout v € X.
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Alors
fELl(X,X), et llm | fn — fll;2 = 0.

Soit A un opérateur défini d’'un espace de Banach X dans lui- méme.

Définition 1.3.7 (Opérateur compact) .

L’opérateur A est dit compact si l’ensemble A(X) est relativement compact.

Définition 1.3.8 (Opérateur totalement borné) .

L’opérateur A est dit totalement borné si pour tout ensemble borné B de [’espace X,
l’ensemble A(B) est relativement compact.

Définition 1.3.9 (Opérateur complétement continu) .

L opérateur A est dit complétement continu s’il est continu et totalement borné.

Définition 1.3.10 (Opérateur convexe) .

L’opérateur A est dit conveze si :
Vt€[0,1] etVo,ye A: Atz + (1 —t)y) <tA(x) + (1 —t)A(y).

Définition 1.3.11 (Contraction non linéaire) .

L’opérateur A est dit D-lipschitzien s’il existe une fonction v : Rt — RT continue et
croissante vérifiant

Ve,y € X @ ||Az — Ay|| < ¥ (Jlz — y||) avec (0) = 0.

La fonction 1 est appelée :

- D-fonction de Lipschitz si(r) = a.r, a > 0 et A est dit lipschitzien avec constante
de Lipschitz a.

- En particulier si « < 1, A est dit contraction et si ¥(r) < r pour r > 0, A est dit
contraction non linéaire.

- Sip(r) =r, A est dit opérateur non expansif.

1.4 Sur les point fixe

Dans cette section, nous énongons les théorémes de point fixe qui serons utilisés dans
les chapitres suivants.
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Théoréme 1.4.1 (B.C.Dhage[3]) .

Soit X un espace de Banach et soit T : X — X un opérateur complétement continu.
Alors :
— (i) Soit Uequation Tx = x admet une solution.

— (i) Soit l'ensemble & = {u € X/3\ €]0,1[: \Tu = u} est non borné.

Théoréme 1.4.2 (B.C.Dhage[4]) .

Soit X un espace de Banach et soit T : X — X wune contraction non linéaire. Alors T
admet un point fixe unique.

Théoréme 1.4.3 (B.C.Dhage|2]) .

Soit X une algébre de Banach et soit A, B : X — X deux opérateurs tels que :
— A est D-lipschitzien avec comme D-fonction la fonction 1.

— B est completement continu.

— Jr >0 tel que : My (r) <r ou M = ||B(X)|| = sup{||Bz| ,z € X}.
Alors :

1. Soit I’équation AxBx = x admet une solution.

2. Soit l’ensemble £ = {u € X /3X€]0,1]: ANA (%) Bu = u} est non borné.

Corollaire 1.4.1 (B.C.Dhagel1]) .

Soit X une algébre de Banach et soit A, B : X — X deux opérateurs tels que :
— A est lipschitzien avec comme constante de Lipschitz c.

— B est complétement continu.

- aM <1 ou M =|B(X)| =sup{||Bzx| ,z € X}.
Alors :

1. Soit ’équation AxrBx = = a une solution.

2. Soit l’ensemble £ = {u € X/3X €)0,1]: A A (%) Bu = u} est non borné.

Théoréme 1.4.4 (B.C.Dhage[2]) .

Soit X une l'algebre de Banach ordonné par un cone K et soit a,b € X, avec a < b. On
Suppose que A, B : |a,b] — K sont deux opérateurs tels que
— A est lipschitzien avec comme constante de Lipschitz .

— B est compléetement continu.
~ AxzBux € [a,b] pour tout x € [a, b].

— A et B sont croissants.
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-aM<1ouM=]|B([a,b))| =sup{||Bx| : z € [a,b]}.
Si le cone K est positif et normal, alors I’équation opérationelle AxBx = x admet une
solution positive mazimale et une solution positive minimale dans [a,b].

Théoréme 1.4.5 (B.C.Dhage[2]) .

Soit X une algébre de Banach ordonné par un cone K et soit a,b € X, avec a < b. On
suppose que A, B : a,b] — K sont deuz opérateurs tels que
— A est lipschitzien avec comme constante de Lipschitz c.

— B est totalement borné.

— B est croissant.

- aM<1ouM=]|B/(a,b])| =sup{||Bz| : z € [a,b]}.
Si le cone K est positif et normal, alors ’equation opérationnelle AxBx = x admet une
solution positive mazimale et une solution minimale positive dans [a,b].

Théoréme 1.4.6 (B.C.Dhagel2]) .

Soit X une algebre de Banach ordonné par un cone K et soit a,b € X tels que a < b. Soit
A, B :[a,b] — K et C : [a,b] — X trois opérateurs tels que
— A est D-lipschitzien et croissant. Soit 14 la D-fonction de Lipschitz associée a A.

— B est completement continu et croissant.

— C est lipschitzien et croissant. Soit V¢ la D-fonction de Lipschitz associée a C'.

— Jr > 0 tel que : Ma(r)+ie(r) <r, ou M = ||B([a,b])|| = sup{||Bz|| : z € [a,b]}.
- a < AaBa+ Ca et AbBb+ Cb < b.

Alors I'équation opérationnelle AxBx + Cx = x admet une solution maximale positive et
une solution minimale positive dans |a, b].

Corollaire 1.4.2 (B.C.Dhage|2]) .
Soit X une algebre de Banach ordonné par un cone K et soit a,b € X tels que a < b. Soit
A,B:[a,b] — K et C : [a,b] — X trois opérateurs tels que

1. A est croissant et lipschitzien avec comme constante de Lipschitz «.

2. B est completement continu et croissant.

3. C est croissant et lipschitzien avec comme constante de Lipschitz 3.

4. aM+ B <1 ou M =|B([a,b])] =sup{||Bz| : x € [a,b]}.

5. a < AaBa+ Ca et AbBb+ Cb < b.

Alors l’équation opérationnelle AxBx + Cx = x admet une solution maximale positive et
une solution minimale positive dans [a,b].

Théoréme 1.4.7 (B.C.Dhagel8]) .

Soit U un sous ensemble ouvert et borné de l'algebre de Banach X, et soit A,C : X — X
et B:U — X trois opérateurs oul est 'adhérence de U, tels que :
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— A et C sont lipschitziens avec D-fonctions de Lipschitz 14 et 1o respectivement.

AN I
- <Z> existe, I étant l'opérateur idebtité deX dans X et ['opérateur 1 X — X

I
défini par : (Z) (x) = %, est bien défini.
— B est completement continu.

— 3r >0 tel que : My (r) +pe(r) <r ou M = ||B (0)]]-
Alors

1. Soit I’équation opérationelle AxBx + Cz = x admet une solution dans U.

2. Soit il existe w € OU et il existe A €0, 1] tels que : \A (%) Bu+ \C (;) =u.

Corollaire 1.4.3 (B.C.Dhagel8]) .

Soit B(0,r) la boule ouverte centrée en 0 et de rayon r dans l’algébre de Banach X, et
sotent A, B,C : X — X trois opérateurs tels que :
o est bien défini et injectif.
— A et C sont lipschitziens avec comme constantes de Lipschitz o et 3 respectivement.
— B est completement continu.

—aM+p<1,ou M= HB(B[O,T])H.
Alors,

1. Ou bien ’équation opérationnelle AxBx + Cx = x admet une solution dans B(0,7)

2. Ou bien il existe uw € X et il existe X €]0,1[ tel que : ||u|| = r et NA (%) Bu +
u
o (3) =
DISCUSSION :

x
Cette discussion concerne la notion de "bien défini", dans le sens que le rapport 2z

x
sens. Ce qui est vrai pour les cas étudiés i.e. X = BM(J,R), X = C(J,R)...

Théoréme 1.4.8 (B.C.Dhage[13]) .

Soit X un espace de Banach et soit A et B: X — X deux opérateurs tels que :
— A est une contraction.

— B est completement continu.
Alors :

1. Soit l’équation opérationnelle Ax + Bx = x admet une solution.
u

2. Soit Vensemble & = {u € X/3x €]0,1]: M ( .

) + ABu = u} est non borné.
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Théoréme 1.4.9 (Heikkila et Lakshmikantham[6]) .

Soit [a,b] un intervalle ordonné du sous ensemble Y de l'algébre de Banach X et soit
Q : |a,b] — [a,b] un opérateur croissant.
Si pour toute suite mondtone (x,) C [a,b], la suite ({Qx,}n) C Q([a,b]) est convergente,
alors la suite ({Q™a},) (des Q-itération de a) converge vers le point fixre minimal x, de
Q et la suite ({Q™b},,) (des Q-itération de b) converge vers le point fixre mazimal x* de Q
i.e.

z, =min{y € [a,b] 1 y > Qu} et 2" =max{y € [a,b] : y < Qy}.



Chapitre 2

Equation différentielle hybride a retard
fini dans une algébre de Banach

Dans ce chapitre nous présentons 1’étude de l'existence de solutions et de solutions
extrémales pour deux type d’équations différentielles hybride a retard fini est prouvé via
un théoréeme de virgule fixe dans les algébres de Banach et sous certaines conditions de
Lipschitz et de Caratheodory.

2.1 Un premier type de probléme
Soit r,a > 0. On pose J = Iy|J I avec Iy = [—r,0] et I = [0, a].

On considére I’équation différentielle fonctionnelle du premier ordre (notée EDF') :
d x(t)
— =] = t ptel
i (Fiem) — ot v
z(t) = 6(t) tel

ouf:IxR— R* et g:IxC(l),R) — R sont des fonctions données et la fonction
xy : Iy — C' = C(lp, R) est définie par

(2.1)

VOely, x(0)=x(t+0).

Autrement dit, la valeur de z; & un instant ¢t de xz, ne dépend pas seulement de la
valeur de x a l'instant ¢, mais aussi des valeurs prises avant l'instant ¢.
Définition 2.1.1 .
Une fonction x € C(J,R) N AC(I,R) est dite solution de 'EDF (2.1) si

x(t)
f(tz(t))

(ii) z vérifie I’équation dans (2.1).

(i) La fonction t — est absolument continue.

15
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2.1.1 Existence de solutions
L’objectif est de présenter le résultat, et sa preuve, sur l'existence d’une solution de

I'EDF (2.1) dans l'algébre de Banach C'(J,R).

Pour ce but, nous énumérons les hypotheéses suivantes :

(Hy) Lafonction f: I xR — R* est continue, et il existe une fonction k € B(J,R)
telle que k(t) > 0 pour tout t € I et

[f(t2) =ty < k@) |z —yl pptel VryeR

(Hy) f(0,6(0)) =1, pour tout § € C(ly,R).
(H3) la fonction g est £!'-Carathéodory.

(Hy) 1l existe une fonction w : Ry — R* continue et croissante, et une fonction

v € LY(I,R) tel que ¥(t) > 0 pour tout ¢t € J et
9(t,2)] <v(w(llzllc) pptel, Vel

Théoréme 2.1.1 (Dhagel1]) .
Soit 0 € C(Iy,R). On Suppose que les hypothéses (Hy) — (Hy) sont vérifiées, et que

* ds
1. 2.2
| oz el 2.2

ol
F0] o F

C = 3 - ’
SR e PR S

1K (el + 1] e) < 1.

avec  F'=max|f(t,0)], et [k|=supl|k(t).
teJ teJ
Alors 'EDF (2.1) admet au moins une solution sur J.

Preuve

L’EDF (2.1) est équivalente a I’équation fonctionnelle intégrale hybride (notée EFTH)
sulvante :

z(t) = f(t,z(t)) [9(0) +/0 g(s,xs)ds} tel. 2.3)
v) = 6 e n
On définit les deux opérateurs A, B : C(J,R) — C(J,R) comme ceci :
ftz@) tel
)= { 1 t el

Ax(t
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et
6(0) +/ g(s,z5)ds tel.
0
0(t) tely.
Alors 'EDF (2.1) est équivalente a ’équation opérationelle :
x(t) = Az(t)Bx(t).

> On doit montrer que les opérateurs A et B vérifient les hypothéses du Corollaire 1.4.1.
Etape 1 : Montrons que A est lipschitzien :

On a d’aprés 'hypothése (H;), pour tous ¢t € J

< |f@tx@®) — fty@)]
< k() |z(t) — y(D)]
< k@) |lx—yl| Vte

|Ax(t) — Ay(t)]

En passant au ” sup” on obtient, :
[Az — Ayl < [[Elllle =yl Vz,y € C(JR).
Ainsi, A est lipschitzien sur C(J,R) avec comme constante de Lipschitz ||k||.

Etape 2 : Montrons que B est complétement continu

1) _B est continu :

Soit (z,,) une suite convergente dans X vers x € X. Nous montrons que la suite
(Bxy,), converge vers Bx

Soitt € J.on a:

|Bx,(t) — Bx(t)| < /Og(s,xns)ds—/o g(s,xs)ds

t
/ 9(s, Zps) — g(s,z5)|ds
0

< / 1905, Zns) — (5, 2)|ds = [l9( 2n) — (21

IN

D’ou :
| Bz, — Bx|| < [lg(-,xn) — g(, )|

d’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (théoréme 1.3.2), nous
avons :

”g(7xn) - g(wx.)HLl —n—o0 0.
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En effet : soit U, : I = R* ot — U,(t) = g(t,xny) et U: I - Rout — U(t) =
g(ta xt)

Nous avons U,,(t) converge ver U(t) pp t € 1.

par continuité de g par rapport a la deuxiéme variable, on a

Tny — 2y dans C(JR), alors g(t, zne) — g(t, x¢)
et puisque la suite (z,,), convergent dans C(J,R), alors
dr >0, VneN: |z <r et ||z <7

donc
[Un(®)] < llznell <7
dela
Un()] = |9t @) < v(Ow((|20]) < v(B)w(Ir]) € LI R).

les conditions du théoréme de la convergente dominée de Lebesgue sont ainsi satis-
faites.

Ce qui prouve que 'opérateur B est continu.

2) B transforme tout borné en un relativement compact. (i.e B est totalement borné.)

Soit S un sous ensemble borné de C'(J,R). Pour montrer que B(S) est relativement com-
pact, nous allons utiliser le théoréme d’Ascoli-Arzela (théoréme 1.3.1). Ce qui revient a
montrer que :

2.1 B(S) est uniformément borné.

- Sitel,ona:

|Bx(t)] < ‘9(0)+/0 9(s,x)ds SIH(O)H/O l9(s, 5)| ds

t
< sup]G(O)\—i—/ h(s)ds (car gest L'—carathéodory)
teJ 0

< Jbllo + 1kl (ear (6]l = sup (0}

— Sit € Iy, nous avons :

|Ba(t)| < 10(1)] < l6]lc
On en déduit que :  [|[Bz|| <M ou M = |0+ Al -

Ainsi B(S) est uniformément borné.
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2.2 B(S) est un ensemble équicontinu.

Soit z € S et soit t,7 € I. On a :

|Bx(t) — Bx(1)] < /Og(s,xs)ds —/OTg(s,xs)ds

/Ttg(s,ass)ds
/Tt h(s)ds

< |p(t) —p(7)]

(Relation de Chasles)

IN

(car g est L'—carathéodory)

t
ou p(t) = / h(s)ds. La fonction p est uniformément continue sur [
0

On en déduit que : |Bz(t) — Bx(7)] — 0 lorsque t — 7.

De méme si t,7 € Iy on a
|Ba(t) — Ba(r)| < |0(t) — 6 (7)].
puisque # est uniformément continue sur Iy, on déduit que :
|Bx(t) — Bx(1)| — 0 lorsque t — 7.

Ce qui prouve que B(S) est équicontinu, et par conséquent B(S) est relativement
compact d’aprés le théoréme d’Ascoli- Arzela (théoréme 1.3.1 ).

Ainsi B est un opérateur complétement continu.

En conclusion, les hypothéses du Corollaire 1.4.1 sont vérifices. On en déduit que soit la
conclusion (1) du corollaire 1.4.1 est réalisée, soit la conclusion (2) qui lest.

Maintenant, montrons que la conclusion (2) n’est pas réalisée. C-a-d que, nous allons
vérifier que I'ensemble & = {u € X/3X €)0,1]: A A (%) Bu = u} est borné.

Soit x € £, et A € ]0, 1] tel que, pour t € J,

X

2(t) = )\A()\> (t) Bz (t)
A [f(t,@)] (0(0)+/0tg(s,xs)ds) tel

A (t) t € ly.
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Alors on a

0 < Al (6 52)| (1010 +| [ ot eas])
20 = o) +1700) (10l + [ lots. 0

+7] (10l + [ lots.zas])

gk@wwoww+Aumwwm)+Fwa+AImwwm)

t
< [[¥] IISCH(H9Hc+||hHL1)+F|!9Hc+1*"/0 v (s)w (sl ds) -

[\
>~
N
~
VR
\‘N
—~
N

IN
EX
—~
Ct
N
= >

Posons u(t) = sup |z(s)| pourt e J. Alors on a
s€[—r,t]

lz(t)| <wu(t) Vted et|a, <u(t) Vtel.
Soit t* € [—r, t] tel que u(t) = |x(t*)].
On a d’apres ce qui précéde :
ut) = Joft) )
< W B0l + 1) + F (161 + [ 7 6)e () ds)

s|wm@mwc+mmn+F@w@yAv@wm@@ﬂ.

D’ou .
u(t) < Cy + 02/ v (s)w (u(s))ds.
0
ou
. P 6l . F |
L=k (10l + NPl ) L—[[E] (6]l + Al )
Soit

t
U(t)=C+ C’g/ v(s)w (u(s))ds, t € l.
0
On a u(t) < W(t), Vt € I. En dérivant ¥(¢) on trouve :

{ V(L) < Coy (Hw (¥(1) ppt el
W(0) = C).
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Donc

s t
— < C / v(s)ds < Co||v|| ;1 -
/0 UJ(\I/(S)) 2 o ( ) 2 H HL

Ce qui donne en faisons le changement de variable s = W(¢) :

W (t) 00
| s <G [ 2.4)

Cy w(s) Ccy w(s)

Il existe alors une constante M > 0 tel que : ¥ (t) < M pour tout ¢ € I.
Ainsi, nous avons :
z(t)] < u(t) <V () <M. (2.5)

D’autre part, nous avons pour t € I
[z(t)] = [0(t)] < suprer|0(t)] = |0l (2.6)

On conclu que, Vt € J,|z(t)| < maz||0||c, M et donc I'ensemble £ est borné, i.e. la conclu-
sion (2) du Corollaire 1.4.1 n’est pas satisfaite et donc, c’est la conclusion 1 qui lest.

Ainsi, I’équation opérationelle Ax Bx = x admet au moins une solution dans J, et par
conséquent 'EDF (2.1) admet au moins une solution dans J.H

Remarque 2.1.1 .

L’existence de la constante M > 0 vérifiant (2.5) se justifie de la maniére suivante :
Supposons par 'absurde que VU n’est pas bornée.

Du fait que : W'(t) = y(t)w(u(t)) > 0 donc ¥ est croissante. Dela lim;_,, W(t) = 400.
En passant a la limite dans (2.4), on obtient :

o [ ds /°° LEPPRNI /°° ds
im — = < Co (|7l 2 —
toa Jo,  w(s) o, w(s) g o, w(s)
ce qui est impossible.

Ainsi : U est bornée, et donc IM > 0:V(t) < M Vte J.

2.1.2 Existence de solutions extrémales

Dans 'algébre de Banach C(J,R) on concidére le cone K défini par
K={xeC(JR):z(t)>0,Vt € J}.

Le cone K est positif et normal dans C(J,R). I définit une relation d’ordre sur C(J,R)
par :
Vu,v € C(J,R), u=<v < VteJ u(t) <v(t).

De la positivité de K, se déduit le résultat suivant :
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Lemme 2.1.1 (Dhagel[1]) .

Soit uy ug, v1,v2 € K tel que up < vy et ug < vy alors ujug = v10s.

Pour tous a,b € C(J,R) tel que : a < b, U'intervalle ordonnée [a, b] est un ensemble
dans C(J,R) donné par :

la,b] ={z € C(J,R) :a <z < b}.
Définition 2.1.2 .
Une fonction a € C(J,R) est dite sous-solution de UEDF (2.1) sur J si

(%) < g(t,a;) Vtel
ol < o) viel

Une fonction b € C(J,R) est dite sur-solution de UEDF (2.1) sur J si

b(t) \
(m) > g(t.b) Vtel
bty > 0() Vel

Définition 2.1.3 .

Une solution xpr de 'EDF (2.1) est dite solution mazximale si pour toute solution x de
IEDF (2.1) on a
x(t) < xp(t), vVt e J.
Une solution x,, de 'EDF (2.1) est dite minimale si pour toute solution x de ’EDF
(2.1) on a
() < x(t), vVt e J.

On considére les hypothéses suivantes :

(Bo) f:J xRt —RY, g:JxC—R" et 0(t) > 0sur I

(B1) g est de Carathéodory.

(Bs2) Les fonctions f et g sont croissantes.

(B3) EDF (2.1) admet une sous-solution a et une sur-solution b sur J avec a < b.

Remarque 2.1.2 .

Supposons que By et By sont vérifiées, définissons la fonction — h:J — R par

h(t) = lg(t,a0)l + [g(t b)| = g(t, ar) + g(t, b)) Vi€l (2.7)
Alors h est Lebesque intégrable et
‘g<t7$t)‘ = g(t,xt) < h<t) vt e [> Vo € [&7 b] :

Théoréme 2.1.2 (Dhagell]) .
Supposons que les hypotheéses (Hy)-(Hs) et (By)-(Bs) sont vérifiées.

Si ||kl (0]l + ||h]l ;1) < 1, ow h est définie par(2.7), alors UEDF (2.1) admet au moins
une solution mazimale et une solution minimale positive sur J.
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Preuve

L’EDF (2.1) est équivalente a EFI (2.3) sur X = C(J,R).
On définit deux opérateurs A et B par

ft,z(t) tel

Et

Q(t)v t el

Alors 'EFT (2.3) se transforme en 1'équation opérationelle
x(t) = Az(t)Bz(t),
définie sur l'algebre de Banach C'(J,R).
D’aprés la démonstration du Théoréme 2.1.1, A est lipschitzien avec comme constante
de Lipschitz ||k|| et B est un opérateur complétement continu. L’hypothése (Bs) implique
que les opérateurs A et B sont croissants sur [a,b] :

En effet, soit z,y € [a, ] tels que x < y. Alors d’aprés (Bs)

Ax(t) = f(t,2(t) < f(ty(t)) = Ay(t) Veel.

et
Az(t) =1 = Ay(t) vt € Ip.
De méme
Bx(t) = 6(0) +/0 o(s, 24)ds
< 6(0) —i—/o g(s,ys)ds
= By(t) Vtel
et
Bz(t) = 0(t) = By(t) Vit € I

Donc les opérateurs A et B sont croissants.
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Maintenant, d’aprés le Lemme 2.1.1 et ’hypothése B; on a :
at) < [ (ta(®)] (e<o> v g(s,as>ds)
< [t 2(0)] (<0<0>+ / g(s,mds)

a0 (600)+ [ tg(S,bs)ds>

b(t).
Donc a(t) < Ax(t)Bx(t) < b(t) Vte J,et Ve € [a,b],ie. AzBz € [a,b] Vo € [a,b].

IA

IN

De plus
M = |[B([a,b])
sup {|[Bz| : = € [a,b]}
t
< Sup{||9||c—|—sup/ lg(s,xs)| ds xe[a,b]}
teg Jo
t
< folle+ | hs)ds
0
= |’9|’C+HhHL1'
vérifie :

1l M<Kl e+ DTl < 1.

En appliquant le Théoréme 1.4.4 & P'équation opérationelle Az(t)Bx(t) = x(t), il
résulte que 'EDF (2.1) admet une solution positive maximale et une solution positive
minimale .l

Exemple 2.1.1 .
z 0} et I = [O, 1] et soit UEDF suivante :

27 2

w0\ _ o)
(f(tw(t))> = Tale (€1 (2.8)
x(t) = sin(t) tely

oup e LY(I,R) et f: IXR — R est définie par - f(t,x(t)) = 1+al|z(t)],a > 0,Vt € I.

p(t)
. _ _ o L+ [zl _ _

La fonction f est continue et lipschitzienne avec comme constante de Lipschitz . La
fonction g est L'-Carathéodory avec h(t) = p(t).

Soient les intervalles fermés bornés Iy = [—

On définit la fonction g : [ x C — R par g(t,z;) =

Si o(1+||pll;1) < 1, alors d’apres le Théoreme 2.1.1 UEDF (2.8) admet au moins
une solution sur J, puisque la fonction w satisfait la condition (2.2) avec v(t) = p(t)
Viel etw(r)=1 VreR".
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2.2 Un deuxiéme type de probléme

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a des équations différentielles fonc-
tionnelles perturbées, notées EDFP du type,

dfg) — f(ta(t),Sz) pp. tel=[0,d 20)
z(t) = Gz(t) tely=|[-r0]

ou f:IxR"x BM(J,R") — R" et S,G : X C BM(J,R") — Y C BM(J,R") sont
donnés, et J = Iy UI.

Définition 2.2.1 .
Une solution de ’EDFP 2.9 est une fonction x € AC(J,R"™) qui vérifie l’égalité (2.9).

2.2.1 Existence de solutions

Nous rappelons quune application f : J x R" x C' — R" est dite L!-Carathéodory
sic:

— t — f(t,z,y) est meusurable pour tout z € R" et y € BM (J,R")

— (x,y) — f(t,x,y) est continue pour presque tout t € .J

~ Vk > 0,3h € L'(J,R) telle que

|[f(t,x,y)| < h(t), pp te S Vr,ye BM(J,R"): |z| < k.

On considére les hypothése suivantes :

— (Ay) Vopérateur S : BM(J,R™) — BM (J,R") est continu

— (Ay) Popérateur G : BM(J,R") — C(ly,R™) est compact et continu. Soit N =
sup{||Gz|| : = € BM(J,R")}

— (A3)la fonction f est L'-Carathéodory.

— (A4) 1l existe une fonction croissante ¢ : Ry — R* et une fonction v € L*(I,R)
telles que y(t) >0 pp t €1 et

f(t,z,y)| <v(t)o(lz]) pp tel YVeeR" et yec BM(J,R")

Théoréme 2.2.1 (Dhagel3]) .
Supposons que les hypotheses (A1) — (Ay) sont satisfaites et que

> ds
— > |7l

(s)

Alors '’EDFP(2.9) admet au moins une solution sur J.
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Preuve

EDF (2.9) est équivalente a I’équation intégrale fonctionnelle perturbée suivante, notée
EIFP :

o(t) = Gz(0) +/0 f(s,x(s),Sx)ds tel (2.10)
Gz (s), tely

Soit X = C(J,R™). On définit 'opérateur T" sur X par la formule :

+ /tf(s,x(s),Sx)ds, tel
Ta(t) = 0 (2.11)
Gil?(t) t e Io.

On montre que 'opérateur T' vérifie les hypothéses du théoréme 1.4.1

Etape 1 : Montrons que 7' est un opérateur continu.

Soit (x,) une suite convergente dans X vers x € X. Vérifions que T'z,, — T'x.
Soit ¢ € J nous avons :

Ty (t) — Tu(t)|

IN

/ (5, 20(s), Sza) — F(s,2(s), 5)|ds
< 1 2a().S2) — F(2(), S|

D’apreés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 1.3.2), nous avons :

(o 2n(.), Son) = f( (), S2) |11 5% 0

d’oll
| Tx,, — Tx|| < [|f(,2n(.), Szp) — f(,2(.), ST)|| 11 nSo 0.

Ainsi T est un opérateur continu.

Etape 2 : Montrons que 7' transforme tout borné en un relativement compact. Pour
cela, nous allons utiliser le théoréme d’Ascoli-Arzela et donc montrer que si Y est un sous
ensemble deX avec Y borné alors :

2.1. T(Y) est un ensemble uniformément borné.
Soit x € Y et t € I. Nous avons :

|Tx(t) < N+/0 |f(s,z(s),Sx)|ds

IN

¢

N—I—/ h(s)ds
0

N + Al

N
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Sit € Iy, nous avons :
Tx(t)] < [Ga(t)]| < N

Ainsi ||Tz|| < MVx € Y,ou M = N+||h||;:. Donc T'(Y') est uniformément borné dans X.

2.2. T(y) est equicontinu

Soit z € Y et t,7 € I. Nous avons :
Ta(t) = Ta(r)| < |/Otf(s,x(s), Su)ds — /OTf(s,x(s), Su)ds|
< 1 [ 165,09, 8010
[ s
Ip(t) —

p(7)]

IN

<

t
ou p(t) = / h(s)ds une fonction uniformément continue.

0
on déduit que |Tx(t) — Tx(7)| lorsque t — 7.
De méme pour t,7 € I

|Tx(t) — Tx(1)| = |Gx(t) — Ga(7)|

puisque 'opérateur G est compact et continu sur X, G(Y') est relativement compact, et
par conséquent G(Y') est un ensemble équicontinu dans C(1y, R™).
D’ou

|Gx(t) — Gz(1)| — 0 lorsque t — 7

SiTelyettel alorson a :
t
Tx(t) = Tz(r)| < [Ga(r) — Gz(0)] + I/ f(s,z(s), Sx)ds|
0

< |Gz(r) — Gz(0)| —i—/o h(s)ds

Notons que si [t — 7| —> 0 alors ¢ — 0 et 7 — 0.
D’apré ce qui précéde on déduit que :

| Tx(t) — Tx(1)| — 0,lorsque t — T.

Ainsi T(Y') étant uniformément borné et équicontinu, d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela
(Théoréme 1.3.1) T est un opérateur compact. Donc T' est complétement continu. Les
conditions du théoréme(1.4.1) sont satisfaites, alors soit la premiére alternative du théo-
réme (1.4.1) est vérifiée soit la deuxiéme est vérifiée.
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Etape 3 : Montrons que la deuxiéme alternative (i.e.(ii)) n’est pas réalisée. C’est-a-dire
que, nous allons vérifier que 'ensemble £ = {u € X3\ €]0,1[: \T'u = u} est borné.
Soit x € &, et A €]0, 1] tel que, pour t € I,

u(t) = ATu(t)
= )\[G:c(O)+/O f(s,u(s), Su)ds]

pour t € [

et pourt € Iy on a :
u(t) = ANTu(t) = \Gu(t)

Alors on a
W@ISJWHAf@M$ﬁWM
< N+ /t |f(s,u(s), Su)|ds
0

gN+Aw@wwwm&

t

Soit w(t) = N +/ v(s)p(u(s))ds pour t € I. On a |u(t)] < w(t) Vt € I.

0
Puisque ¢ est croissante, en dérivant w on obtient :

Ce qui donne apreés intégration entre 0 et t.

b w'(s)ds / !
< v(s)ds
J, ey <
En faisant un changement de variables on trouve

w(t) ds t g
| [ sl < [T
0 0 0

¢(s) ¢(s)

Donc il existe une constante positive M tel que w(t) < M pour tout ¢t € J.

On a ainsi,
lu(t)] <w(t) < MVtel

. et
[u(t)] < AlGu(t)] < |Gull < N Vt € I,

et donc |u(t)| < mazM, N pour tout t € J.

Ainsi la deuxiéme alternative du Théoréme 1.4.1 n’est pas réalisée. On en déduit alors,
que 'EDF(2.9) admet au moins une solution sur J. B
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2.2.2 Théoréme d’unicité

On considére les hypothéses suivantes :
— (By) La fonction f: I x R" x BM(J,R") — R" est continu et vérifie :

|z1 — @5 |1 — 2] }
t,xq, t, xo, < max , pp tel
|f(tx1,y1) — f(t 22, 92)] {a |21 — 20| a + |y — v2]

Yy, xo € R™ et yp,yo € BM(J,R™).
— (By) 'opérateur S : BM(J,R") — BM(J,R") est non expansif.
— (Bs) 'opérateur G : BM(J,R") — C(1y, R") satisfait :

|z(t) — y(t)]
Ga(t) — Gy(t)| < 1@ -y PP t € Io.

Vz,y € BM(J,R").

Théoréme 2.2.2 (Dhagel3]) .

Supposons que les hypothéses (Bi)-(Bs) sont satisfaites. Alors ’EDF(2.9) admet un so-
lution unique sur J.

Preuve

Soit X = C(J,R") et soit 'opérateur 7" défini sur X par :
t
Ta(t) = Gz(0) —|—/0 f(s,x(s),Sx)ds, tel (2.13)
GZL‘(t) t e ]0.

Nous allons montrer que 71" est une contraction non linéaire sur X.
En effet d’aprés 'hypothése (B;) on a, pour tout z,y € X et tout ¢t € I :

[Ta(t) = Ty(t)] < i |f(s,2(s), Sz) — f(s,y(s), Sy)|ds

< A:Gm“{aiﬁzs3?L>%ﬂwzx52m})d8
< | Gmm{aiﬁé‘?ibraﬂﬂi?b&)ds

t R—
/ |z — s
0 a+ [z —yl

al—yll
a+ o=yl
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pour t € I.
De méme pour t € I

Ta(t) = TyM)] < |Gu(t) — Gy(t)]
(1) — y(@)]
a+ [x(t) —y(t)]
allz — y|
a+lz—yll

VAN

En passant au "Sup" on obtient

[Tz =Tyl < ¥(llz —yl)-
ar

Oﬂ:¢(r):a+r

< r, c’est a dire que T est une contraction non linéaire.

Donc d’aprés le Théoréeme 1.4.2 'opérateur T' admet un point fixe unique, et par
conséquent 'EDF 2.9 admet une solution unique sur J.H

2.2.3 Existence de solutions extrémales
Nous rappelons qu'une application f : J x R® x C est dite L'-Chandrabhan si
(i) t — f(t,z,y) est mesurable pour tout x € R" et y € BM(J,R").

(ii) La fonction f(t,z,y) est croissante par rapport a = et y pour presque tout t € J
(i) 3h € L'(J,R) telle que Vk > 0

\f(t,z,y)| <h(t) pp teJ VeeR" et ye BM(J,R"): |z, |yl <k

On considére les hypothéses suivantes :
(C1) L’opérateur S : BM(J,R™) — BM(J,R™) est croissant.
(Cs) La fonction f(t,z,y) est Chandrabhan.
(C3) Lopérateur G : BM(J,R") — C(1y, R™) est croissant.

(Cy) EDF (2.9) admet une sous solution a et une sur solution b, avec a < b.

Théoréme 2.2.3 (Dhagell]) .
Supposons que les hypothéses (As),(Cy)-(Cy) sont satisfaites. Alors ’EDF(2.9) admet au

moins une solution maximale et une solution minimale sur J.
Preuve

La preuve du théoreme 2.2.3 est basé sur le Théoréme 1.4.9. En conséquence, nous
allons vérifier que les hypothéses de ce dernier sont vérifiées. L'EDF(2.9) est équivalente
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A VEIF(2.10)
Pour X = C(J,R") et T": [a,b] — X l'opérateur défini par :

Ta(t) = Gz(0) —i—/o f(s,z(s),Sx)ds, tel (2.14)
Gz (t) tely.

L’EFI(2.10)se transforme en I’équation opérationnelle suivante :7z = z dans I'espace de
Banach X.

Etapel Montrons que 1" est croissant.

Soit x,y € [a,b] tels que x < y. Nous avons d’une part, pour ¢t € [ :

Tx(t) = Gx(0)+/0 f(s,z(s),Sx)ds

< GO+ [ ' fls.(s), Sy)ds
Ty(t),

et d’autre part, pour t € I :
Tx(t) = Ge(t) < Gy(t) = Ty(t).

Donc l'opérateur T' est croissant sur [a, b

Etape 2 Montrons que 'opérateur T envoi 'interval [a, b] dans lui méme.
Nous avons, pour tout ¢t € [ et tout « € [a,b] : :Vt €I et Va € |a,b|:

a(t) < Ga(0)+/0 f(s,a(s),Sa)ds

< Gx(0)+/0 f(s,z(s), Sz)ds
< Gb(0)+/—0tf(s,b(s),Sb)ds
< b(t).

D’autre part, pour tout t € I :
a(t) < Ta(t) = Ga(t) < Gz(t) < Tx(t) < Gb(t) < b(t).

Ainsi a(t) < Txz(t) < b(t),Vt € J, et par conséquent Tx € [a,b], Vz € [a,b)].

Etape 3 Soit (x,), une suite monotone dans [a,b]. montrons que la suite (T'z,),
converge dans [a, b].
D’apreés la démonstration du Théoréme 2.2.1 'opérateur T' est compact. Par conséquent,
la suite (T'z,,),, converge dans T'([a,b]).
D’aprés le théoréme 1.4.9 EDF(2.9) admet une solution maximale et minimale sur /.l



Chapitre 3

Un probléme Sur d’équation

fonctionnelle intégrale dans une algébre
de Banach

Dans ce chapitre, nous étudions une nouvelle classe d’équations intégrales fonction-
nelles non linéaires pour la théorie de I'existence via une nouvelle alternative non linéaire
de type Leray-Schauder. En particulier, nous étudions ’existence de 1’équation intégrale
fonctionnelle non linéaire (en abrégé EIF)

3.1 Un probléme

On s’intéresse a 'existence de solutions et de solutions extrémales dans 1’algébre de
Banach BM(J,R) pour les équations intégrales fonctionnelles non linéaires notée EIF de
la forme :

o(t)
2(t) = k(t, 2(p(t) + [f (&, 2(v(1))] (CI(t) +/0 9(87$(77(3))d3> vt e J. (3.1)

ong:J —R, figk:JxR—R et p,v,n,o0:J—J, avecJ=10,1] CR.

Définition 3.1.1 .
Une solution de I’équation (3.1) est une fonction x € BM (J,R) qui vérifiée I’égalité (3.1).

3.1.1 Reésultat d’existence

On considére les hypothéses suivantes :
(Hy) Les fonctions p,v,0,n: J — J sont continues.

(H;) La fonction k& : J xR — R est continue et il existe une fonction bornée v : J — R
telle que
k(t,x) — k@t y)| <7 (t) [z —y| ppteJVeyeR

32
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x
est bien définie pour tout t € J et = =

ftx)  fty)

T
H,) La foncti —
(H,) La fonction x — )

x =y pour tout t € J.

(Hj) La fonction f: J x R — R est continue et il existe une fonction bornée o : J —
R, telle que :

|ft,z) = f(t,y)| < al(t) |z —y p.pt € J.

(Hy) q:J — R est continue.
(Hs) g est L'-Carathéodory.
(Hg) 11 existe une fonction continue croissante ¥ : Ry — R* et une fonction p €
LY(J,R), p(t) > 0 p.p t € J telles que
(¢, 2)| < p()¥ (|z]) ppte J Vo eR.

Théoréme 3.1.1 .

Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hg) sont satisfaites. S’il existe un nombre réel r > 0
tel que
el (@ + [lpll ¥ (7)) + Iyl < 1

K+ F(Q+|pll, ¥ (r)) (3.2)
L —{llall (@ + Ipll L2 ¥ (r) + [IVI]
ou Q =suplq(t)], K =sup|k(t,0)] et F =sup|f(t,0)|.
teJ teJ teJ

Alors UEIF (3.1) admet au moins une solution.

>

Preuve

Considérons les opérateurs A, B,C' dans BM (J,R) définis, pour x € BM(J,R) et
teJpar:

Ax(t) = [t z(v(t)),
Be) = a)+ [ gtorro)ds
Cx(t) = k(t,z(u(t)).
Alors 'équation EIF (3.1) est équivalente a ’équation opérationelle
Az(t)Bx(t) + Cx(t) = x(t), t € J.
On montre que les opérateurs A, B et (' satisfait les conditions du Corollaire 1.4.3.
Etape 1 : Montrons que I'opérateur % : BM(J,R) — BM/(J,R) telle que, pour = €

BM(J,R) et t € J : La(t) = % = % est bien défini.
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1
Puisque f(t,z) # 0 pour tout (t,z) € J x R, l'opérateur 1 est bien défini. D’apreés

1
I'hypothése (H,) il vient que 'opérateur 1 est injectif.

Etape 2 : Montrons que A et C sont lipschitziens
Soit z,y € BM(J,R) et soit t € J. Nous avons :

[Ax(t) — Ay()] = [f(t,z(w(t) = [t y(v(1))]
< a(t) |z (t) —yv(t)l
<

lef[ Iz =yl

D’ou 'on obtient :
Az — Ay[| < ol |z — yl|-

De méme, nous avons :

|Ca(t) — Cy(t)]

[t 2 (p(t)) = K y(p)]
7 (8) |2 (u(t)) — y(p(®))]

<
< [l e =yl

Ce qui donne :
ICx — Cyll < IVl lz =yl

Ainsi A et C sont lipschitziens avec comme constantes de Lipschitz ||a| et ||| res-
pectivement.

Etape 3.1 : Montrons que B est complétement continu :
1. B est continu

Soit (x,) une suite convergente dans X vers x € X. Montrons que Bz, — Buz.
Soit ¢ € J. Nous avons :

o(t)
Banl) = Ba)] < | / soaln(s))ds = [ gls.t0(s))ds|

IN

[ ots.060) ot 25

IN

[ 1ot 200060 = gt s
< g za(n(. )) —g(,2(n())
d’aprés le théoréme de la convergente dominée de Lebesgue (Théoréme 1.3.2) :
19 zn(n())) = gC, 2Lt w55 0
D'ow : || Bz — Br| < |lg(-, 2n(n(.))) — g(,x(n())lrr 253 0

Ainsi B est un opérateur continu.
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2. Montrons que B transforme tout borné en un relativement compact.

Pour cela, nous allons utiliser le Théoréme d’Ascoli-Arzela et donc montrer que
Soit (z,) une suite dans B (0,v), alors ||z,|| < v pour n € N.

2.1 B(z,) est uniformément borné.

o(t)
|Bza| < supla(®)] +sup / 195, @n(n(s))] ds
0

teJ teJ
1
< Q@+ / h(s)ds
0
= Q + ||h||L1‘
donc B est uniformément borné.
2.2 B(x,) est équicontinu.

Soit t, 7 € J. Nous avons :

| Bzn(t) — Bra(7)| < [q(t) —q(7)[ +

a(t)

oun m(t) = / h(s)ds.
0
¢, m sont continues sur J, donc uniformément continues et par conséquent on a
|Bx,,(t) — Bz, (1) — 0 lorsque t — 7

Alors {Bx,} est un ensemble équicontinu.
D’aprés le théoréme d’Ascoly Arzela(Théoréme 1.3.1) B est complétement continu.
4. Montrons que :|[a||M + ||v|| < 1 ot M = ||BB(0,v)]| et ||a| et ||| sont les constantes
de Lipschitz des opérateurs A et C respectivement.
M = ||B(B(0,r)] 7
sup {||Bz :z € B(0,7)|}
= sup {sup |Bx(t)|}

zeB(0,r) LteJ

IN

o(t)
sup {suprq<t>\+sup / rg<s,x<n<s>>|ds}

zeB(0,r) | teJ teJ

1

sup {@ v p(s)\If(H:vH)ds}
xeB(0,r) 0
Q + ol w(r).

IN

IN
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alors
lafl M+ |Iv]| = [lall (@ + [pll . (r)) + (7] < 1.

Donc, toute les conditions du Corollaire 1.4.3 sont satisfaites, alors ou bien la conclusion
1 est réalisée ou bien 2 est réalisée.

Maintenant, montrons que la deuxiéme alternative n’est pas réalisée :

Soit u € BM(J,R) avec |lul]| = r, et soit A €]0,1[ alors on a :

o(t)
ww:AFw§mw@ﬂ+APm§mwwﬂ(«w+é g@wmmwﬂ (3.3

u(t) < ‘Ak(t, iu(u(t))—)\k(t,o)‘+/\|l<:(t,())|+

+(PNL§MWﬂ%<V@ﬂﬂ+AV@®O(P@N+AWHM&MMQN®>
3 (8 fu(t)) |+ K(E,0)] + (o (0) (1))

6.0 (a1 [ 9(6)0 utatsplyas )

I ]+ + (e ]+ F) (@ + 1l W)

Jall < ol (@ + pll s WAhull) + 1) llal + F (@ + pll o W (ul)) + K

IN

IN +

Posons ||u|| = r dans I'inégalité précédente on trouve

K+ F(@Q+|pll ¥(r)
— L= (llall (@ + llpll e wll)) + NIy

C’est une contradiction avec la deuxiéme inégalité dans (3.2). Alors la conclusion 1 est
satisfaite,

r

donc EFT admet au moins une solution u dans J avec ||u| <r. B

Applications
On considére I’équation fonctionnelle différentielle EDF :
(x(t) — k(t, z(u(

ft x(v(t)))

satisfait la condition initiale

t))))/ — gt x(n(t), teJ (3.4)

z(0) = ¢, eeR (3.5)
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tel que k,g: JXR — R, f: J xR — R—{0} et u,v,n:J — J sont continus
avec v(0) = 0 = p(0).

Une solution de EDF (3.4)-(3.5) est une fonction absolument continue z : J — R qui

satisfait les equations (3.4)-(3.5) dans J.

L’existence de la solution est donnée par :

Théoréme 3.1.2 .

Supposons que les hypotheses Hy) - Hs) et Hy — Hs) sont satisfaite.
Donc s’il existe un nombre réel r > 0 tel que l'inéquation (3.2) est satisfaite avec

—k
Q= % , alors EDF (3.4)-(3.5) admet une solution sur J.

Preuve
EDF (3.4)-(3.5) est équivalente a I’équation intégrale

o(t) = k(t, 2(u(t)) + [ (¢, 2 (1)) (% v g(s,um(s))ds)

e —k(0,¢)

,0(t) =t et 'espace BM(J,R) est
foz) 7 R

Applicons le théoréme (3.1.1) avec ¢(t) =
remplacé par C(J,R).H

3.1.2 Existence des solutions extrémales

Soit K € BM(J,R) un cone positive, normale défini par
K ={x € BM(J,R): z(t) > 0,Vt € J}
On définit une relation d’ordre & ’aide d’un cone K par :
Ve,ye Xjo <y—y—ux € K.

Définition 3.1.2 .
Une fonction a € BM(J,R) est dite sous-solution de EIF (3.1) si

o(t)
a(t) < k(t, a(u(t)) + [f(t, a(v(t))] (Q(t) +/O Q(S,G(H(S)))Ck) vteJ
Une fonction b € BM(J,R) est dite sur-solution de EIF (3.1) si

o(t)
b(t) > k(t, bu(t))) + /(2. b ()] (q<t> [ ot b(n(S)))d8> Ve,
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On considére les hypothéses suivantes
(qo) Les fonctions p,v,n: J — J sont continues.

(q1) La fonction ¢ : J — R* est continue avec ) = sup |q(t)|.
te]

(g2) Lafonction k : J xR — RT est continue et il existe une fonction bornée v : J — R
tel que

k(t,z) =kt y)| <y)|z—y|  ppted

(¢3) Lafonction f : JxR — R est continue et il existe une fonction bornée o : J — R
tel que

f(t,x) — ft,y)| <a®)|lx—y|  pptel
(q1) g:J xR — R" est de carathéodory.
(g5) Les fonctions f, g et k sont croissantes presque tout ¢ € J.

(gs) EFI (3.1) admet une sous-solution @ et une sur-solution b, avec a < b.

Théoréme 3.1.3 .

Supposons que les hypotheses qo), qs) sont satisfaites, si

le[(@ + [[2ll) + Iyl < 1.

Alors EIF (3.1) admet une solution mazximale et une solution minimale.

Preuve

On considére l'intervalle ordonné [a, b] dans BM (J,R) qui est bien défini d’aprés 'hy-
pothése gg).

Définissons sur BM(J, R) les trois opérateurs A, B, C' par
Az(t) = f(t,a(v(t)) teJ
Bx(t) = q(t)+ /g(t) g(s,z(n(s)))ds  teJ
Cx(t) = k:(t,x(,u?t))) te

Alors EFI (3.1) est équivalente a 1’équation opérationnelle
Ax(t)Bx(t) + Cx(t) = z(t) ted

On doit montrer que les opérateurs A, B et C' vérifient les conditions théoréme (1.4.6)
Puisque les fonctions f, ¢, k et g sont positives, on a A, B : BM(J,R) — K.

Etape 1 : Montrons que les opérateurs A, C' sont lipschitziens et croissants.
De la méme maniére que pour les preuves des théorémes précedent, on déduit que les
opérateurs A, C' sont croissants et lipschitziens avec les constantes de lipschitz |||, ||7]|
respectivement.

Etape 2 : Montrons que Popérateur B est complétement continu.
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1. L’opérateur B est complétement continu d’aprés la démonstration du théoreme
(3.1.1).

Donc B est complétement continu.
Finalement on a

Moa(r) + de(r) = |B(la,0])[[¢a(r) + dc(r)
< (leli(@+IAlley) + [yDr < ¥r>0.

Puisque
all(Q + [|2]lL) + llv]l < 1.
Les hypothéses du théoréme (1.4.6) sont vérifies, alors ’équation opérationnelle

Az(t)Bx(t) + Cx(t) = z(t) vVt e J,

admet une solution maximale et une solution minimale.l

Applications

On considére ’équation fonctionnelle différentielle EDF :
(x(t) — k(t, z(u(t)))
[t x(v(t)))

satisfait la condition initiale

) — glt.a(n(t). te (3.6)

z(0)=¢ e€R (3.7)

tel que k,g: J xR — R, f: JXR — R—{0} et u,v,n: J — J sont continus
avec v(0) =0 = pu(0).

Une solution de EDF (3.6)-(3.7) est une fonction absolument continue z : J — R qui
satisfait les equations (3.6)-(3.7) dans J.
On définit une relation d’ordre a I’aide du cone positive, normale K = {x € C(J,R) :

z(t) > O0Vx € J}.

Une fonction u € C(J,R) est une sous solution de FDE (3.6)-(3.7) si :

(U(t) - k’(tU(u(t))))'
ft,ulw(t)))

< g(tun(t), tel,

(3.8)
u (0) < €0
Une fonction v € C(J, R est une sur solution de FDE (3.6)-(3.7) si
o(t) — k(t, 0(u(1) Y,
(ST ) 2 s, e (39)

U(O) > €0

L’existence des solutions éxtrémales est donnée par :



40 Un probléme Sur d’équation fonctionnelle intégrale dans une algébre de Banach

Théoréme 3.1.4 .
Supposons que les hypotheses (qs) — (qs) sont vérifiées, si

e —k(0,¢)
(%2

Alors EDF (3.6)-(3.7) admet une solution maximale et une solution minimale sur J.

+[[Allp) + [[E] < 1.

Preuve

EDF (3.6)-(3.7) est équivalente a 1’équation intégrale :

e —k(0,¢) !
W —i—/o g(s,u(n(s)))ds) , teJ

Donc le résultat est obtenu par une application direct du théoréme (1.4.6).1

2(t) = k(t, 2(u(t))) + [, 2((1)))] (
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Equations différentielles hybrides a
retard fini.

Résumé

Le principe du point fixe est crucial pour résoudre une variété d’équations différentielles
non linéaires, en particulier dans I’étude de la vie et de 'unicité. Une familiarisation
avec la méthode du point fixe dans ’étude de la vie des solutions et des solutions
extrémales de telles équations différentielles hybrides avec un retard de temps est
couverte dans cette mémoire.

Phrases et mots clés : équations différentielles fractionnaires, existence de solutions,
point fixe, algébre de Banach .

Abstract

The point-fixing principle is crucial in the solution of a variety of non-linear differential
equations, especially in the study of life and unicité. A familiarization with the point
fixe method in the study of the nature of solutions and extrémal solutions of several

hybride differential equations with a time delay is covered in this memory.

Key words and phrases : fractional differential equations, existence of solutions, fixed
point,Banach algebra
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