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INTRODUCTION

‘objectif de ce travail est de présenter des résultats d’éxistence des solutions pour
L une classe de probléme aux limites en résonance pour les équations différentielles
implicites non linéaire a dérivée fractionnaire au sens de Caputo .
Un probléme aux limites est dit en résonance si le probléme homogéne linéaire cor-
respondant a une solution non triviale.
La technique utilisée pour les résultats présenter sont basés sur la théorie du degré
de coincidence de Mawhin pour examiner l'existence des solutions. La théorie de
Mawhin permet 1'utilisation d’une approche de type degré topologique a des pro-
blémes qui peuvent étre écrits comme une équation d’opérateur abstrait de la forme
Lz = Nz, ou L est un opérateur linéaire non inversible et N est un opérateur non
linéaire agissant sur un espace de Banach donné.
En 1972, Mawhin a développé une méthode pour résoudre cette équation dans son
célebre article (Problémes de degrés topologiques et aux limites pour les équations
différentielles non linéaires [18]), il a supposé que L est un opérateur de Fredholm
d’indice zéro. Par conséquent, il a développé une nouvelle théorie du degré topolo-

gique connue sous le nom de degré de coincidence pour (L, N); qui est également
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connue sous le nom de théorie de degré de coincidence de Mahwin.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier Chapitre (intitulé "Préliminaire"), nous rappelons des no-
tations, des définitions, consérnant l'intégrale fractionnaire, La dérivée fractionnaire
de Caputo, théoréme d’Ascoli Arzela, théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

fonction de Green.

Dans Le deuxiéme chapitre nous donnons un rappel sur les applications li-
néaires dans la premiére section, la deuxiéme section est consacré a quelques concepts

sur la théorie de degré de coincidence de Mawhin.

Dans le troisiéme chapitre nous présentons une application pour illustrant
I’éxistence des solutions pour une classe de problémes aux limites résonnants pour
les équations différentielles implicites non linéaire & dérivée fractionnaire au sens de

Caputo suivant : :

‘D%(t) = f(t,y(t),“D(t)), teJ:=[0,T], T>0, 0<a<l, (1)
y(0) = y(T), (2)

ou °D est la dérivée fractionnaire au sens Caputo, et f: J X R x R — R est une
fonction continue.

Enfin on termine ce mémoire par une conclusion du travail efectuée.

Mots clés : Probléme aux limites, La dérivée fractionnaire au sens de caputo,
Espace de Banach, Point fixe, Algébre linéaire, La théoire de degré ( coincidence de

Mawhin), Opérateur de Ferdhom, résonnante.



Chapitre 1

Preliminaire

1.1 Définitions et Théorémes

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des théorémes uti-
lisés dans ce mémoire.
Soit C' = (J =: [0,T],R) lespace de Banach des fonctions continues de J vers R

muni de la norme :
1Yl = sup{lly@)|| : t € J}.

L'(J) désigne la classe des fonctions intégrable de Lebesgue sur I'intervalle J, muni

de la norme :
Julle, = [ Jutoar
J
Définition 1.1. Soit E un espace de Banach et H : E — E un opérateur.

1. H est dit continu si pour toute suite (x,)nen dans E tel que (x,)nen converge

vers x dans E, la suite (Hx,)nen converge vers H.
2. H est dit compact, si pour tout borné B de E, H(B) est relativement compact.
3. H est dit complétement continu st H est continue et si l"image de tout borné

B de E est relativement compact.

Définition 1.2. Soit M un sous ensemble de C(J,R).
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1. M et dit équicontinu si et seulement si :
pour tout € > 0, il existe d > 0, pour tout t1,to € J avec t; < ts :
lt1 — t2|l < 0= || f(t1) — f(t2)|| < e, pourtout f € M.

2. M est dit uniformément borné si et seulement si :

il existe ¢ > 0: ||f(t)| < ¢ pour tout t € J et pour tout f € M.

Théoréme 1.1. ([12])(Ascoli Arzela) Soit C(J,X) Uespace des fonctions continues
d’un intervalle compact J dans R de l’espace de Banach X, M un sous ensemble de
C(J,X) est relativement compact si :

- M est uniformément borné.

- M est équicontinu.

Théoréme 1.2. ([6/) (Convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f,) une suite de fonctions de L. On suppose que

i) fu(z) = f(x) p.p sur Q.
i) Il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n,

|fu(2)| < g(x) p.p. sur .
Alors

Fe Ll Q) et |fa— flln — 0.

Définition 1.3. Soit (X, d)un espace métrique. Une application T : X — X est dite

Lipschitzienne s’il existe une constante k (appelée constante de Lipschitz) telle que :
d(T(x),T(y)) < kd(z,y) pour tout z,y € X.

Une application Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz 0 < k < 1 est appelée

contraction.
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1.2 Quelques concepts sur le calcul fractionnaire

Définition 1.4. ([9, [11]) L’intégrale fractionnaire d’ordre a € R, de la fonction
h € L'([a,b],Ry) est défini par :

1

ITh(t) = @/ (t — 5)* 1 h(s)ds,

ot I'(.) est la fonction Gamma définit par I'(a) = f;oo t* e tdt.

Définition 1.5. ([9])(La dérivée fractionnaire de Caputo) :
La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0 de la fonction h €
LY([a,b], R, ) est défnie par :

1

(DI = ey [ (= s

Oun=la]+ 1. si a €(0,1] alors :
d Pt—s)d
c o :Ilfa_ — RS ]
( DaJrh)(t) a+ dthu) /a F(l —Oé) dsh(S)dS

Proposition 1.1. ([9/) Soient o, B > 0. Alors on a :
(1) 1*: LMJ,Ry) — LY(J,R,) et si f € LY(J,Ry) alors
I¢IPf(t) = IPIof(t) = I**P f(t).
(2) L’opérateur d’intégration fractionnaire 1% est linéaire.
(3) I°h(t) = I;h(t) = h(t) .
(4) La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est égale a constante.

(5) “D$ est non inverse a droit de I c-a-d 18D # Iy mais “DYIS = 1.

(6) La dérivée fractionnaire de Caputo est linéaire.
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Lemme 1.1. ([9]) Soit a > 0, alors I’équation différentielle :
“D&h(t) =0,

admet les solutions :
h(t) = co+ et + cot? + -+ + g t" L
ouc; €ERi=0,1,2,--- ,n—1;etn=][a] + 1.

Lemme 1.2. ([9]) Soit o > 0 et n = [a] + 1, alors on a :

19(°Dgh(t)) = h(t) -

Lemme 1.3. ([22]) Soit o > 0, alors :
I%“D2h(t) = h(t) +co + it + cot® + -+ ey 1t

pourc; ERi=0,1,2,--- ;n—1;etn=/[a]+1.

1.3 Fonction de Green

1.3.1 Introduction

Nous présentons quelques notions de base concernant les questions d’existence et

d’unicité de la fonction de Green.

1.3.2 Définition de la fonction de Green

Soit p,q, f € C([a,b]) ot p € Ca,b],a < b et (o, B3;) € (R x R) tels que pour
tout ¢ =1,2:
lag| + |aal, | 51| + |B2] # 0. On considére les équation différentielles ordinaires :

H) (py') +qy =0,
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(NH) (py')' +ay = f,
ainsi que les conditions aux bords associées :

(CB), ay(a) + azy'(a) =0,

Bry(b) + B2y’ (b) =0,

(CB) oaqy(a) + azy'(a) =7,

Bry(b) + By (b) = .
Définition 1.6. On appelle fonction de Green associé au probléme homogéne (H)—
(CB)y, une fonction G : [a,b] X [a,b] — R vérifiant les propriétés :
(a) G est continue sur |a,b] X [a,b].
(b) G est symétrique : G(t,s) = G(s,t),V(t,s) € [a,b]*.
(c) %9(t,s) est continue pour tout t # s.

ot
(d) La fonction partielle t — G(t,s) est solution de [’équation (H) pour tout

t#s.
(e) La fonction partiellet — G(t, s) vérifie les condition (CH) pour tout s € |a, b)].

1.3.3 L’existence et unicité de la fonction de Green

Théoréme 1.3. Supposons que le probleme homogéne (H)—(CB);, n’admet pas de
solution non triviale. Alors, il existe une (et une seule) fonction G ne dépendant
pas de f, et dite fonction de Green telle que, pour toute fonction f, la solution y de

probléme non homogéne (NH) — (CB)y, s’écrit de maniére unique sous la forme :

b
y(t):/ G(t,s)f(s)ds.

Démostration : Voir [7]



Chapitre 2

Introduction a la théorie de

coincidence de Mawhin

2.1 Bref historique

En 1970, Gaines et Mawhin ont introduit la théorie du degré de coincidence dans

I’analyse des équations fonctionnelles et différentielles. Mawhin a apporté des contri-
butions importantes depuis lors, et cette théorie est également connue sous le nom
de théorie de la coincidence de Mahwin.
La théorie des coincidences est considérée comme la technique trés puissante, en
particulier en ce qui concerne les questions sur ’existence de solutions dans les équa-
tions différentielles non linéaires. De plus, de nombreux chercheurs I'ont utilisé pour
résoudre des problémes aux limites a la résonance, voir [[15], [16], [I7], [18], [19], [20],
21]).
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2.2 Rappels sur quelques notions d’algébre linéaire

2.2.1 Somme d’espaces vectoriels

Définition 2.1. Soit E un espace vectoriel, F' et G sous-espace vectoriel de E.
- On appelle somme F' et G le sous-espace vectoriel de E noté E + F défini par

la relation suivante :
x€F+G <= dr; € F,dxy € G tel que v = 21 + x3.

- St de plus FNG = {0g}, on dit que la somme est direct et on la note par
E®dG.
- Si de plus E = F @& G, on dit que les sous-espaces vectoriel de F et G sont

supplémentaire dans E, et dans ce cas
Ve € E,3lxy € F et Aoy € G tel que x = x1 + 5.

Théoréme 2.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-

espace vectoriel de E tels que F NG = {0g}, alors :

Corollaire 2.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-

espace vectoriel de E supplémenttaire alors :

Corollaire 2.2. Soit F' et G deux sous-espace vectoriel d’'un K-espace vectoriel E

de dimension finie alors :
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2.2.2 Rappels sur les applications linéaires

Définition 2.2. [Z]|] Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. On dit que W,

application de E dans F' est linéaire si

Ve,y € E Wz +y)=W(x)+ W(y).
VieK,VeeE W(A-z)=XW(x).

x 51 W est une application linéaire de E dans E alors on dit que W est un
endomorphisme de E.

x 51 W est une application linéaire bijective de E dans F' alors on dit que W est
un tsomorphisme de E.

x 51 W est une application linéaire bijective de E dans E alors on dit que W est
un automorphisme de E.

x St W est une application linéaire de E dans K alors on dit que W est une

forme linéaire de E dans K.

Exemple 2.2.1. e La dérwation et lintégration sont des applications linéires
(attention au choiz des ensembles de départ et d’arrivée).
e Fn géométrie vectorielle de dimension 2 ou 3, les rotations, symétries, homo-

théties et projection sont des applications linéaires.

Définition 2.3. (Noyau et l’image) Soit W une application linéaire de E dans

F, on définit les deux espaces vectoriels suivants :
ker(W) ={u € E tqg ,W(u) =0p,} ker(W),s.e.v de E est appelé Noyau de W.

Img(W) = {W(u) tq ,u € E} Img(W), s.e.v de F' est appelé Image de W.

Propriété 2.1. [2]|] Soit W une application linéaire de E dans F'. On a les propriétés
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sutvantes :

W est injective <= ker(W) = {0g}.
W est surjective <= Img(W) = F.

W est bijective <= W est injective et surjective.

Théoréme 2.2. [Z]|] (du rang) Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension

finie. Soit W une application linéaire de E& dans F'. Alors :
dim ker(W) + dim Img(W) = dim E.

Corollaire 2.3. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit W
une application linéaire de E& dans F'.
St dim F # dim F', alors W n’est pas bijective.
Sidim E = dim F', alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) W est bijective.
(1) W est injective (c’est-a-dire ker(W) = {0p}).
(i7i) W est surjective (c’est-a-dire rg(W) = dim(F)).

Remarque 2.1. Notons que l'on a toujours Img(W) C F et que Img est un sous-
espace vectoriel de F. Donc si F' est de dimension finie, dim(Img(WW)) = dim(F') =
Img(W) = F.

2.2.3 Projection et Projecteur

Définition 2.4. Si E = FF & G, on rappelle que Vo € E,3x; € F' et dxs € G tel que
T =21+ To.
— a1 s’appelle la projection de x sur F' parallélement a G et se note pp//a(x).

— @y s’appelle la projection de x sur G parallélement a F' et se note pg/ p(x).
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Proposition 2.1. Avec les notations précédentes [’application :

p=prc: b — F

r — o1 =ppeT)

est linéaire vérifiant les propriétés suivantes :
1. p*> =p.
2. Imgp = F, kerp =G en particulier E = Img p & ker p.

Définition 2.5. Soit X un espace vectoriel. On dit que ['opérateur linéaire P : X —

X est une projection si pour tout v € X, on a P(P(x)) = P?x = P(z).

Proposition 2.2. Soit X un espace vectoriel. Un opérateur linéaire P : X — X est
une projection si et seulement si (I — P) est une projection. De plus si l'espace X

est normé, alors P est continu si et seulement si (I — P) est continu.

Proposition 2.3. Si P est une projection dans X, alors ker P = Img(I — P) et
Img(P) = ker(I — P).

Définition 2.6. On appelle projecteur sur E, tout endomorphisme, tel que
p =D

Proposition 2.4. Soit p un projecteur de E, on a les propriétés suivantes :
1. E=1Imgp @ kerp.
2. x €lmgp < p(z) = x.
3. p est la projection sur son image paraléllement a son noyau.

Conclusion : Toute projection est un projecteur, et tout projecteur est une

projection sur son image paraléllement a son noyau.
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2.2.4 Symétrie

On appelle symétrie de E, tout endomorphisme, s de E tel que : 5% = id.

Proposition 2.5. Soit x une symétrie de E, on a les propriétés suivantes :
1. p= %(s +idg) est un projecteur.

2. En posant FF=1Imp et G =kerp, on a E = F & G avec

T Ve e F
—x VYred

s(z) =

On dit alors que s est la symétrie par rapport a F paraléllement a G.

3. Inversement tout projecteur p permet de définir la symétrie s = 2p — idg sur

Img p paraléllement a ker p.

2.3 Quelques concepts sur La théorie de coincidence

de Mawhin

Les définitions suivantes et les lemmes de base de la théorie de degré de coinci-

dence sont fondamentaux dans la preuve de notre résultat principal ( voir [13, [14]).

2.3.1 Opérateur de Fredholm

Définition 2.7. Soit X et Y deux espaces vectoriels normés, on dit que [’opéra-
teur linéaire L : D(L) C X — Y est de Fredholm si il vérifie les deux conditions

survantes :
1. ker(L) = L7(0) est de dimension finie.
2. Img(L) = L(D(L)) est fermée et de codimension finie.
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Définition 2.8. L’indice d’un opérateur de Fredholm L est l’entier :
ind(L) = dim(ker(L)) — codim(img(L)).

Exemples 2.3.1. 1. 51 X et Y sont des dimensions finies, alors pour tout opé-

rateur linéaire L : X — Y est de Fredholm avec
ind(L) = dim(X) — dim(Y").

St X et'Y deux espaces de Banach et L : X — Y est une tronsformation

linéaire bijective, alors L est opérateur de Fredholm d’indice 0, en effet
dim(ker(L)) = codim(img(L)) = 0.

2. lidentité est opérateur de Fredholm d’indice 0.

Lemme 2.1. Si L est un opérateur de Fredholm et u est une application linéaire

compact ; donc L + u est de Fredholm et :
ind(L +u) =ind(L).

en particulier, tout identité compact pertubration est opérateur d’indice 0.

Proposition 2.6. Si L est un opérateur de Fredholm, alors L est surjective si et

seulement si L est injective.

Définition 2.9. Soit X et Y des espaces normés. A un opérateur linéaire L :
domL C X — Y est dit un opérateur de Fredholm d’indice zéro s’il vérifie les

deux conditions suivantes :
(1) img L est un sous-ensemble fermé de Y ;

(2) dimker L = codimimg L < +o0.
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D’aprés la définition qu’il existe des projections continues P : X — X et
Q:Y —Y tel que

img P =ker L, ker(Q=imglL, X =kerL@®kerP, Y =imglL ®imgaQ.

Cela implique que la restriction de L a dom L N ker P, que nous désignons par Lp,

est un isomorphisme sur son image.

Définition 2.10. Soit L un opérateur de Fredholm d’indice zéro et soit 2 C X un
ensemble borné avec dom L N # ). L'opérateur N : Q — Y est L-compact dans Q
si:

(1) la composition QN : Q — Y est continue et QN (Q) C Y est bornée.

(2) la composition (Lp)~'(I — Q)N : Q — X est complétement continue.

Maintenant, nous introduisons le théoréme de continuation de Mawhin comme

suit :

Théoréme 2.3. [23] (Théoréme de continuation de Mawhin).

Soit X etY des espaces de Banach et soit @ C X un ensemble symétrique ouvert
borné avec 0 € Q). Soit L : dom L C X — Y un opérateur de Fredholm d’indice zéro
avec dom LN Q # () et N: X =Y un L-opérateur compact sur . Supposons que :

Lz — Nx # —\(Lz + N(—xz))

pour tout x € dom L N O et chaque X\ € (0,1], ou 02 est le bord de 2 en ce qui

concerne X . Alors Uéquation Lr = Nx admet au moins une solution sur dom LN Q.



Chapitre 3

Application sur les problémes aux

limites résonance

3.1 Introduction et motivations

Considérons le probléme aux limites pour les équations différentielles implicites

non linéaires a dérivée fractionnaire au sens de caputo avec 0 < a < 1
D%(t) = f(t,y(t), D(t)), pourtoutte J=[0,T,T>00<a<1, (3.1)

ay(0) + by(T) = 0, (3.2)

ou f:J xR xR — R est une fonction donnée et a, b sont sont deux nombres réels
non nuls.

On peut clairement observer deux cas :

Cas 1 :Sia+b#0, alors le probléme homogéne - n’admet pas de
solution non triviale dans ce cas le probléme aux limites — peut s’écrire
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via une fonction de Green, comme une équation intégrale de la forme suivante :

y(t) = / G(t, 5) (¢ y(t) Dy (1))ds

= T [ =9y Dyas
e el ICE R (CTOR O

C’est pourquoi, la question de prouver I'éxistence des solutions d’un probléme aux
limites se réduit a prouver l'existence de solution d’une équation intégrale. Pour
cette raison, nous peuvons appliquer I'une des des théorémes de point fixe tels que
le théoréme de Banach, Schauder. Etant donnés un ensemble M et un opérateur
T : M — M, ces théorémes donnent certaines conditions sous lesquelles T" admet un
point fixe dans M.

Ce sujet a été étudié par de nombreux étudiants dans du mémoires de master au
cours des derniéres années. Pour plus de détails sur ce sujet, vous pouvez consulter

les références 2], [5].

Cas 2 : Sia+ b = 0, alors le probléme homogéne (3.1)) — (3.2) admet une
solution non triviale, dans ce cas le probléme aux limites (3.1) — (3.2]) est appelé

un probléme de résonance.

Le but de ce chapitre est présenter une application étudier exactement le pro-
bléme (3.1) — (3.2) dans le deuxiéme cas pour illustrant I’éxistence des solutions de
probléme aux limites résonnants des équations différentielles implicites non linéaire

a dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Les résultats présentés sont basés sur la théorie du degré de coincidence de Maw-
hin.
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3.2 Application

Le contenu de cette application est basé¢ sur l'article [4].

Cette application traite de I'existence des solutions au probléme aux limites réson-

nants (3.1) — (3.2)) avec a + b = 0.

3.2.1 Existence de solutions

Tout d’abord, nous introduisons les espaces suivants :
Soit X ={y € C(J,R) : y(t) = I*u(t) : u € C(J,R),t € J} avec la norme :

1yllx = max{[|yllse, "Dyl }
et Y = C(J,R) avec la norme :
[ully = sup{lu(?)] : t € J}.
Définissons 'opérateur linéaire L : dom L C X — Y par :
Ly := D%y, (3.3)

ou
domL={ye X :D*eY et y0)=y(T)}

Définissons 'opérateur N : X — Y par :
Ny(t) == F(ty(t), *Dy(t), te . (3.4)

Alors le probléme ([3.1))-(3.2) peut étre réécrit de maniére équivalente & Ly = Ny.

Lemme 3.1. Soit L est défini par (3.3)). Alors ker L = {c:c € R} et

imgL={yeY: /0 (T —s)* 'y(s)ds = 0}.
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Preuve :
On a par le lemme|1.1|pour t € J, Ly(t) = “D*y(t) = 0 ademt une solution y(t) = ¢,
ou ¢ € R. Alors :
ker L = {y(t) = c: c € R}.

pour u € img L, il existe y € dom L tel que u = Ly € Y. d’aprés le Lemme [1.2] pour
chaque t € J on a :

d’autre part, on suppose u € Y satisfait

/O YT - ) u(s)ds = 0.

soit y(t) = I%u(t), alors u(t) = °D*y(t) et donc y € dom L. Par conséquent, u €

img L, donc
T
imgL={yeY: / (T — s)* 'y(s)ds = 0},
0
qui compléte la preuve.

Lemme 3.2. Soit L défini par (3.3)). alors L est un opérateur de Fredholm d’indice
z€ro, et les opérateurs de projecteurs linéaires continus P : X — X et Q :Y =Y

peut étre défini comme

Py=y(0), Qult)= / (T — 5)* Vu(s)ds.
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De plus, Uopérateur L' - img L — X Nker P satisfait
L (w)(t) = I°u(t).

Preuve;
Clairement, img P = ker L et P? = P. Il s’ensuit que pour chaque y € X, y =
(y—Py)+ Py, C’est X = ker P+ker L. Un simple calcul montre que ker PNker L = 0.

Par conséquent, X = ker P @ ker L. Un argument similaire montre que pour chaque

ueY,Q*u=Quetu=(u—Qu))+Qu), on (u—Qu)) € ker@Q = img L.
Par suit de img L = ker@Q et Q? = Q que img@ Nimg L = 0, alors, on a Y =
img L & img Q. Ainsi ,

dimker L = dimimg ) = codim img L.

Cela signifie que L est un opérateur Fredholm d’indice zéro.

Pour prouver que L;l est l'inverse de L|qom Lrker P, SOit u € img L. alors
LLp (u) = “D*(I°u) = u. (3.5)
de plus, pour y € dom L N ker P, on obtient que
Lp'(L(y(1)) = I*(°Dy(t)) = y(t) — y(0).
puisque y € dom L N ker P, on sait que y(0) = 0. Par conséequent
Lp'(L(y(t))) = y(1). (3.6)

Combiner (3.5) et (3.6) montre que L' = (L|gom zrker p) '+ Cela prouve le lemme.

Dans la suite, on utilise 'hypothése suivante.
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(H1) Tl existe des constantes K, K > 0 avec K + K < min {1, %} tel que

|f(t,u,v) — f(t,4,9)| < K |u—u|+K|v—0] pourté€Jetui,v,vc€R.

Lemme 3.3. Supposons que (H1) satisfait. Alors l'opérateur N est L-compact sur

tout ensemble ouvert borné Q) C X.

Preuve :

Définissons ’ensemble ouvert borné Q2 = {y € X : |ly||x < M}, ou M est une
constante positive. La preuve sera donnée par des étapes.

Etape 1 : QN est continu. La continuité de QN suit des conditions sur f et le

théoréme de convergence dominé de Lebesgue.

Etape2 : QN (Q) est borné. Pour chaque y € Qett € .J, on a:

QNI < 7 [ (7= 9155, D))l
< [ 9,7 D(6) - 60,0
e 0T<T —5)°7f(,0.0)|ds
< [ )+ D) s

< f*+ MK+ K),
ou f* = SUP¢cy ‘f(tv 07 O)' ainsi,
IQNW)|ly < f*+ M(K + K) :=R.

Cela montre que QN (Q2) C Y est borné.

Etape 3 : L' (I — Q)N : Q — X est complétement continue.
D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzel, nous devons prouver que L' (I — Q)N (Q) C
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X est équicontinu et borné. D’abord, pour chaque y € Q et t € J, on a :

Lp'(I - Q)Ny(t) = Lp' (Ny(t) — QNy(t))

= [t 0(0), Dy (D) ~ / (1= )7 f(s.9(s). “Dy(s)) ds
1 ¢ a—1 c o
- o / (t — 81 f(s, y(s), *Dy(s))ds

t* ’ a—1 c o
- gt | = ). Do)

d’autre part, pour chaque y € Qett € J, on a :

ILp'(I = Q)Ny(1)] < L/O (T — )" f(s,y(s),°Dy(s)) — f(£,0,0)|ds

['(a)
+ %/0 (T — 5)* 7' £(t,0,0)|ds
< [f* + M(K + K)]F(ZT: 5= B
donc
ILp' (I = Q) Nyl < Bi. (3.7)

d’autre part,

“D*(Lp (I — Q)Ny(t))

(3.8)
= f(t,y(t),“D%y(1))

— i [ s D

Ce qui implique que pour chaque y € Q et t € J,
“D (L3I — Q)Ny(h)| < 2f* + 2M(K + K) = B,

alors
1°D*(Lp' (I = Q)NY)|loe < Bo. (3.9)
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D’aprés les inégalités (3.7)) et (3.9), on a :
IL5'(I = Q)Nylx < max{Bi, B},

Ce qui montre que L' (I — Q)N (Q) est uniformément borné dans X.
Pour prouver que Lp' (I — Q)N(Q) est équicontinu, on remarque que pour 0 <

tlgtggTetyeﬁ,ona:yeﬁ,ona

L3I~ Q)Ny(t:) — L (I~ Q) Ny(ty)
< LEMEL B - sytas [l = = (0= 9]
M(K
+[ I(

~—

K)+f*
1)

[ a5 — ).

Q|+

Comme t; — tg, le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Maintenant de

B3, ona:

°D*(Lp' (I = Q)Ny)(t2) — “D*(Lp' (I — Q)Ny)(ty)]

< [f(t2,y(t2), “Dy(t2)) — f(t1,y(t1), “Dy(t1))]-
Comme t; — ty le coté droit de I'inégalite ci-dessus tend vers zéro. Ainsi, L;l(I -
Q)N () est équicontinu dans X. D’aprés le théoréme Ascoli Arzela, Lp' (1 —Q)N ()

est relativement compact. En conséquence de étape 1 a 3, on peut conclure que

I'opérateur N est L-compact dans ), et ceci compléte la preuve.

Lemme 3.4. Si la condition (H1) vérifiée, alors il existe un nombre positif A, ne

dépendant pas a A, tel que, si :
L(y) — N(y) = =A[L(y) + N(=y)l. A€ (0,1], (3.10)

alors ||lyllx < A.

Preuve :



3.2 Application 26

Supposons que (H1) est vérifiée et que y € X satisfait (3.10)). ensuite
L(y) = N(y) = =AL(y) = AN (=),

donc
Lly) = 75N (o) - H%N(—y» (3.11)

Utilisation les définitions des opérateurs L et N (voir ({3.3) et ( . pour chaque
t € J, on obtient

IZy(0)] = D (O] < 1 1 u(0), "Dy O)] + 1 L7 —(e), =Dy )

< L5t (), D) — £(2,0,0)] + £

T 14+A
+ st —y(0), ~DRy(0) — £(2,0,0)]+ £

= <1+L>\ * HL,\ i+ H%[Kly(tﬂ + K|°Dy ()]
+ HL/\[M —y()| + K| = <D(t)]

= [+ (14%\ + HLA) [K|y(t)| + K|°D*y(t)|]

= "+ Kly()| + K[*Dy(t)|
<+ Elylle + KII*D*Yll,

ce qui implique
1°DYlloe < f* + Kllylloo + K[*DY]lco- (3.12)
d’aprés (3.11]), pour chaque t € J, on a :

1 A

WO = 75 L Nult) = T Ly N ()
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et donc
ly()] < 1 /t(t )" S (s,(5),°D*y(s)) — f(5,0,0)| d
A ! 1
- _ a— _ _CDQ _
o [ o) ), =D = F(s,0.0)]ds
N f*Ta N )\f*Ta
1+ M (a+1) A4+ NT(a+1)
1 A T —
< K|yl + K||°Dy|| s
_<1+>\+1+>\>F<Oé+1)< [9lloc + KD%Y l)
| AN T
+ <1+>\ * 1+)\>F(a+1)
(K|l + KDY |s) + =
d’o, o
1Ylloe < [f*+KHyHoo+7HCD“y||oo]m. (3.13)
on utilise la définition de la norme || - ||x, on remarque que si ||y||x = ||*D*y||« donc

par (3.12)), on a

lyllx < £+ K|yl + K||°D*yl|oo
< fF+ Klyllx + Kllylx
="+ (K + K)|ylx,
et ainsi
f*

<—_::A-
Il < e = A
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d’autre part, si ||y||x = ||¥||oo, donc (3.13)) implique

— T
<[f* + K||yllse + KDYl oc)] =——
Iyl < 1+ Kllhe + 1Dyl gy

[e%

<[+ Klylx +Fllyllx]m

~ U+ B+ RN ey

et donc

f _
ol < e e A

Ta
Par conséquent

HyHX S max{Al, AQ} = A,
et ceci compléte la preuve.

Lemme 3.5. Si condition (H1) est satisfait, alors il y a un ensemble ouvert borné
QO C X tel que
L(y) = N(y) # =AlL(y) + N(=y)]; (3.14)

pour tout y € O et tout A € (0,1].

Preuve :
D’aprés (H1) et le Lemme [3.4] il existe une constante positive A cela ne dépend pas
de X tel que, si y satisfait

alors |ly||x < A. dong, si :
Q={yeX:|ylx < B} (3.15)

ou B> A, ona:
L(y) = N(y) # —AlL(y) — N(-y)]



3.2 Application 29

pour chaque y € 00 ={y € X : |ly||x = B} et A € (0,1].
Nous sommes maintenant préts & prouver le résultat principal .

Théoréme 3.1. Si (H1) satisfait, alors le probleme (3.1)—(3.2) admet au moins une

solution.

Preuve :
D’aprés (H1) il est clair que 'ensemble €2 définit par (3.15)) est symétrique, 0 € €, et
XNQ=Q#0. de plus, d” aprés le lemme que si la condition (H1) est satisfait,
alors :

L(y) — N(y) # —AlL(y) — N(-y)]

pour tout y € X NI = 9N et tout A € (0, 1]. Ceci avec le lemme impliquer que
probléme ([3.1)—(3.2) a au moins une solution, et ceci compléte la preuve.

3.2.2 Exemples

On donne deux exemples pour illustrer notre théoréme.

Exemple 3.2.1. Considérons le probléeme des équations différentielles fractionnaires

implicites non linéaires :

e et [ O] D)
PO = v T~ T e <0 619
y(0) = y(1) (317)
ft,u,v) = (11€+t€t) (liu B 1-11)—7))’ t €[0,1], u,v € [0, +00),

et clairement que la fonction f est uniformément continue. Pour chaque u, u, v,

v € [0,+00) et t € [0, 1],

e 1

|f(tu,v) — f(t,u,0)] < m“u—m + v =19 < B

[lu—al + o —o].
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d’oil, la condition (H1) est satisfaite avec K = K = 1/12 et

VI VT
{15} =5"

— 1 (a+1)

K+K:6<min{1,r Ta }:min

D’aprés le théoréme ce probléeme (3.16)—(3.17) admet au moins une solution.

Exemple 3.2.2. On considére le probléme

Dy(t) = Lsiny(t) + ﬁ sinDY2y(t) + 5, 1€ [0,1], (3.18)
y(0) = y(1). (319)

ici,
t 1 1
f(t,u,v) = gsinu—i— msinv—i— 3 t €[0,1], u,v € R.

qui est uniformément continue. Pour toute u, @, v, v € Ret t € [0, 1],

|t|’ : il + 1 Isi in |
—|sinu — sina| + —|sinv — sin v
3 100

1 _ 1 _
§§|u—u|+—|v—v|.

‘f(t>uuv> - f(t,ﬁ,@)‘ §

d’oti, la condition (H1) est satisfaite avec K = 1/3, K = 1/100, et

— 103
K+ K=_—
N 300

D’aprés le théoréme ce probléeme (3.18)—(3.19) admet au moins une solution sur
J.

< min {1, W} = \/7%



CONCLUSION

Dans ce mémoire,

Dans le travail présenté, nous avons considéré une classe d’équations
différentielles implicites non linéaire a dérivé fractionaire au sens de Ca-
puto sur un intervalle borné avec conditions aux limites en résonance. A
I’'aide de théoréme de continuation de Mawhin, nous avons présenté
les résultats d’existence des solutions de probléme aux limites —
avec a + b = 0. deux exemples pratiques ont été présenté pour illustrer

les résultats principaux .

L’idée principale de ce travail est de présenter une autre technique
basés sur la théorie du degré de coincidence de Mawhin pour
la résolution d’un probléme aux limites en résonance si le probléme ho-
mogene linéaire correspondant a une solution non triviale, c’est-a-dire,

I'opérateur de dérivation associés au probléme donné est non inversible.
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