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Dans ce mémoire, nous introduisons une dérivée fractionnaire de ¢-Hilfer. Nous
discutons de certaines propriétés et résultats du calcul fractionnaire basés sur 1’ap-
proche du point fixe, ainsi d’extensions et généralisations qui s’impliquent dans
la résolution des équations différentielles. Nous démontrons l'existence et I'unicité
des solutions de ce problémes par le théoréme de point fixe. Enfin, nous présen-
tons une large classe d’intégrales et dérivée fractionnaire, au moyen de l'intégrale
fractionnaire et dérivée fractionnaire de v-Hilfer.




A etser

In this memoir, we introduce a fractional derivative of 1-Hilfer. We discuss some
properties and results of fractional calculus based on the fixed point approach,
as well as exteusions and generalizations that are involved in solving differential
equations. We prove the existence and the uniqueness of the solutions of these
problems by the fixed point theorem. Finally, we present a large class of fractional
integrals and derivative by means of the fractional integral and derivative of -
Hilfer
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NOTATIONS

¢ [a, 0] : intervalle semi-ouvert de R d’extrémité a et b.
¢ AC([a,b]) : espace des fonctions absolument continues sur [a, b].
¢ C"(la,b]) = {f : [a,b] > R, f n— fois drivable et continue} .

¢ AC™(Ja, b)) : I'espace des fonctions f dérivables et absolument continues sur
[a, b].

¢ I'(.) : fonction Gamma d’Euler.
¢ E, : la fonction Mittag-Lefller & un seul paramétre.
¢ [0 f : lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f.

¢ <D? : la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «.

‘N[)NU{O}



INTRODUCTION

E calcul fractionnaire a attiré 'attention de nombreux chercheurs au cours des
derniéres décennies, car c¢’est un travail important.

Depuis le début du calcul fractionnaire en 1695, il existe de nombreux défini-
tions des intégrales et des dérivées fractionnaires et au fil du temps de nouvelles
dérivées et intégrales fractionnaires. Ces intégrales et dérivées fractionnaires ont
un noyau différent et ce élargit le nombre de définitions. Avec le grand nombre de
définitions d’intégrales et de dérivées fractionnaires, il était nécessaire d’introduire
une dérivée fractionnaire d’une fonction f par rapport a une autre fonction, faisant
utilisation de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Cependant, une telle définition n’englobe que les dérivées fractionnaires pos-
sibles qui contiennent I'opérateur de différenciation agissant sur 'opérateur inté-
gral. De méme, récemment, Almeida [5] utilisant I'idée de la dérivée fractionnaire
au sens de Caputo par rapport a une notre fonction. Dans cette perspective, nous
utiliserons l'idée de dérivée fractionnaire de Hilfer , et proposer un opérateur dif-
férentiel fractionnaire d’une fonction par rapport & une autre fonction, le dérivé
dit de -Hilfer. L’avantage de l'opérateur fractionnaire proposé ici est la liberté
de choix de 'opérateur différentiel classique, c’est-a-dire une fois qu’il agit sur le
opérateur intégral fractionnaire, une fois que 'opérateur intégral fractionnaire agit
sur 'opérateur différentiel .
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Ce mémoire se compose de quatre chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux définitions et notions générales qu’on aura
besoin dans la suite de travail.
Nous rappelons les notions des intégrales et dérivées fractionnaires v-Riemann
Liouville, 1-Caputo, ¥-Hilfer , le théoréme du point fixe.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’existence et 1'unicité des résultats pour le
probléme non linéaire a valeur initiale d’une équation différentielle fractionnaire.
nous utilisons le théoréme du point fixe pour montrer I'existence et 'unicité.

le troisiéme chapitre nous donnerons des définitions qui concernent les résul-
tats d’existence et de stabilité pour les équations différentielles on utilisons type
de Ulam.

Le quatrieme chapitre : il est divisé comme suit :

Section 4.1 : nous prouvons l’existence et 1'unicité des solutions d’un probléme
de type Cauchy , en utilisant le fait que I’équation intégrale de Volterra est équiva-
lente au probléme de type Cauchy dans 'espace pondéré, au moyen de la dérivée
fractionnaire au sens de -Hilfer.

Section 4.2 : nous présentons le résultat principal, 'inégalité de Gronwall gé-
néralisée au moyen de 'intégrale fractionnaire par rapport & une autre fonction
et autres résultats importants.

Les mots clés : Equations différentielles, fractionnaires, existence de solutions,
dérivée fractionnaire, intégral fractionnaire, le théoréme du point fixe, stabilité,
Ulam, Espace pondéré , i-Hilfer , 1)-Caputo , ¥-Riemann Liouville ,Gronwall.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous présentons des définitions et des théorémes utilisés dans
ce mémoire.

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet
sur le corps K =R ou C.

Exzemple : C(J,R) espace des fonctions continues sur J et a valeurs dans R est
un Banach.
1.2 Application Complétement continue

Soit A une partie bornée de E, une application continue 7' : A C EF — F
est dite complétement continue si 'image de tous sous ensemble borné de A est
relativement compact dans F'.

1.3 Espace pondéré

L’espace pondéré C., ,[a, b] de fonction f sur [a, b] est défini par :
Copla, b = {f Ja, 0] = R; ((t) —¢(a))” f(t) € Cla, 0]}, 0<v <1
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L’espace pondéré C7, [a,b] de fonction f sur [a,b] sont défini par :

Cyla bl = { f Ja,b] = R; f(t) € C* Ma, b]; fU(t) € Cyyla,b]}, 0<vy <1

1.4 Application lipschitzienne

Définition 1.2. Soient G une partie de R?, f : G — R une application et K un
nombre réel positif. On dit que f est K-lipschitzienne par rapport a y si :

V(t,y)EG7 ‘f(t7y1)_f(tay2)’ S[<|y1_y2|'

Ou K est appelée la constante de Lipschitz

- 510 < K <1, on dite que f est contractante.

1.5 Théoréme de Weierstrass
Théoréme 1.1. Toute fonction continue sur un segment [a,b] est limite uniforme

des fonctions polynomiales sur ce segment [a, b]
Autrement dit, pour tout & > 0, il existe un polynoéme p tel que :

Vo € fa,b], |f(z)—plz)| <&

1.6 Equations intégrales de Volterra

Définition 1.3. On appelle équation intégrale de volterra non linéaire de second
espece une équation de la forme :

o) = 1)+ " K (e, p(t))dt.

Ot @(x) est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fonctions connues
et A un parametre réel.
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1. Une équation de la forme
| Kot = ()

Ou p(z) est une équation inconnue est appelée équation intégrale de volterra
non linéaire de premiere espéce.

2. On appelle une équation intégrale de volterra linéaire de second espéce une
équation de la forme

p@) = J@) 41 [ Kot ol

Ou () est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fonctions
connues et X un paramétre réel.

3. Si f(x) =0 l’équation s’écrit
p0) = [ Kot pl0)dt,

elle est appelée équation intégrale linéaire homogéne de volterra de second
espéce.

4. Une équation a une inconnue @(x), de la forme :
| Kot = ()
est appelée équation intégrale linéaire de volterra de premiere espece .

1.7 Fonctions utiles

Dans cette section nous présentons des définitions et quelques propriétés pour
les fonctions : Gamma, Béta et Mittag-Leffler.
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1.7.1 Fonction Gamma

Définition 1.4. La fonction Gamma définie par :

['(z) = / e ' tdt (pourz € C), Re(z) > 0.
0

1.7.2 Fonction Béta

Définition 1.5. La fonction Béta définie pour z,w € C par :
1
B(z,w) = / N1 —t)“"ldt; Re(z) >0, Re(w)>0.
0
la fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

avec Re(z) > 0, Re(w) > 0.

?

Tz +w)

1.7.3 La fonction Mittag-Leffler

Définition 1.6. Pour z € C tel que Re(z) > 0, la fonction Mittag-Leffler définie
comme :

Eo(z) = kzm (1.1)

0

En particulier, si « = 1 nous trouvons la fonction exponentielle,
Ei(z) = €. (1.2)

Cette fonction peut étre généralisée pour deux paramétres comme :

k

Ea7ﬁ<2) = Z m, a>0,68>0. (13)
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1.8 Quelque calcul fractionnaire

1.8.1 L’intégrale et la dérivée fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville
Définition 1.7. Soit [a,b](—oco < a < b < c0) un intervalle fini sur l'axze réel R.

L7intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o, avec o« > 0 de la fonction
f est définie par :

I f(x) == F(la) /: @ f(;))l_adt, x> a (1.4)

Définition 1.8. Soit I = [a,b] et f(x) € AC™[a,b] et n—1 < a <n, n € Ny.
La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o € Ry de la fonction f est
donnée par :

Dfo) = () ) =t () [ e omtroe 1)

1.8.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.9. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o € R, de la
fonction f est définie par :

n—1 o) a
°De f(t) = D2, [f(t)—zf k,( )(t—a)k] (1.6)

k=0

tel que
n=la]+1 pour a¢Ny n=a pour «acN,.

En particulier, quand 0 < a < 1, alors

‘Do f(t) = Dg (f(t) — fla)). (1.7)

1.8.3 La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer

Définition 1.10. La dérivée fractionnaire de Hilfer d’ordren —1 < a < n et
0 < B <1 dela fonction f € C"[a,b] est définie par :

e} —Q d " — n—o
D) = 15 () 175 (18)
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ou I, et D, sont lintégrale et la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
donnée par léquation (1.4]) et I’équation (L.5) , respectivement.

1.8.4 L’intégrale fractionnaire de v

Définition 1.11. L’intégrale fractionnaire de v d’une fonction h(t) est définie
par :

(1) h(t) = / (o h(s)ds, > a

1.8.5 L’intégrale et la dérivée au sens de y-Riemann-Liouville

Définition 1.12. (L’intégrale au sens de - Riemann-Liouville)

Soit o un réel strictement positif (> 0), x : [a,b] — R une fonction intégrable et
Y € C"[a,b] une fonction croissante tel que ¥'(x) # 0, pour tous x € [a,b].
L’intégrale fractionnaire au sens de 1-Riemann-Liouville d’ordre o de x est définie
par :

vy ':L t'T — () e (r)dr
ett) = oo [ W00 =0 et

Définition 1.13. (La dérivée au sens de {-Riemann-Liouville)

Soit o un réel strictement positif (a > 0), x : [a,b] — R une fonction intégrable et
Y € C™[a, b] une fonction croissante tel que ¢'(x) # 0, pour tous x € |a, b,

la dérivée fractionnaire au sens de -Riemann-Liouville d’ordre o de x est définie
par :

alt) = (Ggap) 1 (19)

1 1 d\" [* —
- I'(n—«) (d;’(t)%) /G¢(T)(¢(t)—w(7)) x(T)dr.

ici, n = [a] + 1, en particulier, pour convenablement choisis, on obtient des opéra-
teurs fractionnaires bien connus, comme Riemann-Liouville, Hadamard et Erdélyi-
Kober.

Les intégrales fractionnaires satisfaisant a la propriété du semi groupe : o, 3 > 0,
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alors on a :

LI () = IV a(t),

1.8.6 La dérivée au sens de )-Caputo

Soit « >0, n €N, I=]la,b] est I'intervalle —oo < a < b < +o0,
f,v € C™([a,b],R) deux fonctions telles que v est croissante et ¢'(x) # 0 , pour
tous x € I. La dérivée fractionnaire au sens de 1) Caputo de d’ordre « de la fonction
f est donnée par :

ca;wx_n—auﬁ 1inx
Df(e) = 1 () S (1.10)

Oun=[a]+1pour o ¢ Net n=a pour o € N.

1.8.7 La dérivée au sens de y-Hilfer

Définition 1.14. Soitn — 1 < a <n avecn € N, I = [a,b] un intervalle

tel que —0o < a < b < oo et f, 9 € C™([a,b],R) deux fonctions tel que 1 croissante
et ' (x) #0 , pour tous x € I.

La dérwée fractionnaire de 1-Hilfer HDSfW(.) d’ordre a et de type 0 < 5 < 1,
d’une fonction [ est définie par :

a,B; n—o); 1 d\" —B)(n—a);
D) = 00 () B

la dérivée fractionnaire de -Hilfer peut étre écrite sous la forme suivante
HpDB f(z) = 7.V DYY f(x) (1.12)

Théoréme 1.2. Si f € C"[a,bl,n—1<a<net0<p <1, alors

n y—k
o H B _ - @) —Y(a) (k] [(A=B) (=)t ¢\
DL ) = ) = 3 R A
Théoréme 1.3. Soit f € C'a,b], a>0et0< [ <1,

HDIPVIEY f(x) = f(a) et MDRPVEE f(x) = [(a).
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Lemme 1.1. Sia > 0 et 0 < p < 1, alors IS()) est bornée de C,yla,b] o
Clpla,b] en plus, si p < «, alors

189 est bornée de Cpla, b] a Cla, b]
Lemme 1.2. Soit a >0 et 6 > 0;
Si f(x) = ((x) — ()™, alors
o I'(d a6
I3 10) = e () = (@)

1.9 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 1.4. Soit C(X) l’espace normé des fonctions réelles continues sur un
espace métrique compact X muni de la norme || f|| = sup,ex | f(z)|. Pour qu’une
famille A C C(X) soit relativement compacte, il est nécessaire et suffisant qu’elle
soit :

¢ Uniformément bornée :

IC : |f(x)| < C, Vfe A VrelX.

¢ Equicontinue :

Ve>0, 36>0, |r—yl<d=|f(z)—fly)|<e VfeA.

1.10 Théorémes du point fixe

1.10.1 Théoréme du point fixe de Banach

Soit (F,d) un espace métrique complet et soit T : E — E une application
contractante avec la constante de contraction K, alors T" admet un unique point
fixe x € E, de plus nous avant la propriété suivante qui est importante si zo € F
et z, =T, telle que nl_lgloo T, =x, et dx,,z) < K"(1 - K) 'd(xy,20), n > 1

Tn—17
x étant le point fixe de T'.
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1.10.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Soit F un espace de Banach, K un convexe fermé bornée de £ et
T : K — K un opérateur continue et compact, alors 7" admet au moins un point
fixe dans K.

1.10.3 Théoréme du point fixe de Schaefer

Soit E un espace de Banach et T': E — E un opérateur complétement continue
si 'ensemble X = {u € E,u= NTu, A € (0,1)}, est bornée alors T" posséde au
moins un point fixe.



CHAPITRE 2

EQUATIONS DIFFERENTIELLES VIA
»-CAPUTO ET APPLICATIONS

Dans ce qui suit et tout au long de ce chapitre, 0 < o < 1 et ¢ € C™([a, b))
une fonction telle qu’elle ¢ est croissante et ¢'(z) # 0, pour tous = € [a,b] étant
donnée x € C" a,b], la dérivée fractionnaire de 1)-Caputo d’ordre o de x définie
par :

1K
”:17

“DeYa(t) = DIy [ w<a>k] .

k=0
Ou
n=la]+1pour @ ¢ N, n =« pour o € N et

(1) = (%@)%)kx(t).

Si x € C™[a,b], donc la dérivée fractionnaire au sens de 1-Caputo de = peut étre
représenté par 1’expression :

1 d\"
C P nfa,v,l)
Da+ I( ) T Ia-‘r (@Z)/(t) dt) Jf(t)
Ainsi,

Si o =m € N, nous avons

"Dea(t) = o) a(t)
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et pour a ¢ N, nous avons
c Mo,y n—a—1.[n]
Dialt) = Frm / W) — b))t ().

Certains dérivées fractionnaires connus ne sont que des cas particulier de la dérivée
fractionnaire au sens de y-Caputo. Pour les choix appropriés du noyau 1, nous
obtenons la dérivée fractionnaire au sens de ¥-Caputo pour ¥(t) = t, la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard pour ¢ (t) = In(t) et la dérivée frac-
tionnaire au sens de Erdélyi-Kober pour ¢ (t) = ¢°.

Soit 5 € R avec 5 > n, la dérivée au sens de 1)-Caputo de la fonction de puissance
ce donnée par :

La formule ce donnée par :

I'(s)

Dyt a(t) = TG—a)

(¥(t) = ¥(a))? ",
La dérivée fractionnaire au sens de y-Caputo est 'inverse de 'intégral fractionnaire

de ¥-Riemann-Liouville.

Théoréme 2.1. Soit x : [a,b] — R. Ce qui donne
1. Si x € Cla,bl], donc
Dol Ig w(t) = x(t).

2. Six € C" Ya,b], donc

oo (@)
I D a(t) = a(t) = D~ (1) — b(a)".
k=0 '

Preuve :
Pour prowver (1), par définition

"DE I () = DR | I () — T(W)—wa))’“ ,



d’apres la formule suivante :

azeaBn = (L4 e
v Ytyde) "
1 t
On déduit que :
‘ ([ [k]
Et ainst

(I8Yx)y(a) =0, pour tous k=0,1,..n—1,

par conséquent,

cDan’rngJ’rwI(t) = Dyt I:erﬂv(t)

_ (L 4N peaw

- (Gma) memes

(AN

= (W_(zf)E) Ly x(t)

= z(t).
Ce qui termine (1) de la preuve.
On prouve (2), soit

n—1 _[k]
yt) = o) = 3 1 0t) - v

Ainsi
]g-‘:ﬁcDa-i- $( ) - Ig—‘:pDa—i- y( )

et il suffit de prouver que
[g+wDa+ y(t) = y(t).
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On observe que

IO = Fo / )t DYy (r)dr
- w,l(tdi{ T /w )" D u(rir |

En intégrant par parties, on obtient

1 t / a N,
B m/ Y () (W (t) — (1) DYy (r)dr

1 t . d 1 d n—1 e
B F(O‘—*‘l)/a W) =) [(W%) I wy(T)] dr
= () = ¥(7)" 1 i " n—ay, (-
: [ Pla+1) (w’m dr) o )]

1 t —Wb(r a71i 1 i n—2 n—adby )| 4o
b [ w0 - vy [( S R )]d.

D’apres
1 d ol n—ao,) ) = 1 IS ) — s e $)ds
<—¢,(T) —dT) L™ = = / () (T) = ¢ (s))"y(s)ds.

On déduit que

alors

1 d n—1
< —) I'Yy(r) =0 quand T =a.
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Ainsi, en effectuant a nouveau intégration par parties, on obtient I’égalité

- | - Ta_li ! inﬂ”—a’wT T
- i [ v l( ) )] ;

R il S T A NN
l i Crer M >]
1

") — wiene-2d | (AN ey ]| g
by w0 (G ) | d
1

a

_ t — (T a*2i i " ety (7Y | dr
-t [ WO - vy _(WW) 150y | dr

En répétant cette procédure, nous arrivons

_ {w(w—wwﬁ (¢1 d)lmwym]t

Tla—n+3) \@(ndr )
b | O = e ey
- g [ @O = s ey
- [Wﬁ)(; R m%m]i
by | 0 o i

_ Ia n+1wln aw )_]1 ()

On conclut que,
0th o 1 d
Tt D) = gy et v(0) = v(0).

2.1 Le probléme non linéaire au sens de v

Cette section contient nos principaux résultats. Nous prouvons l'existence et
I'unicité des résultats pour le probléme non linéaire a valeur initiale impliquant la
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dérivée fractionnaire de ¢-Caputo “DYa(t) = f(t,z(t)), et pour un cas particu-

lier des équations différentielles fractionnaires, nous établissons des résultats sur
le comportement a long terme des solutions.

2.1.1 Solution de L’existence et L’unicité :

Considérons le probléme (P) donné par I’équation différentielle fractionnaire
non linéaire,
“Dyva(t) = f(t,2(t)),t € [a,0].

Sous réserve des conditions initiales

z(a) =X, et ng](a) =2 k=1.,n-1
ou
.O<a¢N et n=la]+1,
2. x, et x’; ,pour kK =1,...,n — 1, sont des réels fixes,
3. x € C" a, b] telle que “Dg;¥x existe et continue dans [a,b],
4. f :[a,b] x R — R est continue.
Aussi, nous désignons z° : = x,. Nous prouvons d’abord une relation d’équivalence
entre le probléme fractionnaire (P) de Cauchy et I’équation intégrale de Volterra.

Théoréme 2.2. Une fonction x € C"([a,b]) est une solution de probleme (P)
si et seulement si x satisfait 'intégrale fractionnaire suivante :

S

() = I3V f(t () + ) 5 (W(t) — v(a)". (2.1)

x
k!
0

—_
Q

B
Il

Preuve :

Ce résultat est une conséquence du Théoréeme . L implication P = (2.1)) est
clair. L’application de l’opérateur Igﬁ aux deuzx membre de l’équation DY x(t) =
f(t,z(t)),t € [a,b] et en utilisant les conditions initiales, nous obtenons (2.1). Pour
prouver linverse, nous appliquons [’opérateur CDg‘pr auxr deux membre de l’équa-
tion (2.1f) et utiliser l’expression

DEP(t) —v(@)f =0, ke {0,1,..,n—1},
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pour obtenir “D$¥x(t) = f(t,x(t)).

Enfin, nous devons prouver que les conditions initiales sont également remplies.

Il est clair que x(a) = x,.
De plus, les calculs directs conduisent a

1 ()
w0 =
1

= e [, YO0 ) ()

<

n—1

k=1

1

donc xg](a) =x,.

En répétant ce processus, nous arrivons a

o _ (@)
S0

1 t , .
~ e L YW - e

FoTie - @)

x(7))dr —i—xZ_l.

Puisque f(.,x(.)) est continue sur [a,b], il existe une constante positive A telle que

‘ﬁ /at () ((t) — w(T))a—”f(T,x(TWT'

qut disparait au point initial t = a , et ainst xEZl_l](a) =" L

Théoréme 2.3. Supposons que la fonction f est Lipschitzienne

(V@) = P(a))**!
R (D

et continue .

|[f(t,z1) — f(t,x2)] < L|lzy — 23], Vt € la,b], Vi, xe€R. (2.2)

Alors, il existe une constante h € RT telle qu’il existe une solution unique du

probléeme (P) sur lintervalle [a,a + h] C [a,b] avec la condition :

(Y(a+h) —(a))”

L I(a+1)

<1l et a+h<hb

Preuve :
Soit h un réel satisfaisant auzr conditions

L (Wlat )~ p(@)°
['(a+1)

<1l et a+h<b.
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Définir [’ensemble
U:= {x € C" Ya,a+h]: DYz € Cla,a+ h]} ) (2.3)
Et lUopérateur F : U — U par la formule :

n—1
a

Nous montrons d’abord que F est bien défini, c¢’est-a-dire F(U) C U.
Considérons une fonction x € C" a,a + h]. Il est clair que lapplication
t — Flx](t) est de classe C"! alors,

)_l

k

Dy Fla](t) = Dl I f(t,x(1)) + Z k—“CD(?f(w(t) —(a))" = f(t,2(1)),

est continue dans [a,a + h|. Ensuite on montrera que F' est une contraction,
Puisque x1,25 € U, on a :

1P = PGl = s, [Pl = Flea0)] = anax, 15000 = £ a(0)
< LMo ),

ce qui prouve que F' est une contraction par le théoréme du point fize de Banach.
FEnsuite, nous prouvons l’existence de probleme fractionnaire (P) de Cauchy en
utilisant le théoreme du point fixe de Shaefer.

Théoréme 2.4. Supposons que la fonction f est continue et qu’il existe deux
constantes positives ko et ky telles que :

|[f(t, )| < ko+ kilz|, Vte€a,b] VreR.

Alors, il existe une constante h > 0 telle que le probléme (P) admet au moins une
solution définie sur lintervalle [a,a + h| C [a,b].
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Preuve :
Soit h >0 tel que a+h <b et

ki

- Fag (et W) = v(@)” >0,

Considérons ’ensemble U et lopérateur F : U — U définies respectivement par
(2.3) et (2.4). Nous allons diviser la preuve en 4 étapes :

1¢"¢étape : F' est continu.
Soit (x,,)nen une suite converge vers x dans U, alors

IPe)=F@) = max [Pl (O)=Fll(©)] = max (1 0)=F(t @)

(Y(a+h) —(a)”
F(a+1) '

<G () = Gz

Puisque [ est une fonction continue, on a

F(z,) — F(z) - 0 lorsque n — oc.

2¢megtape : F transforme les ensembles bornés en ensembles bornés dans U.
On montre que, pour tout r > 0 il existe un r' > 0 tel que :
Vee A, i={xzeU:|z| <r}:|F(x)] <

En effet, étant donné x € A, et en utilisant la relation :

|f(t,x(t))| < ko+ ]C1||.73H < ko+ kir, Vte [CL,(Z+ h],

on a

ko + kir o —
[F(z)] < mwmh) —¥(a)) +kz;

|

el o) - (@) =

Qui est indépendant de t et x et donc F uniformément borné.

3meétape : F transforme les ensembles bornés en ensembles équicontinus en U.

Soit t1,ty € [a,a+ h] avec t; < ty, A, défini comme dans la 2°™étape et définir la
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fonction signe.

gn(a) 1 , st oa>1
sign(a) =
g -1 , s a€(0,1)

alors pour tous x € A, :

|Fl2](t2) — Flz](t1)]

< LY (b (1)) — (F((0, (1) + 2l 1) — v0))* — (1) - (@)
= s | [ vt — v st = [ ) v ()
+Z Zal 0(12) — 0(@))* — ((t2) ~ (@)
< BB T gm0~ 0" = ) — v i

Puisque le membre droit de linégalité ci-dessus converge vers zéro lorsque to — tq,
nous avons F[z](ts) — Flz](t1), comme la conséquence de 1 étape a 3™ étape
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avec le théoréme de Ascoli-Arzela, nous concluons que F est complétement conti-
nue.

4émeétape : pour conclue la preuve, nous montrons que l'ensemble

T:={xeU:x=AF(x) pour certains \e|0,1]}

est borné.
Soit x € T et A € [0,1] tel que x = NF(x) pour tous t € [a,a+ hl], on a

Pl < S ) - ot + X Bl o - v,
donc
x o |zt
ol < 1F@I < 22 a4 1) = wia)e + X Bt wtar ) - vl
sl ) - vy + i el ) - vl
& o) < . .
L - m(l/)(a +h) = ¥(a))”

Ce qui prouve que T est borné.
Par le théoreme du point fixe de Schaefer F' admet un point fize.

Corollaire 2.1. Supposons que la fonction f continue et borné.
Alors il ya au mois une solution au probléme (P) définie sur un intervalle [a, a+h].



CHAPITRE 3

‘_ PROBLEME AUX LIMITES AU SENS DE
»-HILFER

Définition et résultats pour obtenir la solution sont établis dans ce chapitre.
Soit le probléme suivant :

@Vﬁﬂ/’h(t?p) = n(t7p, h(t, p)), t € J = [O,T]a (3 1)
0 I 1Rt p)|imo + DI R(E, p)ier = c. |

Ici 275% représente la dérivée fractionnaire au sens de v-Hilfer et #1=#¥ est 1)-
intégrale d’ordre 1 — pu(pu =v + 6 — vp).
Soit R un espace de Banach, n: J x {2 Xx R — R est une fonction continue donnée
et ol a, b et ¢ sont des constantes.
L’étude et le développement détaillée de la dérivée fractionnaire au sens de -
Hilfer.
L’équation intégrale équivalente a I’équation est définie comme :

pn—1

h(t’p) = c—b 91 ﬁﬂ/ﬁ( )77<37p> h(57p>>d8 Ty
(a+0)I' (1)
+ / T (s)n(s, p, h(s, p))ds, (3.2)

ou

g (s) = PO VN niy) — () — vl
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Nous énumérons quelques hypothéses pour prouver nos résultats recherchés.
[H1] il existe des constantes n,m : J x Q@ — R, telles que :

‘n('apa h1(-,P))‘ S n(.,p) + m(,p)|h(,p)]

Pour tout t € J et p € L
Alors N(p) = supn(.) et M(p) = supm(.).
[H2] pour toute constante ¢ > 0, on a

n(., 0.1, p)) — (s poo(, p)) < LG p)|R(, p) — (., p)l.
[H3] pour A\, >0, on a

It p) < App(t, p).
Soit C l'espace de Banach de tous les fonctions continues A : J x €2 — R donnée
par :
Ill e, = sup {[h(t. p)] : £ € T}
Considérez ’espace pondéré :
Cow(J,R)={h: I xQ—=R:Yft)A(t,p) e Ct.O<p<1
avec la norme

Inllc,., = sup|vg (t)n(t, p)].
teJ

Définition 3.1. La dérivée fractionnaire de - Hilfer au sens de Riemann-Liouuville
d’ordre v d’une fonction h par rapport a 1 est définie par :

7ont) = (o) [ 7o

Oun=[v]+1.

Définition 3.2. D’apres la définition de la dérivée fractionnaire au sens de -
Hilfer de la fonction h ,nous donnerons la définition g-UHR stable pour le probléme

PVUh(t, p) = 0 (t, p, hlt, p)), tED. (3.3)
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Pour la fonction continue ¢ :J x Q — R satisfait 'inégalité :

|25 0(t, p) = (L, p, (L, )| < @) (3.4)

Définition 3.3. L’équation (3.3)) est g-UHR stable par rapport a ¢ s’il existe un
nombre réel Cy, > 0 tel que pour chaque solution v € Ci_,,, de l'inégalité (3.4)),
il existe une solution h € Cy_, 4 de Uéquation (3.3)) avec :

[u(t, p) — h(t, p)| < Crop(t,p), teld.

3.1 Lemme de Gronwall

Supposons v > 0, a(t,p) est une fonction positive localement intégrable sur
J x Q (tel que T < o0), soit g(t,p) positif , fonction continue non décroissante
définie sur J x S tel que g(t,p) < k pour une constante k, soit encore n(t,p)
fonction positif localement intégrable sur J x ) avec

) < altep) +9(t.p) [ TSIl s, () € T x

Avec une certain v > 0, alors

[e.9]

> (gt p)LW))" F™ ()

n=1

(tp) < alt.p) + | als,p)ds, (t,p) €. x .

3.2 Reésultats d’existence et de stabilité

Théoréme 3.1. Dans Uhypothése [H1] et [H2], Uéquation (3.1) a4 au moins une
solution.

Preuve :

Considérons 'opérateur
La forme d’opérateur d’équation (3.1) est comme suit :

pn—1

2iit.p) = (e= [ 7 wnts. s, is) Ot [ 7ot s s
(3.5)
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Etape 1 : P est continue.
Soit h,, une suite avec h, — h dans Ci_,, . Ainsi

(Pha(t, p) — Ph(t, )iy " (1)

< (b [ F s s, 00) = s, s I )

() / T ()05, . (s, p)) — 1(s, p, (5, p))|ds

bB(p,1— B —vp) y 0 S
< (((aer)F(,u)F(l _ 6 . Vm%(T)) + —F<I/) B(/’J» ) 0 (t))

||77(7 P, hn(7 p)) - 7]('7 P, h(a p))HCl—u,w

bB(p,1— 5 —vp) ” B(u,v) ,,
< (((a+b>r<u>r<1—ﬂ—um%m)* ) %(T))

||77('7 P hn(> p)) - 77('7 P h(’ p))HC’l—M,w

puisque 1 est continue, alors on a :

| Zh, — Zh|c,_,, — 0 comme n— oo.

(a+0)T'(k)

Etape 2 : P transforme les ensembles bornés en ensembles bornés dans Cipyp

1l suffit de montrer que pour r > 0, il existe une constante positive [
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telle que B, = {h € Ci_,y : |lillc,_,, <7}, ona || 2h|c,_,, <

|2t p)i " (t)]

IA

(a+b) (1) (a+b) (1 )/O T P (s)In(s, p, , B(s, p))lds

t
T / T(3)In(s, py Fi(s, p))|ds
0

b
(a+b N +(a+b)F( )
* / 7 m(s, p)|Fi(s, p)|)ds
bN( ) 1-B+v3
et T @rerere gt @
bM (p)B(p,1 — B +vpB)

+ (a n b)F(u)F(l — B+ ) 1/’(1)/<T)||h||01w,w

N(p) v+l—p M(p) (}J_M(t) v+p—1
+ Tw+1)" (t)+TB(Ma V) ®lAlle,_,.,
¢ bN (p) 1—B4vp
@it P arotwre—grm 0

4 N(p) V+1—;,L(T)

IN

/O TP (5) (s, p) + m(s, p)a(s, p)[)ds

IA

I'(v+1)
bM (p) Y
" <(a+b)F( T Bt wp et = A vBI(T)
M(p)

Ty Bl @)
= 1l

Etape 3 & transforme les ensembles bornés en ensemble équicontinu de Cy_ .

Soit t1,to € J avec ty >ty donc on obtient
|0 (1) (P(t1, p) — by " (t2) P (t2. )]

<

) [ (s, s+ 0 0) [ T sl )|
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Le membre droit est susceptible d’étre nul lorsque t1 — to.

Comme résultat de [’étape (1-3), en concert avec le théoréme d’Ascoli-Arzela, il a
prouvé que & est continue et complétement continue .

Etape 4 : A priori bornée.

Enfin pour prouver que n est borné, ot

n={heCi_,y:h=02h0<0<1},

on obtient

h(t,p) =0 {(C b J) T (s, p, (s, p))ds ) (afb% + [y Z(s)n(s, p, hls, p))ds| .

D’ou le théoréme est conclu .

Théoréme 3.2. Sous les hypotheses [H2]

" ( bL(0) B, 1 — f + 1)
(@+bT(C — B+ v5)

L(p)B(p,v)
F(V) O(T)) < 17

bo(T) +

alors l’équation (3.1) admet une solution unique.
Théoréme 3.3. Sous L’hypothese [H2] et [H3] la solution de I’équation (3.1) est
g-UHR stable.

Preuve :

Soit v solution de l'inégalité (3.4)), il existe h une solution unique par le théo-
reme [3.2] du probleme

QV’B’¢h(t, p) = T](t, P, h(ta p))’ teJ

a I IVR(L p)l—o + bI VR, )iy = C

donné par :

h(t, p) =Ah+/0 T (s)n(s, p, h(s, p))ds,

ol

i)

=|c— L ' LB () (s s s)| —2 7
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Donc A, = A,.
En différenciant 'inégalité (3.4), on a :
1 t
0(t.0) = A= 57 [ T (s, vl s
1 t
< v d
< 1 | A

D’ow il swit

vt p) = hlt p)| <

IN

+

<

o(t.p) ~ Av - / T ()1(s,p, (s, p))ds

0lt.0) = A= i [ T (s, ()i

r(v) /0 Z($)Ins, p,v(s) = (s, p, hls, p))lds

Aot ) + 55 [ TGt p) = s pls.

D’apres le lemme de Gronwall, il montre que pour une constante .# > 0 indépen-

dante de \,p(t, p) on a

[v(t, p) —

W(t, p)| < A No(t, p) == Crop(t, p).

Ainsi, Uéquation (3.1) est g-UHR stable .

3.3 Exemple :

Pour (t) = t on obtient le cas particulier de I’équation (3.1)

on a :

2Pt
(0,

p) = nlt.p it o)t € T =0, 2]

5

p) = p.
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Nous choisissons v = %, b= %, et u= % donc

1 RB(tp)

t.p. At p)) = —— 2
n(t, p, ilt, p)) 9ct 11 12(t. p)

Pour h,v € R, nous avons

(.11, ) = (e, (e, )| < g 1= 0]

Ainsi, les hypothéses du théoréme [3.2 sont satisfaites, fournit une solution unique.
Ensuite, ¢(t, p) = et

1, 1
T2t p) < —5=¢(t, p) = A0(t, p).
I'(5)

Il est facile de prouver que les solutions remplissent les conditions de diverses sta-
bilités comme la stabilité g-UHR.

3.4 Exemple :
Considérer le probléme :
2
POt p) = nltph(tp)t € T = [o, —} |

T (0,p) = p

On note v = %, £ = % et on choisissait © = %
p*hi(t, p) : \ o
Donc n(t, p, h(t,p)) = m, de plus I'hypothése [H1| est satisfaite pour

L(p) = -
Enfin, I'hypothése [H3] se contente aussi de
o(t,p) = pt

et
B 1

Ap = ———.
T +2)
Nous pouvons facilement prouver que les solutions rencontrer les conditions de
diverses stabilités comme la stabilité g-UHR.



CHAPITRE 4

L’INEGALITE DE GRONWALL ET LE
PROBLEME DE TYPE-CAUCHY AU MOYEN 7
_HILFER

Considérons le probléme de type-Cauchy suivant pour ’équation différentielle
fractionnaire :

DXPy(x) = flz,y@),0<a<1,0<8<1 (4.1)
Lii"y(a) = yo, v=a+B(1-a)

Ou I.77(.) est I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et D2’(.) est
la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer et y, une constante .

Soit [a,b] (0 < a < b < o0) un intervalle fini sur le demi-axe RT et Cfa, b],
AC"[a,b], C"[a,b] soit l'espace de la fonction continue n-fois absolument conti-
nue et n-fois continuellement différentiable sur [a, b], respectivement 'espace de
fonction continue f sur [a, b], avec la norme est définie par :

cla,b] = t)|.
Il = mal 70

D’autre part, on a n-fois une fonction absolument continue donnée par :

AC™a,b] = {f : [a,b] = R; f"V € AC([a,b])} .
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L’espace pondéré C7' [a, b] de la fonction f sur [a,b] est défini par
mola, 0] = {f Ha,b] = R; f(t) € C" Va,b]; (1) € Cypla,b]},0< y < 1
avec la norme
n—1
k n
||f||02;w[ayb} - ; Hf( )”C[a,b] + Hf( )ch[a,b] )

Pour n = 0, on a CY[a,b] = C,[a, b].

4.1 L’existence et 'unicité

Dans cette section, nous prouvons ’existence et 'unicité des solutions d’un pro-
bléme de type-Cauchy probléme, en utilisant le fait que I’équation intégrale de
Volterra équivaut a le probléme de type Cauchy dans I'espace pondéré Cy_..,[a, b]
, au moyen de la dérivée fractionnaire au sens de -Hilfer. Application de I'opéra-

teur d’intégrale fractionnaire I, jﬁ() des deux membres de 1’équation fractionnaire
([4.1) et en utilisant Théoréme [1.3| nous obtenons

o) = LU oo ) 4 320 (). (02

Par contre, si y satisfait I’équation (4.2)), alors y satisfait '’équation (4.1)) - I'équa-
tion (??) cependant, 'application de 'opérateur de dérivée fractionnaire # ]D‘;f”p(.)
des deux membres de I’équation (4.2)),

on a :

a,f; a,f3; ¢(5L’ —¢@7_1 — —a);
"afyle) = g (VLSO om0 g
+ DRI f(a,y(a)). (43)
En utilisant le théoréme (|1.3) :

e ((x) —(a)) ™' =0, 0<y<1,

on obtient
DelPy(z) = fz, y(x)).
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Ensuite, nous concluons que y(z) satisfait le probléme a valeur initiale "probléme
(4.1) " si et seulement si y(x) satisfait I’équation intégrale de Volterra du deuxiéme
espace

((z) —Ppla)t 1 [T, o
L(v) +F(a)/a W' (@) (W) =) f (L y())de. (4.4)

Lemme 4.1. Soit ¢ € C'([a,b],R) une fonction croissante et 1 # 0,Vz € [a,b].
Siyv=a+p(l—a)on0<a<le0<p <1, alors lopérateur d’intégrale
fractionnaire 1h-Riemann I37(.) est borné de Cy _pla,b] a Cy_.yla,b] :

I'(y)
C(y+ «)

ou, M est la borne d’une fonction f bornée.

Théoréme 4.1. Soity=a+p(l—a) os0<a<let0<[< 1.

Soit f : [a,b] x R — R une fonction telle que f(z,y) € Ci_yyla,b] pour tout
y € Ci_yyla,b] et satisfait la condition de Lipschitz de l’équation par rapport a
y. Alors il eziste une solution unique y(x) pour l’équation problématique de type

Cauchy" l’équation —l’équation ()" C’f‘fw a, b].

Y(T) = Ya

(¥(x) = (a))?, (4.5)

12 flley_yplan < M

4.2 L’inégalité de Gronwall

L’inégalité de Gronwall joue un role importante dans I’étude de la qualité de la
théorie des équations intégrales et différentielles, pour résoudre des problémes non-
linéaire de type-Cauchy, dans cette section, nous présentons l'inégalité généralisée
de Gronwall par des moyens de l'intégrale fractionnaire par rapport a une autre
fonction v et d’autres résultats importants.

Théoréme 4.2. Soit u,v deuz fonctions intégrables et g continue sur [a,b|, soit
¥ € Ca, b] une fonction croissante telle que ¢'(t) # 0 Vt € [a, b)].
Supposons que

1. u et v sont positives.

2. g positive et croissante

St
u(t) < w(t) + g(t)/ (1) () = ()" u(r)dr.
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Alors
' O (@) ok—1
) <o)+ [ 3 ELCE R0 - e i 40)
Vt € [a, b].
Preuve :
Soit .
Ao(t) = 9(t) [ w/(r)(wle) = v(r) o(r)a, (@7)
Vt € [a, b], pour des fonctions localement intégrables ¢. Donc
u(t) < v(t) + Au(t).
Pour n € N on peut écrire :
n—1
u(t) <Y AFu(t) + A™u(t).
k=0
L’étape suivante, si ¢ est une fonction négative, alors :
t
aut) < [ OO o) - wo a9

(k)

Nous savons que L’équation (4.8) de relation est vraie pour n = 1. Supposons que

la formule est vraie pour certains k = n € N, alors I’hypothése implique.

Ay = A(AkU(t))SA( / Mvmw)—¢<¢>]ak-1u<f>df)

(k)
e / () — ()]
T lg(r

< (IO )0 - v st )

(4.9)

Par hypothése, g est une fonction croissante, c’est-a-dire g(7) < g¢(t), pour tout

T < t, alors & partir de I’équation (4.9), on obtient
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Ak—i—lu(t)

Ho) k“/ /w (] () [(7) — ()] u(s)dsd

(4.10)
Par la formule de Dirichlet, ’équation (4.10)) peut étre écrit comme :
ARy (t)

k t
o [ e [ Wﬁ%@]iﬁb
Noter que .

JE(s)[b(t) — w(s)]* () — w(r)]**1ds

B O] ey,
= [ -vor - =] v vt
¥(s) — (r)
9(0) 07

On suppose un changement de variable u = et en utilisant la défini-

tion de la fonction Béta et la relation avec la fonction Gamma
I'(x)T

B(z,y) = (@)I(y , IOUS avons
I'(z+y)

[ZM@ww—wwmlwwwwMﬂle

:[ ka+al/ - alkaldu
0

ota— 1F(a
— () - winpee gl

(4.12)
Remplacer 1’équation @ dans I’équation . on obtient :
. T 71
XMHMﬂg[ﬁ%%%%%TWUM@WMU—¢UHk“ L.

Prouvons maintenant que A™u(t) — 0 quand n — co. Comme g est une fonction
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continue sur [a,b|, alors par le théoréme de Weierstrass, il existe une constante
M > 0 telle que g(t) < M pour tout ¢ € [a,b]. Alors on obtient

o < [ B v - vinar

Considérez la série
o0

MT'(«
Z[ (a)]

~—~ I'(an)

satisfaire la relation . .
i Llom(an)® (4.13)
n—oo ['(an + «)

En utilisant le test de rapport a la série et I’approximation asymptotique, on ob-
tient

['(an)

= 0.
n00 I'(an + «)

Par conséquent, la série converge et nous concluons que

ult) < S Atvle) < vte) + [ £, LREL v (i) - vt

Corollaire 4.1. Soit « > 0, I = [a,b] et f,¢ € C'([a,b],R) deux fonctions telles
que V' # 0 pour tout t € I . Supposons que b > 0 et v, u deux fonctions positives
localement intégrables sur [a,b], avec

u(t) < wv(t)+ b/ V()W) — ()] u(r)dr, Vt € [a,b].

Alors, on peut écrire

ult) < o) + [ 3, )

['(ak)

V(D) — ()] v(r)dr, Vit € [a,b].

Corollaire 4.2. Sous l’hypothése du théoréme (4.2)), soit v une fonction croissante
sur [a,b] . Ensuite, nous avons

u(t) < v(t)Ea(g(OT()[(t) = ¢(a)]”), VE € la,b],
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tk
ot B, (.) est la fonction de Mittag-Leffler définie par E.(t) =3 1, Tk 1) avec
a
Re > 0.
Preuve :

En fait,comme v croissante, donc pour tout 7 € [a,t] nous avons v(7) < v(t)
et nous pouvons écrire :

u(t)

(VAN
<
=
+
m\ﬁ_
=)
—~
N
)1
—~
£
ES
=
©
S~—
<
=
|
=
-
s
ol
L
=
2
IS
3




CONCLUSION

Dans ce mémoire nous découvrons une nouvelle dérivée fractionnaire de -
Hilfer, puis nous consacrons a l’existence et 'unicité des résultat pour un probléme
non linéaire d’une équation différentielle et des solutions pour un probléme de type-
Cauchy.

Ensuite nous présentons des résultats principal d’inégalité de Gronwall au moyen
de -Hilfer.
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