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Introduction

Inventé en [] le calcul fractionnaire conformable est devenu une branche de
mathématiques interessante grace a son immense applications dans différents
domaines tels que la physique, la chimie, l'ingénierie, finance et d’autre
sciences qui ont été développés ces dernieres années [], en plus de U'intérét
que lui portent beaucoup de chercheur en mathématiques elle méme.

L’étude des problemes différentielles d’ordre conformable est un sujet
d’actualité et plusieurs méthodes sont appliquées pour la résolution de ces
problemes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe du point fixe jouent
un role crucial [].

Les théoremes du point fixe sont des outils montrant I’existence des solu-
tions dans divers types d’équations. Cette théorie est au coeur de ’analyse
non linéaire puisqu’elle fournit les conditions nécessaires (mais pas suffisantes
en général!) pour avoir des théoremes d’existence dans nombreux problemes
non linéaires.



Chapitre 1

Preliminaire

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des théoremes
utilisés dans ce mémoire.

1.1 Définitions et notations

* RT désigne 'ensemble de tous les nombres positifs réels.

R™ représente un n espace dimensionnel.
M, «, désigne I'espace de toutes les n x n matrices.

* C(J =:[0,b],R) désigne 'ensemble des fonctions continues de [0, b]
dans R.

* Cm(J =:[0,b]R) = {z € C(J =: [0,b]R); 2™ € C(J =: [0,b]R)} ou
(™ désigne la m ieéme continuellement différentiable fonction x.

Soit J := [0, b] un intervalle de R.C'(J,R) est I’aspace de banach des fonction
x continues de I dans R avec la norme

[2]lc = supla|.
teJ

Définition 1.1.1 Le sous ensemble B de [’espace normé X est dit borné s’il
existe M tel que
|lz|| < M pour tout x € B.

Définition 1.1.2 L’ensemble S de l’espace normé X est dit convexe si pour
tout x,y € S
A+ (1=XNyesS, VAxelol].



Définition 1.1.3 Soit f : (E,|| - ||g) = (F,|| - ||r) une application. On dit
que f est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées
de F i.e.f(bornée) est bornée.

Remarque 1.1.1 Soit f : (E,|| - ||g) = (F,| - ||r) une application bornée,
i.e,pour tout € > 0, il existe & > 0, tel que

Vo€ B ||zllp < e = ||f(2)]r < 0.

Définition 1.1.4 Soient a € E et T : (E,|| - ||g) = (F,|| - ||r). On dit que
T est continue au point a si et seulement si, pour tout € > 0, il existe § > 0,
pour x € E, on a

|t —allg <d=||T(zx) —T(a)||r <e.

Alors Uopérateur T est dit continu sur E, ou simplement continu si il est
continu en tout point de E.

Remarque 1.1.2 Une application T : (E,|| - ||g) — (F, || - [|r) est continue
au point x, si et seulement si pour tout suite (x,), converge vers x dans E,
alors(T(z,))n converge vers T(x) dans F.

Définition 1.1.5 Un sous ensemble B de [’espace normé X est dit compact
st pour toute suite d’éléments de B on peut extraire une sous suite convergente
vers un €élément de B.

Remarque 1.1.3 Un ensemble compact est un ensemble fermé borné; (la
réciproque n’est pas toujours vraie).

Définition 1.1.6 Un ensemble S est relativement compact si S est compact.

Définition 1.1.7 Soient E et F' deux espaces de Banach etT : E — F est
une fonction continue. On dit que T' est compacte si T(E) est compact.

Définition 1.1.8 Soient E et F' deux espaces de Banach et T : E — F' est

une fonction continue. On dit que T est complétement continue si T'(B) est
compact pour tout sous ensemble borné B C E.

Définition 1.1.9 Un ensemble S de C([0,b],R) est dit équicontinu, si pour
tout € > 0 il existe & > 0, tel que, pour tout t1,ts € [0,b], [t —t1| <6 on a :

1f(t2) — f(t1)|| <€, VfeS.



Définition 1.1.10 S est dit uniformément borné dans C([0,b],R) s’il existe
un nombre réel M > 0 tel que ||y|l < M pour tout y € S.

Lemme 1.1.1 Une application continue sur un ensemble compact est uni-
formément borné.

Théoréme 1.1.1 ([3])(Ascoli-Arzela) Soit B C C([0,b],R),S est relative-
ment compact dans C([0,b],R) si et seulement si :

(a) B est uniformément borné .

(b) B est équicontinue.

1.2 Calcul conformable

Définition 1.2.1 ([/,[3]) La dérivé fractionnaire conformable a partire de 0
d’un fonction f :[0,4+o0[— R d’ordre a est défini par

79ty — tg L) 1 0)

e—0 €

Si TOf(t) existe sur [0,b], alors TOf(0) = lim T2 f(t).

t—0

Définition 1.2.2 ([/, [5]) L’intégrale fractionnelle a partire de 0 d’un fonc-
tion f :[0,400[— R d’ordre a est défini par

t
1240 = [ (5 fs)ds.
0
Lemme 1.2.1 ([{.[5]) Si f : [0,400[— R est continu, alors pour tout t > 0,

ToILf(t) = f(1).

Lemme 1.2.2 ([7]) Si TOf(t) est continu sur [0,b], alors ITf(t) = f(t) —
f(0).

Lemme 1.2.3 ([, [5]) Si f est differenciable a t dans [0,b], alors il est aussi

a-differentiable a t et TO f(t) = oot

Lemme 1.2.4 ([{l]) Si f est a-differentiable a t dans [0,b], alors il est conti-
nue a t.



Lemme 1.2.5 ( Régle de Chain [5]) Soient f,g : [0,+oo[— R sont des
fonctions a-differentielle, ou o € [0,1]. Soit h(t) = f(g(t)). Alors h(t) est
a-differentiele et pour tous lest # 0 et g(t) # 0 nous avons

(Tah)(t) = (T2f)(9(1)-(Tag)(1)-(g(t)* "
Pourt =0,
TOR(0) = lim(T21)(9(1))-(T29) (1) (9())" "

Lemme 1.2.6 ([{]) Si f et g sont a-differentiable a t dans [0,b], alors fg
est aussi a-differentiable a t et

Ta(f9)(t) = FO)TRf(t) + g(t) TIf (1)

Par un argument similaire a celui utilisé dans[4], une version générale
de la valeur moyenne de 'orem pour la dérivée fractionnaire conforme est
produite comme suit[6]. Il joue un réle crucial dans I'étude de 'extention des
solution.

Lemme 1.2.7 Si f :[0,b] — R est continu sur le sous interval [c,d] de [a, b]
et si TP f(t) emiste sur [c,d], alors il existe un point & dans [c,d] tel que

F(d) — f(e) = ~TOf(€)[d* — ).

T a
Lemme 1.2.8 Si T°f(t) < 0 sur [0,b], alors f est diminue sur [0, b].

Nous présentons ensuite une inégalité étendue de Gronwall, qui généralise
le résultat en [13], et il joue un role clé dans la discussion de le prolongement
et de la stabilité des solution.

Lemme 1.2.9 Soient f et g deuz fonctions continues,non négatives sur [0, b]
et A une constante non négative telle que

F&) XA+ I(fo)t), te[0,0],

alors

f(t) < Xexp(Ip(9)(t), t€[0,0].

Preuve : Soit F(t) = A+ I%(fg)(t) et G(t) = exp(—I2(g)(t)). Alors I'hy-
pothese de I'inégalité de f et g est équivalente a I'inégalité

f@) < F(t), tel0,b], (1.1)



et les hypotheses de continuités de f et g garentissent que I’ , G et GF sont
a-différentiables ; et donc de Lemmdl.2.1} I'inégalité(|1.1)) et les hypotheses

de non négativité, il s’ensuite que

TOF(t) — F(t)g(t) = f(t)g(t) — F(t)g(t) < f(t)g(t) — f()g(t) =0.
En multipliant chaque coté de l'inégalité ci-dessus par G(t), et en utilisant

LemmdI.2.5] et [T.2.6] nous avons
T2 (FG)(t) <0.
Ceci, avec Lemmdl.2.8] implique que F(¢)G(¢) diminue sur [0, b]. Par conséquent

F(t)G(t) < F(0)G(0),

ou, de fagon équivalent,
F(t) < Xexp(Ipg(t)).

Encore une fois, en utilisant 'inégalité ([1.1)), de 'inégalité ci-dessus nous
obtenons la conclution désirés. ]

Lemme 1.2.10 ([§]) Dénoté par U un ouvert dans un ensemble fermé et
convezxe C' d’un espace de Banach B. Supposons 0 € U. Supposons également
que A(U) est borné et que A : U — C est donné par A = Ay + Ay, dans
laquelle Ay : U — B est complétement continue et Ay : U — B est un
contraction non linéaire (i.e il existe une fonction positive non décriossante
¢ : [0, 00[— [0, 00| satisfaisant p(z) < z pour z > 0, tel que || Az(x)—As(y)|| <
o(||x — yl|) pour tout x,y € U). Puis soit

(C1) A a un point fire u € U;

ou alors

(C2) il existe un point u € OU et X € [0,1] avec u = AA(u),
ou U et OU représentent respectivement la fermiture et la frontiére de U.
Lemme 1.2.11 (voir [5])

Soit o €]0,1], si f est dérivable, alors la relation suivante la dérivée frac-
tionnaire conformable et la dérivée classique du premier ordre tient :

T () = £ F (0.

Définition 1.2.3 (voir [5] Fonction exponentielle fractionnaire conformable)
Pour tout t > 0, la fonction exponentielle fractionnaire conformable est
définie par :

e 0 /\k(t)ak
E,(\t) = A 0 <L AXeR
(A, t) = exp ( a) ZO <« €

akk!
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Remarque 1.2.1 Comme le role irremplacable de la fonction du Mittag-
Leffler dans la solution du équation différentielle classiques d’ordre fraction-
naire conformable la fonction joue un effet analogue dans la solution du
equation différentielle fractionnaire conformable .

Lemme 1.2.12 Pour tout 5 € R ett > s >0,
Ea(_ﬁyt)Ea(ﬁa 3) S 1.

Définition 1.2.4 (voir [3] Transformée de Laplace fractionnaire conformable)
Soit a €]0,1], f : [0,400[— R une fonction a valeur réelle.Alors la trans-
formée de Laplace fractionnaire conformable a partir de 0 de la fonction f
d’ordre a est définie par

Lo{f(1)}(s) = / " Bu(—s, 0 (0)da(t,0) = / T Bu(—s (00 .

Lemme 1.2.13 (voir [5])
Pour une constante 6,

Lemme 1.2.14 (voir [5])
Soit f : [0, 400[— R une fonction différentiable telle que

Lo{f()}(s) = Fa(s)
existe. puis
Lo{T5" f(8)}(s) = sFa(s) — f(0),

et la relation entre la transformée de Laplace habituelle et la transformation
de Laplace fractionnaire conformable peut étre représentée par

Lo{f(t)}(s) = Fals) = {f((at)V*)}(s).

sy = [ " exp(=st)f()dt.

Remarque 1.2.2 [l convient de mentionner que, contrairement a la trans-
formée de Laplace habituelle, 'expression de la transformation de Laplace
fractionnaire conformable démontre qu’elle est étroitement liée a ’ordre frac-
tionnaire a.

En d’autre mots, pour une fonction f telle que Lo {f(t)}(s) et Lg{f(t)}(s)
existe pour 0 < o, B < 1, alors

a7 5= La{f(t)}(s) # Ls{f () }(s)-

11



Remarque 1.2.3 Sans perte de généralité, on peut noter L' comme l’'in-
verse de la transformation de Laplace fractionnaire conformable.
Par exemple
(i) Puis que
1

Lo{E.(\t)} = {exp(Mt)} = o 57 A,

Lt {S i A} = E,(\ ).

A
s(s+ M)’

L} {ﬁ} =1—E,(—\1).

S

w? 4 527

S t
Lt = cosw—.
“ {w2+52} o

Définition 1.2.5 (voir [11] Convolution conformable de deux fonctions)
Soit f,g:[0,400]— R étre deuz fonction a valeurs réelles telles que f est la
fonction de t* pour 0 < a < 1, alors la convolution conformable de ces deuz
fonctions est définie par

(f o)t /‘f 9(0)01db.

Lemme 1.2.15 (voir [11] Théoréme de convolution conformable)
Sous le conformable ci-dessus définition de convolution,si Lo{f}(s) et La{g}(s)
existe, alors

on a

(ii) En raison de

Lo{l = Eo(—\ 1)} = {1 — exp(—At)} =

s> 0,

alors

(i1i) Puisque
tOé
Lo{cosw—} = l{coswt} = s >0,
a

alors

Lolf*g} = La{f}  Lalg}

Remarque 1.2.4 Compte tenu de la définition du convolution conformable,
il s’ensuit que

0=Af@@ww=wﬂm

et donc
LI A0y = Lo s fny = 2 g

S

12



Définition 1.2.6 (voir [9] Fonction bornée exponentielle conformable)
Pour une fonction f définie sur [0, +oo[— R, s’il existe des constantes réelles
positives M, ¢, et 0 < a < 1 telles que

[f()] < MEq(c,t),

est valable pour tout t suffisamment grand, alors on appelle f confformable
exponentielle bornée.

Remarque 1.2.5 Considérant l’équation - et en se référant a [10],
pour une fonction continue f définie sur [ty, +00[— R, si f est conforme ex-
ponentielle bornée, alors x(t) et T2 x(t) sont a la fois conforme exponentielle
bornée,et donc Lo{x(t)}(s) et Lo{TSx(t)}(s) existent tous.

Lemme 1.2.16 (voir [5])

Supposons que f € C?([0,+oo[,R) et 0 < a < 1, alors

ToT f(x) = { (<)1 ~ @@+ ) @), >0

1.3 Théoremes du points fixes

Théoréme 1.3.1 ([74,[13])(Théoréme du point fize de Banach) Soit (X,d)un
espace métrique complet. Une applicationT' : X — X est contraction avec la
constante de Lipschitz K. Alors T a un point fize unique x € X.

Théoréme 1.3.2 ([14],[13/)(Théoréme du point fixe de Schauder) Soit S un
ensemble convexe,fermé,non vide d’un espace de Banach E et A: S — S un
opérateur complétement continue . Alors A admet au moins un point fixe(i.e
il existe un point xog dans S tel que f(xg = o).

Théoréme 1.3.3 ([14,[13]) (Altérnative non linéaire de Leray-Schader) Soit
Q un ouvert, borné d’un espace de Banach E et f : Q) — E une application
continue et compacte. Alors l'un du deux est satisfait

(i) f admet un point fize dans €.
(ii) 1l existe x € 09, il existe t € [0,1] : x = tf(x).

13



Chapitre 2

Le probleme de Cauchy associé
a une dérivation conformable

Dans ce chapitre, on s’interesse au probleme suivant :

Tox(t) = f(t,z(t)), t€[0,00,0<a<]l, (2.1)
avec les conditions :
z(0) = o, (2.2)
ou
z(0) = xo — g(2). (2.3)

L’étude des équations différentielles avec condition non locale (rencontré en
physique) ont été introduites par Byszewski [I], 2].

Dans ce chapitre on utilise d’une facon particuliere le principe de contrac-
tion de Banach ainsi que le théoreme de Krasnosel’skii.

2.1 Le cas local

Dans cette section, nous établissons I'existence, 1'unicié, la régularité (en
temps) et la stabilité (par rapport a la donnée initiale) de la solution du
probleme de Cauchy ([2.1)-(2.2)). Introduisons les hypotheses suivantes :

(H1) La fonction f: D — R est continue, ou D = [0, co[xR.

(H2) Il existe une constante L > 0 telle que :

| f(t,u) — f(t,v)|| < L|ju —v]||, pour tout (t,u), (t,v) dans D.
(H3) 11 existe une fonction h positive telle que
| f(t,w)|| < h(t)||u||, pour tout (f,u) dans D,

pour la quelle I2h(t) est borné sur [0, col.

14



(H4) 11 existe une fonction ¢ et une constante positive L telle que :
|[f(tu) = f(t,0)] < €(#t)|u — v < Lju =],

pour tout (¢,u), (t,v) dans D de sorte que I24(t) soit borné sur [0, co].

2.1.1 Existance et unicité

On établit dans cette sous section un résultat d’existence et d’unicité
de solution du probleme — par une méthode qui consiste a cher-
cher un point fixe (unique!) d’une équation intégrale correspondante & notre
probleme.

Nous aurons besion du lemme suivant.

Lemme 2.1.1 On suppose que (H1) est satisfaite, alors une fonction x €
C([0,0]) est une solution du probleme (2.1)-(2.2) si et seulement si z est
continue et elle satisfait l'equation intégrale suivante :

x(t) = 2o + I f(t,2(t)),  pour tout t € [0,b].

Preuve :
Supposons que f continue, si x est une solution de probleme ({2.1))-([2.2))

alors, on a :
Tox(t) = f(t,z(t)),
= Tya(t) = f(t,2(t)),
= [NTx(t) = I f(t, (1)),
= 2(t) —xo = I2f(t, 2(t)).
D’ou
x(t) = a0 + I2f(t,2(t)).

Réciproquement, soit x est une solution continue de I’équation intégrale sui-
vante :
x(t) =z + I2f(t,x(t)), pour tout t € [0,b].

En dérivons ’equation précedente :
T (t) = Tolwo + 1o f (¢, (1)),
TRx(t) = Towo + TRIn f (L, (1)),
Donc
Tox(t) = f(t,x(t)).

15



Pour t = 0,
2(0) = zo + I3 £(0,2(0)) = zo.

Donc z est une solution du probleme ((2.1))-(2.2)). ]
Nous avons le théoreme suivant.

Théoréme 2.1.1 On suppose que (H1)-(H2) sont vérifiées, alors le probléme
(2.1)-(2.2) posséde une solution unique définie sur [0, b].

Preuve : La démonstration est basée sur le principe de contraction de
Banach (moyennant une norme avec poid).
Etand donné une constante 3 €L, 4o00], la fonction (poid) est définie par

e(t) = exp (—ﬁ(t)a)

(07

Munissons 'espace C'(I) par la norme :

lzlls = lle(-)z()lloo

Il est clair que ||z||g est une norme dans C(I). De plus, || - || et || - ||oc sont
équivalentes, en effet :

eO) - lloe < M- llg <11+ lloo-

Par conséquent, (C(I), || - ||3) est un espace de Banach.
On transforme le probleme (2.1)-(2.2)), en un probleme de point fixe, in-
troduisons 'opérateur :

T-(CU) - llg) — (D), ]I - [ls)

v (T)(t) = 20 + / ()21 f (s, 2(s))ds,

D’aprés le Lemme [2.1.1} les points fixes de 'opérateur T sont les solution du

probleme (21)-([22).

Montrons a présent que 'opérateur 71" est contractant.
Soient z,y € C(I), on a donc

Ta(t) — Ty(t) = / F(s,2(s)) — (s, y(s)]s™ds,

16



Grace a I'hypothese (H2), nous avons pour chaque ¢ € I

ITx(t) = Ty@)| = |Tx(t) = Ty(t)le(?)
< e(t)/o Llz(s) — y(s)]s* *ds

= Le(t)/o e 1(s)e(s)|x(s) — y(s)|s* ds
— Le(t) / e (8) 1 — yllps™ds
= Left) [ st (s)dslle ~ ol

= Le(t) ( ) Iz =yl

= et (S5 el

Lz =yl
ﬁ B

e (s)

QI»—‘O

™

IN

Il vient que normalement || Tz — Tyl < ...
L
[Tz(t) — Ty@)|| < EHQU —Yylls.

L
Puisque 0 < — < 1, le principe de contraction de Banach garantit que 7T’

g
admet un point fixe unique dans C(I) et par conséquent le probleme (2.1))-
(2.2)) a une solution unique dans C'(I). n

2.1.2 Prolongement de la solution

Dans ce paragraphe, nous discutons le prolongement a droite de la solu-
tion du probleme (2.1)-(2.2).

Lemme 2.1.2 Supposons que (H1) est satisfaite, soit x(t) une solution du
probléeme (2.1))-(2.2) définie sur[0,tT) avec t™ # oo, si la limite de xz(t) existe

lorsque t tend vers t*, alors la solution z(t) peut étre prolonger a l'intervalle
fermé [0,t7].

Preuve :

On pose lirr}r z(t) = a2, on définie la fonction Z(t) par :
t—t

#(t) :{ z(t), tel0,t7]

T, t=1t",

17



T étant une fonction continue sur [0, ¢*], puisqu’elle s’agit d’un prolongement
par continuité de la fonction z.

Montrons que Z est une solution du probleme (2.1)-([2.2) sur [0,¢7]; il
suffit de vérifier que :

TE(t) = f(th. 2(th)).
Remarquons que : T2 (t) = f(t,%(t)), avec t € [0, ],
la continuité de Z et f implique immédiatement
lim T°%(t) = f(t7,2(tT)). (2.4)
t—tt
Par ailleurs, en utilisant Lemme [1.2.7, on voit que pour tout ¢ € [0,¢] il
existe un point 7 dans [t,t"] tel que :

B(1T) — #(t) = ToR)[()" ~ (1)),

donc
1

STREM)[(0)” = (£9)°] = 2() — 2(¢7),

alors

Par conséquent

T(t)—z(tt) t—tt
t—tt '(t)a _ (t+)a

Faisons tendre ¢ vers t1, il découle de (2.4) et (2.5) que la dérivée de Z(t) en

t* existe et que :
AT = fT, ().

(2.5)

D’aprés le Lemme [1.2.3] on a :

Toa(th) = f(t,2(t7)).

D’ou la fonction Z(t) est également une solution de (2.1)-(2.2) définie sur
[0,¢F]. n

Définition 2.1.1 Soit J lintervalle mazimal d’ezistence de la solution x(t)
du probleme —, alors les solutions x(t) sont appelées a se rapprocher
arbitrairement de la frontiére de D = [0,00] a droite si pour toult domaine
Dy fermé et borné en D, il est imposible que le point (t,x(t)) reste toujours
dans D, pour chaque t dans J.
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Théoréme 2.1.2 Si (H1)-(H2) sont vérifiées, puis la solution du probléme
(2.1)-(2.2) se rapproche arbitrairement de la frontiére de D = [0,00[xR a
droit.

Preuve : D’aprés le Théoreme [2.1.1] le probleme (2.1)-(2.2) admet une

solution x(t), soit J intervalle d’existence maximal de x(t) tel que J = [0, oo|
ou [0,¢T] avec t1 # 0.

Si J = [0, 00| le résultat est évident.
Ensuite, considérons J = [0,¢"[ avec tT = oo.
Supposons le contraire, alors il existe une domaine fermé borné Dy C D tel
que (t,z(t)) € Dy pour chaque ¢ dans J on a la continuité sur Dy implique
qu’il existe un nombre positive M tel que :

|ft, ()] < M, Vte (2.6)

D’autre part, d’aprés Lemme on a pour chaque t1,t, dans J avec t; <
to, e € [t1, to] tel que :

Tx(e)

() - ()= 222 (e 2(9)

tg — 9] = Lol g — 9]
tg — 18] = Dy — g

Alors, par la relation ([2.6)), nous avons donc

Ma (0%
o(ta) — a(ta)| < |5 — 151

Ce qui implique que x(t) est uniformément continue sur J et donc lim z(t)
t—t

existe.

De plus selon Lemme la solution z(t) peut étre étendue a l'intervalle
fermé [0,¢1], ce qui contrendit le fait que [0,¢] est l'intervalle d’existence
maximale de la solution z()(ie :la maximalité de [0,¢7]). n

Théoréme 2.1.3 Supposons que les hypothéses (H1)-(H3) sont satisfaites.
Alors la solution du probleme (2.1))-(2.2)) est bornée sur [0, +o0].

Preuve :

D’aprés le Théoreme le probleme (2.1)-(2.2) admet une solution x(t)
définit sur l'intervalle d’existence maximal [0,¢7].
Donc on va montrer que la solution z(t) est bornée au voisinage de +oco.
Nous avons :

w(t) = wo + Lo f(t 2(1)),
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donc
= |z + 10 f(t,2(1))]
< Jwo| + LI f (£, 2(1))]-

De (H3), on aura
|2 (t)] < Jwo| + L[ (t)] (1))
D’aprés I'inégalité de Gronwall, on obtient :
(0] < feolexp (I90(1) ¥t € 0,177,

par conséquent
IM > 0,I°h(t) < MVt € [0,t1].

Il en résulte que

|2(t)] < || exp(M) Yt € [0,£7].

D’ou z(t) est bornée sur [0,t7);

Si tT # oo alors le Théoreme [2.1.2 implique que lirri = 00, ce qui contredit
t—=t

la bornétude de z(t) sur [0,¢F]. =

2.1.3 Stabilité

Définition 2.1.2 Soit z(t) une solution de probléme (2.1)-(2.2)), la solution
x(t) est dite stable si pour tout nombre € positive, il existe un nombre positive
d tel que tout solution y(t) avec |y(0) — z(0)| < § ewxiste pour tout t > 0 et
satisfait 'inégalité |y(t) — x(t)| < € pour tout t > 0.

Théoréeme 2.1.4 Supposons que (H1)-(H2) et (H4) sont réalisée. Alors toute
solution du probleme (2.1))(2.2) est toujour stable.

Preuve :

D’aprés le Théoreme [2.1.3] la solution du probleme (2.1))-(2.2) existe et
est définie sur [0, oo.
Soit z(t) et y(t) des solutions avec x(0) = xq et y(0) = yo. Alors

x(t) = o + I f(t, x(t)),
y(t) = yo + Iof(t,y(1)).
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Par ’hypothese (H4), on a :
[y(t) — 2(8)] < lyo — ol + IR[C(B)]y(t) — x(t)]],
et ainssi, en utilisant I'inégalité de Gronwall,nous obtenons :
ly(t) — 2(t)] < lyo — zo| exp (IL(t)) ¥t € [0, 00].

De I’hypothese (H4), IM > 0, Igﬁ(t) < M, vVt € [0, 00|
donc
ly(t) —z(t)| < |yo — wolexp(M) ,Vt € [0, o0l.

D’ou z(t) est stable sur [0, co. "

2.2 Le cas non local

Dans cette section, 'existence de solution au probleme - est
discutée, nous introduison ensuite un théoreme de point fixe a adapter pour
prouver le résultat principal de cette section.

Introduisons les hypothese suivantes :

(H5) f est une fonction continue définie sur [0,b] x R

(H6) 3 une constante v > 0 dans [0, 1] est une fonction positive et non

décroissante ¢ dans C(]0, 0o|) telle que ¢(z) < vz pour z > 0 et |g(u) —
g(v)] < o(||lu — v||) pour tout u,v dans C([0, oo]).

(H7) 1l existe une fonction positive ¢ dans C(]0, oo[) pour laquelle ¢ > 0

sur un sous-intervalle de [0, b] et une fonction positive et non décroissante

Y dans C([0, 0o[) telle que :

|f(t,0)] < o(t)(lul).
Pour tout (¢,v) dans C(]0,00[) x R et

T 1
sup > .
refo,00f [To| +(r)196(0) ~ 1 —y

Lemme 2.2.1 On suppose que (H5) est satisfaite, alors une fonction x dans
C([0,00[) est une solution du probléeme (2.1)-(2.3) si et seulement si x est
continue et elle satisfait [’équation intégrale suivante :

z(t) =20 — g(x) + I2f(t,2(t)), Vt€0,b].
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Preuve : Supposons que f est continue, si x est une solution de probleme

2.1-@3)

Alors, on a :

Tox(t) = f(t,x(t)),

TJx(t) = Iof(t a(t),

(t) — x(0) I f(t, (),
a(t) = @o—g(a) + If(t,=(t)).

Réciproquement
Soit x est une solution continue de ’équation intégrale suivante :

x(t) =29 — g(x) + I2f(t,2(t)), t€][0,b].
En dérivons I’équation précedente :

Tox(t) = Tolro — ()+I°f(t z(@))];
= T(0)] + TR f (t, (1)),

= f(t,z(t)).
Donc
TJx(t) = f(t,2(t))
Pour t =0
2(0) = zo—g(x)+10£(0,2(0)),
= x9—g(v).
Donc z est une solution du probleme ({2.1))-(2.3)). ]

Lemme 2.2.2 Si (H5) est satisfaite. Alors l'opérateur A, : U, — C([0,b])
est completement continue.

Preuve :
- La continuité :

Soit (2, )neny C R tel que z,, — x; Montrons que Ajx,(t) — Ajz(t)

Aaaat) = @] < [ 5 ma(5) - o2l
< [ ) = o)t
< W) = S [ s
< (s = Fls. ) e
Comme f(s,u(5)) ~» f(s,2(5)) alors [ Axan(®) = Ara(t)] = 0.
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- La compacité :
Soit U, = {u € C([0,0]) : ||u| <r} = B(0,7).
1- Montrons que A;(U,) est équicontinue
Ve > 0,39,

it — o] <6 = I\Alx(tl) Az (ta)|lr <€
to =1 = Alsc tz — Alx(tl)

e [ Ava(ts) — Aga(ty)] = |/2 o1 f(s. 2 s))ds—/ 521 f(s, 2(s))ds]
= (s, x(s))|ds

t

< / "5 £ (s, 2(5))|ds

t1

< / "1 (s) () s

t1

to

< o) [ a(s)ds
t1

(z € U, donc |z| <7 = (|z|) < (r) car ¢ est croissante ).

Comme

to
t — tg,/ s 1o(s)ds — 0,

t1

donc
[Arz(t2) — Arz(ty)| — 0,

alors Aj(u,) est équicontinue.

d’olt Ay est transforme un borné a un équicontinue.
2- Montrons que A;(U,) est borné.

Soit z € U,

] = | / s (s, 2(s)|ds
/ S f (s, 2(s))ds

o) [ ot

b lln / 52 1ds

0

D )1l

IN

IN

IN

IN
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Donc A; est transforme un borné a un borné, on déduire que A; est relati-
vement compact, alors A; est un opérateur compact.
Par conséquent A; est complétement continue. [

Lemme 2.2.3 Si (H6) est satisfaite, alors l'opérateur Ay : U, — C([0,])
est une contraction non linéaire.

Preuve : Supposons que (H6) est satisfaite , montrons que A, est contrac-
tion non linéaire.

Ay =z — g(2).

Soient z,y € U

[ A2z — Agyll = [9(x) — g(y)| < o(llz = yl)-

Et on a de plus v € [0, 1]
o(z) < vz < z.

Donc A, est contraction non linéaire. n

Théoréme 2.2.1 Si (H5)-(HT7) sont satisfaites, alors le probléeme ([2.1))-([2.3))

admet aux moins une solution définie sur [0,D].

Preuve :
D’aprés 'hypothese (H7), il exsiste un nombre positive r tel que :

r 1
20| + 1 (r)I8p(D) C1=y (2.7)

Y
Et puis on définit 'ensemble u, = {u € C([0,b]) : ||u]| < r}.
Nous montrons d’abord que les opérateurs A; et A, satisfont aux conditions
correspondantes du Lemme [1.2.10] et en raison des Lemmes et 2.2.3] il
suffit de montrer la bornétude de A(w,).
En effet : pour tout x en ,, il résulte des hypotheses rm(H5) et (H6) que :

(e}

[ Az ()] < Ll f(t2(1)] < %Sup{\f(t,U)! 2t € [0,0], |ul <7},

et que
[ Az (t)] < [mo| + |g(2)] < |zo| + -
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Donc, selon la définition de 'opérateur A,

(e

b
lAz]] < fao| + 77 + —.sup{|f(t, u)| : T € [0, 8], [u] < 7}.

Ainsi A(u,) est bornée.

En fin, il reste & montrer que le cas (C2) du Lemme ne se produit pas,
nous argumentons par contraction.

Supposons que le cas (C2) sont vrai, alors il existe A en [0, 1] et = en Ju, tels
que :

T = NAg de: x(t) = Mo, — g(z) + I°f(t,2(t)))],

ceci, combinéaux hypothese (H6)-(H7) implique en autre que :

r < Jaa] e+ () I b),

ou de maniere équivalente

T < 1
2| + () 1p(b) = 1 -7~

qui contredit I'inégalité (2.7) par conséquent, nous avons montré que les
opérateurs A; et Ay satisfont toutes les condition du Lemme [1.2.10] et par
conséquent nous conclure que 'opérateure A a au moins un point fixe r en

U, qui est une solution du probleme (2.1))-(2.3)). ]
2.3 Exemples illustratifs

Soit D = [0, 0o] x R.
f(t,z) = exp(=2)(z + sin ), h(t) = L(t) = 2exp(=L) et L = 2.

2.3.1 Probleme de valeur initiale local

I1 est facile de vérifier que :
V(t,u), (t,v) € D,

(£, u) = f(t,0)] < Llu—vlet|(t, u)| < h(t)]ul

pour laquels 19 = 2 — h(t) < 2, par conséquent les condition (H1)-(H3) du
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Théoreme sont satisfaites pour les fonctions et parametres spécifiés ci-
dessus, ce qui implique que la solution du probleme ([2.1)-(2.2)) est définie et
bornée sur [0, col.

* Stabilité similaire
On voit que Y(t,u), (t,v) € D,|f(t,u) — f(t,v)] < L(t)|u —v| < Lju — v|
pour laquel I = 2 — L(t) < 2; Ainsi toutes les conditions du Théoréme
sont satisfaites, par le Théoreme nous déduisons que toute solution au

probleme(2.1)-(2.2)) est toujours stable.

2.3.2 Probléme de valeur initiale non local

Choisissez U'intervalle [0,b] avec 2 > exp(Z).
Définissez les fonctions :

p(t) = 2exp(=5),¥(2) = z, et p(2) = %z,
avec 0 < v < ¢(b) — 1 pour z € C([0,d]).
Définissez la fonctionnelle :

glz) = % /O (t)dt.

Puis il est facile de vérifier que g est une contraction.
De plus, observons que

|f(t,w)] < p()w(|lu]), pourtout(t,u)en[0,b] x R

et qu’'un calcul direct donne :

- r B 1 B 1 - 1
reomol [0l + 0P T06(0) — 19()  2—p(b) ~ 1—7

Par conséquent, les condition (H5)-(H7) du Théoreme sont satisfaites
pour les fonctions fonctionnelles et parametres spécifiés ci-dessus, nous concluons
que le probleme ([2.1)-(2.3) existe au moins une solution définie sur [0, b].
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Chapitre 3

Stabilité au sens de
Ulam-Hyers

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probleme suivant :
Tpx(t)+ Bx(t) = f(t), te€lto,T,to <T < +o0, B R, (3.1)

avec la condition :

3.1 Reésultat principal

Dans cette section, nous établissons un résultat de stabilité au sens de
Ulam-Hyers pour le probleme (3.1)-(3.2) par la technique de la transformée
de Laplace conformable.

Définition 3.1.1 Probléme (3.1))-(3.2)) est dite stable au sens de Ulam-
Hyers sl existe une constante v > 0 telle que, pour chaque ¢ > 0 et pour
chaque solution y de l’inégalité

T2 4 By(t) — f)] < te = [toT] (33)
il existe une solution x de probléme (3.1)-(3.2) avec
ly(t) — ()] < e, teld (3.4)

Remarque 3.1.1 Les autheurs dans [10}, [12] ont étudié ’existence et ['uni-
cité de solution. De plus, la solution générale du probléme (3.1))-(3.2)), s’écrit

soous la forme

x(t) :Ea(—ﬁ,t—tg)x0+/t E (=B, t —to)Eo(—B, 7 —to)(T — o)  f(7)dr.
' (3.5)
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Théoreme 3.1.1 Si la fonction y : J — R satisfait l'inégalité (3.3)) et pour
chaque € > 0, alors il existe une solution x du probléme (3.1))-(3.2)) de sorte

que

o) =) < T wie

Preuve : On pose

2(t) = Ty(t) + By(t), te .

Appliquons la transformée de Laplace conformable, on obtient

Lo(2) = sLa{y} — y(to) + BLa{y} — BLoA S}

Donc
(to) + Lol f}) 4 Lo{z}

Yy
Lody} = s+ s+

Soit d’autre part
z(t) = Ea(=B,18,t —to)y(to) + Ea(=B,t —to) * f (1),
alors, z(t) est différentiable sur |to, T'[, et
z(to) = y(to) = xo.

Il vient

Lk} - 2+ Lol

ce qui équivaut a
sLo{z} — 2(to) + BLa{z} = Lo{T};, + fr} = La{/f}-

la propriété un a un de 'opérateur L, garantit que

Ta(t) + px(t) = f(1).

(3.7)

(3.8)

Ainsi, la fonction z est une solution de probleme (3.1))-(3.2)) . Tenu en compte

les relations [3.7) et [3.9] il résult que

LA Eo(=B,t —to) * 2} = La{ Ea(=8,t —to) } - La{2(t)} =

on a

Lo{z}
s+

Loy} — Loiz} = = Lo{Eo(—B,t —to) * 2},

28
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ce qui montre que
y(t) —x(t) = Eo (=B, t —to) x 2(t), te€J

La relation [3.3| entraine que

Par conséquent,
y(t) —x®)] = |Ea(=B,t —to) *2(2)
/ E (—B,t —to)Ea(B, 7 —to)(T — to)* tz(r)dr

0

< /t<7 )0 Ba(— Bt — to) (B, 7 — to)(r)|dr

to

S € (T_to)a_1|EOé(_6at_tO)EOc(ﬁvT_t0)|d7_
< €

ce qui acheve la démonstration. [

Remarque 3.1.2 D’aprés le Théoreme|3.1. 1|, nous notons que st T < +00,
alors (3.1))-(3.2)) est stable au sens de Ulam-Hyers sur J avec

(T — t9)*

—

Si T = 400, alors (3.1)-(3.2) n’est pas stable au sens de Ulam-Hyers.

Définition 3.1.2 Le probléme (3.1)-(3.2)) est dite stable au sens de Ulam-
Hyers-Rassias s’il existe une constante v > 0 tel que, pour chaque € > 0 et
pour chaque solution y de l’inégalité

T+ By(t) — f(H)] < ehlt), te T, (3.11)
il existe une solution x du probleme (3.1))-(3.2)) avec
ly(t) — xz(t)| < v%eh(t), teJ, (3.12)

ou h € (J,RT) est une fonction positive.

Théoreme 3.1.2 Si la fonction y : J — R satisfait linégalité (3.11)) et pour
certain € > 0, alors le probléme (3.1)-(3.2]) est Ulam-Hyers-Rassias stable a
condition que

/ t(r)“’lh(r)dT = I2h(t) < cuh(t), o, € RY. (3.13)

to
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Preuve : La preuve est tout a fait similaire au Théoreme [3.1.1}, il suffit
de noter que, sous hypothese (3.13)), nous avons

9(0) = 2] = |Ea(=B.t — to) x 2(2)
< / (7 — to)* M| Ba( =Byt — to) EalBy 7 — to)=(7)|d(r)

to

IN

e/ (7 — ) YMEL(=B,t — to)En(B,7 — to)|h(7)dr

to

< €/t<7_ — to)* 'h(T)dr = eI h(t) < ecyh(t).

to

Alors,la relation est réalisée, par conséquent le probleme ({3.1))-(3.2) est
stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias avec v* = ¢p,. [

3.2 Généralisation

Dans cette section, en utilisant les méthodes de la sections ci-dessus, nous
examinons plus en détail la stabilité au sens de Ulam-Hyers des trois équation
différentielles linéaires de type différent suivantes impliquant la dérivée frac-
tionnaire conformable.

(i) Equation différentielle fractionnaire conforme non homogene linéaire
Tea(t) + Au(t) = f(t), € (t9,T], T < +o0
0 n (3.14)
Q?(to) = T, Xo € R ,

avec f € C([ty, +oo[,R™) est exponentiellement (conformable) bornée, A €
MnXTL'

Par la transformé de Laplace conformable, la solution de (3.14)) est donnée
par

x(t) = Ea(—A,t—to)xg+/t Eo(—At—t0)Eu(—A, 7 —to) (T —to)* 1 f(7)dr.

¢

’ (3.15)
Pour plus de détail, consulter [28] Soit J = [ty, T],e > 0 et h € C(J,RT). On
Considere ’équation (3.14) et les inégalités

|Tix(t) + Ax(t) — f(D)|| <€, teJ (3.16)

et
|Taw(t) + Ax(t) — f(B)l| < ehit), teJ (3.17)
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Définition 3.2.1 L’équation (3.14)) est dit stable au sens de Ulam-Hyers s’il

existe une constante o > 0 tel que € > 0 et pour chaque solution y € C(J,R")
de Uinégalité (3.16)), il existe un solution x € C1(J,R") de l’équation ([3.14)

avec

Définition 3.2.2 L’équation est dit stable au sens Ulam-Hyers-Rassias
sl existe une constante o* > 0 tel que ¢ > 0 et pour chaque solution
y € C(J,R™) de l'inégalité (3.17), il existe un solution x € C(J,R") de
l’équation (3.14)) avec

ly(t) — z(t)|| < oe,t € J

ly(t) = =(B)[] < o"eh(t),t € J

Nous avons immédiatement.

Lemme 3.2.1 Soit A€ M, y,,t0 <s<t<T < +o00, on a :
[Ea(—=At —to)|| < Ea(ll — All. T — o)

et

(3.18)

(3.19)

[Ea(=A;t —to). Ea(A; s = to)|| < [[Ea(=A, T = to)[|.]| Ea(A; s = to)].

Remarque 3.2.1 On note la fonction matricielle Ey(t) := E,(—A, t—to), Ea(t) :
Ea(A it —to), and M := sup |[Ey(t)]l, N = sup

et

avec o0 =
«

|Ea(—A,t — to).Ea(A, s — to)|| < MN.

Théoréme 3.2.1 Si une fonction y : J — R™ satisfait l'inégalité (3.16|) et

pour certains € > 0,alors I'éqation (3.14)) est stable au sens de Ulam-Hyers
MN(T—t)®

Preuve : On pose

2(t) = Tigy(t) + Ay(t) — f (1),

to<t<T

to<t<

BV < M, [|Ex(t)]| < N

Il s’ensuit que ||z(t)]] < e, d’aprés (3.16]).On obtient
1Ea(—A,t —to) = 2(2)]]

ly(t) = 2(D)]]

<

IN

to

e/ (T — t0)* M| Ea(—A,t — to) Ea(A, 7 — to)||dr
to

MN(t - t)°
€

o MN(T — 1)

«
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d’aprés le Lemme [3.2.1| et la Remarque |3.2.1] et
2(t) = Ea(=At —to)y(t) + Ea(=A,t —t0) * f(1).

En déduire que I’équation admet une solution x € C*([ty, T], R™) tel que

) MN(T — tg)*
3.18/ et vrai avec 0 = ——. ]
«

Théoréme 3.2.2 Considérons l’équation (3.14)) et l’inégalité

IT5y(t) + Ay(t) = F(O)] < ehlt), te .

puis léquation (3.14) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias si (3.13)) est
vrat, c’est-a-dire,
ly(t) — x(t)[| < eoh(t), teJ,
et o =cpMN, ¢, > 0.
(i) Equation de Langevin linéaire avec deux méme dérivées fractionnaire

conformables
fl?(to) = X, )

Ou0 < o < 3, f est continue sur [to, +oo[ et conforme exponenticllement
bornée.Dans vue du Lemme nous donnons le concept de solution pour
(13.20)).

Définition 3.2.3 Une fonction z € C*([ty, T], R) est une solution de l'équation
(3.20) si x satisfait T (T + N)x(t) = f(t),t € [to, T] et 2(to) = xo.

Nous dérivons d’abord la représentation de la solution de I’eqation (3.20]).Selon
la Remarque [3.1.1], nous avons que la solution de 1’équation

(T 4+ Nx(t) = g(t),t € (Lo, T], x(ty) = 20, A > 0,
peut étre exprimé comme

2(t) = Boy(—=At —to)xg + /t Eo(—=M\t —t0)Es(\, 7 —to) (T — t0)* 1g(7)dr.

(3.21)
Prenant I'opérateur intégral I{* sur I'équation (3.20)) de to a ¢ et en utilisant
le Lemme [T.2.2]on a

(T2 + Na(t) — (T + Na(t) = I f(t) = / t(s —1t0)*  f(s)ds.  (3.22)

to
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Constatant que la dérivée fractionnaire conformable d’une constante est nul
(voir[20.21]),d’out T [x(to)] = O, alors (3.22) devient

(T + M)z (t) = Az + /T(s —t0)* L f(s)ds. (3.23)

to

De plus,notez que

d 1
(T —t0)* LB (=t —tg)Eu(\, T — o) = d—[XEa(—)\,t —toEa(\, T — t))],

T

ce qui implique que

/t(T 1) B (— At —to) En (N, T — to)dT = %(1 CBa(=Mt—t0)). (3.24)

to

En combinant (3.21)),(3.23) avec (3.24)),alors la formule finale de la solution

de (3.20)) devrait étre

z(t) = Eo(=\t—to)xo+ /t Eo (=Mt —t0)Ey(\ T —to) (T — to)*

t

X [Azg + /T(s - to)“_olf(s)ds]dT

t

Bt oo+ A i( — Ea(-Mt— 1)

+/ /T(s —t0)* N7 = t)*  Ea(— At — to) Ea(A, T — to) f(s)dsdT
= xo+ /?/ (5 —t0)* (T — to)* " Ea(=At — to) Ea(A\, T — to) f(s)dsdr

330—1—/ / (5 — )" (T — t0)* " E (=t —to)Eu(N\, T — to) f(s)dTds
= ot [ = ) Ba(oA B0 — ) (5

0
= x9+ %(1 — E (=Mt —10)) * f().
En suite, nous considérons 1’équation et les inégalités
To(Ts+ Na(t) — [ e te T, (3.25)

et
T2(TE + Na(t) — f(t)| < eh(t), teJheCJ,RY). (3.26)
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Définition 3.2.4 L’équation (3.20)) est dit stable au sens de Ulam-Hyers s’il
existe une constante k > 0 tel que, pour tout € > 0 et pour chaque solution y
d’inégalité (3.25)), il existe un solution x de ’équation (3.20]) avec

ly(t) — x(t)| < ke, te (3.27)

Définition 3.2.5 L’équation (3.20) est dit stable au sens de Ulam-Hyers-
Rassias s’il existe une constante k* > 0 tel que, pour tout € > 0 et pour chaque
solution y d’inégalité (3.26)), il existe un solution x de I’équation (3.20) avec

ly(t) — z(t)| < k*eh(t), teJ. (3.28)

Théoreme 3.2.3 Si une fonction y : J — R satisfait [inégalité (3.25) et
pour certains € > 0, alors I'équation (3.20) est stable au sens de Ulam-Hyers

avec
(T — to)™

k=
pYe"

Preuve : on a

2(t) =T (T + Ny(t) = f(t), tel

0

En prenant la transformée de Laplace fractionnaire conformable sur I’équation
ci-dessus, nous avons

Lof{z} = (s* + Xs) La{y} — (s + Ny(to) — Lo{f}-

Alors () Ladf}  Lafc}
o Y(lo @ al?
Laty) = s * s(s+ ) s(s+A) (3.29)
Définissez la fonction x comme
(1) = ylt0) + (1~ Bal= At — 1)) £(1), (3.30)

alors z(t) et en second lieu différentiable sur |¢o, T et

z(to) = y(to) = xo.

Une application de la transformée de Laplace fractionnaire conformable a

(3.30) donne que

(tO) La{f}
s s(s+A)’
(3.31)

Lo{z} = Lo{y(to)} + La {%(1 Bl (Mt — 1)) f(t)} =

34



ce qui implique que
5(s + A)La{z} — (s + Na(to) = Lo{To (T + Nz} = La{ f}.
Puisque L, est un-a-un, il s’ensuit que
T (Tig + Ma(t) = f(1),

a savoir, = est une solution de 1’équation (3.20]).En notant que

La{i(l—Ea(—)\,t—to))*z} :La{%(l—Ea(—)\ ))} Lo{z} = fs {fi),

et en combinant (3.29) avec (3.31)), on obtient

Lo{y} — Lo{z} = (L{fi) La{i(l—Ea(—)\,t—to))*z},

par conséquent,

y(t) — () = 5

D’aprés ([3.25)), il admet que ||z(¢)|| < €,t € J. Par conséquent,

1 — Bao(=M\t—to)) % 2(t), teJ.

ly(t) — (1)

Il
gy
H

|
/\
>/
~

|
~

(=)
~
~—
/\
~
=

— ‘/ [1—exp(— (t —ato)a B (s — tO)a))](s _ to)a_lz(s)ds

< (ttoo‘<ETt())o‘

(S — to)a

ou le fait fondamontal que |[1—exp(—A\( (fo)® ))|< 1 est considéré.En

[e7

suite, nous concluons que il existe une solution = € C?([tg, T], R) de I'équation

- tel que est vrai avec k = T/\—tao)a [

Théoreme 3.2.4 Considérons l’équation (3.20) et [inégalité
T (T + My(t) — f()|< eh(t), te ]

Puis I'équation (3.20) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias avec k* = 3
a condition que (3.13)) soit vrai, c¢’est-a-dire,



(111) L’équation intégro-différentielle conforme linéaire

Tex(t) + Ix(t) = f(t), teJ = (to,T],T < +oo, (3.32)
.Z'(to) = X,
ot 0 < a < 1,J := [to,t], la fonction f : J — R est continue, confor-

mable exponentiellement borné et satisfait f(t) = 0, clairement, une fonction
x € CY(J,R) est applelée la solution de st et seulement st x satisfait
Tox(t) + I8x(t) = f(t),t € J' avec la condition initiale x(ty) = xo. Nous
appliquez d’abord la transformée de Laplace fractionnaire conformable pour
rechercher la solution de l’équation (3.32]).

Prenant la transformée de Laplace fractionnaire conformable des deux

cotés de l’équation (3.32) donne que
1
sLo{x} — x0 + gLa{.I} = Lo{f},

ce qui équivant a
S
241

Loz} =

i —I— La{f}

s
s2+1
En utilisant l"inverse de transformée de Laplace fractionnaire conformable et
en notant la Remarque|1.2.4),on obtient la solution

x(t) = cos w{ﬂo + cos W x f(t). (3.33)

Maintenant, nous utilisons la méme méthode pour étudier la stabilité de type
Ulam de I’équation (3.32)). Prendre l'inégalités suivantes

Tox(t) + Inx(t) — f(H)|<e te, (3.34)
et
Toa(t) + Ipx(t) — f(t)|< en(t), te J hel(JR). (3.35)

Définition 3.2.6 L’équation (3.32) est dit stable au sens de Ulam-Hyers s’il
existe une constante p > 0 tel que, pour chaque € > 0 et pour chaque solution

y d’inégalité (3.34)), il existe une solution x de l’équation (3.32)) avec
ly(t) —z(t)| < pe, te (3.36)

Définition 3.2.7 L’équation (3.32)) est dit stable au sens de Ulam-Hyers-
Rassias s’il existe une constante p* > 0 tel que, pour chaque € > 0 et pour
chaque solution y d’inégalité (3.35)), il existe une solution x de l’équation

avec
ly(t) — z(t)| < peh(t), te (3.37)
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Théoreme 3.2.5 Si une fonction y : J — R satisfait Uinigalité (3.34]) et

pour certains € > 0, alors I’équation (3.32)) est stable au sens de Ulam-Hyers
(T—to)o‘

avec p = —

Preuve : Soit
z(t) = legy(t) + If;y(t) —f(t), te (3.38)

Une application de la transformée de Laplace fractionnaire conformable a

donne que
Lodz} = (3 + é) La{y} — y(to) — Lo [},

ce qui indique que

s
La{y} = - fn Ty(to) + o Lelz) (3.39)

En définissez la fonction x comme
x(t) = cos @y(to) + cos @ x f(t), (3.40)

alors x(t) est différentiable sur (¢,, 7] avec x(ty) = y(to) = x¢. En prenant la
transformée de Laplace fractionnaire conformable sur (3.40)),on a

Loz} =

g2 j_ ly(t()) + ﬁLa{fh (341)

ce qui équivant a
1
(s + ;) Lo{z} — x(to) = Lo {T7x(t) + I7x(t)} = Lo{f}. (3.42)
Par conséquent, Tz (t) + Ipz(t) = f(t) pour t €]ty, T] avec z(ty) = wo, &

savoir, une telle fonction z est une solution de I’équation (3.32)). De plus,

combinons (3.39) avec (3.41)) et notons que

t—1t)”
La{cosg*z}:
Q

on peut facilement en déduire que

i ~Lafz},

La{y} = Lo{2} = 5 Lafz} = L {cosq*z},
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cela implique que

(t—1)*

Considérons ([3.34), il vérifie |z(t)| <e,t € J. Ainsi,

y(t) — z(t) = cos * 2(1).

y(t) = 2()] = |oos 2 5 2(t)|
- /t (5 —to)* *cos (t = t) ; (s = to) * z(s)ds
< E/t (s —to)* " |cos (t=to)" ; (s = t)® x 2(s)| ds

< €

Par conséquent, il existe une solution = de I’équation ([3.32)) tel que ([3.36)) est
(T—1t0)*™

vrai avec p = [

Théoréme 3.2.6 Considérons l’équation (3.32)) et l’inégalité
Ty(t) + Igy(t) — f(t)] < eh(t), teJ

Puis Uéquation (3.32)) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias avec p* = ¢y,
a condition que (3.13) soit vrai,c’est-a-dire,

ly(t) — x(t)] < ecph(t), te.J

3.3 Exsemple illustratif

Dans cette section, un exemple est donné pour démontrer nos résultats.

Soient o = 8 = 1,tg = 0,7 = 1, f(t) = Vtexp(—V1),z(0) = 1, alors
v = % = 2, et le probleme ({3.1))-(3.2) devient

{ T((%a:(t) + 3a(t) = Viexp(—V1), te[0,1], (3.43)
0) = 1.

z(0) =
considérer
Toéx(t) + %:U(t) — \/Zexp(—\/Z)’ <e tel0,1], (3.44)
et )
TEa(t) + %x(t) - \/Eexp<—\/{s)' <eh(t), telo1] (3.45)
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Selon la Définition [3.1.1] et le Théoreme [3.1.1] pour certains donnés € > 0 et
correspondant solution y telle que I'inégalité soit, vérifiée, si ’on trouve
une solution x de telle que |y(t) — z(t)| < 2e pour tout t € [0, 1], alors
est stable au sens de Ulam-Hyers sur U'intervalle [0, 1].

Choisissez ¢ = /3 et définissez la fonction Yy comme

y(t) = 2Vt + 1) exp(—V1),

alors y(0) = 2(0) = 1, et le calcul élémentaire donne que

Tiy(t) + %y(t) - \/Eexp(—\/f)‘ = [(1=V) exp(=V1)| < 52[3%“1_\/%) exp(—Vt)| =1 < V3,

par conséquent (3.44)) est vrai. De plus, en suivant la preuve du Théoreme
nous pouvons définir la fonction x comme

o(t) = B, <—%,t) SEN <—%,t> ¥ (VEexp(—v)) = (£ + 1) exp(—v/7).

On peut facilement noter qu’'un tel x est une solution de (3.43), et

ly(H)—z(t)] = |(2VE—t) exp(—V1)| < max |(2V/t—t) exp(—V/1)| ~ 0.466 < 2V/3.

De plus, posons la fonction h comme h(t) = v/texp(t) + 1 et soit v* = ¢, =
7+ 1, alors on obtient

IPh(t) = exp(t)2v/t — 1 < exp+1 < (7 + 1)(VEexp(t) + 1) = cph(t),

ce qui implique que (3.13)) est vrai. De plus,

Tiy(t) + %y(t) —Viexp(—Vit)| = |(1-V1) exp(—V1)| <1 < V3(VEexp(t)+1) = eh(t),t € [0, 1]

et
[y(t)—(t)] = [(2VEI~t) exp(—V)| < 0.5 < V3(m+1) (VEexp(t)+1) = v°€h(t).

De la discussion ci-dessus, nous pouvons conclure que ’équation (3.43|) est
stable au sens de Ulam-Hyers avec v = 2 et stable au sens de Ulam-Hyers-
Rassias avec v* = 7 + 1.
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