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RESUME

La méthode des volumes finis consiste & intégrer, sur des volumes élémentaires,
les équations écrites sous forme intégrale. C’est une méthode particuliérement bien
adaptée a la discrétisation spatiale des lois de conservation. La loi de conserva-
tion exprime la conservation d’une quantité physique (masse, énergie, nombre de
moles,...).

Deux classes de méthodes aux volumes finis sont trés utilisées en modélisation de
réservoir anisotrope et hétérogéne : les méthodes MPFA (Multi-Point Flux Approxi-
mation) et les méthodes TPFA (Two-Point Flux Approximation). Les méthodes
TPFA présentent des limitations en ce sens que la plupart d’entre elles ne prennent
pas en compte les anisotropies des perméabilités en dehors des directions des axes
des coordonnées. Les méthodes MPFA sont des méthodes des volumes finis de nou-
velle génération congues pour résoudre les problémes d’écoulement dans les milieux
anisotropes. Elles présentent une grande flexibilité géométrique (par l'utilisation
des maillages de divers types) et une grande souplesse dans la discrétisation des
équations gouvernant des phénoménes complexes.

TPFA(Two-Point Flux Approximation) est une méthode la plus simple n’utilise que
les deux nceuds de part et d’autre de la face. Mais cette maniére de calculer n’est
d’ordre deux que pour les mailles carrées, sinon elle retombe a I'ordre un et entraine
des erreurs numériques importantes, et MPFA (Multi-Point Flux Approximation)

est un schéma plus complexes, ou on obtient ’ordre deux dans tous les cas.



ABSTRACT

The finite volume method consists in integrating, on elementary volumes, the equa-
tions written in integral form. It is a method particularly well suited to the spatial
discretization of conservation laws. The law of conservation expresses the conser-
vation of a physical quantity (mass, energy, number of moles,...).

Two classes of finite volume methods are widely used in anisotropic and hetero-
geneous reservoir modeling : MPFA (Multi-Point Flux Approximation) methods
and TPFA (Two-Point Flux Approximation) methods. The TPFA methods have
limitations in that most of them do not take into account the anisotropies of per-
meabilities outside the directions of the coordinate axes. MPFA methods are next
generation finite volume methods designed to solve flow problems in anisotropic
media. They present a great geometrical flexibility (by the use of meshes of various
types) and a great flexibility in the discretization of the equations governing com-
plex phenomena.

TPFA is the simplest method using only the two nodes on either side of the face.
But this way of calculating is of order two only for the square meshes, if not it
falls back to the order one and involves important numerical errors, and MPFA is

a more complex diagram, or one obtains the order two in all cases.



INTRODUCTION

Il ya plusieurs méthodes a utilisés our calculer la solution d’'un EDP. Nous allons
appliqué la méthode de Volumes Finis, car elle est facile & mettre en ceuvre.
Dans ce mémoire, nous nous intéressons a les deux schémas de type Volumes Finis
TPFA (Two-point Flux Approximation) et MPFA (Multiple-point Flux Approxi-
mation), ce travail a été organisé du maniére suivante :
Dans le premier chapitre, nous allons définir une échelle d’espaces de Lebesgue,
espace de Sobolev et espaces de Sobolev Pondérés qui joue un roéle importent en
théorie des équations aux dérivées partielles. On cite quelques définitions et théo-
rémes de ces espaces.
Le deuxiéme chapitre, nous allons introduit la méthode de volume finis pour les
équations de diffusion sur des maillages génériques : nous présentons en premiére
partie le schéma TPFA(Two-Point Flux Approximation), puis nous passons a le
schéma MPFA (Multiple-Point Flux Approximation) et les différents méthodes de
MPFA (méthode O, méthodes L et G).
A travers le chapitre 3, nous traitons des approximations numériques pour résoudre
I’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes EDP. Cet EDP est bien connu
pour étre dégénéré. La discrétisation spatiale est effectuée a ’aide de la méthode
classique des volumes finis avec approximation de flux en deux points (TPFA).
Finalement, nous présentons des tests numériques permettant d’estimer 'ordre de

convergence de notre formulation MPFA pour le cas étudié.
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1.1 Introduction

1.1 Introduction

On définit d’abord quelques espaces fonctionnels et leurs normes associées que
nous utiliserons dans ce travail. Pour un ensemble ouvert {2 C R", I'espace des
fonctions de carré intégrable noté L2(£2). On note aussi C(Q2) (respectivement C(£2))

I'ensemble des fonctions continues sur €2 (respectivement sur (2).

1.2 Les espaces L?

1.2.1 Fonction mesurable :

Soient (E4,Ty) et (Ey,Ty) deux espace mesurables, une fonction f : Ey — Es

est mesurable si :
VAeT,, [fA)eT

1.2.2 Fonction intégrable(L!(Q))

Une fonction f : 2 — C est intégrables (pour la mesure p) si elle est mesurable
et si :

|15 i< o0

1.2.3 Espace de Lebesgue

1. Soit 1 < p < oo, On pose
LP(Q) = {f : Q — R; f mesurable et | f|P € L'(Q)}
On note

| fllze= [/Q \f () [Pdz]"/?

2. Pour p =00
L>*(Q) = {f : Q = R; f mesurable et il existe une constante C' tel que
|f(x)| <C p.psurQ} On note :

IS llzoe= inf{C; | f(z)| < C'p.psur Q}

Théoreme 1.1. (Inégalité de Holder)

1 1
Soient f € LP(Q) et g € LYQ) avec 1 <p < +oo et —+ — =1 alors
p q

frgellet|f gl < [fler - llgllze
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1.3 Espace de Sobolev

1.3.1 Les espaces H™

Définition 1.1. (Espace de Sobolev d’ordre 1)
L’espace H'(Q) est l'espace fermé des f € L*(Q) dont tout les dérivées Oy f
...0nf appartiennent & L*(Q) est noté par :

HY Q) ={f € L*(Q)/0,;f € L*(N),1 <i<n}

Définition 1.2. (Espace de Sobolev d’ordre m )
L’espace de Sobolev d’ordre m est lespace fermé de f € L*(Q) dont toutes les

dérivées OF f ... 0% f appartiennent a L*(Q) avec || < m est noté par :

H™Q) = {f € L*(0)/0"f € L*(Q),Va = (a1, an, ..., ) € N" tqla| = ay+ag+t...+a, <m}

1.3.2 Espace H;(Q)

Définition 1.3. L’espace H}(Q) est définie comme ['adhérence de D(Q) dans
HY(Q), muni du produit scalaire (.,.)m, et alors par construction est un espace
de Hilbert (comme sous-espace fermé de 'espace de Hilbert). Dans le cas £ borné,

la relation entre HY(Q) et H'(Q) est simple telle que :
Hy(Q) = {u € H'(Q), uloo = 0}
ou D(S2) est l'espace des fonctions tests.
Définition 1.4. (Coercivité) :
On dit qu’une forme bilinéaire a : H x H — R est coercive s’il existe une
constante M > 0 telle que
a(v,v) > M|v|*,Vv € H

Remarque 1.1. a(u,v) une forme bilinéaire ssi :
Yuy, ug,v1,v9 €V, Va, B €R
a(auy + Bug,v1) = aal(uy,v) + Balug,vy)
a(uy, vy + Bug) = aaluy,v1) + Ba(uy, vs)
Définition 1.5. (Continuité) :
On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est continue s’il existe une

constante C' > 0 telle que

la(u, v)| < Cllul| - Jvll, Yu,v € H



1.3 Espace de Sobolev

Théoreme 1.2. (Lax -Milgram)
V espace de Hilbert, | une forme linéaire continue sur'V et a une forme bilinéaire

coercive et continue alors le probléme : trouver u telle que
a(u,v) =1l(v),Yv € H
admet une solution unique.

Définition 1.6. (Monotonie) :
Un opérateur T : X — X* sur un espace vectoriel topologique X (muni d’un

produit scalaire) est appelé opérateur monotone si
(Tu —Tv,u—v) >0 Yu,veX.

Définition 1.7. (Gradient)
C’est une généralisation de la notion de la dérivée pour une fonction a plusieurs
variables. Soit f une fonction de x,y et z, on peut définir ses trois dérivées partielles

af Of Of

(si la fonction est continue et différentiable). A partir de ces trois

ox’ By’ 0z
valeurs, on peut construire un vecteur, le gradient, qu’on note grad ou V.
of
| O
f ay
of
0z

Définition 1.8. (Divergence)

La diwvergence est un opérateur vectorielle qui mesure le défaut de conservation de

volume sous l’action du flux d’un champ de vecteur. La divergence d’un champ de
Ay

vecteur A = A,

A

a pour expression

- 0A 0A 0A
v A = T Y z
div ox + oy * 0z

Théoreme 1.3. (Inégalité de Poincaré)

Soit Q un ouvert borné de R™, alors il existe une constante Cq > 0 telle que

Vu € Hy(Q), || u @< Call Vi llLr)
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Définition 1.9. (Symétrique)
A:Q — R™ est symétrique st IN_, Ay > 0 tels que pour x € Q) et tout £ € R,

A-IEl17 < (A@)€,€) < Allell®

Théoreme 1.4. (Ostrogradski)
Soit E un champ vectoriel dérivable en tout point situé a l'intérieur d’un volume
dintégration V' délimité par la surface fermée Y. Le flux de E sortant de X est égal

a lintégrale de la divergence du champ E sur tout le volume V délimité par X [1]

ja{ E.ds = / / / divEdr.
X |4

ol :

V est le volume.

*

2 est la somme des flux élémentaires sortant des volumes dr dans X .

*

ds est le vecteur normal a la surface, dirigé vers l’extérieur et de norme égale

*

a l’élément de surface qu’il représente.

*

div est la divergence.
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1.4 Les Espaces Sobolev Pondérés

Pour tout espace de Hilbert G(2) de classe de fonctions définies sur €2, on note
L%((0,T); G()) lespace défini par [14]

l?(@LTﬁG@D)——{wWCJ)e(%QﬁtheaLTﬁHMHﬂHGGZPQQTW},
(1.1)

ou || - || désigne la norme usuelle sur G(2). La norme sur cet espace est noté par

|| - | z2(0,mc)) et elle est définie par :

1/2

T
1ol zz0mctay = ( / Hv(-,twédt) . (1.2)

L’espace de toutes les fonctions intégrables au carré pondéré est défini comme :

LE(Q) = {v vl < oo}, (1.3)
et le produit scalaire pondéré correspondant sur L2 (§2) par :

mwhzéﬁwm. (1.4)

L’opérateur black-scholes étant dégénéré, on introduit une L? —norme |||, définie

1/2
vl = (/ :L‘2U2dx> avec w = x° (1.5)
Q

Ainsi, on défini les espaces sobolev pondérés comme suit :

par

HL(Q) = {v € L*(Q):3g € L2(Q) tel que /vgp’ = —/ggp Vo € C’C(Q)}.
Q Q
(1.6)
Notez qu’en (|1.6), g = v’ c’est le dérivé faible. Nous désignons également par :

H; () = {v v € HLQ) et v|gg = o}. (1.7)

En utilisant les produits scalaires sur L?(2) et L2 (), on définit la norme |||, sur
HL(Q) par :

1/2 1/2
ol = {Hvuigm) n ||v'||i] _ [w,v) ; <>} . (1.8)
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2.1 La Méthode des Volumes Finis

La méthode des volumes finis (MVF) est une technique numeérique qui trans-
forme les équations aux dérivées partielles représentant les lois de conservation sur
des volumes différentiels en équations algébriques discrétes sur des volumes finis (ou
¢léments ou cellules) dans une fagon similaire a la méthode des différences finies
ou des éléments finis. La premiére étape du processus de résolution est la discré-
tisation du domaine géométrique, qui dans la MVF est discrétisé en éléments non
superposés ou en volumes finis. Les équations aux dérivées partielles sont ensuite
discrétisées, transformées en équations algébriques en intégrant ensuite sur chaque
¢élément discret. Le systéeme d’équations algébriques est ensuite résolu pour calculer

les valeurs de la variable dépendante pour chacun des éléments.

2.2 Schéma de Volume Fini

Les processus de diffusion sont en physique des écoulements comme la propa-
gation de la chaleur ou des écoulements dans des milieux poreux rencontrés dans

I'ingénierie des réservoirs. Une forme simple de I’équation de diffusion est :

—div(A(x)Vu(x)) = f(x) x €

(2.1)
u(x) = w x € 09,

ou 2 est le domaine d’étude, f décrit les sources ou puits volumiques, A code pour
les propriétés de diffusion du milieu, u;, est la condition aux limites fixée et u est
I'inconnu d’intérét (pression, saturation). Bien que trés simplifié par rapport aux
modeéles réels.

Les hypothéses sur les données sont :

Hy) Q est un sous-ensemble ouvert polygonal connecté borné de R",n > 1
Hy) f € L¥Q),u, € H/*(Q)

H3) A:Q — R™" est une valeur symétrique, essentiellement bornée et coercive.
f ou @ La formulation variationnelle appropriée de (2.1)) est donc dénotant par :
v HY(Q) — HY?(0Q) l'opérateur de trace

uef{ve H(Q) : v(v) = Uy}

(2.2)
Vo € Hi(Q), [ A@)Va(z) - Vo(z)de = [, f(x)e(x)de
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Le principe physique qui conduit a (2.1) est ’équilibre d’une certaine quantité
étendue ¢ (chaleur, masse du composant, etc...) étant donné un domaine €2, la
variation de ¢ a l'intérieur de {2 provient de la création de ¢ dans €2 et de le
transfert de ¢ a travers 0€.

Dans un contexte stationnaire, il n’y a pas de variation de ¢ et la création volumique
a lintérieur de ) doit donc équilibrer la quantité de ¢ qui laisse 2 a 0€). Sous les
hypothéses de modélisation, la création de ¢ a lintérieur de €2 a une fonction
de densité volumétrique f et I’écoulement de ¢ a 'extérieur de 2 a une densité
surfacique —A(z)Vu(z)-ng(z) (loi de Darcy ou Fourier), oti ng est I'unité extérieure
normale & 02 et A(x) est une matrice symétrique définie positive dans 'ingénierie

des réservoirs. Le bilan de masse de ¢ lit alors :

/ _A@) V(@) - nal(z)ds(z) = / f(@)da. (2.3)
o0 Q

En utilisant la formule de Stokes sur le terme gauche, en prenant €2 une boule
autour de x € €, en divisant par la mesure de €2 et en laissant son rayon tendre vers
0 conduit a . C’est la technique du volume de controle pour dériver I’équation
de diffusion.

Par contre, si on considére une approche de volume de contréle "fini" dans laquelle
) = K est un ensemble ouvert polygonal alors devient :

Z Fxo,= / f(z)dz (2.4)
obord de K K
ol Fro = [ . —A@)Vu(z) - ng(x)ds(x) est le flux de @ a travers 0. On peut

également remarquer que si o est une aréte entre deux polygones K et L, alors :

FK,J+FL,U =0 (25)

2.3 Maillage

Un maillage de Q est (M, &, P) ou :

% M est une famille finie de polygones disjoints ouverts non vide (les "volumes

de controle" ou "cellules") tels que Q = Ugem K.

% ¢ est une famille finie de sous-ensembles planaires disjoints non vides de € (les
"arétes") avec une mesure dimensionnelle positive (n — 1). Nous supposons

que pour chaque volume de controle K il existe {x C & tel que 0K = Uyeg, 0.
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Nous supposons également que chaque aréte o € £ appartient a exactement

un ou deux ensembles ({x)xerm.
% P est une famille de points (zx)xer tels que, pour chaque K,z € K

On note |K| la mesure n-dimensionnelle de K € M, par |o| la mesure (n-1)-
dimensionnelle de o € £ et par nk, 'unité normale a o € £k vers l'extérieur
de K. Nous divisions également ¢ en les bords intérieurs &;,; (ceux inclus dans
Q) et les bords extérieurs &,y (ceux inclus dans 0f2). La taille du maillage est
hp = mazx gepdiam(K). Nous prenons également Ag une valeur de A dans K

( par exemple \_Ilq [ A ou A(zg), dans les applications de réservoir, A est constant
dans chaque cellule K)[3].

FIGURE 2.1 — un maillage de 2

2.4 Schéma TPFA (Two-point flux Approximation)

Supposons que le milieu soit isotrope, c’est-a-dire A(x) = A(z)Id pour une
fonction scalaire A\. On suppose également les conditions d’orthogonalité suivantes
sur le maillage :

Vo aréte entre deux volumes de contrdle K, L € M, (xxxr)Llo (2.6)
Vo € &eur N €k, la demi-ligne xy, + [0, 00 ng» intersecte o.

Dans la Figure 2.1, par exemple, cette hypothése est satisfaite par ’aréte o entre
K et L mais pas par 'aréte entre K et M.

Soit {z,} = {zxzr} No(ou{z,} = (xx +[0,00)nk,,) N0o) si 0 € Eex, les approxi-
mations consistantes des flux pour les petits hj; sont :

. Ug — Uy
Sl UefKﬂgL:FK’U:)\K|O-|d(;(—:L‘)
Ky 4o

Uy — Ug

et P’L,(7 = )\L|O'|d(Tx),

(2.7)
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K — Ug

. u
Si o€ fext N gK : FKJ = /\K|U|m (28)
ou d(a,b) = |a — b|, Ak est la valeur de A\ sur K et u, se rapproche de u(zx,).

SioeéxN&r, u, est fixé par 4. Si o € g N &y, 'inconnu supplémentaire u, est

éliminé en imposant la conservativité des flux (2.5)), on obtient :

|o| AxArd(zx, o)
d(zr,zp) Akd(xr, x,) + Apd(xk, o)

Fr o = T,(ux —ur) avec 7, =

(2.9)

L’équation d’équilibre (2.4)) des flux discrets ([2.8)-(2.9) donne alors schéma de vo-
lume fini pour (2.1)) quand A = AId, appelé schéma de volumes fini d’approximation
de flux a deux points (TPFA) puisque chaque flux est calculé en utilisant unique-

ment les 2 inconnues de chaque coté du bord.

2.4.1 Coercivité :

Supposons que u, = 0 et donc que u, = 0 pour tous ¢ € &.,;. En multipliant
I'équation d’équilibre (2.4) par ugx en sommant sur K € M et en regroupant par
arétes (intégration discréte par parties), on obtient grace a (2.9)),

[ll? gise = Z o(ur —ug)? Z To- uK—/f (2.10)

o€&int o€€ext

ou u est la fonction constante par morceaux égale a ux sur K et dans les sommes, K
_lol
(zK,0)

quand o € & N k). La partie gauche de (2.10) définit une norme Hj discréte

et L sont les volumes de controle de chaque coté d'un o € &, (soit 7, = \g 7——— a

||||1,dise; Pour laquelle on peut établir I'inégalité discréte de Poincaré |Jul|zq) <
diam(82)||u||1,gise-voir [13]

Le schéma TPFA est donc coercive (avec une matrice symétrique) et sa convergence
peut étre prouvée sous les seules hypothéses Hi-Hj. Bien entendu, des estimations

d’erreurs peuvent également étre obtenues si les données sont plus réguliéres.

2.4.2 Monotonie :

En injectant ([2.8)-(2.9)) dans I’équation d’équilibre (2.4)), nous obtenons avec les
mémes conventions qu’en (2.10]), pour tout K € M,

Z To(ug —ug) + Z TO-UK—/ f(x)dz + Z Tyl (2.11)

o€&int 0€€ext 0€&ext
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D’apres cette expression, nous pouvons voir que la fonction du schéma peut s’écrire
S(U) = A(ux)kem — C(Uo)sec..,, avec A dominant en diagonale, symétrique et
connecté au graphe, et tous les coefficients de C sont non négatives. Le schéma
TPFA est donc monotone. [3]

2.5 Méthodes MPFA (Multiple-Point Flux Approxi-

mation)

Les approximations cohérentes des flux Ff, sur les maillages généraux néces-
sitent I'utilisation de valeurs plus approchées de @ (dans les cellules, sur les bords
ou aux sommets) que les deux a xx et z; de chaque coté de o. Un moyen simple
d’obtenir de telles valeurs consiste a les interpoler a partir des inconnues de la cel-
lule. C’est le chemin choisi dans la réf [4] qui introduit, pour chaque aréte(bord),

des valeurs de cellules supplémentaires situées aux points satisfaisant la condition
d’orthogonalité [§] pour 'aréte considérée (2.12)).

{ V o entre deux volumes de controle K, L € M, Dk, No = Dp,No # ) (2.12)

Vo €&uwNék,DxoNao #0

Puis calculer ces valeurs par des combinaisons convexes de cellules inconnues exis-
tantes. Ce pendant, la construction et la stabilité de ce schéma ne peuvent étre as-
suré que pour des maillages pas trop déformés et des tenseurs pas trop anisotropes.
Une autre idée n’est pas d’essayer de récupérer la condition d’orthogonalité 7
mais d’utiliser les valeurs supplémentaires pour calculer des gradients approxima-
tifs, qui a leur tour donnent flux approximatifs Fx,. Ce pendant, le calcul des
valeurs supplémentaires doit étre fait de maniére astucieuse, en particulier lorsque
A est discontinu, pour s’assurer que la conservativité du flux est satisfaite.

Les schémas d’approximation de flux multiple-point (MPFA) sont basés sur une
telle construction. Introduites entre le milieu et la fin des années 90’s, ces méthodes
supposent que la solution est linéaire par morceaux dans certaines sous-cellules
autour de chaque sommet, introduire des inconnues de bord supplémentaires et ex-
primer la variation linéaire de la solution pour calculer les gradients et donc les flux
dans ces sous-cellules. Les inconnues de bord sont ensuite éliminées (interpolées a
I'aide d’inconnues de cellule) en écrivant des équations de continuité pour la solu-
tion et les équations de conservativité pour ses flux. Les flux numériques finaux sont

cohérents, conservateurs et exprimé uniquement en termes d’inconnues cellulaires.
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2.5.1 Méthode O

Plusieurs méthodes MPFA ont été concues au fil des ans et leur principale
variation réside dans le choix des équations locales de continuité et de conservativité.
Parmi ces méthodes, la méthode O (présentée dans les références [5], [6] pour des
maillages polygonaux particuliers) a regu l'une des plus grandes couvertures de la
littérature sur les méthodes MPFA.

Considérons d’abord le cas 2D. Pour chaque aréte o, on fixe un point z, sur o.
Plusieurs choix sont possibles mais on ne considére ici que le cas ou Z, est le
milieu de ¢. Puis, pour chaque sommet v du maillage, une région d’interaction est

construite dans la figure (2.2).

FIGURE 2.2 — Volumes de contrdle (K, L, ...) et région d’interaction (entourée en
pointillés) pour la MPFA méthode O. vy, = vecteur normal & (z, Z,) de longueur
d(xg, z.)(t = 0,0")

2.5.2 Meéthodes L et G

Comme déja mentionné, de nombreux choix sont disponibles pour calculer des
flux conservateurs cohérents & partir d’approximations linéaires par morceaux de «
autour de chaque sommet. Une autre méthode MPFA bien étudiée est la méthode
L, introduite dans ref [7] pour les maillages quadrilatéres. Les principales différences
entre la méthode L et la méthode O sont :

* Aucun inconnus de bord doivent étre introduits comme le gradient sont eux-

mémes des inconnues supplémentaires pour éliminer.

* Les équations de continuité et de la conservativité des sous-flux sont écrites

uniquement sur 2 arétes.
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* La continuité de I’approximation linéaire par morceaux est imposé a des bords
entiers (non seulement aux points médians des bords).

* Les gradients et ’approximation linéaire par morceaux construits sur des sous-
cellules K, L,, ..., dépendent de ’aréte o a travers lequel on veut calculer le

flux et ne sont donc pas communs a tous les sous-flux autour de v.
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3.1 La formulation en volume fini

3.1.1 Maillages :

Soit Q2 subdivisé en sous-intervalles comme suit :
Q= [zi;zin] i=0,..,N, (3.1)
avec 0 =29 <21 < Ty < ... <2y < TN+1 = Tmaz €t hZ = Tjr1 — ;. Nous

avons également défini les points médians suivants des intervalles €2; par

o Ti—1+Ti et xi+l — L;ZH pour 7 = O’ ]_727”,’N—|— 17

=3 2 2

avec r_1 = Tg et Ty 3 = Tpq,. Ces mod-points nous aident & définir une autre
2 2

partition K; de €2, appelée partition double, définie par

— 2, 1. i=0,1,..,N.

Ki = [%_%;xwg] li =z

1 1
2 2

Hypothése 3.1. .[Quasi-uniformité locale du maillage spatialf

Il existe une constante ¢ > 0 telle que

li—H
C

S ll SClz’—i-l Z:O,]_,,N (32)

Puisque la partition double K; est liée a la partition ;, Hypothese implique
que
hiy1
c

S hl é Chi+1 1= 0, 1, ,N (33)

3.1.2 Black-Scholes EDP

Les mathématiques ont depuis longtemps essayé de résoudre les questions soule-
vées par le monde de la finance. Une des caractéristique de ces questions -il suffit de
penser a la bourse pour s’en convaincre - est qu’elles font apparaitre des dynamiques
d’apparence désordonnées et c’est pourquoi les modéles probabilistes semblent re-
lativement bien adaptés a cette situation. Depuis de nombreux probabilistes se sont
penchés sur ces questions rafinant sans cesse les modéles utilisés. Mais c¢’est sans nul
doute grace aux travaux de BLACK, MERTHON et SCHOLES que ces questions
sont devenues si populaires en partie a cause de la simplicité des réponses qu’ils

sont ont apportées.



3.1 La formulation en volume fini

22

En 1973, BLACK et SCHOLES ont proposé une formule, qui porte aujourd’hui
leurs noms. Cette formule est trés utilisée en pratique a tel point que la volati-
lité implicite qu’elle définit est devenue une véritable unité de mesure. Le modéle

mathématique qui décrit le marché financier est a la fois simple et efficace.

av 1, B
LV = 5 "3 (t)r* == —r(t)r—=—+r({t)V =0, (3.4)

V(x,t) € Q= (0, Zmaz) X (0, T], ot V est la valeur de 'option, z le cours de 'action,
o la volatilité, r I'intérét sans risque, t est le temps et T" est le temps de maturité.

Les conditions initiales et aux limites correspondantes sont :
V(z,0) = gi(x)
V(0,t) = goft

V(mmaxa t) = 93(t 5

(3.5)

ol g1, go et g3 sont des fonctions dépendant du type d’options que nous proposons.

Notre étude est menée sous I'hypothése suivante.|14]

Hypothése 3.2. On suppose que les coefficients r et o sont suffisamment réguliers

0<rt)<r a<o<a (3.6)
et on note par
B:= sup o*(t). (3.7)
te[0,T

En multipliant par e’ et en ajoutant f(x,t) = —eP'LVy(z) auz deux cotés de ,
on peut donc transformer les conditions aux limites en a des conditions aux

limites de Dirichlet homogenes en utilisant la transformation linéaire suivante

Vo, t) = galt) + - (gg<t> - gg<t>). (3.8)

Imax

De plus, on introduit une nouvelle variable u = e’'(V — Vy) et nous obtenons ce

nouveau EDP sous sa forme de divergence suivante :

% _ (% a(t);ﬁ% + b(t)xu} +c()u = f(x,t), (3.9)

ol
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avec les conditions aux limites initiales et homogénes suivantes

u(0,t) = 0 = w(Tmaz, t) te0,7T)
u(z,0) = g1(x) — Vo(x) x € .

(3.11)

1l peut étre prouver la résolution (@- est équivalent au probleme suivant :

Théoreme 3.1. Le probleme déterminer la fonction u € L*(0,T, Hy ,(Q)) a une

solution unique telle que

(W (t),v) + A(u, v;t) = (f,v) Vv e Hg, () (3.12)
avec
A(u, v;t) := (az®u’ + bru,v') + (cu,v). (3.13)
Preuve 3.1. [l existe deux constantes positives C' et M tel que pour tout v,z €
Hy,, (),
Coercivité :

Awvst) > Clol, (3.14)

L’intégration par parties. Donne, pour tout v € H&w(Q)

1 1
/bevv’ = ibmﬂ | 00" 5 /Q bvdz. (3.15)

Puisque v € Hy ,(Q), alors v|sq = 0. Donc

1
/bxvv': ——/vadx. (3.16)
0 2 Jo

En effet, on a aussi

A(v,v;t) = (az®v',v') + (bav,v') + (cv,v)
= (az®;0) — %(bv,v) 4 (ev,v)
= (az®';v') + %( )+ *(t) + 4r(t) + 28 — 20%(t))v, v)
= (az®',v") +%( (3r+28— o), v).

En utilisant , on a 2B — o2 > 0 qui conduit a

A(v,v;t) > %02(5521/,'0’) + % -3r(v,v) (3.17)

> %min(g2,3r) (2*0',0") + (v,v)
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Alv,vit) = Clolli.. (3.18)

1
avec C = 3 min(g?,3r). Alors A est coércive.

Continuité :
Azvit) < M-Jelhe- [0l (3.19)
Linégalité de Holder, on a
(2%, 0') = (a2, 2v") < [l22'|[7: - [|l=v'|I7: (3.20)
et
(z2,0) < [lwzlZ2 - [[0'[I7: (3.21)

1 1
En utzlzsant (H) (E/, on a §g2 <a< 552, b<7—o?

=supo? < g2, 2r < 2F, —0? < —0?, ¢ < 2F + 5% — 0% qui conduit &

'A(z,v;t)' <
=3
< %Uzl\Z’Hi'HU’HZ
< 552H
1
<

max(2 a2, (F —

1

562(9322’, V) 4 (F — o) (xz,v) + (2F + 6% — 0?)(2,v)

1

=z |72 - |0 [172 + (F — &?) - [lazl|3s - 1U']132 + (27 4+ 6% — &®) || 2]|72 - [|v]|7
+ (7 =) - ||2]12 - V][0 + 2F 4+ 6% — )| 2]l1w - [[0]]1

e olhe + (7= *) - elhw - [0 he + 27+ = &)z l1w - Iv]l1w

0?),27 + 5" = &*)|z]1w - Ivll1w

< M- lzlhw - lollie

avec M = max(§52,

La continuité de (f,v)

= /Qf(x,t)v

avec N = sup | f| - (mes(Q))"/2.

IN N IA

IN

(3.22)

—o?). Alors A est continu .

supl ] [ 10

- _ 0 1/2 0)2)1/2
plfl- ()" ([ @)

sup |1 - (mes(@))" - [[o]]

sup | |- (mes(@)2 - [[v]| 1.

N -l

D’aprés théoreme de Lax-Miligram, le probléme admet une solution unique.
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Counsidérons une nouvelle forme de Black-Scholes EDP

ou ou o? ,0%u

E(t,x) + rx%(t, T) + 5 @(t, ) =ru(t,z), Vtel0,T],z e R,
uw(T,x) = h(x), avec h(x) = (x — k)", Ve € Ry
) (3.23)
On  b(t) = —r(t), al(t)= —%, o(t) = —r(t), fla,t)=0

3.1.3 Résolution de I’équation de la chaleur sans second membre

On commence par résoudre ’équation de la chaleur car 'EDP de Black-Scholes

se rameéne a cette équation.

Solution fondamentale

On cherche a résoudre le probleme
ou  du

ot oa? (3.24)
u(z,0) = up(x)

Remarque 3.1. Si la solution u(z,t) d’une équation auzx dérivées partielles dépend
seulement d’une combinaison de deux variable indépendantes, le probléeme peut étre

réduit a une équation différentielle ordinaire dans laquelle cette combinaison est la

variable.

Ici on a V) € R Uinvariance, x +— Az, t — \*t.

Ainsi avec les nouvelles variables X = \x et T = \*t, on a Ou = Ou
n n ’ or  0X2

T X

Vi VT :
cherchera une solution de la forme ug(x,t) = t=2Us(€) avec € = 7P

On dériwe par rapport au temps et deux fois en espace, on obtient :

est la seule combinaison de X et T qui est indépendante de A, on

aU5 1, s / 1 _s
e _Et §U(E) — Qt Us(§)
82u_ _3 .

92 = ¢t 2U5 (§)-

Soit, en réinjectant dans ’equation de la chaleur :
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UL(€) + 5Us(6) + 5EU4E) =,

—

U () + (€05 =0.

On prend la primitive

Jvi+ [ Gevsoy = v+ evse) ~o.

On diwise par Us puis on prend a nouveau la primitive

U 1
/ o= [ e
(

Us) 1

In—=- = —— 2,
C 4§
ot C est une constante. On obtient alors

Us = C’e_ig .

On normalise la solution choisissant C' = ﬁ pour avoir fj;o us(z,t)de = 1. On

a donc
w2
e 4t

us(z, t) =

o0/t

(3.25)
us(x,0) = d(x) ou §(.) représente la fonction Dirac.

3.1.4 Résolution générale de I’équation de la chaleur avec

conditions initiales

Dans cette section on va s’occupe du systéme :
ou  du
ot 0z?’
u(z,0) = up(x).

ol ugp(z) se comporte suffisamment bien, c’est a dire
. a2
lim wo(z)e * =0, Va>0,
|z| =400

lim w(z,t)e ™ =0, Ya>0,t>0.

|z| =400

(3.26)
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Soit v défini par

_ (s—x)?
it ds,

v(z,t) =

2\/_ +oo
v(z,0) = / uo( Jus(s — x,0)ds = / uo(8)d(s — x)ds = ug(x).

—c0
Montrons que v est solution du systéme précédent. D’aprés la partie commune
de cette présentation, on sait que v de classe C et plus, d’aprés les conditions
de régularité sur uy on peut appliquer le théoréme d’inversion dérivée-intégrale de
Leibnitz, de sorte que

o 1 oo IEEL /+°° (s —2)* o2
— = — U, ds + ug(s)———==e = ds
TN ofs) . of )8t2\/7rt

Ov 1 +oo ( )s—x _(ema? p
— = ug(s)——e s
ox 2vV7t o 0 2t

—+o0o

62 s— 12 +oo — 2 s—z)2
Y -5 d8+/ uo(s)—(s ?) ef( o ds

022 dt/mt /_oo o 8t2/xt

v est donc bien solution du systéme étudié.

3.1.5 La Méthodes des Volumes Finis

En intégrant (3.9) sur chaque intervalle K; pour i = 0,1, ..., N.

o[ ,ou
/ —dx —/ B [ax e —l—bxu} da:+/Ki cudr = /KZ f(z,t)dx. (3.27)

En multipliant (3.27)) par un nombre réel arbitraire v; pour chaque i = 1,..., N

et en les additionnant, nous obtenons

N N
Z/ Uzdl‘ Z/ Ep [am ——I—bxu} vldx%—izl /KZ cuv;dx = ;/Kif(x,t)vidx.
(3.28)

Par ailleurs, pour une fonction v € C'(Q) nous définissons 'opérateur de regrou-

pement de masse L; défini comme suit :
L,:C(Q) — L™(Q)
v Lpv|g, = v(x), i=1,..,N
De plus, si la fonction v satisfait les conditions aux limites de Dirichlet homo-

génes, on a Lyv|sg = 0. Puis en utilisant 'opérateur Ly, on peut réécrire(3.28)

comme suit :

(U(t), Lh”) + dh(u(t)7 v; t) = (f(t)a th)7 (329)
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ou

ap(w,v;t) == Z (F(w(xi+%)) - F(w(xi%)))[/hv(xi) + (e(t)w, Lpw),  (3.30)

avec F' désignant le flux continu défini comme suit :

ow .
F(w(acH%)) = —a(t)xir%%(xwr%) — b(t)xH%w(xH%) i=0,..,N (3.31)
Notez que (3.29) est une représentation de la solution exacte sur la double

partition K; et jouera un role clé dans analyse d’erreur(MPFA).

3.1.6 Méthode TPFA (Two-Point Flux Approximation)

Nous sommes maintenant préts approcher v dans la partition double K;. En
effet, nous désignons par u(z;,t) ~ wu;. Pour approcher certains termes intégraux

de(3.27)), nous utilisons la régle de quadrature moyenne comme suit :[14]

ou du;

a—da: ~l—, / cudx ~ l;cu;, / fle,tyde = ;f;  fi = f(zi,t) (3.32)
K; t dt K K

Puisque ’équation de Black-Scholes (3.4 est unidimensionnelle dans 'espace, au
lieu de la méthode d’approximation de Flux Multi-point(MPFA), utiliser la mé-
thode d’approximation de Flux en deux point (TPFA) pour approcher le deuxiéme

0 5 0u
/Ki B {ax %} dx. (3.33)

La méthode d’approximation de flux en deux points (TPFA) est utilisée pour ap-
proximer le terme (3.33)) comme suit :

terme suivant de (|3.27))

0 Loul LO0ul"irs 2 0u B 2 0u
/}Q e [a(t)x ax}d:p = [a(t)x O.IL 1 =a(t)z oz|, a(t)x oz,
i—5 it i-g
ou 1 5. 5
H(x) = M(m,t)a— avec M(x,t) = ot (t)x=. (3.34)
x

Sur un intervalle K;, M (z,t) en ($3.34)) sera remplacé par sa valeur moyenne définie

comme suit :

1 1 I
M= —— | Zo2(t)alde = ~o?(t) 22 3.35
. P P (3.35)

ou mes(K;) est la longueur de l'intervalle K;. Ainsi a partir de la Figure (3.1), Hi 1

1 comme suit :

peut étre évalué de chaque coté de x; 1
2
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i-3 i+3 i3
® L 4 L @ @ L L ]
Li—1 Lj Ti41 Ti42
® L 2 ®
-Kt A’i+1
FIGURE 3.1 — :Intervalle
Uyl — Uy U1 — Uyl
Hi - 2M12—, HiJr; = 2Mi+1 2 . (336)
l; 2 liv1

En utilisant la continuité du flux a 'interface z., 1, nous pouvons assimiler les
+350
2

deux termes de (3.36). Cela meéne a

. M,
Mivi + Ty
u = bt (3.37)
i*+3 M; | Miga ’ ’

l; lit1

M
On pose T; = l_l’ on peut réécrire H, 1 dans (3.36) comme suit :
i

21T
Hi+% = Ti+%(ui+1 - Ui), T’i+% = m (338)
De plus, pour approcher le troisiéme terme intégral de (3.27), nous utilisons la

méthode de upwind comme suit :

/ 9 {b(t):cu} dr = {b(t):cu} RN b(t) (lequ - :cl-lui1) (3.39)
K; afL' 2 2 2 2

xr. 1
i-g

avec

u; st b>0
Uipd = : (3.40)
2 uipz1 st b<0
Par conséquent, la formulation discréte de (3.27))est :
dui .
11E+Fh(ul+%) —Fh(u%%)—l—llcuz :lzfz 1= 1,,N, (341)
ou
Fh(u“_%) = —Ti+%(ui+1 — uz) — l’i_’_% b*ui + bflLH_l ,
(3.42)
Fiu(ui_1) = =7 1 (w — wim1) — @y [ 0w + 07w ),

avec b™ = max(b,0) et b= = min(b,0).

De plus, pour analyser le schéma ci-dessus, il convient de le réécrire sous une forme
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variationnelle discréte. En multipliant I’équation (|3.41]) par des nombres réels arbi-

traires v; et en additionnant le résultat sur tous les intervalles K; de €2, on obtient :

N N N
dui
;u%vi + 2_; (Fh(uﬁ ) — Fn(u;_1 )vz + cZz wiv; = ;lifivi. (3.43)

Notons V;, C H!(Q) I'espace des fonctions continus par morceaux sur la grille
Ainsi, la méthode TPFA (3.41) équivaut a

N
an(un, vn) = ay (up, v) + ai (un, vy) + CZ Liu;v;  up,vp € Vi, (3.44)
i=1
avec
N
3 (up, vp) Z [ Uz+1 —u;) + Ti%(ui — ull)} v, (3.45)
i=1
et

N
az (up,vy) = Z [ — xi+%(b+ui+1 + b u;) + mi_%(lﬁui_l + b_ui)] ;. (3.46)

Notons que nous pouvons réécrire la forme bilinéaire dans (3.44)) comme :

N

ah(uh,vh):Z(Fh(u 1) — Fy(u, )Uz—l—chulvz, (3.47)

i=1
ot F}, est le flux discret donné en (3.42)).

On écrire (3.41)) sous forme matricielle :

ou . . , . .
Pour le terme —, il ya plusieurs schémas a utiliser :

ot’

* Schéma explicite :

W — . . : :
liZTtZ - ti+%(“§+1 —up) = T (b+uj +b- “z+1) + %(Uz —uj_y)
+x, 1 (b+ I 4 ) — Licu! = I;f/

wl™ = Aul_, + Bul + Cul,, + Atf; i=1,...,N
Avec A
t

At " .

B =1+ cAt — l—i(tH; —:L‘H%b —i—t%% —i—xif%b ),

At
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* Schéma implicite :
- .
w T — !

liZTti —tpa(ully —ul") =z (bmfﬂ + b_ufi11>
—i—ti_%(ufl —ul )+ T (b*uf“ll + b‘uf“) — licu, = 1 f;
ul = Ault + BT+ Clull + AT =1, N

Avec

O/ == l_(tH_% + b_l’z»_,'_%)

3.2 Estimations complétes de la discrétisation et

des erreurs

Soit 0 := tg < t; < ... < ty—1 < tpy := T une subdivision de l'intervalle
de temps [0,7T] avec les tailles de pas At,, = ti1 — tm, m € {0,.... M — 1} et
At = maxi<m<p—1Q8,.

La discrétisation compléte de en utilisant la combinaison de la méthode TPFA
avec le paramétre 6 € [0,1] peut étre formulée comme : Trouvez une séquence

up, ...,utt € Vj, tel que pour m € {0,..., M — 1} [14]

<”?21;“zl : vh) +oan (B (1= O)ul, v tnsg) = (9 fmH 41— 6)fm, vh)

uo =  Uph

(3.48)

3.2.1 Estimations des erreurs

Théoreme 3.2. [T]/Considérons la solution unique v de (3.12) et (" la solu-
tion numérique du schéma entiérement discrétisé en utilisant la méthode TPFA
(G = wp). Soit 0 € [1/2;2], siw € H'(0,T; H'(Q)) N H2(0,T; L*(2)) et
F(u) € C(0,T, H (), alors il existe une constante positive C, indépendante de h,
At, M et N tel que

[u(tm) — G'llop < C(h+ At). (3.49)

h
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3.3 Expériences numériques

Dans cette section, on réalise des expériences numériques pour un probléme
de tarification d’options d’achat européenne. L’erreur est calculée par rapport a la
solution analytique suivante du Black-Scholes EDP ([12]) :

c(z,t) = xN(d)) — Ke " N(dy), (3.50)

ou )
_ g+ (r+%)

dy dy = dy — o/t (3.51)

avec t le temps de maturité et N(-) la fonction de distribution normale cumulative
standard. Le domaine de calcul est = [0, Za2] X [0, 7] et le temps de maturité
T = 1. Ces expériences numériques sont effectuées en utilisant le taux d’intérét sans

risque r = 0.1, la volatilité o = 0.5 et le prix d’exercice K = 100. Ici nous avons

250 <

N
[=]
(=]
L

150

100 J

analytical solution
w
o
L

=]
)i

time 0 o stock

FIGURE 3.2 — Solution analytique au moment de la maturité 7' =1
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3.4 Présentation de la méthode MPFA

Le probléme modéle que considérons dans notre mémoire consiste a trouver U
tel que
—div(K gradU) = f sur

U =U, sur 0Of2

(3.52)

ou € est un ouvert de R", avec n = 1,2 ou 3, 02 le bord de €, f une fonction
définie sur €2 suffisamment réguliére, U, une fonction définie sur 0€) suffisamment
réguliére, K une fonction matricielle bornée de ) dans R"*", symétrique pour tout

(z,y) de Q, et telle qu’il existe a et b, réels strictement positifs, vérifiant :

Ve e R"  ale* <e'K(x,y)e <ble]* p.pdans Q

3.4.1 Principe de discrétisation

L’approximation par les MPFA du flux dépend aussi bien de la géométrie de
la grille que de la distribution de la perméabilité K. Nous présente un traitement
unifié de la discrétisation du flux en dimension 2 pour les maillages triangulaires,
quadratique et polygonaux.

De fagon générale, un maillage consiste en une collection de cellules appelées vo-
lumes de controle, définies par les sommets ¢;. Le tenseur de perméabilité K est
supposé étre constant par maille. A chaque maille correspond un point z;, par
exemple le centre de la maille. La valeur de la solution numérique au point x; sera
notée u; = u(x;). Deux mailles adjacentes sont dites voisines et le segment les sé-
parant est appelé I'interface du maillage.

Une collection de mailles ayant un sommet en commun est appelée un cluster. Le
nombre de mailles dans le cluster est égal au degré du sommet correspondant. Un

exemple de cluster avec la région d’interaction est présenté dans la figure (3.3).

3.4.2 Calcul des transmissivités

Par souci de clarté de 'exposé, nos explications feront référence a la figure (3.3),
de plus, on suppose que tous les demi-interfaces sont des lignes droites. La région
d’interaction de la figure (3.3) peut étre divisée en quatre cellules appartenant &

quatre mailles différentes. Dans chacune de ces cellules, on va définir une approxi-
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FIGURE 3.3 — Les quatre mailles dont les bords sont en traits continus forment un

cluster. La partie délimitée par les pointillés forme la région d’interaction.

mation linéaire de la solution de la maniére suivante :
U= (ai, ﬁz) (x — xz) + u; (3.53)

Les deux scalaires « et § sont déterminés a partir des conditions de continuité sur le
flux. Pour cela, nous allons considérer la demi-interface OI ainsi que les trois autres
demi-interfaces partant du point O. Soit la demi-interface j, de longueur AS;. De

deux cotés de cette demi-interface, le flux s’exprime ainsi :

fie = /S (K ngrad u)j+ = (aj+,ﬁj+)(Kn)j+ASj

J

f = / (K ngradu) = (aj,4-)(Kn) _AS;
Sj

Les indices jT et 7~ sont utilisés pour désigner les quantités de chaque coté de
I'interface j.

La condition de continuité du flux s’écrit sous la forme suivante :
fi-+ fi+=0 (3.54)

Soit N < Nj le nombre de demi-interfaces contraints (demi-interfaces sur lesquels
la condition de continuité est écrite). Le nombre de cellules impliquées est égal a
N. = min{N + 1, N;.}, et tous les coefficients inconnus définissent un vecteur v =
(Oéi, Bi, -..), ayant 2N,. composantes. Dans la figure 1, si les cellules de la région d’in-
teraction sont numérotées de 1 a 4, les inconnues seront (041, b, i, Ba, aiz, B3, (g, 64) .

L’équation [3.54] peut étre exprimée sous une forme matricielle par

Av =0 (3.55)
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Ce systeme comporte N équations avec 2N, inconnues. Les conditions de conti-

nuité du potentiel sont toutes de la forme
(o=, Bj=) (2] = 5= ) +ujm = (e, B ) (2] — 25+ + e, (3.56)

ou z; est le point du bord sélectionné pour la condition de continuité. Sous forme

matricielle, I’équation de continuité du potentiel s’exprime par :
Bv=_Cu (3.57)

ou u est le vecteur des valeurs du potentiel u; dans les cellules impliquées. Ce

systéme comporte 2N, — N équations et 2NN, inconnues. Ensemble, les équations
et forment un systéme complet de dimension (2N,) x (2/V,) :

A 0
= u (3.58)
B C
ce qui permet d’exprimer v en fonction de wu.
v= Mu
avec -
A 0
M =
B C

on en déduit
Ne Nc
oy = ZMklul et Bj = ZMk+1iui7 avec k = 2] — 1,] = 1, ..,NC
i=1 i=1
pour chaque demi-interface impliquée, on remplace o~ et 3;- par les expressions

obtenues dans |3.58 puis on regroupe les termes selon les u;
fi- = (Kn),_[a;-, B~ ] AS;.

Le regroupement permet d’écrire f;- sous la forme

fi- =) e (3.59)
ieQ
et on a

Des équations (3.60) et (3.59)), on déduit que ¢; = ¢;.
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3.4.3 Principe de discrétisation pour la méthode proposée

L’ensemble des régions d’interaction définit un second maillage, appelé maillage
dual. Les centres x; des mailles duales sont les sommets des éléments du premier
maillage. Ces centres sont en fait les centres des clusters. En chacun de ces points, est
définie une inconnue u; = u(x;). On se trouve donc avec des inconnues aux centres
des mailles primales (ou en un point autre de ces mailles) et a leurs sommets. Cette

situation implique une définition adéquate de la solution approchée.|15]

3.4.4 Définition de la solution approchée

L’approche proposée consiste a écrire et a résoudre un systéme d’équations in-
tégrant toutes les inconnues. Une fois ces inconnues calculées, la solution approchée
est définie de la maniére suivante.|[15]

Aprés résolution de systéme d’équations discrétes, nous avons une approxima-
tion de la pression en x; dans chaque élément et une autre pour chacun des sommets
de I’élément. Pour avoir la valeur approchée en un point quelconque de 1’élément,
on le divise tout d’abord en triangles construits comme l'indique la figure (3.4)

ci-dessous :

FIGURE 3.4 — :Triangulation des mailles pour la définition de la solution approchée

Sur chaque triangle ainsi constitué¢, de sommets z;, z; et y, la solution appro-
chée est de la forme :
u(z) = (au, Bi) - (x — ) + (3.61)
ol on a posé u; = u(x;). Il faut noter que (o, 5;) se calculer a partir des relations
u(z;) = u; et u(rg) = ug.
On remarque que pour un maillage rectangulaire, cette méthode fournit une ap-
proximation linéaire par quart d’élément. Sur un maillage triangulaire, 1’approxi-

mation est fournie sur trois éléments triangulaires.
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3.4.5 Discrétisation du probléme

On considére I'élément repéré par les indices i et j. Tout d’abord, nous allons

convenir des notations suivantes :

1+ D 7'_7a.77

i _ X — v
= X1 = Xig Iy =Y = Yip Y = X, - X,

o _ v j _ _ J _
ly” =Y, Yz] 1, Xz'+§,j Xi—%,j7l2 - Yz‘,j+§ Yij-L

N|=

’j_
Lf’]f exprime 'approximation du flux échangé entre des éléments voisins, repérés

par les indices i, j et e, f.

T
i+1j  _ li+%,j+% K@+27J+ Kz+271+ R P T I N Y
,J 2~ 11 l”%’”% ’ l”%’”%
1+ 2— T
Lot [githioh geithaod) (Mo Meys ety
2+ i+l 5+d ) i+1-1
2> 2 2> 2
l l
1t 2+ 1
Kll-;273+2l1+2,1+2 H_ J+ K;‘;QJ 2l1+2’J b ’H—lj—l
— 9, 9,
= TUWitly i+jji§ + Kpp? + z‘+%j+% — Kt
l1+ ll+
KiThatEprhats pitba-d g3 Lyl
. . 11 2— 11 2 b
T Uit ity ity +ul+%»]+%K12
l l
11+ 1 1+
i+77j72
— U;, 1 1K, 2
i+5,7—5 12
27 2
1 . . 1
S =gty img.dty 1.1 R L R ) 1.1
szl,] o B Ky, l,_ KZ—§7]+§ Ky, lyy _Kl—§7J—§
i = Wil P v N P T Tl 12
l1+ l1+
S Ean Tt AL SRS Rl Mo o :
+ WU . 11 2~ 11 2+ + U 1 IKZ 2’]+2
i—Lj lifl,j% P TAR i—g.t5 12
+ 1+
J=
— u%;ji;K 52
b
.o -1 .1 -1 . 1 S O |
i, _ =30t 3 =503 =30ty
L%y = —uiay | (u-l-) + (Aui-la+) = (Mz-l2-)

comimme o1 a

alors
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donc
_Au;; + Bui,y,

=5 A+B

avec
i—l,j—f—l i—l,j—l i—l,j—I—l i—l,j—l
A = ()\11+l2—) 2 2+()\11+l2+) 2 2 et B= ()\11—l2—) 2 2+()\11—12+) 2 2,

On en déduit

i—1.4 A(B - 5) B(A + (5) i—1 41 i—14-1
L= ———u, — ———u_,, + K527 2u,_ 110 — K2 %u_a
1,J A+ B 2] A+B i—1,5 1 1—5.J+5 12 1—5.0—3
avec
i—3.+3 i—3=3 i~5.+3 i—50=3
5 - K122 2 — K122 2= ()\mflgf) 2 2 — ()\12+12+) 2 2.
y o _y )
Pour calculer L; -, on pose L;?; ; = —L;". Il en résulte alors que
i A(B - 5) B(A + 5) i—1j+1 i—145-1
L, =7 g4+ g Ko u 4+ K27 T
i—1,j A+B 1,J A+B 1—1,5 12 i—5.J+3 12 i—3,0—%
Par translation, on en déduit :
/ / / / !/ !
g BIAHS)  AB ) e LK
i A+ B 1, A+ B i+1,7 12 itii+2 12 itlj—1
avec
i+3.0+3 i+3.0-3 i+3.0+3 it+5.0-3
A, - (A11+l27) 2 2 + ()\11+l2+) 2 Q,B/ - (A117l27) 2 2 + ()\117[2+) 2 2
i+3.0+3 i+3.5—% i+3.9+3 it3.0—3
5/ - K122 2 — K122 2 = ()\127l27) 2 2 — ()\12+lg+) 2 2

, . . L1 . i1 i1
Les équations ci-dessus nous permettent de déduire par rotation Lz’f et Lyi™.

C’est ainsi qu’on obtient
B//(A// 4 5”) _A// (B// o 5//) i+%,j+% —%,j+%

ij+1 o L :
Li,j - A" + B Wi j A" + B Wij+1 K21 ui+%,j+%+K21 ui*%d‘r%

avec :

A" = ()‘22+l1*)i+%’j+% + ()‘22+l1+)i_%’j+%7 B" = ()‘zzfllf)i%d% + ()\22711+)i_%’j+%

01 -1 1 -1 01 -1 -1 .1

"o +35.0+t3 i=5,.Jt5 _ 1+3.0+t3 =5+ 3

o = Ky - Ky, = (Ao=0-) 27T — (Ngpelye) 2R
De méme on a

A3(B;3 — 03) B B;(A;z + 93)

u u —i—KH%’j_%u Ki_%’j_iu
A; + B; A; + B;

17]71 —
L = i+3.0-3

avec

As = (aorhi) 70 4 o) 7 By = () T 4 (g li) 2

i+5.0-

1 -1 -1 01 .1 -1 1
o 3 =57 +5,0"3 =507 35
03 = Ky, + Ky = (Ao-li-) "2 = (Mgpelye) 272
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Une fois les approximations des flux écrites, le systéme discret s’obtient en
faisant le bilan de flux sur chaque élément du premier maillage, puis sur chaque
élément du second maillage. Ce bilan se traduit au niveau de I’élément (M, ;) par

I'équation [9] :

L, = LW 4 Lo Lt ! = / Flw)dw

B'(A’+ ) A'(B - ) i+l gl i+l 1
Lij = A+ B Wij — A+ B Wi — Kpp? 2“i+%,j+§ +Kp®T fu -1

B (A// + 5//) A (B// . 5//) KH'%,H'% Ki—%,j-i-%

AT B T T Ay Wt T Ba gy TR i-§.g+}
A(B — 5) B(A + 5) i—1 41 i—L -1
TASB YT A B W TR e T KL gy
A3(B;3; -0 Bs (A3 + 9 ipl o1 il 1

3< 3 3> R 3< 3+ 3)ui7j_1+K2T27] 2’u/, 1, 1 —K2127J 2“. 1. 1

Z?]
A; + Bg A; + Bg
Li,j :Mlui_17j~|—M2u- 1 % —{—Mgui_l j+% +M4ui+%,j+% +M5ui+%,j—% —I—Mﬁum-

7/_27.7_ 2

+ Mruip j + Mgu; j—1 + Mo, j11

Avec
B(A+§ il 1 il 1 i_liid i_l i1
My=-— .EA—I—B )’ M = _K122J F - K2127J 5 M= K1227]+2 +K212’]+27
i+3.0+% i+3.0+% i+3.0—% i+3.9—3%
My =—-K, ! - Ky ! . M=K, ’ + Ky ’
_B(A'+7) N B” (A" +§") N A(B—-9) N A3(B; — 03)
ST A+ B A"+ B’ A+B A; + By
A(B — ¢ B.(A 5 A"(B" —§"
M7:—¥, MSZ_M7 MQZ_Q
A+ B A; + B A" + B

3.5 Propriétés de la méthode

* Conservativité.

Par construction, le schéma est conservatif.

* Consistance de Iapproximation des flux.
En considérant le flux a travers une facette séparant deux éléments, on peut
prouver que l'approximation des flux est consistante. On suppose ici que le
maillage est tel que le ratio entre la longueur de la plus grande aréte et celle

de la plus petite aréte reste inférieur a un réel C' défini a 'avance, quel que
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soit le raffinement du maillage.
On pose

h = max(ly’, 37)

Dés lors on a

L = /r (— Ki) gradu = I57 x (— Kii) grad Uil ;+ O(h?)

| K¢ K7 1| [Ou ou
= x| e [— <x 1, >—<x 1, )]-I—O h?
? [ngl K || o] [0x\"H8 % J gy \ e ¥ )

= _lé’j X (Kﬁj (xi—&—%vyj) + Kguy(xi-y%’yj)) + O(hQ)

Ce qui implique

i+1,j
i = (Kiju (zi41,95) + KPu (z:51,95)) +O(h) (3.62)
i 11U\ Tit 1, Yj 12Uy Tt 15 Y;
2
Comme
Uiy L5 — Ui Uip Ll — Uil 1
ux($i+%7yj) = (2lz—7j> +O(hl)auy($i+%7yj) = ( : 2li,j s 2)+O(h2>

(3.63)

L’équation de continuité du flux nous d’obtenir :

_ i1 \bd i i+1,j
(g1 = s et) iz = A8) AN gy + A uiay | O(h + hy)

1+35,] 1,J i+1,5 1,3 i+1,5 1,3 i+1,5
)‘11+ + )‘11* >‘11+ + )‘11* >‘11+ + )‘11*
(3.64)
avec - - L
i i i
NI — K ij+1 Ky ot ij Ky
11+ — i 11- [t 12 — [
1+ 1- 2

En combinant les équations (3.62)-(3.64)), on obtient
g il

S + O(hy + hs)

1,] 1,
ly 5

ol Ef;l’j représente le flux approché et ou Lﬁyl’j représente le flux physique.
On voit alors que 'approximation du flux est consistante.

Convergence.

On rappelle que la conservativité d’un schéma aux volumes finis et la consis-
tance de 'approximation du flux sont les deux propriétés qui assurent la
convergence théorique voir [16]. Le test numérique ci-dessous montre la conver-

gence empirique de cette méthode. Dans le cas des problémes présentant un
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grand contraste des perméabilités ou de grandes discontinuités la convergence
de la méthode est confirmée. Pour certains problémes, la valeur calculée de

I'ordre de convergence est supérieure a deux.

3.6 Tests numériques et comparaison aux MPFA

e Les erreurs calculées :

Erreur =

112
— " lal

ou u est la solution exacte et u la solution approchée du probléme de diffusion.
Probléme test Le coefficient de diffusion K est une matrice pleine
— div[K grad u] = 100172 sin(7x) sin(ry) —207% cos(mx) cos(my) dans Q =0, 1[x]0, 1

ol on a posé
1 10
K =
10 1000

avec comme conditions aux limites :

U(z,0)=U(z,1) =U(1l,y) =U(0,y) =0 avec 0 < z,y <1

La solution exacte est : U(z,y) = sin(nzx) sin(my)
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On trace la solution trouver avec la méthode MPFA et la solution exacte pour

nx = 20 dans la figure suivante :

0.8

0.6
Ulx.y)
0.4 |

0.2

FIGURE 3.5 — La solution exacte et notre solution calculé avec nr = ny = 20

et dans la figure suivante elles ont calculées pour nx = 80

ARSI
i I‘I|‘I‘|“I‘J\J|“I\”
"II‘

il
i
it
i

it
1l
il
\'J.‘l‘_h'-

FIGURE 3.6 — La solution exacte et notre solution calculé avec nx = ny = 80

On a calculé I'erreur pour nombres des points différents qu’ils ont présenté dans

le tableau suivant :

dx || 0.10000 | 0.07142 | 0.05555 | 0.045454 | 0.031250 | 0.01923 | 0.012195 | 0.00980 | 0.00704 | 0.00617

err || 0.529804 | 0.52965 | 0.52574 | 0.52212373 | 0.515923 | 0.50998 | 0.50635 | 0.50511 | 0.5036 | 0.50321

TABLE 3.1 — :L’erreur
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et on 'a tracé dans la figure suivante :

L'erreur en fonction de pas d'espace

”
-
-
-
0.525 | L 4 [ = erreur|
4
4
0.52 - 4
4
4
5
»
2 0515
5 4
7/
4
0.51 *
/
./
0.505 - .((

I I I I I I |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
hx

FIGURE 3.7 — L’erreur en fonction de pas d’espace

On remarque que 'erreur approche & 0 quant le pas dz tends vers a 0.

Donc notre solution calculé avec MPFA est proche de la solution exacte.



CONCLUSION

L’objectif de ce travail est d’étudier des schémas numériques de type volumes
finis. Nous avons limité notre étude a les deux types, TPFA (Two-Point Flux Ap-
proximation) et MPFA (Multiple-Point Flux Approximation)

La méthode TPFA (Two-Point Flux Approximation) comme son nom l'indique,
elle est utilisé que deux points pour approximer le flux, l'un des points forts du ce
schéma est sa facilité de mise en ceuvre. La méthode MPFA (Multiple-Point Flux
Approximation) est une nouvelle approche volumes finis adaptée au traitement
des anisotropies et des hétérogénéités en simulation d’écoulement dans un milieu
poreux. L’originalité de cette méthode réside dans la souplesse avec laquelle elle
prend en compte les hétérogénéités du milieu, en combinaison avec les anisotropies
décrites par un tenseur plein.

Chacune de ses deux méthodes ont leurs avantages et leurs inconvénients respectifs.
La mise en ceuvre d'un schéma de type MPFA été plus aisée et offrant en général
plus de souplesse pour une approche, cette méthode a montré une grande capacité
de calcul, avec une précision satisfaisante. La méthode TPFA présente des limita-
tions en ce sens qu’elles ne prent pas en compte les anisotropies des perméabilités
en dehors des directions des axes des coordonnées. Dans un cas unidimensionnel,
la méthode MPFA est simplement réduite a la méthode d’approximation de flux
en deux points TPFA.
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