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Introduction

Dans ce mémoire on s’intéresse a étudier les propriétés de quelques opérateurs non
linéaires agissant sur les espaces de Lebesgue et les espaces de Sobolev, a savoir les opé-
rateurs de superposition ” Nemytskii”

Cette classe d’opérateur admet des propriétés remarquables, I'une de ces propriété est le
fait que si un tel opérateur agit d’un espace a un autre alors la fonction définissant cet
opérateur doit saisfaire une condition de type croissance bien définie.

Comme application on va traité deux types de probleme elliptique quasi-linéaire. Le pre-
mier probleme fait intervenir un terme sous linéaire en gradient et dans ce cas nous
démontrons 'existence en utilisant l'alternative de Leray Schauder, de plus en utilisant
un principe de comparaison nous obtenons I'unicité de cette solution.

Dans le deuxieme la non linéarité est sous quadratique en gradient, et pour voir I'existence
d’une solution en appliquant le théoreme du point fixe de Schauder, ou nous démontrons
I'existence d’un exposant critique la ou notre approche n’est plus applicable.

Notre travail est organisé en trois chapitres :
Dans le premier chapitre, on présente quelques définitions et propriétés des espaces de
Lebesgue et de Sobolev.
Le deuxieme chapitre est consacré aux propriétés topologique de 'opérateur de superpo-
sition dans quelques espaces fonctionnels.
Dans le dernier chapitre, on va étudier I'existence des solutions pour deux types de pro-
bleme elliptique quasi-linéaire, en utilisant la méthode du point fixe.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre
contient un ensemble de définitions
et résultats qui seront utiles dans la suite de cette étude

Dans tout ce qui va suivre, I'espace euclidien R ott N > 1, sera muni de la mesure de
Lebesgue notée dz, et Q désigne un ouvert de RV,

1.1 Les espaces L”({))

Les espaces de fonctions intégrables sur RN, notament les espaces L'(Q), L?(Q), LP(2),
jouent un role central dans de nombreuses questions de ’analyse Mathématique. L’impor-
tance toute particuliere des espaces LP(§2) provient du fait qu’ils offrent une généralisation
partielle, mais utiles, des espaces de Hilbert L*(€2) des fonctions carré intégrable sur Q.
Dans cette section, on prédente brievement un certains nombres des résultats concernant
les espaces LP(€)) qui nous serons utiles dans la suite, pour une présentation plus com-
plete des espaces LP(€2), ou pour la démonstration des résultats que nous annongons ici.
on pourra consulter [3],[2].

Définition 1.1.1. (Les espaces LP(€))

Pour un exposant p satisfait 1 < p < 4o00. L’espace LP()) est constitué des fonctions
mesurables de puissance p-eme intégrable :

LP(Q) = {f : Q — R, f est mesurable et satisfait / |f(z)[Pdx < +oo} .
0

1y = ( / \f<x>rpdx)’l” |

L’espace LP(2) est un espace vectoriel, et l'application définie de LP(SY) dans R par :
[ = Ifllz, est une norme sur LP(Q2) pour 1 < p < 4o00.

On pose alors :
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De plus Uespace (LP(Q), |||, ) est un espace de Banach.

Lorsque p = 2, une structure supplémentaire trés importante enrichit L*(Q), a savoire
la structure d’un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(fs9) 2 ZZ/Qf(x)g(a:)d:z:.

Définition 1.1.2. (L’espace L>*(2))
On définie lespace L>(Q2) des fonctions essentiellement bornées sur §) par :

L>®(Q) ={f:Q =R, f mesurable et 3C > 0, telle que |f(z)| < C p.p sur Q}.

Ainsi on définie la norme de f dans L>*(2), par :

| fllLw(@) = inf{C >0, |f(x)| < C p.p sur Q}.

L’espace L>(€) muni de la norme ||.||L (o) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.1. Lorsque 0 < p < 1, lespace LP(Q)) (que l'on peut définie comme dans
le cas 1 < p < +00) est un espace vectoriel, et Uapplication définie de LP(Q2) dans R
par : [+ || fllL, ) est une quasi-norme sur LP(SY). De plus l'espace (LP(Q), || fllz,@))
est complet.

1.1.1 Quelques inégalités importantes

Notation 1.1.1. Soit 1 < p < 400, on designe par p' l'exposant conjugué de p.

1.e ) ]
=1.

p P
Lemme 1.1.1. Soient a,b des réels positifs et 1 < p < 4+00. Alors :

a? + b < (a+b)P <277 (aP + bP).

Lemme 1.1.2. (Inégalité de Young)
Soient a,b des réels positifs, pour tout couple d’exposants conjugués p et p’, on a :

a? b
p p
Théoréme 1.1.1. (Inégalité de Holder)
Soient p et p' deuw ewposants conjugués, si f € LP(Q) et g € LP'(Q). Alors fg € L'(Q),
et :

/Q Fgldz < [l lolle, @
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Théoréme 1.1.2. (Inégalité de Hélder généralisée)
1

Soient 1 < p,p’ < +oo des rey/ ©)lsetrd finipar : % = 5%— 1% Si f e LP(Q), g € LP(Q)
alors fg € L™(Q2), et :
1 falle.o < I fll,@lallr, @
Théoréme 1.1.3. (Inégalité de Mikowsky)
Soit f,g € LP(Q), ou p € [1,+00]. Alors :

1f+ 9l < 1z, + [19llz,@)-

1.1.2 Définitions et propriétés d’espace L”(2)

Théoréme 1.1.4. (Classification des espaces LP(§2))
Si mes(Q) < +o0, alors pour tout couple d’exposants 1 < p < p/ < +oo, lespace L¥ ()
s’injecte continiement dans LP(Q2), et on écrit :

L=(Q) — LP(Q) — LP(Q) — L}(Q),
et lorsque de plus : 1 < p <p' < +o00, on a :
1

1
— I flley @) £ ———=<IfllL,@-
mes(Q)% mes(Q)¥ ’

Ou mes designe la mesure de Lebesque.

Nous allons maintenant présenter des résultats consernant la dualité des espaces de
Lebesgue.

Théoréme 1.1.5. Soient p et p' deuzx exposants conjugu/ (©)s.

Sige LY (Q) et 1 < p' < oo il suit de l'inégalité de Holder que fg € L'(Q) pour chaque
feLrr(Q) fizé .

On peut définir une fonction g : LP(2) — R par :

wgnzlﬁg

Alors @g est une fonctionnelle linéaire continue sur LP(S2) et de plus [|p,l| = ||g]lr,, pour
1<p<0.

La réciproque du théoreme précédent est aussi vraie dans le sens que chaque fonction-
nelle linéaire bornée sur LP(Q2) est représentable .

Théoréme 1.1.6. (Représentation de Riesz)
Soit ¢ une fonctionnelle linéaire continue sur LP(2) ou 1 < p < oo. Alors il existe une

fonction g € LV (Q) telle que :
o) = [ fo
Q
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Satisfait :
lell = ||9||Lp,(9)-

Ce thy/ ©or/mepermetd'identi fierledualde P (Q) a L¥ (Q), ot p’ désigne I'exposant conjugé
de p.

Nous concluons ce paragraphe par les théoremes de réflexivité et séparabilité d’espace
LP(€2), mais tout d’abord on a les définitions suivantes :

Définition 1.1.3. (Espace réflexif)
Soit (E,||.||g) un espace de Banach, on note E' le dual de E et E" le bidual, pour x € E,
on définit lapplication J, : E' — R par :

Jo(T) = T(u)

pour tout T € E'.
J est injective par construction, et si 'application J est surjective l’espace E est dit

r/ ©flexif.

Définition 1.1.4. (Espace séparable)
Un espace métrique E est dit séparable si il existe un sous ensemble dénombrable au plus
dense dans E.

Théoréme 1.1.7. Pour 1 < p < oo les espaces LP()) sont réflezifs .

Théoréme 1.1.8. Pour 1 < p < oo les espaces LP()) sont des espaces séparables .

1.1.3 Quelques critéres de convergence

Nous regroupons ici des résultats qui permettront de manipuler les différentes notions
de convergence de suites dans les espaces LP(€2).

Théoreme 1.1.9. (Convergence dominée dans L*(€2))
Soient 1 < p < +00, (fn)n une suite d’éléments de LP()), et f une fonction mesurable,
telles que :

(1) fn converge presque partout sur € vers f.

(2) g € LP(QY), telle que : | fn] < g, p.p pour tout n € N.
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Alors f € LP(Q) et f, converge vers f dans LP(2).

Dans le théoréme [1.1.9] 'hypotheése de domination sur la suite (f,), (I'hypothese 2)
implique que la suite (f,,), est bornée dans LP(2). La réciproque de cette impliquation est
fausse, c’est a dire le fait que (f,,), soit bornée dans LP(£2) ne donne pas I’hypothese (2) du
théoreme [1.1.9, Toutefois, le théoreme ci dessous donne un résultat de convergence
intéressant sous I’hypothese ”(f,,), bornée dans LP(2)”.

Théoréme 1.1.10. Soient 0 un ouvert borné de RN et p > 1, (f,)n une suite d’éléments
de LP(QY) et f une fonction mesurable, telles que :

(1) fn converge presque partout sur € vers f.
(2) La suite f, est bornée dans LP(S2).

Alors f € LP(Q) et f, = [ fortement dans L1(Q) pour tout 1 < q < p et faiblement dans
LP(Q).

Théoréme 1.1.11. (Réciproque partielle de la convergence dominée)
Soient 1 < p < 400, (fu)n une suite d’éléments de LP(2), et f € LP(Q). On suppose que
fn — f dans LP(QY). Alors il existe une sous suite (fn, )ken telle que :

(1) fn, converge presque partout sur € vers f.
(2) 3g € LP(Q), telle que : |fn,| < g p.p pour tout k € N.

1l faut bien noter que dans ce résultat on affirme uniquement l’existence d’une sous suite
convergeant presque partout.

Définition 1.1.5. Soit 1 < p < +o0. On dit q'une suite de fonctions (fn), de LP(Q) est
p-équi-intégrable si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

(1) Ve >0, il existe A C Q de mesure finie tel que ¥n > 1, on a :

| oinp<e
o\A
(2) Ve >0, 30 >0, tel que Yn > 1, YE C Q, mes(E) <, on a :

/E]an’ <e.

On remarquera que dans le cas particulier ou €2 de mesure finie, I’équi-integrabilité se
réduit a la deuxieme condition.
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Le théoreme de Vitali que nous avons rappeler maintenant est particulierement utile
pour les situations ol on dipose d'une suite de fonctions convergeant presque partout et
dont on souhaite montrer la convergence dans LP(£2).

Théoréme 1.1.12. (Vitali)

Soient 1 < p < +o0o et (fn)n une suite de fonctions de LP(2) qui converge presque partout
vers une fonction mesurable f. Alors : f, tend vers f dans LP(Q) si et seulement si (f)n
est équi-intégrable.

Théoréme 1.1.13. Soient (f,), une suite de fonctions et f une fonction de LP(Q2), alors
fn converge vers f dans LP(Q)) si et seulement si :

(1) fn — f en mesure .

(2) liMypes(m)—0 fE | ful? = 0 uniformement par rapport a n, pour tout E C 2 mesu-
rable.
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1.2 Les espaces de Sobolev

Dans cette section, nous allons introduire les espaces de Sobolev et quelques propriétés
consernant ces espaces, ainsi on va présenter des résultats qui concerne la compacité des
injections des espaces Sobolev.

Définition 1.2.1. (Espaces de Sobolev)

Soient m € N* et p > 1. On dit que v € W] (Q) si u € LP(Q) et les dérivées faibles
jusqu’a lordre m satasfait 0%u € LP(Y) pour tout multi-indice o« € NV tel que |a| < m.
Autrement dit, il existe des fonctions g, € LP(Q) telles que :

/u0a¢d;ﬁ = (_1)|0‘\ / gapdx, pour tout ¢ € C’(C))O(Q)
Q Q

Par convention, sim =0 : W)(Q) = LP(Q).
Sip=2, on note H™(Q) = W3 (Q0) .

1.2.1 Définitions et propriétés d’espace Sobolev

Les espaces W;”(Q) sont des espaces vectoriels complet lorsqu’on les munit de la
norme :

1
167 P P .
||U||W;n(9) = <Z|a|§m 10 U’HLP(Q)) st 1 <p<oo.

MaX|q|<m ||0au||LOO(Q) st p = +o00.

De plus la norme

[ellmp =

ZIa\gm 10%ul|z, @ si 1<p<oo.
S latem 10%Ull L@ st p = +o0.

est une norme équivalente a la précédente. Les deux normes sont notées indéfférement
I-lhwgrc@) 6 -l
De plus :

— si 1 < p < oo alors W)(€) est séparable.

— si 1 < p < oo alors W)"(Q) est réflixif .

Les espaces H™(£2) sont des espaces de Hilbert lorsqu’on les munit de produit scalaire :
(u, ) gm(q) = Z / O“ud*vdx
o <m ¥

Pour tout m € N* et p > 1. On définit 'espace W;"*(Q2) comme la fermeture dans
Wi () de C5°(Q2).
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L’espace Wy""(Q2) muni de la norme induite par W,"(€2) est un espace de Banach
séparable lorsque p < 400, et réflexif si 1 < p < oco. De plus est un espace de Hilbert
lorsque p = 2, et on note HJ'(Q) = Wi™2(Q).

On note aussi : —
W) = G @)
et

Hy () = C5o(9)

1.2.2 Espace dual de W, ”(Q)
Notation 1.2.1. On désigne par Wp_,l(Q) l’espace dual de Wol'p(Q) ot 1 <p < oo et par
H=Y(Q) le dual de H}(Q).
On identifie L*(Q) et son dual, mais on n’identifie pas HL(Q) et son dual, et on écrit :
Hy(Q) — L*(Q) — H'(Q)

avec injections continues et denses.

— S5i Q est borné on a :

WoP () = L*(Q) — W, (Q)

. 2N . .
ou < p < 00 avec injections continues et denses.

N+2~
— Si Q) n’est pas borné on a :

Wy () € LX(Q) Cc W,/ (Q)

o

< p<?2.
Nt2-P=

Les éléments de Wp_/l(Q) sont caractérisés par la proposition suivante :

Théoréeme 1.2.1. Soit p' un réel, 1 < p’ < oo le conjugué de p, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Lélément f € W, '() .
2. L’élément f € D'(Q) , et il existe (vo,v1,...,0,) € (LPI(Q))TLH.
Tel que :
— O(v;)
J=v0— ,Z1 oz,

La forme de dualité est donnée par :

= ou
Wle(Q) - - Y [ v
Vu € Wy P(Q) : (f,u) /Qvodx%—i:l/ﬂvzaxi.

Lorsque §) est borné on peut prendre vy = 0.
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1.2.3 Théoreme de Trace
Définition 1.2.2. Soit Q un ouvert borny/ ©etry/©gulierde RN . On peut d\/ ©) finiruneapplicationlin./

b HY(Q) — LX(0Q)
u— (u)

Prolongeantl'applicationtracepourles fonctionscontinuessur) :

Vu € H'(Q) NCQ) : h(u) = ulyg

L’application trace est continue de H'(Q) dans L*(00), ce qui signifie qu’il existe une
constante Cq telle que

Yu € H'(Q), [14(u)llz200) < Collullme

cH
Proposition 1.2.1. Soit Q un ouvert borny/ ©etr\/©gulierdeRY, on d\/ @fimtl’applz'cationtracew

pour les fonctions continues sur ) :
Vu € H'(Q) 1 CO@) : d(u) = ulyg
Donc, on peut dv/ ©) finirl'espace Hy(Q)) comme suit :
Hy(Q) = Ker ¢ = {u € H" : ¢(u) = 0}
={ue H" :ulpg =0}

1.2.4 Théoremes d’injection de Sobolev

Théoréme 1.2.2. (Inégalité de poincaré)
Soient Q un ouvert borné de RY, p un réel tel que 1 < p < o0, il existe une constante
Co > 0 telle que pour tout u € WyP(Q) :

[ullz, @) < CallVullL,@)-
En utilisant le théoreme précédent, on obtient I'important résultat suivant :
Corollaire 1.2.1. Soient Q un ouvert borné de RN, p > 1 réel alors l'application :
1
W, (Q) — Ry
U — ||VU,||LP(Q)

définit sur Wy P(Q) est une norme équivalente & celle induite par Wy (Q).

Nous allons voir maintenant un résultat fondamental consernant les espaces da Sobolev
est 'inégalité, ou le théoreme d’injection de Sobolev.
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Théoréme 1.2.3. (Inégalité de Sobolev)
Soient Q un ouvert borné de RY, et 1 < p < N. Il existe une constante Cnyp > 0 (ne
dépend que de p, N ) telle que :

Vu e Wy(Q) : lullz,. ., < Cnopllullwie)-
Np

Notons que p* = N
—-Dp

Théoréme 1.2.4. Soit Q un ouvert borné de RY.
1. Sip < N :alors W, () — L"(Q).
2. Sip=N :alors W) () — L9(Q) , Vq € [p, +ool.
8. Sip> N :alors Wy () — L=(Q).

Avec injections continues.

Un cadre général des injections précédentes est fourni par le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.5. Soient Q) ouvert régulier de RN, m > 1 et 1 < p < 0o. On a les injections
continues suivantes :

1 m 1 1 m
1. Si—— — (0 Li( -=—-——.
Si 5N >0, alors W () — L4(S2)  pour i N
2. Si bom_ 0, alors W(Q) — LI(Q2) , Yq € [1,+o0|
: p N - p ) q ) .
1
3. S phe % <0, alors W] (§2) — L>(Q).

Un résultat particulierement important est le théoreme de Rellich-Kondrachov, qui
concerne l'injection compacte des espaces de Sobolev W} () dans certains espaces L7(2).
On définie d’abord la notion d’opérateur compact.

Définition 1.2.3. (Opérateur compact)
Soient E, F deux espaces de Banach et A : E — F un opérateur compact. On dit que A

est un opérateur compact si l'image de tout borné de E par A est relativement compacte
dans F.

Dans le cas ou EF C F', on peut considérer I'application identité Id de E dans F', si elle
est compacte on dit que l'injection de E dans F' est compacte et on note £ << F.

Théoréme 1.2.6. (Rellich-Kondrachov)

Soit Q ouvert borné de Classe Ct, on a les injections compactes suivantes :
1. Sip < N alors W, () —— L1(Q), Yq € [1,p*].
2. Sip=N alors W} (Q) —— LI(Q), Vg € [1,400].
3. Sip> N alors W}(Q) —— C(Q).
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1.3 Théoreme de Lax-Milgram

Définition 1.3.1. Soit H un espace de Hilbert, on dit qu’une forme bilinéaire
a(u,v): Hx H— R, est :

(1) continue s’il existe une constante C' telle que :
la(u, v)] < Cllullulvlls , Yu,v € H.
(i1) coercive s’il existe une constante o > 0 telle que :
a(u,u) > allu||3; , Yu e H.

Théoréme 1.3.1. (Lax-Milgram)
Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H' il existe
u € H unique tel que;

a(u,v) = (p,v) Yo e H.

1.4 Elément de la théorie du point fixe

Commencons par rappeler un résultat classique d’existence et d’unicité de point fixe
pour des applications contractantes.

Théoréme 1.4.1. (Point fize de Banach, Picard)
Soit (E,d) un espace métrique complet et f: E — E une application contractante c’est
a dire : il existe 0 < K < 1 telle que pour tout x,y € E :

d(f(x), f(y) < Kd(z,y).

Alors, f admet unique point fixe T dans E, i.e :
fz) =z

Nous somme maintenant en mesure d’établir le théoreme de Schauder avec deux ver-
sions.

Théoréme 1.4.2. (La premiére version)
Soit E un espace de Banach, C un convexe compact non vide de E et T un opérateur
continu de C' dans C. Alors T admet un point fixe.

Définition 1.4.1. Soit E un espace de Banach, on dit qu’un opérateur T : E — FE est
complétement continu si il est continu, et pour tout borné B de E, T(B) est compact dans

E.
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Théoréme 1.4.3. (La deuxiéeme version)
Soit E un espace de Banach, C' un convexe borné fermé non vide de E et T" un opérateur
complétement continu de C dans C. Alors T admet un point fize.

En fin, on termine cette section par ’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Théoréme 1.4.4. Soit E un espace de Banach, B := B(0, R) une boule fermée.
Supposons que l'opérateur T : B — E continu, compact. Alors :

— QOu bien T posséede un point fize dans B.

— Ou bien il existe v € OB et A €]0,1] tel que x = \T(z).
Théoreme 1.4.5. Soit E un espace et T un opérateur de E dans E, alors si :
(i) T continu.

(i.i) T complétement continu.

(i.i.i) 3IM >0 pour tout uw € Hy(2) tel que : [lull o) < M et pour tout 6 € [0,1] :
u =0T (u).

L’opérateur T admet au moins un point fize.



Chapitre 2

OPERATEURS DE SUPERPOSITION

Dans ce chapitre
nous présentons quelques propriétés topologiques
de I'opérateur de superposition dans quelques espaces fonctionnels

2.1 Fonction de carathéodory

Définition 2.1.1. Soit Q un ouvert de RY, on dit que la fonction f : Q@ x R — R est
satisfait la condition de carathéodory si :

— V s € R la fonction f(.,s) est mesurable sur Q.

— La fonction f(x,.) est continue sur R, et p.p en x € .

Définition 2.1.2. Soit Q un ouvert de RY, on dit que la fonction f: QxR x RY — R est
satisfait la condition de carathéodory si :

— V¥ (u,n) € R xR la fonction x — f(x,u,n) est mesurable.

— La fonction (u,n) — f(z,u,n) est continue pour p.p x € S.

Lemme 2.1.1. /5]

Soient f : Q x R — R une fonction de carathéodory et (u,)
que u, — u en mesure.

Alors :

n une suite mesurable telle

f(z,u,) — f(x,u) en mesure.
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Démonstration. Soient € > 0, et v une fonction mesurable. Pour £ > 0, on désigne des
ensembles mesurables §2;, par :

Q= {:c € Q:|u(z) —v(x)| < % = |f(z,u(z)) — f(z,v(z))] < 5}

La fonction f étant de Carathéodory, on a que f continue par rapport a s, alors :

Q = Upen

1 1
Pour i < j on a :ju(z) —v(x)| < = < —, ainsi : ; C ;. Par conséquent la suite (£2;)ken
Jj oo

est une suite croissante.
Par ailleurs :

kggloo mes(Q) = mes(Q).

Donc pour tout n > 0 fixé, il existe kq tel que :

mes() — mes(,) <

N3

Considérons maintenant les ensembles A,, par :

A, = {a: € un(z) — u()] < klo}

Ainsi la convergence en mesure de u,, vers u implique qu’il existe ng > 0 tel que :
0

mes(§2) —mes(A,) < g

pour tout n > ng. Soit donc :
Dy, ={z € Q@ [f(z,un(2)) — flz,u(z))| <c}.

Alors :
A, N Qko c D,.

Par suite :
mes(Q) —mes(D,,) < (mes(Q) —mes(Ay)) + (mes(2) — mes(Qg,)) < 7.

Ce qui prouve la convergence en mesure de f(x,u,(z)) vers f(z,u(z)).
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2.2 Opérateurs de superposition dans L”({})

2.2.1 Condition suffisante

Proposition 2.2.1. [1/

Soient Q ouvert de RN, 1 < p,q < oo des réels et f une fonction de Q x R dans R
satisfait la condition de carathéodory. On suppose qu’il existe b > 0 et a € LI(2) tels que
la condition de croissance :

Vs €R et pp sur Q : |f(., )| < al)+b|s| (2.2.1)

est satisfaite. Pour toute fonction u mesurable de € dans R, on définit l'opérateur de
superposition B par (Bu)(z) = f(z,u(z)). Alors B est continu de LP(S2) dans L((2).

Démonstration. Montrons d’abord que B est bien défini :
Soit u € LP(2), on a :

[0 ds= [ 5@ @) d.
Q Q
D’apres (2.2.1)), on obtient :

[ @<

En vertu de lemme [1.1.1} il vient :

p |4
q

dz.

a(z) + blu(z)]

/Q |(Bu)(z)|* dz < 2071 /Q |a(x)]7 + b7|u(z)|Pdz.

Or:ae€ LYQ) et u € LP(QY), par suite :

/ |(Bu)(x)|?dz < .
Q

Ainsi B est bien défini.

Montrons maintenant la continuité de B, par deux méthodes :
— Méthode 01 :

Soit (uy,), une suite de LP(€2) convergeant vers u dans LP(S2), d’apres la réciproque
partielle du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue il existe une sous
suite (U, )ren €t g € LP(Q2) telles que :

Uy, — u p.p dans L.
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et :
[tun, | < g p.pdans Q.

La fonction f étant de Carathéodory, on a que f(x,.) continue presque partout sur
R. Par suite :

f(x,unk(x)) — f(:v,u(x)), pb.p dans Q.
D’apres la condition de croissance ([2.2.1]) on déduit :

ya
q

|/ (@, un, ()] < a() + blg ()]

Comme a € L(2) et g € LP(2), on conclut bien que f(x,u,,) est dominée dans
L4(Q2). Par suite, on en déduit (par le théoreme de la convergence dominée de Le-
besgue) que Bu,, — Bu dans L(€2).

En raisonnant par ’absurde, on démontre que cette convergence reste vraie sans
extration de sous suite.

En effet, supposons qu’il existe une suite (uy,), converge vers u dans LP(Q2), et que
(Buy,), ne converge pas vers B(u) dans L(Q2) quand n — +o0.

Il existe donc € > 0, et une sous suite (uy, )r de (uy,), tels que :

| B(tn,) — B(u)||pa) > € (2.2.2)

Gréace a la convergence u,, — u dans LP(2) et la réciproque partielle de la conver-
gence dominée dans LP(2) on peut supposer qu’il existe une fonction h € LP(2) et
une sous suite de (uy, )g, encore notée (uy, ) telles que pour presque partout sur €2 :

Up, —> u et |uy,| < h.

Par conséquent :
f(@, un (2)) — flz,u(z)) pp sur Q.

Remarquons aussi que :

| (2, U, (2))] < a(x) + blug, |7

a(®) + blun, |1 € Ly(€).

Donc on peut appliquer le théoreme de la convergence dominée, on en déduit bien
que Bu,, — Bu dans L(Q) ce qui est en contraduction avec (2.2.2)). Alors B en
tant qu’opérateur de LP(Q2) dans L7(£2) est continu.
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— Méthode 02 :

Soit (uy), une suite convergeant vers u dans LP(€2), alors :
U, —> U €en mesure.

En vertu de lemme [2.1.1] on obtient :

f(z,u,(x)) — f(z,u(x)) en mesure.

B(u,) — B(u) en mesure.

Montrons maintenant que lim,,es(z)—0 [ | B(u,)|? = 0 uniformement par rapport
an:
Soit 2 C 2 un ensemble mesurable. On a :

/E |(Buy,)(z)|%dz = /E (2, un(2))|d

En utilisant la condition de croissance ([2.2.1]), on obtient :

/|Bun |qu</‘ ) + blu,(x |pq

< 11 / ()| dz + 27 1b9 / ()P
E E

Comme a € L9(Q2), on a :

li 1 =0.
mes%g;—w Ela/(x)’ 0

Et d’apres le théoreme [1.1.13]:

lim |un(x)P = 0.

mes(E)—0 J g

En regroupant les deux convergences ci-dessus, on aura :

lim | B(uy,)|? = 0.

mes(E)—=0 J g

Nous somme alors en mesure d’appliquer le théoréme [1.1.13| qui montre que
B(u,) — B(u) dans L(Q2), par suite B est continu de L?(£2) dans L%(f2).
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2.2.2 Condition nécessaire

Le résultat suivant montre que la réciproque du la Proposition 2.2.1 est vraie dans
le sens ou : si B envoie LP(f) dans L%(Q2) alors la condition de croissance est
satisfaite (et en particulier B est continu). Ici nous nous bornerons a démontrer cette réci-
proque dans le cas ou la fonction f ne dépend pas de z, i.e. f(.,s) = f(s) pour tout s € R.

Proposition 2.2.2. [1] Soient 0 un ouvert borné de R¥N, 1 <p, g< oo et f R — R
une fonction continue. Pour toute fonction u définie p.p sur € on définit 'opérateur

(Bu)(z) = f(u(x)).

On suppose que siu € LP(2), on a Bu € LY(2). Il existe alors a >0, b > 0 tels que :
Vs eR, |f(s)| < a+bls|s

En particulier B est continu de LP(SY) dans L7(52).

Démonstration. En remplacant f(s) par f(s)— f(0) on peut se ramener au cas ou f(0) = 0.
Supposons que la condition de croissance n’est pas satisfaite, alors Vn > 1, ds, € R tel
que |s,| =1 et :

f(52)] = no (14 [5,]%).

On peut supposer que la suite |s,| est croissante et que |s,| — 0.
Considérons maintenant des ensembles mesurables A,, deux a deux disjoints tels que :

mes(€))
A)=—"T"—.
meS( ) (1 + |sn\1’)n2

Soit donc la fonction u = Z spl4,. Montrons que u € LP(12) :

n>1
On a:

/|anﬂAn\pd:p:/ ]an]lAn|pd:17—l—/ 1> salla,|Pda.
Q U

n>1 nent An p>1 AUnensAn  >1

Comme les ensembles A,, sont deux a deux disjoints, on obtient :

[ sl =3 [ 1 star

neN* A” nZl nZl n nZl
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D’ou :
DIRRTRES SY

/UneN An > n>1

= Z |sn[Pmes(A

n>1
—Z| ‘p mes(§2)
o 1+|S 7)

mes E Y

n>1

Grace a la bornétude de €, et la convergence de la série > -, on déduit que :

/ |u(z)|Pdr < oo.
UnEN* An

A, par suite z ¢ A,, Vn € N*. D'ou :

n?’

D’autre part si : x € Q\ UpenAy, alors 2 & (U, oy
u(z) =0, Ve Q\UyenA
Par conséquent :

/ (o) = 0

Alors [, |u(z)Pdx < oo, ce qui prouve que u € LP(€2).

Mais on a :

/yBu \qu—/|f )leda.
-/ st / o ey
= / e+ [ o ey

n>1

On a déja montrer que u(x) = s, pour tout x € A,, et u(x) = 0 pour tout x € Q\Upen+Ap.
Et par suite :
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[iBo@ra =3 [ e | L O

n>1 A

= / (f(sa)"de.

n>1

> Zn(l + |sn\§)qmes(An).

n>1

> Zn(l + [sn|?)mes(Ay).

n>1

> mes(€) Z %

n>1

Comme la série harmonique est divergente et {2 borné, on conclut bien que
Jo [(Bu)(x)]%dz = 400, ce qui signifie que Bu ¢ L(Q) : autrement dit B en tant qu’opé-
rateur de LP(§2) dans L?(£2), n’est pas défini en u. On en conclut donc que la fonction f
satisfait la condition de croissance et d’apres la proposition précédente, B est continu. [J
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2.3  Opérateurs de superposition dans Wpl(Q)

Proposition 2.3.1. Soient Q ouvert borné de RV, 1 < ¢ < p < N et f: R — R une
fonction localement lipschitzienne et sa dérivée qui existe p.p sur R satisfait la condition
de croissance : Noa)

Ja,b > 0,Vs € R: |f'(s)| < a+ b|s| Na—pa (2.3.1)

On pose : (Bu) = f(u(.)). Alors B continu de W, () dans W, ().

Démonstration. Montrons que B est bien défini :
Tout d’abord on va montrer que f satisfait une condition de croissance :
Comme f est localement lipschitzienne, on a :

f(s) = / " pdt 1 £(0)

Donc :
£l < [ 170+ 170
0
s N(p—q)
< i a + b|t| Na=ra dt + | £(0)]
b N(p—q) +1
< as+ W)lls! Nazra T 4 [ f(0)]
Ng—pq
b N(p—q)
< alsl + g 817+ 1£(0)
Nqg—pq
. . . N(p—q) N(p—a) 4 .
En appliquant I'inegalité de young avec les exposants ﬁ + 1; Miz2— |, on obtient :
Ng—pq
1 N(p—q) N(p—q) 11\%17(:7,2?1 b N(p—q)
—) 41 Ng— P—q —) 11
|f(8)| < N(pT)l|s| Na—pq + + N(p—qT)pj_la Ng—pa + WT)H|S| Na—pq + + |f(0)|
Ng—pq Nq—pq Ng—pq
N(p—q)
N(p—q) Na—pq !
< sl MR T N (o)
N(p—q) 41 N(p—q) 1
Nqg—pq Ng—pq
Prenons : N
N(P—‘I) Npg:gq !
- = - 1+0b
a= ot —a N 4 [f0) et b= o
(p—q) +1 (r—9q) +1
Nqg—pq Nqg—pq
On obtient :

1£(s)] < @+ bls| i (2.3.2)
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— Montrons donc que B(u) € L9() :

Soit u € W, (€), on a :

/|(Bu |qd;c—/ | f(u(2))|dz.

D’apres (2.3.2), on aura :
[ 1B <2 [ (@) ) a
Q Q

<2171 (aq mes(§2) +5q/ |u(x) Np qux) .
Q

Np —
En utilisant le fait que mes(£2) < +oo et % < p*, on obtient :
- D
* Np—pq
WH(Q) < L (Q) — Lv=> (Q).

Par ailleurs il existe M > 0 tel que :

HUHLNA;;—pq < MHUHW;(Q) < +00.
-p

Par conséquent B(u) € LI().
— Montrons que V(Bu) € Li(f) :

Soit u € Wpl(Q) D’apres le théoreme de dérivation des fonctions composées, on a :

V(Bu) = V(f(u)) = f'(u)Vu.

[Iv@aras = [ 17vaas

— [ £ @lupds
Q

Par suite :

En utilisant I'inégalité de Holder avec les exposants (L , ]—?), on obtient :
p—q q

[ vwara < ([ |f'<u>|f%dw) ( / IVU|pdx>
< IVl o, [ 170 qu)
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De plus la condition de croissance imposée a f’ implique :

p—gq

p

/|V (Bu)|%dz < 2771||Vu||L () (aﬁpqqmes ) + br-a / |u|~=p Pd:v)
Et comme : W, (€) < L (2), on déduit que :
Np
/ |u|¥=rdr < 4o00.
0
Ainsi V(Bu) € L1(Q).
Par suite 'opérateur B est bien defini de W, (€2) dans W] (Q).

Montrons donc la continuité de B :
Soit (up), une suite convergeant vers u dans W (), on a donc u, et Vu, convergent
vers u et Vu dans LP(2). La réciproque partielle de la convergence dominée de Lebesgue
montre qu’il existe une sous suite (u,, ); telle que u,, et Vu,, convergent vers u et Vu
presque partout dans 2.
En utilisant le fait que f est localement lipschitzienne, on a donc f continue. Par suite :

fup,) — f(u) p.p sur Q. (2.3.3)

— Montrons que lim,cs(m)—0 fE | B(up,)|%dz =0 :
Soit F un ensemble mesurable de §2, on a :

[ 1Bt = [ 11w,

D’apres (2.3.2)), on obtient :

/ | B(un,)|"dz < / @+ Blun, [ N5 " d
E E

En vertu de lemme [1.1.1}, il vient :

/ ’B Up,, |‘1dx < 99— 1 <aqm63 +bq/ |unk|Np qux)

Np N
Np—pq’ q

Np—pg
— q Np_ Np
/ | B(uy, )|%dr < 297! (aqmes(E) + bImes(E)~ (/ |unk|Ndix) ) :
E Q

En faisant tendre mes(E) vers zéro, on obtient finalement :

En appliquant 'inégalité de Holder avec les exposants ( ) on aura :

lim |B(unk)|qu = 0.

mes(E)—0
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— Montrons que limyesz)—0 [5 |[VB(tn,)|9dz =0 :

On a :
V(Bug,) = V(f(un,)) = f'(tn,) Vi,
D’ou :
/ IV By, )% = / | )|Vt |*d
E E
En appliquant I'inégalité de Holder avec les exposants (piq’ g), il découle :

/ |V B(uy, )|%dx < (/ | f (wn, )7 qu) (/E|Vunk|pdm>

Comme Vu,, converge dans LP(€2), le théoreme [1.1.13| montre que

lim |Vunk| dx = 0. (2.3.4)
mes(E)—0
D’autre part, la condition (2.3.1]), nous donne :
/ \f/(unk)|ﬁdx < 290t (aﬁqmes ) + bi-a / [t | V= pdx) :
E

Et comme W} (Q) < LP"(Q2), on a : u,, — u dans LP" (Q). Par suite en utilisant le
théoreme [I.1.13] on obtient :

lim |t |7 = 0.
mes(E)—=0 J g
Ainsi :
lim | (un, )| P77 = 0. (2.3.5)
E

mes(E)—0

De (2.3.4)) et (2.3.5)), il vient :

lim / |V B(uy, )|%dx = 0.

mes(E)—=0 J g

Nous somme alors en mesure d’appliquer le théoreme de Vitali, ce qui montre bien
que (Buy, )y — Bu, et (VBuy, )y — VBu dans LI(12).
Notons que les convergences ci-dessus sont obtenues seulement pour la suite extraite
(Un, )k, Lo raisonnement par 'absurde ce que nous avons fait dans la démonstration du
proposition 2| (Ia méthode 1) montre bien que les convergences ainsi obtenues sont
vraies pour la sulte entiere (uy),. Par conséquent (Buy,), converge vers Bu dans W, (Q),
ce qui prouve bien la continuité de B.
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Proposition 2.3.2. Soient Q un ouvert de RN, 1 < g <p < N et f : R — R une fonc-
tion localement lipschitzienne si f' satisfait la condition (2.3.1)), alors l'opérateur B défini
par :(Bu) = f(u(.)) est un opérateur borné de W, () dans W} ().

Démonstration. Montrons tout d’abord que B est borné de W, () dans L9(Q) Soient
u € W, (Q) et M >0 tels que : [lullwio) < M.

On a:
el = ([ 10y par)’

En vertu de (2.3.2)), on obtient :

IBul oy <20 [ (a0 ) 45 o
Q

< 2071 (aq mes(Q) + bq/ lu(z) EE qua:)
0

En utilisant le fait que W}(Q) — L?"(Q) — L% (), alors il existe C' > 0 tel que :

[ullz e @) < Cllullwio)-
N-p

Par suite :

Np—pq Np—pg

Bl o) < 271 (atmes(@) + 0¥ Jull S ) < 270 (atmes(e) + B0 ),

Par conséquent B est borny/(©deW,(Q) dans L9(Q2). Montrons donc la bornétude de
V(Bu), en effet :
Soit u € I/Vp1 (Q), d’aprés le théoreme de dérivation des fonctions composées on a :

V(Bu) = f'(u)Vu.

D’ou :
[1vB@dz = [ | wvapds.
Q Q
En utilisant I'inégalité de Holder avec les exposants (L, 8) et la condition imposée
pP—q q

a f’, on obtient :
/|V(Bu)|qu§2ppqq1||Vu||%pm)( mes(9)+b;’%/ |u|zév”pdx> ’
Q Q

P—q

< 2%‘1“VquLP(Q) (a%meS(Q) + b%HUH}@(@)) '
pP—q

< 207 Y| Vul|e () <a%mes(§2)+b%M”*> "

Ainsi V(Bu) est borny/ ©), nousavonsdonctabliqueBestborndans W, ().
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Le résultat suivant montre que la réciproque est vraie dans le sens ou : si B envoie
W, (Q) dans W/ () alors la condition de croissance (2.3.1)) est satisfaite (et en particulier
B est continu).

Lemme 2.3.1. [6] Soit Q un ouvert borné de RY, et ¢ une fonction mesurable non négative
sur R x RY. On définie l'opérateur By, par :

(By)(x) = d(u(x), Vu(x)).

Si By envoie W, (Q) dans L'(Q) ot 1 < p < +00, alors ¢ satisfait la condition suwante :

Np_
¢(u,m)| < C(1+ |u[¥=> +|n[?) (2.3.6)
pour tout u € R et n € RY.
Démonstration. Voir [0], page 179 O

Proposition 2.3.3. [6] Soient 1 < ¢ < p < N, Q un ouvert borné de RN et f une fonction
localement lipschitzienne de R — R.

On pose : Bu = f(u(.)) pour une fonction de Q dans R. Alors si B est bien défini de
Wy (Q) dans W} (Q), f' satisfait la condition de croissance :

3a,b > 0,¥s € R : |f/(s)| < a+ b|s| Vi (2.3.7)
Démonstration. On définie tout d’abord la fonction ¢ sur R x RY par :
o(u,m) = [ f'(w)nl*.

D’apres 'hypothese, lorsque u € W, (€2) on a que B(u) € W, (1), alors VB(u) € L(£),
or VB(u) = f'(u)Vu.
Ainsi :

| (w)Vul? € LY(Q).

Par conséquent, 'opérateur By envoie W) (Q) dans L'(Q).
Par ailleurs le lemme montre bien que ¢ satisfait la condition (2.3.6)), par suite :

lp(u )| = |f (w)nl? < C(L+ [u ¥ + |n]?).

pour tout n € RY. Donc on a
Np_ _
()] < CA+ [ul¥=> + |n")[n] ™. (2.3.8)
pour tout n € RY. Posons

Np_ —_
g(n) = (L+[u[¥=7 +[nf?)[n|~.

En calculant la dérivée de g, on obtient :

/ p—1 -1 s D —q
g/ 0n) = (Il = alnl ™ (1 [l 5 + [nl?) ) Inl .
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De plus, remarquons que si ¢'(n) = 0, alors |n| ~ |u]NL—p Ainsi ¢g atteint son minimum
N
lorsque |n| ~ |u|~-7.

Comme f’ satisfait la condition (2.3.8)) pour tout n € R, alors cette condition est satisfaite
lorsque en remplagant || par |u|~¥-7, et on aura :

—Ngq
-Pp

()]t < O (14 2ul™) ful7

D'ou :
1
)] < (€ (1 20l 55 ) [u] 55 )
< Cilu|™F + 250 |u| ¥
Par conséquent f’ satisfait (2.3.1)). H

Proposition 2.3.4. Soient Q) un ouvert borné de RN, 1 < p,q < oo des réels et f une
fonction de Q x R x RY dans R satisfait la conditon de carathéodory.
— Pour p < N, supposons que :

f,u,m) < alw) + bul 55 + cly|? (2:39)
tels que : a € LI(2) et b,c> 0.
— Pour p = N, supposons que :
|| < al) +blule +clnle (2.3.10)
tels que a € LI(2), b,c >0 et r>1.
— Pour p > N, supposons que :

|f (2, u,m)| < blw)(a(z) + c|n|) (2.3.11)

tels que a € LI(Q2) , b€ Cy(R) et ¢> 0.

On définit l'opérateur de superpostion B par :

(Bu)(z) = f(z,u(z), Vu(z)),
Alors B continu de W, (Q) dans L(€2).
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Démonstration. Montrons d’abord que B est bien défini :
Soit u € W, (), on distingue trois cas :

— 1" casp < N :
On a :

/ |(Bu)(x)*d = / f(u(z), Va(e))|'de.
Q Q
En utilisant on obtient :
/ (Bu)(2)|"dz < / la(z) + blu(@)|[ T + | Vu(z)| | de.
Q Q

avec : a € L1(Q2) et b,c > 0.
Ainsi :

/ |(Bu)(z)|%da < 22@D ( / la(x)[9dz + b7 / ()| ¥ d + / |Vu(:p)|pdm).
Q Q Q Q

Par suite :

/Q ((Bu)(2)|*dz < 22D ( /Q (a()[Pda + BOR, [l g + /Q |Vu(m)|pdx>.

avec Cy,, > 0, donnée par I'inégalité de Sobolev. Comme a € L4(Q2), u € W, ()
on en déduit bien que || B||L, ) < oo, par conséquent B est bien défini.

— 2™ casp=N:
On a :

/Q (Bu)(x)d = / (s u(), Va(e))|'de.

De (2.3.10)) et d’apres le lemme [1.1.1] on obtient :

/Q \(Bu) () |tde < 2@ ( /Q a(2)fd + 19 /Q ua)| e + ¢ /Q |vu<x>|pdx).

Ouae L), bye>0 et r>1.
D’ou :

/ |(Bu)(z)|%dx < 22(a=1) (/ la(x)|?dz + Rrbq||u||2r(ﬂ) + cq/ |Vu(x)|pdx> )
Q Q Q
avec R donnée par le théoreme de Rellich-Kondrachov (W, (Q2) < L"(€2) pour tout

r > 1). Et comme a € LY(Q), u € L"(Q), Vu € LP(z), on trouve que B est bien
défini.
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— 3™ casp> N:
On a :

[0 = [ |7, Va@)] d
Q Q
En vertu de (2.3.11)), on obtient :

/| (Bu)( |qda:</‘b 2) + | Vu(z )|§>)qu.

Ou:beC(R),aec LINQ) et ¢ > 0.
En utilisant le lemme [I.1.1] il vient :

/ |(Bu)(2)|dx < 201 / Bl (Ja(@)|? + ¢ V()P de
Q Q

En utilisant le fait que W, (Q) — C(Q), et b € C(R), en déduit bien que b(u) borny/ ©e, etparsuite : [, |(
2q—1‘|b(u)quo(m <||G'H%q(ﬂ) +c‘1||Vu||’zp(Q)> < 400. Donc il reste de montrer que B est

continu, pour ce faire on considére une suite d’éléments de W} (Q) notée (uy), conver-
gente vers u € Wpl(Q), et on va prouver que (Buy,), converge vers Bu dans L?((2).

En effet, comme (uy), converge vers u dans W}(Q), on déduit bien que u, et Vuy,
convergent dans LP(§2) vers u et Vu respectivement, et par suite :

Up —> U €N Mesure.

et :
Vu, — Vu en mesure.

Par conséquent :
f(x,un(2), Vuy(x)) — f (z,u(z), Vu(z)) en mesure.

Ainsi, on va montrer que limesz)—s0 | 5| B(u,)|? = 0 pour E C Q mesurable, on dis-
tingue donc trois cas :

— 1" casp< N:

En utilisant (2.3.9)), on obtient :

(@, (), Vi ()] < a(@) + blun ()| T87 + | Vu, ()]

avec a € L1(Q)) et b,c > 0.
Par ailleurs :

/!Bun \qu</‘ )+ bun ()TN + | Vun ()]
< 91 /|a(x)|qu—|—bq/ lun(a:)lf&dﬁc"/ [Vn(2)[ da.
E B F
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Comme a € LI(Q), on a : limy,esm)—s0 5, |a(x)|?dz = 0.

Et grace a la convergence Vu, — Vu dans LP(Q) et le théoreme (1.1.13]), on

trouve :
lim / |Vu,|? = 0.
mes(E)—0 J

D’apres l'inégalité de Sobolev et la convergence u, — u dans Wpl(Q), il existe
Cn,p > 0 tel que :
||un - UHLP*(Q) S CN.pHun - UHWZ}(Q)

Ainsi u,, — u dans LP"(Q), le théoréme [1.1.13| montre que :

lim / lun | =0
mes(E)—0 Jp
Par ailleurs :

lim /|B(un)|q:O
mes(E)—0 J

— 2™ casp=N:

D’une maniere analogue on démontre que lim,,es(z)—o f 5 |B(u,)|? =0 pourp =N,
en effet :
De la condition de croissance ([2.3.10)), on a :

[ (@, un(x), Vun (2)] < () + blun(@)]7 + | Vay (@)1,

Ouae L) et byc>0, r>1.
Par suite :

[ 1Bt < [

§22<q_1)/ \a(a:)\qda:+bq/ |un(:v)|rd:v+cq/ |Vu,(x)|Pd.
E E B

T p |4
a(z) + blup(x)|7 + ¢|Vu,(x)|| dz.

Comme a € L(2) et Vu,, — Vu dans LP(€2), on a :

mes(E)—0

lim / la()|%dz = 0.
E

Et :

lim / |Vu,|? = 0.
mes(E)—0 J

De méme par U'injection continue de W, (Q) dans L"(2) pour Vr € [1, ocl, il existe
R > 0 de sorte que :

[un — ullzr@) < Rllun — ullwy@)-
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Par conséquent :
u, — u dans L"(Q)

En appliquant le théoréme [I.1.13] on obtient :

hm /|un| =0

lim / |B(uy)|” = 0.
E

mes(E)—0

Par suite :

— 3™ casp> N:
D’apres la condition (2.3.11]) imposée a f, on a :

/|Bu |qu</‘b ©) + | Vuli )(

/ (Bu)(x)|7dz < 207! / B[ (ja(@)]? + | Vul?) de

Et comme b(u) borny/ ©e : [, [(Bu)(x)|%dz < 297 [b(u) |1 _ ([, la(z)|%dz + ¢ [, |Vu(z)[Pdz) .Demmee

Ainsi :

On peut maintenant appliquer le théoreme [1.1.13] on déduit bien que (Bu,) converge
vers B(u) dans L(€2). On a ainsi démontrer la continuité de B.

]



Chapitre 3

Application a une classe de problemes
elliptiques quasi-linéaires

Dans ce chapitre
On s’intéresse a étudier ’existence des solutions de quelques problemes elliptiques
quasi-linéaire par la méthode du point fixe.

3.1 Application a un probleme elliptique avec croissance
sous linéaire en gradient

3.1.1 Position du probleme

Dans cette section on va étudier 'existence et 'unicité d une solution pour un probleme
quasi-linéaires, en utilisant ’alternative de Leray-Schauder.
Soit 2 C RY un ouvert borné, et A > 0. On consideére le probléme suivant :

—div(A(x)Vu) + Au = H(z,Vu) + f Q
(P):
u € H(Q).
Ou : A = (a;j)1<i j<n une matrice qui vérifie les propiétés suivantes :
a;; € L>(Q2) pour tout 1 <i,j <N (3.1.1)
Ainsi la condition d’ellipticité (ou de coercivité) :
N
da > 0: A(z)é€ = Z ai;(2)&& > al€)? pp v €Q, et tout £ € RY. (3.1.2)
ij=1

feHQ) (3.1.3)
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Et H(x,£) une fonction satisfait :

|H(z,&)| < [b(z)] (I€] +1) (3.1.4)
|H(z,§) — H(z,n)| < [b(x)[|€ — 1] (3.1.5)
o be LV(Q). (3.1.6)

Proposition 3.1.1. [{/(Principe de maximum)
Soit w une fonction de Hy(SY), qui satisfait :

—div(A(z)Vw) + Aw < [b(x)||Vw| sur 2.
oube LN(Q). Alors : w <0.

Démonstration. Pour k > 0, prenons (w — k), comme fonction test, on obtient :

/A )WVwV(w—k)pde + X | ww—k +dx</]b ||Vw|(w — k)4 da.

Q

Notons wy = (w — k)4, alors Vwy, = 1=, V(w — k), et comme Vw = V(w — k), il vient :

/ A(x)VwVuwdr = | A(z)V(w — k)Vwgdx
Q

I I
S— S— S —

A(x)V(w — k)1 = V(w — k)dx
A(x)V(w — k)12, V(v — k)dz

A(z)VwpVwidx

D’autre part :
)\/Qw(w— By de = )\/Q(w k4 k) (w - B)ypde
_ )\/Q(w ) (w— ) de + Ak:/ﬂ(w — k).da
_ A/Q@J ) Lusk(w — K)dz + Ak /Q(w —k)yda

_ A/@J - k)id:ch)\k/(w— k). do
Q Q
= Mlwrll?, ) + Mellwkll Ly @) > 0.

Par conséquent :

/A(x)Vkawkdazgf\b(x)]|Vwk|wkdx
Q 0

< / 1L, [b()|| Veon [wnda
Q
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Ou :

Er={reQ:w(x) >k, |Vw(z) > 0}.
Il vient donc par la coercivité de A que :

a/ |Vw|2dz < / 1g, |b(2)||Vwg|widz.

Q Q
En utilisant 1'inégalité de Holder avec les exposants (N , 2, 13—]_\[2), on trouve :
o [ Ve < 1Bl | Vot a0
Rappelons que 2* = %
Par ailleurs :
a/ |Vwy|?dr < Cnpllbll s, / |V [2de. (3.1.7)
Q Q

avec Cy, donnée par L’inégalité de Sobolev.

En raisonnant donc par ’absurde, supposons que supw > 0 et M = supw, on distigne

deux cas :

1 -Si M = +oo, alors limy_,); ), = @ et par suite :

lim mes(Ey) =0 (3.1.8)

k—M

2 - Si M < 400, en faisant tendre k vers M, il suit :

Ey={zeQ:wx)>M, |[Vw(z)| >0}

={reQ:wx)>M, |Vw()| >0tU{reQ:wx)=M, |Vw(z)| > 0}.

Or M = supw, par conséquent :
{r€eQ:w(x)>M, |Vwu(r) >0} =02.
D’autre part, si w(z) = M alors |[Vw(z)| =0 p.p sur €2, donc :

{reQ:wx)=M, |Vw(z)| >0} =2.

Ainsi :
k—M
D’ou :
lim mes(E;) =0 (3.1.9)

k—M
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On conclut bien avec (3.1.8)) et (3.1.9) que :

lim mes(E)) = 0.

k—M

Par conséquent ||b]| 1 (g,) — 0 quand k — M, c’est a dire kg < M tel que :

o
16l Ly () < m , pour k > k.

Quitte a remplager k par ko dans (3.1.7), on en déduit :
o /Q Vg < Oyl /Q Ve, d.

< g/ |V, [*d.
2 Jq

Par suite :
Q@
—/ |V, [*dx < 0.
2 Jo

En utilisant le fait que Vwy, = 1,5k, Vw, on aura que :

o

—/]1w>k0|Vw|2dx§O.
2 Ja

Comme Vw # 0 sur Fy,, on déduit bien (comme Ey, C {z € 2, w(z) > ko}) que
Vw#0 sur {z €, w(x)>k}.

Ce qui justifie bien que : 1,5, = 0. Ainsi w < kg < M.
Par passage au sup, on obtient : sup w < M, on aura finalement une contradiction, nous

avons donc établi que w(x) < 0.
0

3.1.2 Existence et unicité
Théoreme 3.1.1. Sous les hypotheses ci-dessus, il existe au moins une solution faible

u € HY Q) de (P). C’est a dire :

/QA(:L*)Vu(x)VMx)d:E—i-)\/Qu(:t)(/b(x)dx = /H(x,Vu)¢(x)dx+/Qf(m)¢(x)dx
pour tout ¢ € Hy ().

Proposition 3.1.2. Sous les hypotheses (3.1.3),(3.1.2)),(3.1.4)),(3.1.5),(3.1.6) on définit pour
tout v € Hy(Q) Uopérateur T : Hy () — HY(Q) par :

—div(A(z)Vu) + M= H(z,Vv) + f Q (P.1)
Tw)=u<%x
u e H} () (P.2)
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Alors :
(i) T continu.
(i.i) T complétement continu.
(i.i.i) 3IM > 0 pour tout u € Hy(Q) et pour tout § € [0,1] tel que : ||lullgz ) < M

u=0T(u).

Démonstration. 1. Montrons d’abord que T est bien défini :

En multipliant 1'équation (P.1) par un élément ¢ € HZ(2), en intégrant sur Q et
en utilisant la formule de Green, on obtient :

/ A(z)VuVedr + A / updr = / H(z,Vv)gdx + (f, ¢)
Q Q Q

Posons :

a(u, @) :/QA(x)Vqubdqu)\/ﬂugbdx.
19) = | Hie.Voyode +(7,0).

Il est clair que af.,.) est une forme bilinéaire, montrons qu’elle est coercive :
Soit u € Hy(Q2), on a :

alu,u) :/A(:E)VuVudx+)\/u2dx.
Q Q

En vertu de (3.1.2), on a qu’il existe a > 0, tel que :

a(u,u) > a/ \Vu\2d:c+)\/u2d:c
0 0

Comme A\ > 0, On obtient :
ou0) 2 a [ [VuPds = alful e
Q

Par conséquent af(.,.) est coercive. Donc il suffit de montrer qu’elle est continue.
En effet, soit ¢ € HL(Q) :
On a:

la(u, 6)] < / |A(2) VuVlde + A / lugldz
Q Q
De (3.1.1)), il existe C' > 0 tel que :
la(u, )] < CJ|Allo.. / VuVldr + A / ugldz
Q Q

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient :

|a(u, §)] < CllA[| e IVull L) [V Lot + Ml o 19 2o
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Par suite :

la(u, )] < CllAl|w@IVullo@ IVl Lot@) + ACI Vil y@) IVl Law)

avec Cq donnée par 'inégalité de Poincaré.
Par conséquent :

la(u, @) < (CllANlLai) + ACH) lull myo 161l my o)

D’otu af.,.) continue .
Montrons donc que H(z,Vv) € H1(Q) :
Soit v € H}(Q2), d’apres (3.1.4)), on a :

[l w0 e < [ @) # (9] + )% a0
Q Q

En vertu de lemme [1.1.1}, on obtient :

/IH(x,Vv)I%dxgﬂfz‘l U |b(x)yz3fz|vuyz3fzda:+/ |b(;1:)yifzdx]
Q Q Q

En utilisant I'inégalité de Holder avec les exposants (%, %), on aura :

2 N
2 2 N+2 N2
/ H(z, Vo) P2 de < 2881 </ |b(m)|Ndx> (/ |Vv|2dx>
0 Q Q
+213fz—1/ |b(z)| ¥+ da
0
Et comme LY (Q) — L%(Q), alors il existe un C' > 0 tel que :

162 o @ < CllbllLy -

N+2
Par conséquent :
2N 2N 2N
[ 1 < 20 (HbHﬁ;?Q)HWH P Lo %)) < oo
D’ou : -
H(z,Vv) € L~v+2(9Q)

Par conséquent :
H(z,Vv) € H ().

Par ailleurs [ € H~!(€). Nous somme donc en mesure d’appliquer le théoréme de
Lax-Milgram qui assure Pexistence et 'unicité d'un v € H{(2) tel que :

/ A(x)VuVodx + )\/ updr = a(u, d) = () = / H(z,Vv)odx + (f, 0)
Q 0 Q

pour tout ¢ € H} ()
On conclut alors que T est bien défini.
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2. Montrons que T’ continu :
Soit (vy,), une suite d’élements de HE(§2) convergente vers v, on note u, = T(v,,)
et u =T(v).
On ait :
—div(A(x)Vuy,) + Au, = H(z, Vo) + f

—div(A(x)Vu) + Au = H(z,Vv) +

En faisant la différence entre ces deux égalités, il vient :
— div(A(x)V(u, — ) + NMu, —u) = H(z, Vu,) — H(z, Vv) (3.1.1)

En multipliant (3.1.1)) par (u, — u) et en intégrant sur 2, on trouve :

/QAV(un —u)V(u, —u) + )\/

Q

(u,, —u)? = / (H(x,Vv,) — H(x,Vv)) (u, —u).
Q
En vertu de (3.1.2), on en déduit :
a|V(u, — )| < A@)V (U, — )V (up — ).
Comme A >0 :

IV (uy, — ) [* + Mup — ul?

| Vu, —u)* <a
< A(2)V(up — u)V (u, — u) + Au, — ul?.

En intégrant sur €2, il vient :

oz/ IV (up, — )| da < / A(x)V (up — u)V (u, —u)dx + )\/ |y, — ul|*dx
Q 0 0

< /]H(:L‘, Vu,) — H(z, V)| |u, — u|dx.
D’apres (3.1.5)) :

a/ IV ()2 < / 1b(2)|[Von — Vo[t — ulde.
Q Q
En utilisant I'inégalité de Holder, on aura :

o [ 1960 = )P < Bl V00 = Dsaiollin = ulle g,

Par suite :

04/Q [V (= w)[Pdz < CplIbll L@ IV (v = ) Lo llun — wll g o)
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avec Cy,, donnée par 'inégalité de Sobolev. D’ou :
allun = ullfp o) < Onpllbllo@llvn = vlly@llun — wll gy o)
Par conséquent :

Cnplbll Ly
lun — ull g1 < %an — |l

On conclut bien avec la convergence de (vy,),, vers v dans Hj (), que (uy,),, converge
fortement dans H}(Q) vers u. Ce qui prouve la continuité de opérateur 7T'.

3. Montrons donc que 7' est completement continu :
Soit (v,), une suite bornée dans Hj (), on note u, = T(v,,).
On ait :
—div(A(z)Vuy,) + Aup, = H(z, Vu,) + f

On prend u,, comme fonction test, on obtient :

/A(m)VunVunda: + )\/
Q

uldr = / H(z, Vo, )updx + (f, uy)
Q Q

D’apres (3.1.2), on aura :
a/ |Vu,|*dx ga/ |Vun]2dx+)\/uid:c
Q Q Q
< [ Vo )unds + (f0,)
Q
< [ |G Vol do -+ |(F )
Q
Par I'hypothese (3.1.4) :
o [ IVunlds < [ @I Tellunlds + [ blfunlde + (7. w,)
Q Q Q

Comme f € H~1(Q), il existe C' > 0 tel que :

|(fs un)| < Cllunl g

Par conséquent :

o / VunPde < / 1b(2) [ Vo lun|dz + / 16() [tnld + C il 3 e

En appliquant l'inégalité de Holder aux deux premiers termes obtenus avec les

exposants (N, 2, ]3—1172) et (2,2) respectivement, on obtient :

o [ Ve < [Blleyion IV enllalltale g, o, + Wlsainllo sy + Cl g
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Par suite :
Oé/Q [V [*de < Cnp [l @) | Voul Lo l[tn ]l 113 0

+OQ||b||L2(Q)HvunHLz(Q) + C”unHHg(Q)

Avec Cy, et Cq données par le théoreme d’injection de sobolev et I'inégalité de
poincaré.
D’ou :

Chnp|lb Collb C
| 12 ) < Mﬂvnﬂm(m n llbll o +
0 a f o

Comme (v,,),, bornée dans H} (£2) on conclut bien que (u,), bornée dans H} () qui
est réflexif, on peut donc supposer apres 'extration d’une sous suite encore notée
(un)n qu'il existe u € HL(Q) telles que :

u, —u faiblement dans Hj(Q)
Par ailleurs, le théoreme de Rellich on a :
u, — u fortement dans L*(Q)

Ainsi, la réciproque de la convergence dominée montre qu’on peut encore extraire
une sous suite (on ne renumérote pas ) et une fonction g € L*(QQ) telles que :

Up, —> u p.p sur )

Et :
|Un| <g p.psur Q

D’autre part on a :
A(x)Vu, + A, = H(x,Vu,) + f.

En prenant donc u, — u comme fonction test, on aura :

/Q A) VitV (1 —1)dz+\ /

un(un—u)dx:/H(x, V)V (uy—u)dz+(f, u,—u)
Q 0

D’ou :
/ A(z)V (uy, — u)V(u, — u)dr = / H(z, Vv,V (u, — u)dz + (f,u, — u)
Q Q
—/ A(x)VuV (u, — u)dx — /\/ Up (U, — u)dz
Q Q
En utilisant I'hypothese (3.1.2)), il vient :

a/Q IV (u, —u)|Pdr < /QH(x, V)V (u, —u)dx + (f, un, — u)

—/QA(x)VuV(un —u)dz — A/Qun(un — u)dz
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On en déduit que (en utilisant le fait que u,, — u faiblement dans HJ(f)) :
(fa Up — U) —0

De méme, grace a (3.1.1]) et la convergence faible de Vu,, dans L?(£2), on obtient :
/ A@) VY (un — w)de < CJA| o / VuV (u, — w)de — 0
Q Q

Ainsi, d’aprés I'inégalité de Cauchy Schwartz et la bornétude de (u,), dans H}(Q)
et la convergence forte de u, — u dans L?*(€2), il découle :

/ U (Up, — uw)dz — 0
Q
En regroupant les trois convergences ci-dessus, on en déduit :
04/ IV (u,, — u)|Pdzx < / H(z,Vu,)(u, —u)dz + ¢,
Q Q
Ou:eg, — 0.

Afin de démontrer que le deuxieme terme 'inégalité tend vers zéro, nous utilisons
une technique de troncature.On définit pour &k > 0 les fonctions de trancature
suivantes :
s ls| <k
s
k— |s| >k
||
Ainsi, on définit G(s) par Gi(s) = s — Ti(s).
Pour k£ > 0 posons Ay = {|u, — u| > k}, alors on obtient :

Tk(S) =

/QH(:L’, V) (t, — u)de = /QH(ac, V) (Th(un — u) + Gi(u, —u)) dx

Comme Gy(s) < |s| et suppGy = Ag, on aura :
/ H(z,Vv,)(u, —u)dr < / H(z,Vv,)T(u, —u)dx + H(x,Vu,)|u, — uldz
Q Q Ay

D’apres (3.1.4]), on obtient :

/QH(:U, Vo) (u, —u)dr < /QH(:L‘, Vo )Ty (u, — u)dz+

|b(x) || Vo, ||u, — uldx +/ |b(z)||un — uldx

Ag Ag

En appliquant I'inégalité de Holder avec les exposants (N, 2, ]\2,—]_\72) et I'inégalité de
Cauchy Schwartz, on obtient :

/QH(x, Vo) (u, —u)dr < /QH(:E, Vo, )Tk (u, — u)dx
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+HbHLN(Ak)”VUnHLz(Q)Hun - UHL%(Q) + Hb”Lz(Ak)Hun - u”LZ(Ak)

Par conséquent :
/ H(z,Vou,)(u, —u)dr < / H(x,Vu,)Ti(u, — u)dz
Q Q

+CN~prHLN(Ak)van”Lz(Q)Hun - UHH(}(Q) + HbHLz(Ak)Hun - uHLE(Ak)

Ou Cy,, donnée par le théoreme d’inégalité de Sobolev .
Et comme les suites (vy,), et (u,), sont bornées dans H} (), on peut supposer qu’il
existe Cyp > 0 tel que :

/QH(:IZ‘, Vo) (u, —u)dr < /QH(:L', Vo, )Tk (u, — u)dx

2=

e ( / |b<x>|N) bl — wllzaay
k

Lorsque en faisant tendre n vers 400, le dernier terme sera tend vers zéro (car
up, — u dans L?(Q)). De plus pour tout réel p > 1, Ty,(u,, — u) — 0, en effet :
A partir de la définition de T}, on obtient Pour tout k > 0 fixé :

k St Uy, —u >k
Ti(ty —u) =< up —u st |u, —ul <k
—k st u, —u<k
Ainsi :
|Te(u, —u)| <k

D’autre part on a :
up(z) = u(x) ppaxe.

Par concéquent lorsque n — 400, on obtient : |u,(z) — u(x)| < k.
Par ailleurs :

Ti(up(z) —u(z)) = up(z) —u(x) -0 ppx e

En appliquant le théoreme de la convergence dominée on en déduit bien que
T (u, — u) converge fortement vers 0 dans L?(§2) pour tout p > 1.

Par suite, de 'hypothese (3.1.4]) et I'inégalité de Holder, on obtient :

/Q H (2, Vou) Tt — w)dz] < 18]l .01V 0l a1 T (1 — ) L2562

T (v — ) || o) 10]| Lo (0)
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Comme (vy,), bornée dans H} () et b € LY (2) on conclut bien qu'il existe C' > 0,
tel que :

< O\ Tk (un — w5 + 1Tk (wn — w) || Lo |0l 2o (2

/QH(JI, Vo )Tk (u, — u)dz

Or : Ti(u, —u) — 0 fortement dans L*(Q2), Vp > 1.
Alors :

/ |H(x, Vvu,) Ty (u, — u)| dz — 0 quand n — 400
0
D’ou :

%
lim a/ IV (u,, — u)|*dz < Cysup </ ]b(m)|N>
n——+o0o Q n Ay

Comme u,, — u dans L*(f2), on en déduit que u, — u en mesure, et par suite
mesA, — 0 quand k — 4o00.
Par conséquent :

a/ IV (u,, — u)|*dz — 0.
0

D’ot : u, — u fortement dans H}(Q2), ( On note que cette convergence est obtenue
seulement pour la suite extraite). Donc on a bien montrer que 7" est completement
continu.

Il reste alors de montrer (ii7), pour ce faire, en raisonnant par l’absurde.

Pour tout n > 0, u, € H}(Q) et 4, € [0, 1], supposons que :

u=06,T(uy) et |[unllmi =n.

Par suite :
[unll ) — +o0
Et :
—div(A(z)Vuy,) + Ay, = 0,H (z, Vu,) + 0, f(2)

Posons donc :
Up
Wy, = ———
HunHHg(Q)
Par conséquent :
||wn||Hg(Q) =1

Et :
H(z,Vuy,)

HUnHHg(Q)

1
< [b(@)] | [Vwn| + 7———
||UnHH3(Q)

f

||UnHH3(Q)

— div(A(z)Vw,) + Aw, = 6, + 0p, (3.1.2)

H(z,Vu,)

HunHH(}(Q)
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Grace a la bornétude de la suite (wy,), dans Hg(£2), on déduit bien que

est bornée dans H~ ().
D’autre part (w,), est bornée dans H} (£2) et donc apres extraction eventuelle d'une
sous suite, on supposer qu'il existe w € H; telle que :

w, — w faiblement dans Hy ().
Vw, = Vw faiblement dans L*(9).
w, — w fortement dans L*(€).

Par un raisonnement similaire a celui de la suite (u,),, on montre que la suite
(wn)n converge vers w dans H}(Q).

En effet :
Prenons (w, — w) comme fonction test dans (3.1.2), on obtient :
H(z,Vu, 1
/|V n— w)|2dr < (z, u)(n—w)dx+—(f,wn—w)
||Un||H1 ||Un||H3(Q)

—)\/an(wn —w)dx — /QA(J:)VWV(wn — w)dzx

H(z,Vu, .
Grace a la bornétude de %dans H71(Q) et la convergence faible de w,
Unllmg ()
dans H} (), on aura :
H(z,Vuy,)

(wp —w)dz — 0
Q ||Un||H5(Q)

De méme pour les derniers termes en utilisant le fait que :
w, — w faiblement dans Hy(Q).

w, — w fortement dans L*(£).
Vw, — Vw faiblement dans L*(9).

On déduit bien que w, converge vers w dans H} ().
En vertu de (3.1.2)) et (3.1.4]), on onbtient :

— div(A(x)Vwy,) + Aw, < [0(2)] | [Vw,| + _ + (5nﬂ (3.1.3)
||UnHH3(Q)

Hun”Hé(Q)

En multipliant (3.1.3)) par un élément ¢ € H}(£2) tel que ¢ > 0 et en integrant, on
aura :

/A(:c)anngdm+)\/wn¢daz
Q Q
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1
§/|b(x)| |\Vw,| + — ¢dx+5n/4q§dx
Q ||Un||H3(Q) Q ||Un||Hg(Q)

En passant a la limite quand n — +00, on obtient :

/A(x)VwV(bdm—i—/\/wgzﬁde / |b(x)|Vwodx (3.1.4)
0 Q Q

D’apres la proposition [3.1.1} on conclut bien que w < 0.
D’une maniere analogue on démontre que —w vérifie , par suite w > 0. Par
conséquent w = 0 ce qui contredit avec [lwy[|g1(q) = 1. Nous allons donc établi que
lopérateur T satisfait (4.1.7).

O

Nous somme alors en mesure d’appliquer le théoreme de Leray-Schauder qui montre
que l'opérateur T admet au moins un point fixe, il existe donc u € H(Q) tel que :
T(u) = u. Autrement dit :

/Q A(z)VuVedr + A /

Q

uddz = / H(z, Vu)pdz + (f,¢) Vo € HY(Q).
Q

La fonction u ainsi trouver est une solution de (P).

En concluant cette section par un résultat d’unicité qui montre qu’il n’y a pas d’autre
solution que celle que nous avons déja construire. Le résultat repose sur 1'utilisation du
principe de comparaison que nous allons énoncer apres le lemme et la définition suivants :

Définition 3.1.1. (sous et sur solution)
Soit w € Hy(). On dit que u est une sur-(resp.sous-) solution de (P) si pour tout
¢ € Hi(Q) telle que ¢ >0, on a :

/A(x)Vqubda:+)\/ updr > / H(z,Vu)pdz + (f, ¢).
0 Q 0

(resp < /Q H(x,Vu)¢dx+(f,¢)>.

Lemme 3.1.1. [1/(Kato)
Soit u € L. () telle que Vu € L, (), et ¢ une fonction convexe, alors on a :

loc loc
Ad(u) > ¢ (uw)Au.

Théoréme 3.1.2. [J/(Principe de comparaison)
Soit uy et uy sous et sur-solution de (P). Supposons que u; < uy sur le bord de €.
Alors up < ug sur € tout entier.



3.1 Application a un probleme elliptique avec croissance sous linéaire en gradient 52

Démonstration. Soit u; sous-solution et uy sur-solution de (P), alors pour tout ¢ € Hj ()
telle que ¢ > 0, on a :

/A(:E)Vu1ngd$+)\/ urpdr < / H(z,Vuy)pdz + (f, o).
Q Q

Q
et :
/A(x)Vu2V¢dx+/\/ ugpdx > / H(z,Vug)ddz + (f, ¢).
Q Q Q
D’ou :

/Q A(@)V (11 — 1) Vodz + A /

(up — ug)pdr < / (H(z,Vuy) — H(z,Vus)) ¢dx.
Q

Q

Posons w = u; — us, alors pour tout ¢ € Hy () telle que ¢ > 0 on obtient :

/QA(x)VwV<bdx + )\/

wodr < / (H(x,Vuy) — H(z,Vug)) ¢dz.
Q Q

En vertu de (3.1.5)), il vient :
/ A(2) VeV éde + A / wod < / 1b(a) || Vo] b
Q 0 0
Ainsi w satisfait :

— div(A(z)Vw) + w < |b(z)||Vw]. (3.1.5)
Il suffit donc de montrer que w, satisfait (3.1.5)), pour cela on utilise le lemme de Kato il

vient :
—div(A(x)Vwy) < =1,50div(A(z)Vw).
il s’ensuit :
—div(A(x)Vw,) + My < —1sodiv(A(z)Vw) + Aw,.
Nous avons que wy = 1,-ow, remplagons cette égalité dans I'inégalité qui la précede, on
obtient :
—div(A(x)Vwy) + My < —1sodiv(A(z)Vw) + M, ow.

En utilisant (3.1.5)), on obtient :

—div(A(x)Vwy) + My < —Tysolb(z)||Vw].
< [b(2)[[Vew|.
Nous avons donc établi que w, satisfait (3.1.5)), il suffit ici d’appliquer la proposition du

Principe de maximum (3.1.3)), il suit que u; < us sur §2 tout entier.
O
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3.2 Application a un probleme elliptique avec croissance
sous quadratique

3.2.1 Position du probleme

Dans la section précédente, nous avons vu que lorsque le comportement de H et linéaire
en gradient, alors nous avons l'existence et 'unicité d’une solution faible dans H ().
Si l'on s’interesse a un comportement surlinéaire en gradient nous considérons le probleme
suivant :

—Au=|VulP+ f  dans Q
(P2) :
u € Hy(Q)

Ou fe L*() et p>1.

Le probleme (P,) admet au moins une solution, plus précisément, pour montrer I’exis-
tence d’une solution de (P,), on applique le théoreme du point fixe de Schauder. Pour cela,
on considere l'opérateur T : H}(Q) — H}(Q) qui & v € H}(Q) associe 'unique solution
u=T(v) € Hj(2) du probleme suivant :

—Au = |Vu[P~2|Vo|[Vu|+ f  Q
TWw)=u<x
u € H}(Q)

Tout d’abord, on va montrer que 1" est bien défini, pour ce faire en considérant 'opérateur
de superposition B par :

B: H}Q) — LY(Q)
v +— B(v) = |[VoP2Vu

2
L <1+ — :
orsque p < 1 + N’ on a

|B(v)] = [|Vu[P~2Vu| < |Vo| 7.

D’ou B satisfait la condition de croissance ([2.3.9)), ainsi la proposition montre que
B est bien défini de H}(2) dans L™ (), on peut alors utiliser le résultat déja démontré
dans la proposition [3.1.2], on en déduit que T est bien défini.

De plus lorsque p < N + 1, Popérateur B est continu de H}(2) dans LY (Q), et :

B lee = ([ 190072%a0) " < ([ [9kae)” < ooy (320
Q Q

2|~
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3.2.2 Existence de solutions

Dans ce qui suit nous allons montrer que l'opérateur 7" admet au moins un point fixe
en utilisant le théoreme de Schauder. On va montrer pour un certain rayon R > 0 bien

choisi, que l'opérateur T" envoie la boule C' = {v € Hy(Q), vl gy < R} dans elle méme,

ainsi on montre que T est continu et complétement continu de H} () dans H} (). En
effet :
On ait :

—Au = [VuP7?|Vo||[Vu] + f.

Prenons u comme fonction test, et en utilisant 1'inégalité de Holder, il vient :

/]Vu|2dx:/]Vv|p1VvVuudx+/fudx
0 0 0

:/B(U)Vuudx—i-/fudx
Q [9]
< 1By @IVl ey e @) + / Jude.

En utilisant le fait que f € L*>(2), et en appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz nous
en déduisons que :

1
/QIVUIle“ < [1Blly@ IVulla@lull Lo @) + (mes(2))2 lullo@ll fll e @

Avec Cq et Cy,, données par les inégalités de poincaré et Sobolev, on obtient :

1
/Q|VU|2 < Onopll Bll oy @Vl Ly |Vl Ly) + Ca (mes(2))2 || Vul| Ly | fll 2o @)
Par suite :

1
lull za) = IVullra@) < OnpllBll oy @[ VUl py@) + Ca (mes(€2))? [ fllr. )

D’ou :
1
(1= Cnpll Bllzy@) llull @) < Ca (mes()? [[f |z
Alors si : 1 — Cnyp|| By >0, on a:

Cq (mes(Q))%
— Oyl Bllye

[ull g ) < 1 [PAIFEY

En vertu (3.2.1)), on obtient :
Cq (mes(£2))

- CNpHUHHOl(Q)

o=

Co, (mes(Q))?
[P m”ﬂhm(m

HUHH(%(Q) =7
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1
C Q)2
Ainsi, on choisit R de sorte que: 1 —Cy,R >0 et MHf”LOO(Q) <R.
1 —-Cn,pR
D’ou : .
R < . 3.2.1
s (3.2.1)
et : )
OB — R+ Ca (mes(@) || 1y < 0 (3.2.2)
1
Lorsque ) < —, le discriminant d’équation :
et < e e mes@)?

CnpR? — R+ Ca (mes(Q))? ||l =0

est donc positif, par ailleurs ’équation admet deux solution :

1= \1- 40, Calmes()} 1.0

R
! 20,

o L1 40 Colmes @) o
2 2CN,p

Donc il suffit ici de prendre R = Ry, pour que R vérifie (3.2.1) et (3.2.2). Ce qui montre
bien que T'(C) C C.

Montrons alors que 71" continu :
Soit (vy, ), une suite d’éléments de H{ (€2) convergente vers v dans Hj(2), on note T'(v) = u,
et B(v) = |Vv|P~2Vo, alors :
—Au = B(v)Vu+ f.
—Au,, = B(v,)Vu, + f.

Par suite :
A(u, —u) = B(v,)Vu, — B(v)Vu.

B(v,)Vu,, — B(v)Vu — B(v,)Vu + B(v,)Vu.
B(vy,) (Vu, — Vu) + Vu (B(v,) — B(v)) .

En mulltipliant par (u, — u), et en integrant sur €2, on obtient :

/Q 1V (- )2 = /QB(UH)V(U,L — ) (up — w)dz + /Q Vau (B(on) — B)) (w, — u)da.

En utilisant I'inégalité de Holder, on aura :
/Q IV (= w)*de < || B(va) Ly @IV (un — )| oy llun — ullz,. 0

HIVull @l B(on) = B)lLy@llun = ullL,. @)



3.2 Application a un probleme elliptique avec croissance sous quadratique 56

Par conséquent :
/Q |V (un — w)Pdz < Onyl| Ba) | Ly@IV (wn = w)ll @IV (= )l 20

+ON VUl Lol B(va) = B)||Ly@ IV (tn = w)l| Lo

avec C, donnée par I'inégalité de Sobolev.
Par suite :

[tn = ull () < Cnpll Bwn)llLy @ llun — ullmy@) + Cnapll Vully@ | B(vn) = B(0)||Ly@)-
Alors :

(1= CnpllB)llow@) lun = ullmy) < CnopllVull @l B(vn) = B(0)|[Ly@)-
Par conséquent :

Cy HVUHL ()
ltn = wllmyqey < T— e
0 () 1— CN.pHB(Un)HLN(Q)

1B(va) = B(v)|ly9)-

2
Nous verons plus loin que si p < 1+ N alors T" en tant qu’'un opérateur est continu et

borné de H}(2) dans LY (Q), par suite on aura :
1B (vn) = B(v)||lLy() = 0

et :
1B(va) L) < llonllgi) < R
D’ou :
lun = ull g ) — 0

Ce qui prouve la continuité de T'.

Il nous reste a montrer que T' est completement continu, pour ce faire, on considere
une suite (v,), bornée dans H}(2), on note T'(v,) = u,, on trouve :

—Au, = B(v,)Vu, + f.

Prenons u,, comme fonction test, on obtient :

/|Vun|2dx:/B(vn)Vunundx+/fundx
Q Q Q

En appliquant I'inégalité de Holder avec les exposants (IV,2,2*%), il vient :

/Q Va2 < B0 (@) IVt a0 1 e + / Fitndls
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En utilisant le fait que f € L*>°(Q2), on aura :
/Q Ve < [1B(0) oI Vetnll ooy 1t o) + 1l / ot |

Par suite d’apres les inégalités de sobolev et Cauchy Schwartz, on onbtient :

1
/Q|Vun|2dl’ < Onopll Bn) | zw @ Vil Lo@) [ Vtn Lo @) + | f1 Lo () (mes(€2)) 2 || tn || £, @)

Par conséquent :

/Q Vw2 < Covpll B (0| o 01Vt ooy | Vil o)

1
0l fll Loy (mes(Q2))2 [V || Ly
Avec Cq donnée par I'inégalité de Poincaré.
Ainsi : )
Ca(mes(Q))z
[t ) < 1 oot
V=T = Oyl Bon) [y

En vertu de (3.2.1)), on déduit d’apres la bornétude de v, que B(v,) borny/ ©edansLY (),
par conséquent on conclut bien que u, bornée dans H}(Q2). On peut donc supposer apres
extraction d’une sous suite qu'il existe u € Hj (), telle que :

u, —u faiblement dans Hy ().

Vu, — Vu faiblement dans L*(Q).

D’autre part on a :
—Au, = B(v,)Vu, + f.

En multipliant par w,, — u, et en integrant sur €2, on trouve :

/ Vu,V(u, —u)dx = / B(v,) Vg, (u, — w)dx + (f, u, — u).
Q Q

D’ou :
/Q |V (u, —u)|*dx = /QB(vn)Vun(un —u)dr + (f,u, —u) — /QVUV(Un — u)dz.

De méme en utilisant I'inégalité de Holder, et on divise sur |[u, — ul| g1 (q), on aura :

! (f. tn — ) !
Sy — U) —
1 — OnypllBllzy@ 1 — Cnopl| By

Comme u,, — u dans H}(Q) et Vu,, = Vu dans L?(2), on obtient :

[tn — ull g0y < /QVUV(un —u)dz.

(fsun —u) =0 et /VuV(un—u)dx—H)
Q
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Par conséquent :|[u, — ul[ g1 () — 0, (on notera que la convergence est obtenue seulement
pour la suite extraite). Alors on a bien montrer que 7" est complétement continu.

11 suffit ici d’appliquer le théoreme de Schauder . L’opérateur 7" est bien défini continu
et completement continu de Hj () dans HJ (), il existe R > 0 tel que T envoie la boule
de centre 0 et de rayon R dans elle méme. Le théoreme de Schauder [I.4.3 permet alors de
dire qu'il existe u dans cette boule(et donc dans H}(Q)) telle que T'(u) = u. La fonction
u ainsi trouvée est une solution de (P).
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