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INTRODUCTION

L’inégalité de Gruss est une inégalité qui établit un lien entre I'intégrale du
produit de deux fonctions et le produit des intégrales des deux fonctions.

En 1935, Gruss a prouvé U'inégalité intégrale classique (voir[l, 2])

suivante :
/ g(x)dx

b—a/f dx——/f dIE

oum < f(x) <M, p<g< P avec f,g deux fonctions intégrables sur [a,b].

< {(M—m)(P—p)

Dans la derniére décennie, nombreux chercheurs ont fait de nombreu va-
riantes , de généralisations et d’extensions de I'inégalité de Gruss . voir ([I1,4]).

Récemment,plusieurs auteurs ont étudié inégalités intégrales fractionnaires
via Caputo, Riemann-Liouville, voir ([3],[5]-[13]) . Certains auteurs ont étudié
I'opérateur intégral fractionnaire de Saigo ([14]-[21]).

Dans [IT] Dahmani et al a donné I'inégalité I'intégrale fractionnaire suivante
en utilisant 'intégrale fractionnaire de R-L :

tOé

e 2
T ) 0= m(P )

rpate) - 15090 < (G

a—+1

Dans la littérature, peu de résultats ont été obtenus sur certains inégali-
tés intégrales fractionnaires en utilisant intégral fractionnaire de Hadamard et
opérateur intégral fractionnaire de Saigo dans [17],[18|,[22]-|25]. notre objectif
dans ce mémoire est présenter de nouveaux résultats en utilisant l'intégrale
fractionnaire de Saigo.

Dans ce travaill en considére quelques inégalités du type Gruss pour I'opé-
rateur intégrale fractionnaire de Saigo le mémoire comprend une introduction



Introduction Introduction

et trois chapitres et une conclusion et une bibiographie
Au premier chapitre en étudie préliminaire,définitions des espaces fonctionnels
et quelques inégalités Holder ,inégalité intégrale de Cauchy Schwartz .

le deuxiéme chapitre est composée de fonction spécifique gamma ,Béta et
hypergéometrique et quelque proprieté intégrale et drivées fractionnaire de R-

L.

Dans le troisiéme chapitre sont données quelques nouvelles ingalités
intégrales de type gruss on utilise l'intégrale fractionnaires de Saigo, avec
deux constantes et deux variables .



Chapitre 1

Préliminaire

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des
notions et des résultats fondamentaux de la théorie de I’analyse fonctionnelle

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace des fonctions intégrales

Définition 1.1.1. Soient 2 = (a,b)(co < a < b < +00) un intervalle fini ou
mfint dans R et 1 < p < o0

1. pour 1 < p < oo, l'espace L¥(QQ) et l'espace des classes de fonctions f
réelles sur ) telles que f est mesurable et

[ 1P <o

2. pour p = oo ,l’espace L>®(Q)est l'espace des classes de fonctions mesu-
rables f bornées presque partout (p.p) sur §2

Théoréme 1.1.1. Soit Q = (a,b) un intervalle fini ou infini de R

1. pour 1 < p < +oo , lespace LP(QQ) est un espace de Banach muni de la

norme : N
b H
111, = ([ 1 ao)

2. L’espace L>(S)) est un espace de Banach muni de la norme :

[fllo = inf{M = 0: |f(z)| <M ppsur}



1.1 Espaces fonctionnels Préliminaire

1.1.2 Inégalité de Holder
1 1
SifelP(Q)etgelli(Q), 1§p,q<oo,tellesqueq:p%let -+-=1
p q
on a l'inégalité :

e < UQU(:I:)V’da;F x [/Q |g(x)|qu]3

cette inégalité se généralise en considérant les réels p; > 1 donc la somme des
inverses est égale 1 :

1
Pj

vty € @), [ nfolde <1 ( [ 1)

Théoréme 1.1.2. (inégalité de Cauchy Schwartz intégrable ) Soient f,g €

(C([a, b, R))? alors -
<(f If(x)\zdx); ([ \g<x>r2dx);

1.1.3 Espace des fonctions continues et absolument conti-
nues

/ ’ Fla)g(a)da

Définition 1.1.2. (voir [26])

Soit Q = [a,b](—00 < a < b < o0)et n € N=20,1,.. on désigne par
C™(Q) lespace des fonctions f qui ont leurs dérivé d’ordre inférieur ou égale a
continues sur ,muni de la norme :

,neN

1Fllen =D [[FP @) =D mazsea | (@)
k=0 k=0

En particulier si n = 0,CO(Q) = C(Q) lespace des fonctions f continues sur
Q muni de la norme :
[flle := mazaca | f(2)]

Définition 1.1.3. (voir[26])
Soit Q = [a,b](—o0 < a < b < +oo)un intervalle fini. on désigne parAC ([a, b))
I’espace des fonctions primitives des fonctions intégrable , c’est a dire :

AC(lab)) = {f/3p € LM[a,B)) : fla) =+ / "oty

et on appelle AC([a,b])’espace des fonctions absolument continues sur [a,b]



1.1 Espaces fonctionnels Préliminaire

Définition 1.1.4. (voir[26])

pour n € N = 0,1,...., on désigne par AC"([a,b])l’espace des fonctions f
ayant des drivée jusqu’a’l’ordre (n — 1)continue sur [a,b] telles que f"V €
AC([a,b])c’est a dire

AC™([a,b]) = {f : [a,b] = C} et f™V e AC([a,b])
En particulier AC*([a,b]) = AC([a,b])

1.1.4 Espace des fonction continues avec poids

Ch([a.b])
Définition 1.1.5. (voir[26/)
soit Q@ = [a, b] un intervalle fini et X € C(0 < R(N\) < 1)
On désigne par Cy(|a,b])’espace des fonction f définies sur [a,b] telles que la
fonction (x — a)*f(x) € C([a,b]) c’est a dire

Cx([a,b]) = {f Ja,0] = C, (. = a)*f(.) € C(la, b])} (1.1)

munt de la norme :

I flley = (@ = a)* f(2)llo = mazseq |(z — a)A f ()] (1.2)
Uespace cy(|a,b]) est appelé Uespace des fonctions continues avec poids en
particulier,Co(la, b)) = C([a, b])

Définition 1.1.6. Une fonction réelle f(t),t > 0 est dite dans l’espace C,, ,p1 €
R sl existe un nombre réel p > p tel que f(t) =P f1(t), oufi(t) € C([0,00])

Définition 1.1.7. Une fonction f(t);t > 0 est dite dans l'espace C} € R, si
f(n) €C,

1.1.5 Théoreme de fubini

Soient 0y = [a,b],Qs = [¢,d],—00 <a<b< 40, —0<c<d< 40
, f(x,y) une fonction définie sur € x €5 mesurable . si au moins 'une des
intégrales suivantes converge absolument :

|do [ tewis= [ dy [ o= [ [ sy 03)
Q4 Qo Qo 91 Q1 J Q2
alors elles coincident

Formule de Dirichlet

Comme cas particulier on a 1’égalité suivante avec comme hypothése la
convergence absolue au moins de I'une des deux intégrales ,alors

/abdx/axf(fﬁ’y)d?J:/abdy/ybf(x,y)d:r (1.4)



Chapitre 2

Fonctions Spécifiques

Dans ce chapitre,nous rappelons certaines notions fondamentales théo-
riques et des relations concernant quelques fonctions spéciales [32] qui seront
nécessaires pour les prochains chapitres . Parmi ces fonctions , on en trouve
un grand nombre qui sont des solution d’équations différentielles du second
ordre.

Plus spécifiquement , nous allons rappeler quelques définitions , propriétés, no-
tations et résultats des fonctions hypergéométriques [[29], [30],[31] ,[33],[34],[35]],
par l'intermédiaire de la fonction Gamma I'[[32]]

2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 2.1.1. pour z € C — {0,—1,-2,-3,...} , la fonction Gamma
d’Fuler est définie par :

[t tetdt  si Re(z) >0
['(z) = T(z+1) .
== si Re(z) <0, z#0,—-1,-2,-3, ...

z

Propriétés 2.1.1. 1. pour Re(z) >0

2. pour z € C—{0,-1,-2,-3,...}
[(z+1) =2I'(2)

3. pour n € N*

4. pour z € C—{0,1,2,3,...}

[(1—2)=—zI'(-2)



2.2 Fonction Béta Fonctions Spécifiques

5. pour Re(z) >0

_ nln?®
M) = e T e 3 e v )

6. pourz € C—{0,—1,-2,-3,...}

1 = z z
— e [T+ 2)e s
X8 ze 7!_[1( +n)e
avec
"1
v = lim ( — — ln(n)) ~ 0,5772156649

(constante d’Euler)
7. la fonction Gamma d’Euler est analytique z € C — {0, —1,-2,-3,....}
8. pour z € C—{0,—1,-2,-3,...}

T
I'z)Ir'il—=z2)=
()11 = 2) sin(7z)
et -
P()(—2) = —
()1(=2) zsin(7z)
9.
[(0%) = 400
10.
li I'z) =1
o)
11.
. klk*
zl=T(x+1)= lim ,reERx#£-1,-2,-3,....,—k

k—oo (4 1)....(x + k)
Définition 2.1.2. pour tout z tel que (—n <z < —-n+1) ,n=1,2,3, ...

I'(z +n)
x4+ 1)(z+2)....(r+n-1)

[(x) =

2.2 Fonction Béta

Définition 2.2.1. pour Re(z), Re(w) > 0, la fonction Béta est définie par :

1
B(z,w):/ 711 — )t
0



2.3 Fonctions Hypergéométriques de Gauss Fonctions Spécifiques

Propriétés 2.2.1. 1. pour z,w € C

1
B(z+1,w—|—1):/ t*(1 —¢)*dt
0

3. la fonction Béta vérifie les identités suivantes :

(a)
B(z,w) = B(w, z)

(b)
B(z,w) = B(z+ 1,w) + B(z,w + 1)

(¢)

B(z,w+1):EB(z+1,w) = B(z,w)
z

Z+w

* tr—1 2
B(z,w) —/0 (Z— = 2/02(sinzf)2z1((:0815)2“’1

L +t)=tw

2.3 Fonctions Hypergéométriques de Gauss

Gauss a donné le nom de série hypergéométrique , & la série :

2
14+ — niTn =
+c.1z+ cle+1).1.2 (¢)n n!

ab a(a+1).b(b+ 1)22 o= f (@)n(b)n 2"

avec a,b et ¢ sont des paramétres, et le quatriéme z est la variable . que 1’on
note par F'(a,b;c; z)ou( oFi(a, b, c; z)) qui converge pour |z| < 1.

le symbole (d),, est la notation de pochhammer , ou d désigne un nombre quel-
conque et n un entier positif ou nul .Il a le sens suivant :

(d), = % —d(d+1)(d+2)..(d+n—1)

et en particulier :

(d)o=1

(1), =123...n=n!

ces quatre quantités pouvant d’ailleurs prendre des valeurs complexes .

9



2.3 Fonctions Hypergéométriques de Gauss Fonctions Spécifiques

Définition 2.3.1. La fonction hypergéométrique de Gauss [30, [37]est définie
par :

F(a,b;c;2) :ZM£ (2.1)

|
—~ (¢)n n!

elle converge pour |z| <1 owa,b e C etc ¢ Z~
Ses dérivées [30] satisfont la relation :

iF(a, b;c;z) = —(azz)(f)n

dz™
Remarque 2.3.1. Si a ou b est un entier négatif , la série hypergéométrique
est polynome de dégré n et n € N

Fla4+n,b+n;c+mn;z) (2.2)

F(—n,b;c;z):zw

1=0

F(a,—n;c; 2) :Zw

1=0

par exemple ,on suppose que a = —2 ;on obtient alors la série :

Fe2ben) =14 202 (DD 2

c 1! cle+1) 2!

st 2)b b(b+1
F(—Z,b;c;z)zl—(_>z+(( + )22

c clc+1)

Propriété 2.3.1. 1/- On observe que F(a,b;c; z) est symétrique par rapport
aux parametres a et b :

F(a,b;c;2z) = F(b,a;c; 2)
2/- On consideére :
F(a,b;c;z) = F(z) = Z Cr2" telleque Cp =1
k=0

Le rapport d’un terme au précédent étant égal d :C(’;Zl = E‘ZL’:))((ZII;;

Equation différentielle de Gauss :
La fonction hypergéométrique de Gauss ,est définie comme étant la solution
de I’équation différentielle(appelée équation de Gauss )linéaire du second ordre
suivante : P J
z(l—z)d—;sqL[c—(a—i—b%—l)Z]d—Z—abw:(), (2.3)

10



2.3 Fonctions Hypergéométriques de Gauss Fonctions Spécifiques

ol w est la fonction inconnue ,z désigne la variable eta, b et ¢ sont des constantes
précis.

Sic,a—b et ¢c—a— b ne sont pas entiers négatifs,la solution générale de cette
équation est :

w=AF(a,b,c;2) + Bz' “F(a —c+1,b—c—1,2 ¢ 2) (2.4)

Les A et B désigne des constantes arbitraires
Solution au niveau des points singuliers
L’équation de Gausg2.3) posséde comme points singuliers réguliers, les trois
points :
0,1,00

On cherche & déterminer des séries vérifiant formellement cette équation|2],
donc :

- Autour du point z = 0 , deux solutions sont indépendantes ,si ¢ n’est
pas un nombre entier :

2 F1(a,b; ¢ 2),
et
AR (1+a—c,1+b—c2—c2)

- Autour de z = 1, si ¢ — a — b n’est pas un entier ,on a deux solution
indépendentes :
oFi(a,b;1+a+b—c1—2),

et

(1—2) "% F(c—a,c—b;l+c—a—b1—2)

- autour de z = oo si a — b n’est pas entier ,on a deux solutions indépen-
dentes :
z %P (a,14+a—cl+a—bz ")

et
(b1 +b—c;14+b—a;zh).
Remarque 2.3.2. 1/ Toute équation différentielle du second ordre avec

trois points singuliers réguliers peut se ramener,grace a un changment
de variable ,a une équation différentielle hypergéométrique de Gauss.

11



2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

2/ Dans le cas ou a,b ou ¢ sont des entiers, on peut réduire la fonction
hypergéométrique a une fonction transcendante plus simple.

3/ Si c est egal un entier, la solution hypergéométrique de l’équation contient
des termes logarithmiques.

Cas particuliers des fonctions de gauss

Voici, quelques propriétés de fonction qui sont des cas particuliers des séries
hypergéométrique[36, [37]

a/ Fla,b,b;z)=(1—2z)"*
1, 1,2;,2) = _In(l=2)

(1+2)
;,1,5;z>—1zog =
1
2

1 3. _22) arctanz

z

2.3.1 Fonctions Hypergéométriques généralisées

les fonctions Hypergéométriques généralisées sont définies de la maniére
suivante :

> I ap)p 2
qu(al,ag,...,ap,bl,bQ,.. 7 Z 1 ((bp)) m (25)
n=0 TL ’I’L . q/n .

ou, on a utilisé la notation de pochhamer
(a) _ T'(a+n)
" ['(a)
On va commencer par introduire les deux plus importantes approches de calcul

fractionnaire :au sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo .y compris,
quelques unes de leur propriétés ainsi que la relation entre ces deux approches.

2.4 Analyse et calcul fractionnaire

2.4.1 Intégrale fractionnaire de Riemann -Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre @ € C(Re(ar) > 0) , selon I'ap-
proche de Riemann-Liouville généralise la célébre formule (attribuée a Cauchy
) d’intégrale répété n fois :

(I f) /dt1 / dt. / F(t)dt (n—l) /m(x—t)"‘lf(t)dt (n € N

12



2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

Définition 2.4.1. ( [26, [27]) soit f € L'([a,b]) .L’intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre a € C(Re(a) > 0) notée 13 f est
définie par :

(If)(z) = ﬁ /x@: C O (dt 7 > a (2.6)

oul’(«) est la fonction Gamma .

Théoréme 2.4.1. ([26,127]) Si f € L'([a,]) .

Alors I f existe pour presque tout x € [a,b] et de plus I*f € L'([a,b])
Dédémonstration : En introduisant la définition puis an utilisant le théo-
réme de Fubini , on trouve :

/m 2)|dz < a// e ()| did
s% / £ / (¢ — 1) dadt
STaTT a+1 / [f(@)] (b—t)dt

)| di
_Fa+1/|f )| dt < oo

Exemple 2.4.1. Soienta > 0,3 > —1et f(z) = (x — a)?,alors :

/\

(12 f) () = ﬁ / o — o\t — a)fdt 27)

En effectuant le changement de variable
t=a+(x—a)y(0<1)
alors

27 devient

_ ﬁ/ol(x—a— (z — a)y)* [z + (z — a)y — 2] (& — a)dy
- i [ e =00 =g = oy

- | oo

- ;(Z);w /0 (1 -y

D’apres la relation entre la fonction Béta et la fonction Gamma on a :

13



2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

(e N@) = —F5—Bla,f+1)

Ainsi on obtient :

(12t~ a)’)(a) = 0L

m([ﬂ — CL)OH_ﬁ (28)

Exemple 2.4.2. soit f(x) = 2° avec 3> —1 ona

I51w) = foy [ WP =t (29)
En posant : t = xu devient
If(x)) = ﬁ/o (zu)? (1 — u)* tzdu

En utilisant la relation entre la fonction Béta et la fonction Gamma on a :
zhta

F(a)/o (u)?(1 — u)* du
Bta rl
=L w)?(1 — )" du
- F | @i —wa

rPta
= WB(B +1,a)

_ F(ﬁ + 1) anrB
Ma+5+1)
Proposition 2.4.1. ([26, [27]) soient a, € C tels que Re(a) > 0, Re(f) >

0),pour toute fonction f € L([a,b])
on a :

1% f(x)) =

I f) = 1370 f = IJ(12 f)

pour presque toute x € |a,b| .Si de plus f € C([a,b]) ,alors cette identité est
vraie pour tout x € [a, b]

Preuve . Supposons d’abord que f € L'([a, b]),0na :

o(1? x:L xx—so‘_lﬁ s)ds
12UD] @) = s | @ =9 2
1

- xx—sa_l 83— p-1 S
e / (x— s) / (s — )\ f(t)dtd
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2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

En vertu du théoréme ,les intégrales figurant dans l'inégalité précédente existent
pour presque tout z € [a, b], et le théoréme de Fubini permet donc d’écrire :

12020 ) = ppgg [ 10| [ =9 =07 e

En effectuant le changement de variable s = t+ (z —¢)y(0 < y < 1) on obtient

I2UN] @) = g L A0 =07 [ =)y

Enfin ,d’prés la relation entre la fonction béta et la fonction gamma on a :

12N @) = s . SO =0 = () @)

Supposons maintenant que f € C(|[a,b]),alors (d’aprés les théorémes sur les
intégrales dépendant de parameétres)I? € C([a, b]), et par suite [¢TF f 1815 f €
([a,0])

Ainsi ,d’aprés ce qui précéde ,les deux fonctions continues 192 f, 1918 f coin-
cident presque partout sur [a,b|,elles doivent donc coincider partout sur|a,b.
]

Le théoréme suivante fournit un résultat concernant l'inversion de la limite et
de l'intégrale fractionnaire

Théoréme 2.4.2. Soient o > 0 et (f;,){2] est une suite de fonctions continues
et simplement convergentes sur [a,b]. Alors on peut invertir intégrale fraction-
naire au sens de Riemann-Liouuville et le signe limite comme suit :

2 im A (@) = tim (12 A)(0)

k——+o0 k—

Démonstration : Soitfi, — f simplement convergente et
I2Ae) ~ 120 = |y [ 10 = 50 o = 0

||fk f” _ pa-—1
ST /a(a: ) dt

eIl .
= T(a) a(x 2
< T e

=T+

Smm—flm(b—a)“%o
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2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

2.4.2 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.4.2. voir( [ [28]]). Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable
sur [a, b]. les dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville D, f et Dy f
d’ordre o € C(Re(a) > 0) sont définies par :

DE F(x) = (o) (127 (2)
(

1 d [t fdt | (2.10)
N F(n — Oé)(dx) /a (SC _ t)a—n—l—l’n - [Re(a)] + 1,1’ >a
et
Dy f(z) = (—%)”(Ig“‘”‘ (z))
b (2.11)
B S I S
_P(n—a)( dx) /x (t — z)ontl’ [Re(a)] + Lz <b

respectivement, ou[Re(«)] est la partie entiere de Re(a).

Remarque 2.4.1. On remarque que :
1. siao=m €N, alorsn =m+ 1. Donc , on utilisant [2.10 et [2.11] , on

obtient les propriétés suivantes :

(a) DY, f(x) = Dy f(x) = f(x)

(b) Dy f(x) = f™)(x)

(c) D" f(x) = (—=1)™f™)(x) Ouf™(x)est la dérivée usuelle de f d’ordre

m

2. si 0 < Re(a) < 1,n = 1.donc[2.1( et[2.11devient :
1 d [* f(t)dt
D S) = praiae | —(f()

F(l1—a)ds ), (z—t)
o 1 d [P f)dt
P fade ), e !

3. st € Ry,alors n = [a] + 1, Dond2.10 et|2.11devient :

Do, (m):ﬁ(%)nf%, n=la]+1 z>a

(2.12)
1 —d\ [° f(t)dt
Dy = —— | — = 1 b 2.13
' T(n—a) (d:c)/z (t — )’ n=lo+lz< (2.13)
4. 510 <a <1 ,alorsn=1.Donc [2.17 et[2.13 devient :
1 d [* f(t)dt
D2, f(x) = 4
ar /() I'(l-a) a:/a (:c—t)a’x>a
1 d [* f)dt
D = — J(0) r<b



2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

D) = e |

Tl-ade), @t """
V1 d [T
Db_f(x)_—f‘(l—oz)%/a (t—x)a’ r<b

Propriétés 2.4.1. (voir [[2§]]). Soient o, € C avec Re(a), Re(f) > 0,et
a,b € R Nous avons :

o _ r o
1. D(x —a)’ ™ = (e — a)? !
r

2. Dy (b— )P~ = 125 (b — )P

2.4.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 2.4.3. voir([[28]]) Soient a € C avecn = [Re(a)]+1 et f : [a;b] —
C une fonction telle que f™ € L'[a,b] Les dérivées fractionnaires d’ordre o
de f au sens de Caputo sont définies par :

z (n)
"Dy f(x) = L7 f(x) = F(nl—oz)/o (xf— tg?d’f“ (2.14)
et
1) b (n)
D f) = (U = s [ e

Propriétés 2.4.2. on a

1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont linéaires c’est a dire :

“Dg(Af + ng) (@) = MODg: f)s(x) + p(“Dgr g)(x) (2.16)

et

‘Dy-(Af + pg)(z) = A(Dy- f)s(z) + p(“Dy-g)(z) (2.17)

2. Les relations entre les dérivées au sens de Caputo[2.1]] et[2.1]] les dérivées
au sens de Riemann-Liouvilld2.10[2.11] sont données par :

-1

o
"Dy f(x) = DS [f(x)—zf " )<x—a>'f] (2.18)

k-0

3

et




Chapitre 3

Quelques nouvelles inégalités intégrales
de type Gruss

On considére l'inégalité de Gruss :

1. Inégalité intégrale de Gruss au sens classique (voir[l, 2]) :

Soient f et g deux fonctions définies et intégrables sur [a,b], telle que
pour des réels P, P, M, m vérifiés les conditions

m< fle) <M p<g(z)<P (3.1)

avec x € [a, b] alors :

IT(f,9)| <

160 = [0y [ [

preuve voir (|I])

(M —m)(P —p) (3.2)

N

ou

2. Inégalité intégrale de Gruss au sens R-L : Soient f et g deux
fonctions intégrables sur [a,b] vérifié les conditions [3.1]
Alors Vz € [a,b] :

(b—a)*

« o o (b—a)* \2
m] f(x)g(x) = 1% f(x)I%g(z)| < )) (M —m)(P—p)

- <2F(oz +1
(3.3)

preuve voir([11])
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

3.1 Inégalités du type Gruss
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de
Saigo

Définition 3.1.1. Soit [ est une fonction continue a valeur réelle,l’intégrale
fractionnaire de saigo d’ordre o est noté par Ig‘f"[f(x)] est défini par :

xT
——

a,B,n T :I' T — a—1 a —n o _E
2] = Ty / (@ — "o+ B, —mas L~ D) f(dt (3.4)

ol
a>0,0,n€ R et oFi(...) la fonction hypergéométrique de Gauss

Exemple 3.1.1.
flx)=2" (neR)

D(p+D)0(p+1—58+n) B
C(p+1-=8T(u+1+a+n)

(a > 0,min(p,p—B+n)>—-1,2>0)

5] =

Lemme 3.1.1. Soit f une fonction intégrable sur [0,00) est vérifier
m < f(x) <M

,alors pour tout x > 0, > max{0,—F},F<1,0—-1<n<0

F(1—5+77) a,B,nr 2 a,B,n 2
ST A s a e b @) = (1271 )

- I(1-B+n) _ OB (e

B (Mr(l — BTl + a+n)zf G )])
o I'(1—p5+n)

. (Ioﬁf [f ()] = T(1-BC(1+a+t n)xﬁm)

['(1—-p3+n) .
T(1—B)T(1+a+nz? 0" (M — f(x))(f(z) —m)]

ou :
a,B, gma—b ¢ a— Lo _ r(1—
[O,fn[l]: T'(« .f(l‘—t) 12Fl(a+67_77a0571_£)dt_r1_ (r 16_:;7.3_ B
(o) 0 (1-p)IY( n)

Preuve : Soit

0< f(z)—m<M-—m (1)

mﬁf(ff)SM#{OSM_f(z)gM—m .(2)
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

En multiple (1) et (2) on obtient : (M — f(z))(f(z) —m) >0
soient s,7 > 0, on a

(M ( Nf(r) =m) + (M = f(r)(f(s) —m) = (M = f(r))(f(r) —m)

— (M = f(s))(f(s —m))

Z—Mf()+Mm+f() F2(s) = f(r)[(s)

+ Mf(r)+mf(s) —mM —mf(s) +mf(r) —mM

— f(rym — M f(s) + Mm+ Mf(s) — f(r)f(s) =f2(7“)+f2(5)—2f(7“){(8))
3.7

On considére :

r7 P (g — )t

G(x,r) = oF1(a+ B, =m0 1 — f)
[(a) 5 (3.8)
_ 1 (z—r)™ n
) g T

La fonction G(z, ) est positive car pour tout r € (0, z) on multiplie (3.7) par
G(z,r) et intégrant par rapport r de 0 & x nous obtenons :

/0 "G, ) (M — f())(f(r) — m)dr + / "Gl ) (M — F)(f(s) — m)dr

- / "G ) (M — F()(F(r) — m)dr — / G, ) (M — f(5))(f(s) — m)dr
_ /0 Gla, ) f2(r)dr + /jG(:c,r)fQ(s)dr

Alors

(3.9)

(M — f(s)) /OmG(rc,r)(f(r)—m)dH(f(S)—m) /$G<az P(M — F(r)dr
—/OIG(x,T)(M—f(T’))(f() mydr — (M — F())((s /Gm

= /0 Gz, r)f2(r)dr + f3(s) /OIG(:E,T)dr — 2f(s) /OwG(x,T)dr

On obtient :
(M = f()) I [f ()] =I5 [m]) + (f(s) = m) g " [M] =I5 [ f ()]

( —
— (M = f(@)(f(@) = m)] = (M — f(s)(f(s) = m) [ [1]
£

= I (@) + () 5] = 2f (s )f“ﬁ”[f(x)]
(3.11)
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

on multiple par G(z,r) et intégrant par rapport s de 0 & x
| Gles 01 = £ 0)] ~ 152 s
+ [ Gl s) () = m) M) ~ 152
- [ Gl @50 — ) a) — mlds
- [ 01 = N — I G e )

/stfaﬁn 4 2(s) TP —2/ G, ) F(s) TSP f ()] ds
— @) — I 1ds/<M 7(s)ds)

+ () (10 (/ G(x

~ IO = () = m)] [ Gl s)ds

_ (1-58+n) SO FCeN( Fls) —
s | (0= fe) () = m)

o Bmr g2 ‘ F(l_ﬁ) ’ 2
= P [ Gl + mrm e [ )G s

212 @) [ Gle)f(5)ds

= (B @) = 152 m)) - (T2 M) = 127 @)))
(L) = 2 @)) - (B )] - 16l
F(l - B+ 7]) a,B.n

- P(l — B)P(l +a+ U)Iﬁ 0,z [(M - f(&?))(f(il?) - m)]

B F(l - B+ 77) a,B.n
D(1— )1+ a+n)at *F

_ F<1 -6+ 77) a,B.nr 2 QBN (N BN F (o

= 2 (2] = 1527 @)]) (16271 (@)] = 5 (m))

~ 2B — @) - m e P

['(1—-3+n) B £2 o BN 2
FUT AT s a e od @) =2 (5 @))

[(M = f())(f(x) = m)]

=2
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

= — (B5270) = B2 @) (B2 @) = 252"l ) 152271

I'(1—pB+n) B
" (Mr(l —BT(l+a+n)zf Io’f [f(:z:)]) (3.12)

_ F(l—ﬂ‘Hl) a,B,mr g2 a,p,n 2

Corollaire 3.1.1. 5i f = —« on obtient ['intégrale fractionnaire de Rieman
-Liouville avec deuzx constantes :

I‘B
['a+1)

- (S - @) (Rl - )
C 1M~ f(@)(f(x) —m)

I5 [ (2)] = (L5 Lf (2)])°

x
['a+1)

Premier cas :
Théoréme 3.1.1. Soient f et g deux fonctions intégrables, telle que :

p<g(x) <P, m<flr)<M
alors pour tout x > 0, > max{0,—p},<1,0—1<n<0ona:

['(1—-p3+n) a,B,m _ gaBm TP (e

< \/T(f,m,M)T(g,p, P)

ol

T(a,b,¢) = (15" [e()] = 152 (@) I5 alw)] — 152" b))
I'(1-8+n) oy
(1-B8Tr(1+a+mn)zf ]O,f [ba(x)]

~ B o))+ o e o) (30
— el I al@)] + I @) ()

F<1 - 6 + 77) a,B,n
T = BT+ a + n)ab 0r [be()]

T

+

ol

Preuve Soient f et g deux fonctions définies sur [0, c0) satisfaisant les
conditions (3.1]) sur [0,00) on a :

H(r,s) = (f(r) = f(s)(g(r) = (g(s))  5ms€(0,2),2>0  (3.15)
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

on obtient

H(r,s) = f(r)g(r) — f(r)g(s) — f(s)g(r) + f(s)g(s) (3.16)
On multiple par G(x,r) et en intégrant par rapport r de 0 & x on obtient :

/Om G(z,r)H(r, s)dr

- [ et = [ Glansatsin
/cmw m+/cmr (3.17)

= 15 "[f9(2)] — g() 15" [f ()]
— ()15 g ()] + f(s)g(s )ISff"[ll

De la méme maniére on multiple (3.17]) par G(z, s) ,en intégrant par rapport
s de 0 & x on obtient :

/ " Gla, ISP fg(x))ds — / "G, 8)g(5) I8P f ()

/Ga;s IQBT’ ds—l—/Gms Iaﬂn[l]

= 1o "[f9() 15 "1 — I g (@) 15y " [f ()]
— 15" @) g ()] + Lo [ 9(2) o 1]

ra-—

= 2 (I oo = Syt — 2 L@ la(0)

(3.18)
On applique I'inégalité de Cauchy -Schwartz on obtient :
I — 2
(F s T2 a0 - 2 (o))
F(l _/6+n) 04677 a,B,m 2
= TA— A1 +a+nad o o) = (15" fs(a) (319

(1_B+77) a,B.n71 £2 _ra,Bm T 2
< (o s 2 0] - 1271

I'(1—pB+mn) a,Bny 2 a,B.n 2
(e S S )] - oo

ona (M — f(t))(f(t) —m) =0 et (P—g(t))(g(t) —p)) >0 ,alors
Az Lo (M = F(D)(f(8) = m)] = 0
0

T(1-B)'(1+a+n)zf “0.z
I'(1 a
B B g (1)) (9(t) — )] >
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

r'l—p+n) w2 i )
- F(l—B)F(1+an+ Wafof @) = (1671 (@)

< (120 = 15271 @) (1271 @) = 1627

'l —
b e )] — 12 52710

(1 —8+n) o w1y, (3.20)
T AT 1o e oe M@= Tz mll™ (@)
e - — PPN qasagy,

T(1—B)T(1+a+n)zs 0"
< (Fe2m) = 127 @) (2271 @) = 157 (m))
<T(f, M,m)
et

2

F(l—ﬁ‘H?) a,Bnr 2 a,p,n
ST AT s a e ot @) = (161

a,0, a,p, a,B, a,B, 3.21
< (12mP) = e()) - (r ol — o)) O
<T(g,Pp).
Avec d’aprés et [3.21pn obtient

I'(1-pB+mn) B 2 ,B,n a,B,m a,B8,n
(M S 2 0] - 127 o(o)] - T2 52 a(o)])

< (£270) = 12" F @) - (1571 @) = 257" m))

(1271P = 152 7g(a) - (12 lotw)] — 152

s F ()] = 2716(0)] = 1527 (a)

< \/T(f7 M,m)T(g,P,p).

2

Avec :

Théoréme 3.1.2. Si la fonction f vérifier la condition (3.1) alors pour tout
x> 0,a>max{0, -5}, > max{0,—¢}, 0 <1,-1<n<0,0<1l,p—1<
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

C < 07
IS m)IG " f ()] + T2 IMIE [ f ()] (329
> I8PMMIYS [m] + Ig) " f ()] 1520 f ()] '

Preuve
(M = f(r))(f(s) =m) =0
Mf(s) —mM — f(r)f(r)f(s) +mf(r) =0 (3.24)
= Mf(s) +mf(r) = Mm+ f(r)f(s)
On multiple par G(x,r) puis intégrant par rapport r, on obtient

/Ox G(z,r)[Mf(s)+mMf(r)dr > /090 G(z,r)[Mm+ f(r)f(s)]dr
= Mf(s /erdr+m/er f(r)d(r)

>Mm/ (2, 7)dr + f(s /f (5:23)

= Mf(s)IgP" 1] + mIgP" f ()

> MmlIg "] + f(s )I‘ff”[f(x)]
,on multiplie par
m;?(:—)w (x —s)Lfi(lo+v;—C o1 — 5) , en intégrant par rapport s de 0 a x
on obtient :

| MR T 9 R =G - s

)
=1
/0 mIg " f xr(¢>> (2= )" L (6 + i G 1 — =)ds
S

/ MmIg 1] A w(x—s)¢_12F1(¢+¢'C'¢'1——)ds
F( b) ) ) x

O‘B” I ¢—1 S
/f Moz "1/ F(¢) (z—3) 2F1(¢+¢;C;¢;1—5)ds

- f&f’"[M] /ox et (x — )" S Fi (040 —C ;1 — i)ds

X0

FmB @] [ = 9 R =G = ) ()i
> I " [Mm) /0 x_ljib) ¢($ — )" (¢ + U —C s 1 — g)ds
PR [T s R v =G 1= ) F(e)ds

—> Lo " IMII S [f ()] + 152" [ f () g [m]
> MmIg UL [0 + I [f ()5 [ f ()]
(3.26)
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

Théoréme 3.1.3. Soient [ et g deuz fonctions intégrables défini sur [0, co[ vé-
rifiés les condition(3.1) . pour tout x > 0,v¢ > maz{0, —¢},a > {0, -5}, <
L,B—1<no¢<1l,¢0—1<( <0, les inégalités suivantes sont satisfaites :

(a) Loy oMoy "[f ()] + L5 " ML [g ()]
> 1o "o "M + 16" [f (@)L g ()]
(0) Lo Im L g (@)] + I " PG g ()
> 15 [m) 152 " IP] + 1 [g (@) I [ f ()]
() I "ML [P) + I f (2) L [g ()],
> 15 (g (@)} 5" M) + Iy [PLIG " [ f ().
(d) L5 "IM]IG o] + Lo " (2)] 462 g @)
>[5 "[M]LG 0 [g(2)] + 152 ol 6 1 ()

(3.27)

Preuve preuve(a) : on a

(M = f(r)(g(s) —p)) = 0
Mg(s) — Mp — f(r)g(s) +pf(r) =0 (3.28)
= Mg(s) +pf(r) = Mp+ f(r)g(s)

On multiple par G(x,r)et intégrant par r

Mg(s) /Ox G(z,r)dr + m/ogC G(z,r)f(r)dr

> Mm /Ox Gz, r)dr + g(s) /Om G(z,r)f(r)dr (3.29)
= g(s)I5"[M] + pIse) " f ()]
> Ig0 " [Mp] + g(s)I520 " f ()]

(
On multiple |3.29| par :(%(m —8)? L F (¢ 4+, —C 1 — %)) puis intégrant

par rapport s on obtient :

—¢—y [T
f&f’"[M]xF(d)) /0 9(3)($—3)¢_12F1(¢+¢,—C;1—g)ds
—p— z
e O e
—¢—y T
Efﬁf’”[Mp]xF(d)) /0 (x—s)‘f"lel(asw,—c;l—gms (3.30)
=Y

+ [&f’"[f(:c)] T(¢) + /0 (x = )" 2R (o + ¢, —¢1 - %)ds

= I "IMII5 g(@)] + 153" [f (@)1 152 < [v)
> I "MV o] + 15 [ (@) g7 [g(2)]
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales

pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss
On obtient :
I'l—¢+¢ o I1-8+¢)

PRI il 1 p 4 0w or VO MGG o tes 9@

-+l —-v+q) a,Bn b,
M=+ o+ Ol - DL T o7 e+ 1o FlE o)
(3.31)

> pM

preuve(b) :

(P —=g(r)(f(s) —m) >0
= Pf(s) —mp—g(r)f(s) +mg(r) >0 (3.32)
= Pf(s) +mg(r) >mp+g(r)f(s)

En multipliant par G(z, s)et intégrant par rapport r

T

/0 (Gl )pf(s) + mg(r)dr > / (G, rymp + 9(r) f(s)dr

= pf(s) /090 G(z,r)dr + m/oxg(r)G(x r)dr

> mp /Om G(x,r)dr + f(s) /Ig(r)G(x, r)dr

= f(s)I5"[p] + m(L5; " [9(=)]

> (I3, "[mw] + f(s) (L5 " 9()]

En multipliant |3.34| par x;gf (x —s)"Nfil+ ¢ —C ;1 — i) et intégrant
x

(3.33)

par rapport s

/ F(8) )

—¢
/ m[aﬁ?7 ) ($—8)¢_12F1(¢+¢§ —C§¢31_§)d5

> [ ()u—sw*ﬁu¢+w—¢@1—;Ms
s
+ [ Ot g (@ = s a0+ i~ i1 = Sy
— ”[P]ﬂ’,f <[f( )+ g5 ] 2 1 m P41
@ o)

L -pB+m) b0,C
PR A T a + s e (@)
F(1—¢+() o,
T )T 1 6 + pav 0w 9
> Il 1300 4 152 @) g )

<x — )" TR (6 + i —Gi 51— —)ds

(3.34)

+m
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

preuve (c) :

(M — f(r))(g(s) = P) <0
Mg(s) —pM — f(r)g(s) + Pf(r) <0 (3.35)
pM + f(r)g(s) = Mg(s) + Pf(r)

on multiple par G(z,r) puis intégrant par rapport r on obtient :

[ s+ geigenar = [ tengls) + Prar
= PM /Ox G(z,r)dr + g(s) /Or G(z,r)f(r)dr
> Mgy(s) /093 G(z,r)dr + P/OI G(z,r)f(r)dr

= pMIg 1] + ()15 " f (2)]
> Mg(s)Ig, "[1] + PIg; " [f (x)]

(3.36)

(
(

Et en multiplg3.36| par <x1:f¢:)w (x —8)? LW F (o +,—C1— %)) et intégrant

par rapport s on obtient :

['(¢)

(xr_;;;(x‘@ LE 6+, <1—5>)ds

(z—s8) " S Fi(p+¢,—(1— 2)) ds

0

= oz
x 0. P
/0 Iaﬁn[f( )](F(Qb)
i(PMﬁfﬁ])(?&;@—swlﬁﬂ¢+@ g1-§0ds
_¢_
+ Il /Og (xr(d);x—s 12F1<¢+w,—<;1—§>)ds
@ ~6—9
> MIg7[1] A!J (?w)x—s L2 F (¢ + 1), Cl—iods
—p

# P31 (g @ R0+ 0 -G1 = ) ) ds

) (
L(1—B+nI(1—1v+()

= P T+ T+ 0 5 0)

5+ Lo @) ()]

@ "
- PMfsf*"m+g<s>l&f’"[f<w>1) (o= R+ vmci1 -2 ) ds

F<1 - B+ 77) a,8,n a8, F(l -+ C)
= ru+awu+@+mM0@[“@“Jmm[ﬂ”%u+wwu+%$%ﬂ

preuve (d) :
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

(m —f(r))(g(s) —p) <0
mg(s) —pm — f(r)g(s) +pf(r) <0 (3.38)
pm + f(r)g(s) = mg(s) + pf(r)

On multipl par G(x,r) et intégrant par rapport r on obtient :

| tenim + sl = [ GGor)mate) + pf )
:>pM/O (x,r)dr + g(s) /:G(:U,T)f(r)dr

> Mgy(s) /Ol“ G(z,r)dr —i—p/ox G(z,r)f(r)dr
= pmlgy "1+ g(s) 5 "1 f ()]
> mg(s)Iy5, (1] + pIo%  [f(2)]

(3.39)

On multiplg3.39 par(“’rz;_)v (2 —8)° W F(¢p+ D, —(; 1 — %)) et intégrant par

rapport s on obtient :

A T e e ) L

g
(/ Mg(s)I21] ) T = s LR+ 0, m—;))ds

I'(¢)

/Oz Pl gl (@) (l’r((b;ﬁ (x— ) P (¢ + 1, —C 1 — 2)) ds

—¢—¢

= (pmloaf’"[lo (xr(¢) (z—s) 2R (¢ +¢, =1 - 2)) ds
x s

+ ISP / ofs (xr(¢) z—5) " LR (o4 D, —C 1 — 2)) ds

S

0
0,x ¢ a ¢ p—1
> M1 1] (@ =8)" 2R (¢ + 4, =Gl =) | ds

['(¢)

0,z x o 1
+pI°% (1 )]( e 1—;>) i

1=+l -y +() 0.2 o
T N+ (L s Qv ool A o)

F(l_ﬁ—i_n) a,B.m a,B,m F<1—¢+C)
=" PA+ (1 +at7)2? o lo(@)] + Pl [f(x)]r(1+¢)r(1+w+g)x¢
(3.40)

= pm

| |
Deuxiéme cas :

Dans ce cas on considére quatres fonctions fi, fa, giet go intégrable sur [0,00|
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pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

telles que

filz) < f(x) < fa(x) Va € [0, 00] (3.41)
(As) deux fonctions intégrable gi(x) et go(z) sur [0,00| telles que

gi(x) <g(x) < go(w) Vo €0,00] (3.42)

Lemme 3.1.2. Soit la fonction f vérifié la condition (3.41) , alors ,pour tout
>0, > mazx{0— G}, < 1,6 —1<n<0, légalité est vérifié :

Ld-5+n) B2 (OB (V)2
F(I—B)F(1+a+n)x5]0w [f*(2)] (IOac [f(x)])

(Lo "fo(@)] = (Lo (@) (5" [f (2)] = L5z " fu(2)])

F(1-B+mn) ey
T TAZ AT ot P [(falw) = (@) (f (@) = ful=))]

r'l—p+n) o8 B wbin
T I(1—B)I(1+a+n)? Oxﬁ [fif(x)] = [o,zﬁ [fl(x)]fo,f [f(x)]  (3.43)

I'l—p3g+mn) [0 e T
AT T a e e Vel @) = B2 A@IG (@)

"‘Ig,f’n[fl( )]Ia,fn[fz( )]

I'(l1-8+n) Jain
T TA-BAT(1+a+n)zf Iy " fi(@) fa(w)]

Preuve pour tout o,p>0on a:

(fr(o) = (@) (p) = fr(p) + (f2(p) = F(p))(f(0) = fi(9))
(

= (falp) = () (f(p) = fi(p)) — (fa(o) — [(0))(f(o) = fi(o))
=u*(p) + f2(0) = 2f(0) f(p) + falo)ulp) + f1(p) f(o) — filp)fa(o)
1P f0) + 0V (o) — F1(0) o) — Falp) F(0) + () fo(0) — F1(p) (o)
— fa(o)ulp) + fi(o) f2(0) — fi(o)u(o)
(3.44)
considére
x P (x — p)el
G(z,p) = é(a) p) Fi(a+8,—na;1 - g)
1 @=pt (atB)(=n) (@ —p)
['(a) aoth MNa+1) gothtl 3.45)
| (Ao B D(a)(n+1) (= o) o
['a+2) gotht2
T
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pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

On multiple par G(z, p) et intégre par rapport a p de 0 & = on obtient :

(falo) = FloNUe " f (2)] = (L2 " [f1(2)])
+ (Lo " fa(@)] = 152" (@) (f(0) = fi(o)
— (L5 "(fol) = F(2))(f(2) = fi(@)]

ST s le) = F@)(f() ~ o)

— 2P+ PO = e

— (IS (@) + o) TS ()]

U@V EEA@)] — Flo) S ()] 546
+ @I o)) + Fo) P f (o)

= RO o) — I8 fof ()

+ 167 1 fo(@)] =I5 f ()]

ra—-pg+n
~ o) i
I'(1-5+n)
(1 - A1+ a+n)b
L(1—-3+n)
I'l—-p/I'(1+a+mn)?

+ fi(o) fa(o)

= f1(0)f(o)

on multiple par G(z, p) , puis intégrant par rapport a p de 0 az, on a
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pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

(T2 fa(@)] =I5 [ f ()
Ie2f ()] = T62 " fa(
+ I§7 fo(2)] — I
Ie2Mf ()] = Il fa(2)])
o F<1_6+77) a,@n
ru—ﬁﬁu+a+n)ﬁ”
. F<1_5+77) B
ra—ﬁﬁa+a+nmﬁ“

(o) = f(2))(f (&) = fr(2))]

(o) = f(2)(f(2) = fr(2))]

_ rauBnp g2 L(1-p53+n)
—Z@f”vﬁﬂfwﬂ f()]

+ 15 o () 5 f ()]
+ I (@)1 i)

)
11
a,@n a,B,n
— I [ﬁ@?l Lfi(@)]) (3.47)
)
)

)
+%fww@ [(ﬂ
+ I @) g ()]
— IgP ful ]faﬁn[fz(il?)]

(1= (1+a+mn)xf
I(1—p8+mn)
I'l1—p8T(14+a+mn)xf
I'(1-p5+n)
I'l1—p/)r(1+a+naf
Fl-pB+mn)
I'l—pIr'l+a+mn)z?
a8 I'(1—F+n
+ Io,f [fle(x)]F(l . ﬁ()F(l +Oé‘)i‘7])xﬁ
I'(1—p+n)

(1 -1+ a+n)xb

_104577

faf @)

+ I&f’”[flfQ(x)]

— I @)

— 15" fof ()]

- I&f’”[flu(m)]
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implique que
2(L5 " fo(@)] = (5 "LF @N)-(I5 " Lf (@)] = I " [fu()])

I'(l1—-8+n) o8 i
T BT Lo r e e 2@ = f@)(f@) ~ A@)]

_ o1aBm( 2 F( _6+77)
= 205"l (x)]m — BT+ a+n)?

=215 f(2)])? 4 2I50 " fo (@) TG f ()]

-2

. 2](?3,73 77[ ( )]]a 8. 77[ ( >] ]a B, n[fZ( )]]&f:”[ﬁ (x)] (3.48)
o (1= 8+n)
— 21807 fou(z i I'(1— )1+ a+n)f
. F(1—8+mn)
+ 215" [fuf ()] I'(1—B)T(1+a+n)b
Ir(1—p+n)

a.p,
— 2o O T = 3T a4 e

Théoréme 3.1.4. Soient [ et g deux fonctions intégrables sur [0, 400), véri-
fiés les conditions (3.41),(3.42), alors pour tout x > 0, > max{0,—5},8 <
,—1<n<0,o0ona:

I'(1—3+mn) I B n _ goBm ISP (a2
< VT(f. fil2), fo(a))T (g,gl(x),ga(x))

Preuve On note par H(p, o) l'égalité

H(p,0) := (f(p) = f(0))(g(p) = (9(0))  ipo€(0,2),2>0  (3.50)

il s’ensuit que
H(p,0) == f(p)g(p) — f(p)g(o) = f(o)g(p) + f(o)g(c) (3.51)

on multiple par G(z, p) qui est défini par et est positif car pour tout
p € (0,z)(x > 0). identité par rapport apde 0 a x, nous avons

—a—pB z
:vr<a) /(m —p)* LR (a+ Bl — g)H(p'O')dp
0

= 152 " fg(@)] = F(o) 52" f(2)] = F(o) I " [f ()] + f(o)g(o) 5"

(3.52)
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On multiple par G(z, p) puis intégrant par rapport & o de 0 & z, on
a:
o /x( ) e — o) o Fy (a+ Bymyas 1 — Z)H(p, 0)dpd
€r — r — 0 o Cae 7 . o
FZ(Oé) 0 P 241 y 15 @5 T P 1Y
F1-5+mn 5
- 2 Oc n
(F(l —BI(L+a+n)? 15 "[(fg(@))]

— I @) 5 g ()

(3.53)

d’aprés l'inégalité de Cauchy -Schwartz a[3.53] on a :

I'(1—-8+n) 7B JoBm a,B.1m ’
(Frrr e gt - 12 15t

(1 - B + 77) a,B.nr £2 . B, . 9
= <F(1 A0 tarnroe o @= G @) ) (3.54)

HL—f + ) By 2 0B (A2
. (F(1 “ A 1ot oe 9@ T g@)) )

puisaue (i) = F(0)(F(1) = fi(x)) 2 0 et (g2(x) = 9(1))(9(1) — 1) > O.om

a

I(1—-p+n) 7o L
F(l—ﬁ)F(1+a+n)60m [(fa(@) = FO)(f () = fa(z)] > 0 -

['(1—p8+n) o
T BT Fa e os 1(9:(2) = 9®)9(t) — g1(@)] 2 0

34
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pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

alnsl nous avons

2

I(1-pB+mn) a.Bm 2 a8,
ST A o e bod @) = (1271 @)

< (T2 fa()) = T @) T ()] = T (o)

(11— 3+mn) a,B,m _JeBm e (N TP (o
BT e 2 @) = B2 A5 )]

I'(1—-8+n) Ry OB (VTP (o
+ F(l _5)1"(1_{_&_'_77)1,5]0,2: [f2f(x)] ]O,x [fQ( )]]O,m [f( )]

+ 1 " (@)L [ fal)]

:T(f7f17f2>7

L(1—-p+n) Bt e2 B )
F(l _ 5)1“(1 + o +n>x5[0,f [f (.1')] - (Io,f [f2($)])

< (162g2(@)] = L2 @) T2 @) = 1 ga ()]

I'(1—3+mn) a.,B.m OB o (VTP F (o
F(l—ﬁ)r(l—{—a—kn)xﬁ 0,z [glu(x)] Io,x [91( )]Io,m [f( )]

I'(1—3+n) B, a,B,1m a,Bn
BT e 02 )] = 5 (I3 )

I'(1-5+n)

Ia7ﬁ777 Ia7ﬁ777 _ 0175,77
+ 0,z [gl(x)] 0,z [gZ{x)] F(l—B)F(1+a+n)m5 0,z
=T(g,91,92)

en combinant3.55] et3.56] on obtient l'inégalité requisd3.40) n

Théoréme 3.1.5. Soit que f est une fonction intégrable définie sur [0, 00| et la
condition (3.41) , alors pour tout x > 0, « > maz{0,—5},¢ > mazx{0, -7}, <
L,—1<n<0,f<l,tT—1<(<0,

L7 L) g " [u(@)] + L6 [fe(a) 157 [u(2)]

F(l - 6 + 77) Ia,,B,n
T(1—B)T(1+ a+n)zsf 0"

[f1f2(2)]

(3.56)

[9192()]

3.57
> o7 o) IS [fa(2)] + 60" [f () I [ f ()] (357
Preuve Pour tout
p,o > 0,on a
() = FO)(F(0) = fi(e)) > 0 -
= fa(p)f(o) = falp) fr(o) = f(p)f(o) + f(p) fi(a) =0, '
implique que
fa(p)u(o) + f(rho) fi(o) = fa(p) () + f(p)f(p) (3.59)
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On multiple par G(x,r) et intégré par rapport p de 0 &4 x

Y
f(U)m-/o (z—p)* 2R (a+ B8, —na;l — g)fz(P)dP
G -1 P
RO T [ = o Bt B a1 = £)u(p)ds
[ x4
> (V| =R At = D podpantn
3.60)

implique

F) 52" fo(@)] + fr(@) ()62 " [w(x)] > Igi " fo@) L5 ™ ()] + Lo [ f (@) 155 f ()]
(3.61)

en multipliant par z Y= /T())(x — o)V Lo F (¢ + ¢, —C; ;1 — o /z)o €
(0,z),z > 0),qui reste positif, intégrant alors I'identité résultante par rapport
a p de 0 a x, nous avons

B s [ @ o (s Gsst - Yoo
I5:7 " [u(x)] xr_(: : /Ox(x —0)* LR (c +7, (61— %)fl(g)da .
> ) s [ -0 (gt - D) lolds
L5 " u()] xr_(l; : /Ox(x — o) LF, (c +7,—(6 1 - %)U(U)do
donne Vinégalité (3.57) .

Corollaire 3.1.2. : Si f vérifié la condition(5.1) pour x > 0, > max{0, -7}, <
Lg—1<nr<l,T—1<(<0,

F(1_7—+<) aﬂn

m (1 -+ 77) ST £ (o
* (1 —B)(1+a+n)zsf 0" /()] (3.63)
o TU= B0+

FrQ1-r(1+a+nl(1— f/HT(1+¢+)abam
+ I @) f ().
Théoréme 3.1.6. soient f, g deux fonctions intégrables vérifié les conditions(3.41)

et (3.42),alors pour tout x > 0,a > maz{0,—p}, 70 < 1, —1 < n,7 <
1,7 —1 < ( <0 vérifié les inégalités
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pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

() I574[G (@) Igy " [f ()] + 1o " [fo (@)1 15 lo(@)]

> 57 g ISP fo(a)] + 22 (5T g )]

) BT TR @ o(@)] + 12 () 57 (2]

> T e o)) + I3 () IS5 g ()]

(@) PN )] + B o]
> 2Py 1o ()] + I3 a2 ()]

) BEURIRERE] + 1) ()

> 2P ()] To ()] + ISR (5T ()

Preuve Montrer (a), nous utilisons des condltlons (Aj)et (As),pour tous

x € [0,00];0n a
(f2(p)) = f(p))(g(o = fi(0))) 2 0 (3.65)

ce qui implique que

F2(p)g(o) + f(p)fi(o) > falp) fi(o) + f(p)f(o) (3.66)

On multiple |3.66par G(z, p), p € (0,z)(z > 0), Puis en intégrant le identité
résultante par rapport & p de 0 a x,on a

o) /Om(x —p)* LW (a + 8, —n; ;1 — g)f2(p)dp

7oy | < 0 F (a4 8, —mies — £)u(o)dp o
< fl(U)Q}(%)-/O (x = p)* ok (Oé + 6, =51 — §>f2<:0)dp
o) [ (a4 8 -1 = 2) 1o

Donc,

glo )[aﬂnf2< ) + fl(g)[&f’nf(x) < fl(U)f&f’an(l') +g(0)[0a,fmf(x) (3.68)

en multiple[3.68|par(z=*7/T'(g)) (z—0)9 9 F (s + 7, —(;;1 — o /x) (0 € (0,2),x >
0) , qui reste positif, alors en intégrant 'identité résultante par rapport a p de
0ax ona

—f x
I&fn[fz( ] 9 /0 (x—0)* ' Fy <g+f, —C;g;l—g>v(a)da

I'(g)
—g9-f x

a,ﬁ7nu$x . $_Ua—121 . _g (0)do

L) s /0( ) (94 fi—Cigil = ) filo)d .

97 x o :

> 1) Ty /0 (¢ = o) "R (9+ fi—=Cig1 = 2 ) flo)do
9= [= o

I3 )] T(g) /0 (x —0)* 'y F) <9+ fi—=Cgl— ;)v(a)da
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3.1 Inégalités du type Gruss Quelques nouvelles inégalités intégrales
pour l'opérateur intégrale fractionnaire de Saigo de type Gruss

cela donne l'inégalité (a;) .En utilisant la condition suivante, nous prouvons

(b1) - (di)

(92(p) — 9(p)) (f(o) = fi(o)) =0
(f2lp) = f(p)) (9(0) — g2(0)) <0 (3.70)
(fa(p) = u(p)) (g(0) — gi(0)) <0
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Conclusion

Il est a noter que les résultats apportent quelques contributions a la théo-
rie des inégalités intégrales et du calcul fractionnaire.en plus, il devraient on
conduire & certaines applications pour établir I'unicité des solutions dans les
équations différentielles fractionnaires.
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