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INTRODUCTION

L’inégalité de Gruss est une inégalité qui établit un lien entre l’intégrale du
produit de deux fonctions et le produit des intégrales des deux fonctions.

En 1935, Gruss a prouvé l’inégalité intégrale classique (voir[1, 2])
suivante :∣∣∣∣ 1

b− a

∫ b

a

f(x)g(x)dx− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.
1

b− a

∫ b

a

g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1

4
(M−m)(P−p)

où m ≤ f(x) ≤M , p ≤ g ≤ P avec f, g deux fonctions intégrables sur [a,b].

Dans la dernière décennie, nombreux chercheurs ont fait de nombreu va-
riantes , de généralisations et d’extensions de l’inégalité de Gruss . voir ([1, 4]).

Récemment,plusieurs auteurs ont étudié inégalités intégrales fractionnaires
via Caputo, Riemann-Liouville, voir ([3],[5]-[13]) . Certains auteurs ont étudié
l’opérateur intégral fractionnaire de Saigo ([14]-[21]).

Dans [11] Dahmani et al a donné l’inégalité l’intégrale fractionnaire suivante
en utilisant l’intégrale fractionnaire de R-L :∣∣∣∣ tα

Γ(α + 1)
Iαfg(t)− Iαf(t)Iαg(t)

∣∣∣∣ ≤ ( tα

2Γ(α + 1)

)2

(M −m)(P − p)

.

Dans la littérature, peu de résultats ont été obtenus sur certains inégali-
tés intégrales fractionnaires en utilisant intégral fractionnaire de Hadamard et
opérateur intégral fractionnaire de Saigo dans [17],[18],[22]-[25]. notre objectif
dans ce mémoire est présenter de nouveaux résultats en utilisant l’intégrale
fractionnaire de Saigo.

Dans ce travaill en considére quelques inégalités du type Gruss pour l’opé-
rateur intégrale fractionnaire de Saigo le mémoire comprend une introduction
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Introduction Introduction

et trois chapitres et une conclusion et une bibiographie
Au premier chapitre en étudie préliminaire,définitions des espaces fonctionnels
et quelques inégalités Holder ,inégalité intégrale de Cauchy Schwartz .

le deuxième chapitre est composée de fonction spécifique gamma ,Béta et
hypergéometrique et quelque proprieté intégrale et drivées fractionnaire de R-
L .

Dans le troisième chapitre sont données quelques nouvelles ingalités
intégrales de type gruss on utilise l’intégrale fractionnaires de Saigo, avec

deux constantes et deux variables .
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Chapitre 1
Préliminaire

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des
notions et des résultats fondamentaux de la théorie de l’analyse fonctionnelle

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace des fonctions intégrales

Définition 1.1.1. Soient Ω = (a, b)(∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou
infini dans R et 1 ≤ p ≤ ∞

1. pour 1 ≤ p < ∞, l’espace LP (Ω) et l’espace des classes de fonctions f
réelles sur Ω telles que f est mesurable et∫ b

a

|f(x)|p dx <∞

2. pour p = ∞ ,l’espace L∞(Ω)est l’espace des classes de fonctions mesu-
rables f bornées presque partout (p.p) sur Ω

Théorème 1.1.1. Soit Ω = (a, b) un intervalle fini ou infini de R
1. pour 1 ≤ p < +∞ , l’espace Lp(Ω) est un espace de Banach muni de la

norme :

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

2. L’espace L∞(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖∞ = inf{M ≥ 0 : |f(x)| ≤M p.p sur Ω}
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1.1 Espaces fonctionnels Préliminaire

1.1.2 Inégalité de Hölder

Si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) , 1 ≤ p, q <∞,telles que q = p
p−1

et
1

p
+

1

q
= 1

on a l’inégalité :∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤
[∫

Ω

|f(x)|pdx
] 1
p

×
[∫

Ω

|g(x)|qdx
] 1
q

cette inégalité se généralise en considérant les réels pj > 1 donc la somme des
inverses est égale 1 :

∀fj ∈ Lpj(Ω),

∫
Ω

|Πfj(x)|dx ≤ Π

(∫
Ω

|fj(x)|pjdx
) 1

pj

Théorème 1.1.2. (inégalité de Cauchy Schwartz intégrable ) Soient f, g ∈
(C([a, b],R))2 alors :∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a

|f(x)|2dx
) 1

2
(∫ b

a

|g(x)|2dx
) 1

2

1.1.3 Espace des fonctions continues et absolument conti-
nues

Définition 1.1.2. (voir [26])
Soit Ω = [a, b](−∞ ≤ a < b ≤ ∞) et n ∈ N = 0, 1, ..... on désigne par
Cn(Ω) l’espace des fonctions f qui ont leurs dérivé d’ordre inférieur ou égale à
continues sur Ω,muni de la norme :

‖f‖cn :=
n∑
k=0

∥∥f (k)(x)
∥∥ :=

n∑
k=0

maxx∈Ω

∣∣f (k)(x)
∣∣ , n ∈ N

En particulier si n = 0,CO(Ω) = C(Ω) l’espace des fonctions f continues sur
Ω muni de la norme :

‖f‖C := maxx∈Ω |f(x)|

Définition 1.1.3. (voir[26])
Soit Ω = [a, b](−∞ < a < b < +∞)un intervalle fini. on désigne parAC([a, b])
l’espace des fonctions primitives des fonctions intégrable , c’est à dire :

AC([a, b]) = {f/∃ϕ ∈ L1([a, b]) : f(x) = c+

∫ x

a

ϕ(t)dt}

et on appelle AC([a,b])l’espace des fonctions absolument continues sur [a,b]
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1.1 Espaces fonctionnels Préliminaire

Définition 1.1.4. (voir[26])
pour n ∈ N = 0, 1, ...., on désigne par ACn([a, b])l’espace des fonctions f
ayant des drivée jusqu’à’l’ordre (n − 1)continue sur [a,b] telles que f (n−1) ∈
AC([a, b])c’est à dire

ACn([a, b]) = {f : [a, b]→ C} et f (n−1) ∈ AC([a, b])

En particulier AC1([a, b]) = AC([a, b])

1.1.4 Espace des fonction continues avec poids

Cλ([a.b])

Définition 1.1.5. (voir[26])
soit Ω = [a, b] un intervalle fini et λ ∈ C(0 ≤ <(λ) < 1)
On désigne par Cλ([a, b])l’espace des fonction f définies sur ]a,b] telles que la
fonction (x− a)λf(x) ∈ C([a, b]) c’est à dire

Cλ([a, b]) = {f :]a, b]→ C, (.− a)λf(.) ∈ C([a, b])} (1.1)
muni de la norme :

‖f‖Cλ = ‖(x− a)λf(x)‖C = maxx∈Ω |(x− a)λf(x)| (1.2)
l’espace cλ([a, b]) est appelé l’espace des fonctions continues avec poids en
particulier,C0([a, b]) = C([a, b])

Définition 1.1.6. Une fonction réelle f(t),t ≥ 0 est dite dans l’espace Cµ ,µ ∈
R s’il existe un nombre réel p > µ tel que f(t) = tpf1(t), oùf1(t) ∈ C([0,∞])

Définition 1.1.7. Une fonction f(t),t ≥ 0 est dite dans l’espace Cn
µ ∈ R, si

f (n) ∈ Cµ

1.1.5 Théoreme de fubini

Soient Ω1 = [a, b],Ω2 = [c, d],−∞ ≤ a < b ≤ +∞ , −∞ ≤ c < d ≤ +∞
, f(x,y) une fonction définie sur Ω1 × Ω2 mesurable . si au moins l’une des
intégrales suivantes converge absolument :∫

Ω1

dx

∫
Ω2

f(x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

f(x, y)dx =

∫
Ω1

∫
Ω2

f(x, y)dxdy (1.3)

alors elles coïncident

Formule de Dirichlet

Comme cas particulier on a l’égalité suivante avec comme hypothèse la
convergence absolue au moins de l’une des deux intégrales ,alors∫ b

a

dx

∫ x

a

f(x, y)dy =

∫ b

a

dy

∫ b

y

f(x, y)dx (1.4)
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Chapitre 2
Fonctions Spécifiques

Dans ce chapitre,nous rappelons certaines notions fondamentales théo-
riques et des relations concernant quelques fonctions spéciales [32] qui seront
nécessaires pour les prochains chapitres . Parmi ces fonctions , on en trouve
un grand nombre qui sont des solution d’équations différentielles du second
ordre.
Plus spécifiquement , nous allons rappeler quelques définitions , propriétés, no-
tations et résultats des fonctions hypergéométriques [[29],[30],[31] ,[33],[34],[35]],
par l’intermédiaire de la fonction Gamma Γ[[32]]

2.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 2.1.1. pour z ∈ C − {0,−1,−2,−3, ...} , la fonction Gamma
d’Euler est définie par :

Γ(z) =

{∫∞
0
tz−1e−tdt si Re(z) > 0

Γ(z+1)
z

si Re(z) ≤ 0, z 6= 0,−1,−2,−3, ...

Propriétés 2.1.1. 1. pour Re(z) > 0

Γ(z) =

∫ 1

0

(ln(
1

t
)z−1dt

2. pour z ∈ C− {0,−1,−2,−3, ...}

Γ(z + 1) = zΓ(z)

3. pour n ∈ N∗
Γ(n) = (n− 1)!

4. pour z ∈ C− {0, 1, 2, 3, ...}

Γ(1− z) = −zΓ(−z)

7



2.2 Fonction Béta Fonctions Spécifiques

5. pour Re(z) > 0

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1)(z + 2)(z + 3)....(z + n)

6. pourz ∈ C− {0,−1,−2,−3, ...}

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏
n=1

(1 +
z

n
)e−

z
n

avec

γ = lim
n→∞

(
n∑
k=1

1

K
− ln(n)

)
≈ 0, 5772156649

(constante d’Euler)
7. la fonction Gamma d’Euler est analytique z ∈ C− {0,−1,−2,−3, ....}
8. pour z ∈ C− {0,−1,−2,−3, ...}

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)

et
Γ(z)Γ(−z) = − π

z sin(πz)

9.
Γ(0+) = +∞

10.
lim
x→0+

xΓ(x) = 1

11.

x! = Γ(x+ 1) = lim
k→∞

k!kx

(x+ 1)....(x+ k)
, x ∈ R, x 6= −1,−2,−3, ....,−k

Définition 2.1.2. pour tout x tel que (−n < x < −n+ 1) , n = 1, 2, 3, ....

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1)(x+ 2)....(x+ n− 1)

2.2 Fonction Béta
Définition 2.2.1. pour Re(z), Re(w) > 0 , la fonction Béta est définie par :

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt

8



2.3 Fonctions Hypergéométriques de Gauss Fonctions Spécifiques

Propriétés 2.2.1. 1. pour z, w ∈ C

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)

2.

B(z + 1, w + 1) =

∫ 1

0

tz(1− t)wdt

3. la fonction Béta vérifie les identités suivantes :
(a)

B(z, w) = B(w, z)

(b)
B(z, w) = B(z + 1, w) +B(z, w + 1)

(c)
B(z, w + 1) =

w

z
B(z + 1, w) =

w

z + w
B(z, w)

4.

B(z, w) =

∫ ∞
0

tz − 1

(1 + t)z+w
= 2

∫ π
2

0

(sin t)2z−1(cos t)2w−1

2.3 Fonctions Hypergéométriques de Gauss
Gauss a donné le nom de série hypergéométrique , á la série :

1 +
ab

c.1
z +

a(a+ 1).b(b+ 1)

c(c+ 1).1.2
z2 + .... =

+∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!

avec a, b et c sont des paramètres, et le quatrième z est la variable . que l’on
note par F (a, b; c; z)ou( 2F1(a, b, c; z)) qui converge pour |z| < 1 .
le symbole (d)n est la notation de pochhammer , où d désigne un nombre quel-
conque et n un entier positif ou nul .Il a le sens suivant :

(d)n =
Γ(d+ n)

Γ(d)
= d(d+ 1)(d+ 2)...(d+ n− 1)

et en particulier :

(d)0 = 1

(1)n = 1.2.3....n = n!

ces quatre quantités pouvant d’ailleurs prendre des valeurs complexes .
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2.3 Fonctions Hypergéométriques de Gauss Fonctions Spécifiques

Définition 2.3.1. La fonction hypergéométrique de Gauss [36, 37]est définie
par :

F (a, b; c; z) =
+∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
(2.1)

elle converge pour |z| < 1 où a, b ∈ C et c /∈ Z−
Ses dérivées [30] satisfont la relation :

dn

dxn
F (a, b; c; z) =

(a)n(b)n
(c)n

F (a+ n, b+ n; c+ n; z) (2.2)

Remarque 2.3.1. Si a ou b est un entier négatif , la série hypergéométrique
est polynôme de dégré n et n ∈ N

F (−n, b; c; z) =
n∑
i=0

(−1)i(Cn
i )(b)i

z

i

F (a,−n; c; z) =
n∑
i=0

(−1)i()(a)ii

z

i

par exemple ,on suppose que a = −2 ;on obtient alors la série :

F (−2, b; c; z) = 1 +
(−2)b

c

z

1!
+

(−2)(−1)(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+ .......

ainsi
F (−2, b; c; z) = 1− (−2)b

c
z +

(b(b+ 1)

c(c+ 1)
z2

Propriété 2.3.1. 1/- On observe que F (a, b; c; z) est symétrique par rapport
aux paramètres a et b :

F (a, b; c; z) = F (b, a; c; z)

2/- On considère :

F (a, b; c; z) = F (z) =
∞∑
k=0

Ckz
k telleque C0 = 1

Le rapport d’un terme au précédent étant égal á :Ck+1

Ck
= (a+k)(b+k)

(c+k)(k+1)
.

Équation différentielle de Gauss :
La fonction hypergéométrique de Gauss ,est définie comme étant la solution
de l’équation différentielle(appelée équation de Gauss )linéaire du second ordre
suivante :

z(1− z)
d2w

dz2
+ [c− (a+ b+ 1)z]

dw

dz
− abw = 0, (2.3)

10



2.3 Fonctions Hypergéométriques de Gauss Fonctions Spécifiques

où w est la fonction inconnue ,z désigne la variable eta, b et c sont des constantes
précis.
Si c, a− b et c− a− b ne sont pas entiers négatifs,la solution générale de cette
équation est :

w = AF (a, b, c; z) +Bz1−cF (a− c+ 1, b− c− 1, 2− c; z) (2.4)

Les A et B désigne des constantes arbitraires
Solution au niveau des points singuliers
L’équation de Gauss2.3 possède comme points singuliers réguliers, les trois
points :

0, 1,∞

On cherche à déterminer des séries vérifiant formellement cette équation[2],
donc :

- Autour du point z = 0 , deux solutions sont indépendantes ,si c n’est
pas un nombre entier :

2F1(a, b; c; z),

et

z1−c.2F1 (1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; z)

- Autour de z = 1, si c − a − b n’est pas un entier ,on a deux solution
indépendentes :

2F1(a, b; 1 + a+ b− c; 1− z),

et

(1− z)c−a−b2F1(c− a, c− b; 1 + c− a− b; 1− z)

.
- autour de z =∞ si a− b n’est pas entier ,on a deux solutions indépen-
dentes :

z−a2F1(a, 1 + a− c; 1 + a− b; z−1)

et

z−b2F1(b, 1 + b− c; 1 + b− a; z−1).

Remarque 2.3.2. 1/ Toute équation différentielle du second ordre avec
trois points singuliers réguliers peut se ramener,grace à un changment
de variable ,à une équation différentielle hypergéométrique de Gauss.
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2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

2/ Dans le cas ou a,b ou c sont des entiers, on peut réduire la fonction
hypergéométrique à une fonction transcendante plus simple.

3/ Si c est egal un entier, la solution hypergéométrique de l’équation contient
des termes logarithmiques.

Cas particuliers des fonctions de gauss
Voici, quelques propriétés de fonction qui sont des cas particuliers des séries

hypergéométrique[36, 37]
a/ F (a, b, b; z) = (1− z)−a

b/ F (1, 1, 2; z) = − ln(1−z)
z

c/ F (1, 1, 2;−z) = log(1 + z)

d/ F (1
2
, 1, 3

2
; z2) = 1

2z
log (1+z)

(1−z)

e/ F (1
2
, 1, 3

2
;−z2) = arctanz

z

2.3.1 Fonctions Hypergéométriques généralisées

les fonctions Hypergéométriques généralisées sont définies de la maniére
suivante :

pFq(a1, a2, ..., ap, b1, b2, ...bq; z) =
∞∑
n=0

(a1)n(a2)n...(ap)n
(b1)n(b2)n...(bq)n

zn

n!
(2.5)

oú, on a utilisé la notation de pochhamer
(a)n = Γ(a+n)

Γ(a)

On va commencer par introduire les deux plus importantes approches de calcul
fractionnaire :au sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo .y compris,
quelques unes de leur propriétés ainsi que la relation entre ces deux approches.

2.4 Analyse et calcul fractionnaire

2.4.1 Intégrale fractionnaire de Riemann -Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ C(Re(α) > 0) , selon l’ap-
proche de Riemann-Liouville généralise la célébre formule (attribuée à Cauchy
) d’intégrale répété n fois :

(Ina f)(x) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2...

∫ tn

a

f(tn)dtn =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x−t)n−1f(t)dt (n ∈ N∗)

12



2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

Définition 2.4.1. ( [26, 27]) soit f ∈ L1([a, b]) .L’intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville de la fonction f d’ordre α ∈ C(Re(α) > 0) notée Iαa f est
définie par :

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt x > a (2.6)

oùΓ(α) est la fonction Gamma .

Théorème 2.4.1. ([26, 27]) Si f ∈ L1([a, b]) .
Alors Iαa f existe pour presque tout x ∈ [a, b] et de plus Iαa f ∈ L1([a, b])
Dédémonstration : En introduisant la définition 2.6 puis an utilisant le théo-
réme de Fubini , on trouve :∫ b

a

|(Iαa f)(x)|dx ≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(x− t)α−1|f(t)|dtdx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(x− t)α−1dxdt

≤ 1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)| (b− t)αdt

≤ (b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)| dt <∞

Exemple 2.4.1. Soient α > 0, β > −1 et f(x) = (x− a)β,alors :

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt (2.7)

En effectuant le changement de variable
t = a+ (x− a)y (0 ≤ 1)
alors
2.7 devient

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− a− (x− a)y)α−1[x+ (x− a)y − x]β(x− a)dy

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

[(x− a)(1− y)]α−1(x− a)β+1yβdy

=
(x− a)β+1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1yβdy

=
(x− a)a+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1yβ+1dy

D’après la relation entre la fonction Bêta et la fonction Gamma on a :

13



2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

(Iαa f)(x) =
(x− a)α+β

Γ(α)
B(α, β + 1)

=
(x− a)α+β

Γ(α)

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(1 + β)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β

Ainsi on obtient :

(Iαa (t− a)β)(x) =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β (2.8)

Exemple 2.4.2. soit f(x) = xβ avec β > −1 on a

(Iα0 f(x)) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t)β(x− t)a−1dt (2.9)

En posant : t = xu ,2.9 devient

Iαf(x)) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(xu)β(1− u)a−1xdu

En utilisant la relation entre la fonction Bêta et la fonction Gamma on a :

Iαf(x)) =
xβ+a

Γ(α)

∫ 1

0

(u)β(1− u)a−1du

=
xβ+a

Γ(α)

∫ 1

0

(u)β(1− u)a−1du

=
xβ+a

Γ(α)
B(β + 1, α)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
xα+β

Proposition 2.4.1. ([26, 27]) soient α, β ∈ C tels que Re(α) > 0, Re(β) >
0),pour toute fonction f ∈ L1([a, b])
on a :

Iαa (Iβa f) = Iα+β
a f = Iβa (Iαa f)

pour presque toute x ∈ [a, b[ .Si de plus f ∈ C([a, b]) ,alors cette identité est
vraie pour tout x ∈ [a, b]

Preuve . Supposons d’abord que f ∈ L1([a, b]),ona :[
Iαa (Iβa f)

]
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(Iβa f)(s)ds

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− s)α−1

∫ s

a

(s− t)β−1f(t)dtds

14



2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

En vertu du théoréme ,les intégrales figurant dans l’inégalité précédente existent
pour presque tout x ∈ [a, b], et le théoréme de Fubini permet donc d’écrire :

[
Iαa (Iβa f)

]
(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)

[∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1ds

]
dt

En effectuant le changement de variable s = t+(x− t)y(0 ≤ y ≤ 1) on obtient

[
Iαa (Iβa f)

]
(x) =

1

Γ(αΓ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β+1

∫ 1

0

(1− y)α−1(y)β−1dydt

Enfin ,d’prés la relation entre la fonction bêta et la fonction gamma on a :[
Iαa (Iβa f)

]
(x) =

1

Γ(α + Γ(β)Γ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1dt =
(
Iα+β
a f

)
(x)

Supposons maintenant que f ∈ C([a, b]),alors (d’aprés les théorémes sur les
intégrales dépendant de paramètres)Iβa ∈ C([a, b]), et par suite Iα+β

a f, Iαa I
β
a f ∈

([a, b])
Ainsi ,d’après ce qui précède ,les deux fonctions continues Iα+β

a f, Iαa I
β
a f coïn-

cident presque partout sur [a,b],elles doivent donc coïncider partout sur[a,b].

Le théoréme suivante fournit un résultat concernant l’inversion de la limite et
de l’intégrale fractionnaire

Théorème 2.4.2. Soient α > 0 et (fk)
+∞
k=1 est une suite de fonctions continues

et simplement convergentes sur [a,b].Alors on peut invertir l’intégrale fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville et le signe limite comme suit :[

Iαa ( lim
k→+∞

fk)

]
(x) = lim

k→+∞
(Iαa fk)(x)

Démonstration : Soitfk → f simplement convergente et

|Iαa fk(x)− Iαa f(x)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

a

|fk(t)− f(t)| (x− t)α−1dt

∣∣∣∣
≤ ‖fk − f‖∞

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

≤ ‖fk − f‖∞
Γ(α)

1

α
(x− a)α

≤ (x− a)α

Γ(α + 1)
‖fk − f‖∞

≤ 1

Γ(α + 1)
|fk − f |∞ (b− a)α → 0
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2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

2.4.2 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.4.2. voir( [ [28]]). Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable
sur [a, b]. les dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville Dα

a+f et Dα
b−f

d’ordre α ∈ C(Re(α) > 0) sont définies par :

Dα
a+f(x) = (

d

dx
)n(In−αa+ f(x))

=
1

Γ(n− α)
(
d

dx
)n
∫ x

a

f(t)dt

(x− t)α−n+1
, n = [Re(α)] + 1; x > a

(2.10)

et

Dα
b−f(x) = (− d

dx
)n(In−αb− f(x))

=
1

Γ(n− α)
(− d

dx
)n
∫ b

x

f(t)dt

(t− x)α−n+1
, n = [Re(α)] + 1; x < b

(2.11)

respectivement, où[Re(α)] est la partie entière de Re(α).

Remarque 2.4.1. On remarque que :
1. si α = m ∈ N , alors n = m + 1. Donc , on utilisant 2.10 et 2.11 , on

obtient les propriétés suivantes :
(a) D0

a+f(x) = D0
b−f(x) = f(x)

(b) Dm
a+f(x) = f (m)(x)

(c) Dm
b−f(x) = (−1)mf (m)(x) Oufm(x)est la dérivée usuelle de f d’ordre

m
2. si 0 < Re(α) < 1,n = 1.donc,2.10 et 2.11devient :

Dα
a+f(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

f(t)dt

(x− t)α
, x > a

Dα
b− =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ b

x

f(t)dt

(t− x)α
, x < b

3. si α ∈ R+,alors n = [α] + 1, Donc2.10 et 2.11devient :

Dα
a+f(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f(t)dt

(x− t)α−n+1
, n = [α] + 1; x > a

(2.12)

Dα
b− =

1

Γ(n− α)

(
−d
dx

)∫ b

x

f(t)dt

(t− x)α
, n = [α] + 1 x < b (2.13)

4. si 0 < α < 1 ,alors n = 1.Donc ,2.12 et 2.13 devient :

Dα
a+f(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

f(t)dt

(x− t)α
, x > a

Dα
b− =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ b

x

f(t)dt

(t− x)α
, x < b
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2.4 Analyse et calcul fractionnaire Fonctions Spécifiques

Dα
a+f(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

f(t)dt

(x− t)α
, x > a

Dα
b−f(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

f(t)dt

(t− x)α
, x < b

Propriétés 2.4.1. (voir [[28]]). Soient α, β ∈ C avec Re(α), Re(β) > 0,et
a, b ∈ R Nous avons :

1. Dα
a+(x− a)β−1 = Γ(β)

Γ(β−α)
(x− a)β−α−1

2. Dα
b−(b− x)β−1 = Γ(β)

Γ(β−α)
(b− x)β−α−1

2.4.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 2.4.3. voir([[28]]) Soient α ∈ C avec n = [Re(α)]+1 et f : [a; b]→
C une fonction telle que f (n) ∈ L1[a, b] Les dérivées fractionnaires d’ordre α
de f au sens de Caputo sont définies par :

cDα
a+f(x) = In−αa+ f (n)(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

0

f (n)(t)dt

(x− t)α−n+1
(2.14)

et

cDα
b−f(x) = (−1)nIn−αb− f (n)(x) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

f (n)(t)dt

(t− x)α−n+1
(2.15)

Propriétés 2.4.2. on a
1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont linéaires c’est à dire :

cDα
a+(λf + µg)(x) = λ(cDα

a+f)s(x) + µ(cDα
a+g)(x) (2.16)

et

cDα
b−(λf + µg)(x) = λ(cDα

b−f)s(x) + µ(cDα
b−g)(x) (2.17)

2. Les relations entre les dérivées au sens de Caputo 2.14 et 2.15 les dérivées
au sens de Riemann-Liouville2.10,2.11 sont données par :

cDα
a+f(x) = Dα

a+

[
f(x)−

n−1∑
k−0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

]
(2.18)

et

cDα
b−f(x) = Dα

b−

[
f(x)−

n−1∑
k−0

f (k)(a)

k!
(x− b)k

]
(2.19)
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Chapitre 3
Quelques nouvelles inégalités intégrales
de type Gruss

On considère l’inégalité de Gruss :
1. Inégalité intégrale de Gruss au sens classique (voir[1, 2]) :

Soient f et g deux fonctions dèfinies et intégrables sur [a, b], telle que
pour des réels P, P,M,m vérifiés les conditions

m ≤ f(x) ≤M p ≤ g(x) ≤ P (3.1)

avec x ∈ [a, b] alors :

|T (f, g)| ≤ 1

4
(M −m)(P − p) (3.2)

où

T (f, g) :=
1

b− a

∫ b

a

fg − 1

b− a

∫ b

a

f
1

b− a

∫ b

a

g

preuve voir ([1])
2. Inégalité intégrale de Gruss au sens R-L : Soient f et g deux

fonctions intégrables sur [a,b] vérifié les conditions 3.1.
Alors ∀x ∈ [a, b] :∣∣∣∣ (b− a)α

2Γ(α + 1)
Iαf(x)g(x)− Iαf(x)Iαg(x)

∣∣∣∣ ≤ ( (b− a)α

2Γ(α + 1)

)2
(M−m)(P −p)

(3.3)
preuve voir([11])
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3.1 Inégalités du type Gruss
pour l’opérateur intégrale fractionnaire de Saigo

Quelques nouvelles inégalités intégrales
de type Gruss

3.1 Inégalités du type Gruss
pour l’opérateur intégrale fractionnaire de
Saigo

Définition 3.1.1. Soit f est une fonction continue à valeur réelle,l’intégrale
fractionnaire de saigo d’ordre α est noté par Iα,β,η0,x [f(x)] est défini par :

Iα,β,η0,x [f(x)] =
x−α−β

Γ(α)
.

x∫
0

(x− t)α−1
2F1(α + β,−η;α; 1− t

x
)f(t)dt (3.4)

oú
α > 0,β, η ∈ R et 2F1(...) la fonction hypergéométrique de Gauss

Exemple 3.1.1.
f(x) = xµ (µ ∈ R)

Iα,β,η0,x [xµ] =
Γ(µ+ 1)Γ(µ+ 1− β + η)

Γ(µ+ 1− β)Γ(µ+ 1 + α + η)
xµ−β (3.5)

(α > 0,min(µ, µ− β + η) > −1, x > 0)

Lemme 3.1.1. Soit f une fonction intégrable sur [0,∞) est vérifier

m ≤ f(x) ≤M

,alors pour tout x > 0, α > max{0,−β}, β < 1, β − 1 < η < 0

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]−

(
Iα,β,η0,x [f(x)]

)2

=

(
M

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
− Iα,β,η0,x [f(x)]

)
.

(
Iα,β,η0,x [f(x)]− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
m

)
− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
.Iα,β,η0,x [(M − f(x))(f(x)−m)]

(3.6)

oú :
Iα,β,η0,x [1] = x−α−β

Γ(α)
.
x∫
0

(x− t)α−1
2F1(α + β,−η;α; 1− t

x
)dt = Γ(1−β+η)

Γ(1−β)Γ(1+α+η)xβ

Preuve : Soit

m ≤ f(x) ≤M ⇒

{
0 ≤ f(x)−m ≤M −m ....(1)

0 ≤M − f(x) ≤M −m ....(2)
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Quelques nouvelles inégalités intégrales
de type Gruss

En multiple (1) et (2) on obtient : (M − f(x))(f(x)−m) ≥ 0
soient s, r > 0, on a

(M − f(s))(f(r)−m) + (M − f(r))(f(s)−m)− (M − f(r))(f(r)−m)

− (M − f(s))(f(s−m))

= −Mf(r) +Mm+ f 2(r) + f 2(s)− f(r)f(s)

+Mf(r) +mf(s)−mM −mf(s) +mf(r)−mM
− f(r)m−Mf(s) +Mm+Mf(s)− f(r)f(s) = f 2(r) + f 2(s)− 2f(r)f(s)

(3.7)

On considère :

G(x, r) =
x−α−β(x− r)α−1

Γ(α)
2F1(α + β,−η;α; 1− r

s
)

=
1

Γ(α)

(x− r)α−1

xα+β
+ .........

(3.8)

La fonction G(x, r) est positive car pour tout r ∈ (0, x) on multiplie (3.7) par
G(x, r) et intégrant par rapport r de 0 à x nous obtenons :∫ x

0

G(x, r)(M − f(s))(f(r)−m)dr +

∫ x

0

G(x, r)(M − f(r))(f(s)−m)dr

−
∫ x

0

G(x, r)(M − f(r))(f(r)−m)dr −
∫ x

0

G(x, r)(M − f(s))(f(s)−m)dr

=

∫ x

0

G(x, r)f 2(r)dr +

∫ x

0

G(x, r)f 2(s)dr.

(3.9)

Alors

(M − f(s))

∫ x

0

G(x, r)(f(r)−m)dr + (f(s)−m)

∫ x

0

G(x, r)(M − f(r))dr

−
∫ x

0

G(x, r)(M − f(r))(f(r)−m)dr − (M − f(s))(f(s)−m)

∫ x

0

G(x, r)dr

=

∫ x

0

G(x, r)f 2(r)dr + f 2(s)

∫ x

0

G(x, r)dr − 2f(s)

∫ x

0

G(x, r)dr

(3.10)

On obtient :

(M − f(s))(Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]) + (f(s)−m)Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)]

− Iα,β,η0,x [(M − f(x))(f(x)−m)]− (M − f(s))(f(s)−m)Iα,β,η0,x [1]

= Iα,β,η0,x [f 2(x)] + f 2(s)Iα,β,η0,x [1]− 2f(s)Iα,β,η0,x [f(x)]

(3.11)

20



3.1 Inégalités du type Gruss
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de type Gruss

on multiple 3.11 par G(x, r) et intégrant par rapport s de 0 à x∫ x

0

G(x, s)(M − f(s))(Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m])ds

+

∫ x

0

G(x, s)(f(s)−m)(Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)])ds

−
∫ x

0

G(x, s)(Iα,β,η0,x [(M − f(x))(f(x)−m)]ds

−
∫ x

0

(M − f(s))(f(s)−m)(Iα,β,η0,x [1]G(x, s)ds

=

∫ x

0

G(x, s)Iα,β,η0,x [f 2(x)] + f 2(s)(Iα,β,η0,x [1]− 2

∫ x

0

G(x, s)f(s)(Iα,β,η0,x [f(x)]ds

=⇒ Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]ds

∫ x

0

(M − f(s)ds)

+
(
Iα,β,η0,x [M ]

)(
Iα,β,η0,x [f(x)]

)∫ x

0

G(x, s)(f(s)−m)ds

− Iα,β,η0,x [(M − f(s))(f(s)−m)]

∫ x

0

G(x, s)ds

− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)(1 + α + η)xβ

∫ x

0

(M − f(s))(f(s)−m)

= Iα,β,η0,x [f 2(x)]

∫ x

0

G(x, s)ds+
Γ(1− β)

Γ(1− β)(1 + α + η)xβ

∫ x

0

f 2(s)G(x, s)ds

− 2Iα,β,η0,x [f(x)]

∫ x

0

G(x, s)f(s)ds

⇒
(
Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]

)
.
(
Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)
+
(
Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)
.
(
Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]

)
− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [(M − f(x))(f(x)−m)]

− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [(M − f(x))(f(x)−m)]

=
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]− 2Iα,β,η0,x [f(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

⇒ 2
(
Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)(
Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]

)
− 2Iα,β,η0,x [(M − f(x))(f(x)−m)]

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

= 2
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]− 2

(
Iα,β,η0,x [f(x)]

)2
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⇒ −
(
Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)(
Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]

)
Iα,β,η0,x [1]

+

(
M

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
− Iα,β,η0,x [f(x)]

)
=

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]−

(
Iα,β,η0,x [f (x)]

)2

(3.12)

Corollaire 3.1.1. Si β = −α on obtient l’intégrale fractionnaire de Rieman
-Liouville avec deux constantes :

xβ

Γ(α + 1)
Iα0,x[f

2(x)]− (Iα0,x[f(x)])2

=

(
M

xα

Γ(α + 1)
− Iα0,xf(x)

)(
Iα0,x[f(x)]−m xβ

Γ(α + 1)

)
− xα

Γ(α + 1)
Iα0,x(M − f(x))(f(x)−m)

Premier cas :

Théorème 3.1.1. Soient f et g deux fonctions intégrables, telle que :
p ≤ g(x) ≤ P , m ≤ f(x) ≤M
alors pour tout x > 0, α > max{0,−β}, β < 1, β − 1 < η < 0 on a :∣∣∣∣ Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [(fg(x))]− Iα,β,η0,x [(f(x)]Iα,β,η0,x [(g(x)]

∣∣∣∣
≤
√
T (f,m,M)T (g, p, P )

(3.13)

oú

T (a, b, c) := (Iα,β,η0,x [c(x)]− Iα,β,η0,x [a(x)])(Iα,β,η0,x [a(x)]− Iα,β,η0,x [b(x)])

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [ba(x)]

− Iα,β,η0,x [b(x)]Iα,β,η0,x [a(x)] +
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [ca(x)]

− Iα,β,η0,x [c(x)]Iα,β,η0,x [a(x)] + Iα,β,η0,x [b(x)]Iα,β,η0,x [c(x)]

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [bc(x)].

(3.14)

où

Preuve Soient f et g deux fonctions définies sur [0,∞) satisfaisant les
conditions (3.1) sur [0,∞) on a :

H(r, s) := (f(r)− f(s))(g(r)− (g(s)) ; r, s ∈ (0, x), x > 0 (3.15)
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on obtient

H(r, s) = f(r)g(r)− f(r)g(s)− f(s)g(r) + f(s)g(s) (3.16)

On multiple 3.16 par G(x, r) et en intégrant par rapport r de 0 á x on obtient :∫ x

0

G(x, r)H(r, s)dr

=

∫ x

0

G(x, r)f(r)g(r)dr −
∫ x

0

G(x, r)f(r)g(s)dr

−
∫ x

0

G(x, r)f(s)g(r)dr +

∫ x

0

G(x, r)f(s)g(s)dr

⇒ Iα,β,η0,x [fg(x)]− g(s)Iα,β,η0,x [f(x)]

− f(s)Iα,β,η0,x [g(x)] + f(s)g(s)Iα,β,η0,x [1]

(3.17)

De la même manière on multiple (3.17 ) par G(x, s) ,en intégrant par rapport
s de 0 à x on obtient :∫ x

0

G(x, s)Iα,β,η0,x [fg(x)]ds−
∫ x

0

G(x, s)g(s)Iα,β,η0,x [f(x)]

−
∫ x

0

G(x, s)f(s)Iα,β,η0,x [g(x)]ds+

∫ x

0

G(x, s)g(s)f(s)Iα,β,η0,x [1]

⇒ Iα,β,η0,x [fg(x)]Iα,β,η0,x [1]− Iα,β,η0,x [g(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

− Iα,β,η0,x [f(x)]Iα,β,η0,x [g(x)] + Iα,β,η0,x [fg(x)]Iα,β,η0,x [1]

⇒ 2

(
Iα,β,η0,x [fg(x)]

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
− Iα,β,η0,x [f(x)]Iα,β,η0,x [g(x)]

)
(3.18)

On applique l’inégalité de Cauchy -Schwartz on obtient :(
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [fg(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)]Iα,β,η0,x [g(x)]

)2

≤ Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [fg(x)]2 −

(
Iα,β,η0,x [fg(x)]

)2

≤
(

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)]2

)
.

(
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [g2(x)]− Iα,β,η0,x [g(x)]2

)
(3.19)

on a (M − f(t))(f(t)−m) ≥ 0 et (P − g(t))(g(t)− p)) ≥ 0 ,alors
Γ(1−β+η)

Γ(1−β)Γ(1+α+η)xβ
Iα,β,η0,x [(M − f(t))(f(t)−m)] ≥ 0

Γ(1−β+η)
Γ(1−β)Γ(1+α+η)xβ

Iα,β,η0,x [(P − g(t))(g(t)− p)] ≥ 0
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⇒ Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]−

(
Iα,β,η0,x [f(x)]

)2

≤
(
Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)(
Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]

)
+

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [mf(x)]− Iα,β,η0,x [m]Iα,β,η0,x [f(x)]

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [Mf(x)]− Iα,β,η0,x [m]Iα,β,η0,x [f(x)]

Iα,β,η0,x [m]Iα,β,η0,x [M ]− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [Mm]

≤
(
Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)(
Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]

)
≤ T (f,M,m)

(3.20)

et

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [g2(x)]−

(
Iα,β,η0,x [g(x)]

)2

≤
(
Iα,β,η0,x [P ]− Iα,β,η0,x [g(x)]

)
.
(
Iα,β,η0,x [g(x)]− Iα,β,η0,x [p]

)
≤ T (g, P, p).

(3.21)

Avec d’après 3.20 et 3.21on obtient(
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [g2(x)]− Iα,β,η0,x [fg(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)]Iα,β,η0,x [g(x)]

)2

≤
(
Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)
.
(
Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]

)
.
(
Iα,β,η0,x [P ]− Iα,β,η0,x [g(x)]

)
.
(
Iα,β,η0,x [g(x)]− Iα,β,η0,x [p]

)
⇒
∣∣∣∣ Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [fg(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [g(x)]

∣∣∣∣
≤
√
T (f,M,m)T (g, P, p).

(3.22)

Avec :

T (f,m,M) =
(
Iα,β,η0,x [M ]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)
.
(
Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [m]

)
T (g, p, P ) =

(
Iα,β,η0,x [P ]− Iα,β,η0,x [g(x)]

)
.
(
Iα,β,η0,x [g(x)]− Iα,β,η0,x [p]

)

Théorème 3.1.2. Si la fonction f vérifier la condition (3.1) alors pour tout
x > 0, α > max{0,−β}, ψ > max{0,−φ}, β < 1, β−1 < η < 0, φ < 1, φ−1 <
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ζ < 0,

Iψ,φ,ζ0,x [m]Iα,β,η0,x [f(x)] + Iψ,φ,ζ0,x [M ]Iψ,φ,ζ0,x [f(x)]

≥ Iα,β,η0,x [M ]Iψ,φ,ζ0,x [m] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iψ,φ,ζ0,x [f(x)]
(3.23)

Preuve
(M − f(r))(f(s)−m) ≥ 0

Mf(s)−mM − f(r)f(r)f(s) +mf(r) ≥ 0

⇒Mf(s) +mf(r) ≥Mm+ f(r)f(s)

(3.24)

On multiple 3.24 par G(x, r) puis intégrant par rapport r, on obtient∫ x

0

G(x, r)[Mf(s) +mMf(r)]dr ≥
∫ x

0

G(x, r)[Mm+ f(r)f(s)]dr

⇒Mf(s)

∫ x

0

G(x, r)dr +m

∫ x

0

G(x, r)f(r)d(r)

≥Mm

∫ x

0

G(x, r)dr + f(s)

∫ x

0

f(r)G(x, r)dr

⇒Mf(s)Iα,β,η0,x [1] +mIα,β,η0,x f(x)

≥MmIα,β,η0,x [1] + f(s)Iα,β,η0,x [f(x)]

(3.25)

,on multiplie 3.25 par
x−φ−ψ

Γ(c)
(x− s)c−1

2f1(φ+ ψ;−ζ;φ; 1− s

x
) , en intégrant par rapport s de 0 à x

on obtient :∫ x

0

Mf(s)Iα,β,η0,x [1]
x−φ− ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ;−ζ;φ; 1− s

x
)ds

+

∫ x

0

mIα,β,η0,x [f(x)]
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ; ζ;φ; 1− s

x
)ds

≥
∫ x

0

MmIα,β,η0,x [1]
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ; ζ;φ; 1− s

x
)ds

+

∫ x

0

f(s)Iα,β,η0,x [f(x)]
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ; ζ;φ; 1− s

x
)ds

=⇒ Iα,β,η0,x [M ]

∫ x

0

x−φ− ψ
Γ(φ)

(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ;−ζ;φ; 1− s

x
)ds

+mIα,β,η0,x [f(x)]

∫ x

0

x−φ− ψ
Γ(φ)

(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ;−ζ;φ; 1− s

x
)f(s)ds

≥ Iα,β,η0,x [Mm]

∫ x

0

x−φ− ψ
Γ(φ)

(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ;−ζ;φ; 1− s

x
)ds

+ Iα,β,η0,x [f(x)]

∫ x

0

x−φ− ψ
Γ(φ)

(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ;−ζ;φ; 1− s

x
)f(s)ds

=⇒ Iα,β,η0,x [M ]Iψ,φ,ζ0,x [f(x)] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iψ,φ,ζ0,x [m]

≥MmIα,β,η0,x [1]Iψ,φ,ζ0,x [1] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iψ,φ,ζ0,x [f(x)]

(3.26)
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Théorème 3.1.3. Soient f et g deux fonctions intégrables défini sur [0,∞[ vé-
rifiés les condition(3.1) . pour tout x > 0, ψ > max{0,−φ}, α > {0,−β}, β <
1, β − 1 < η, φ < 1, φ− 1 < ζ < 0, les inégalités suivantes sont satisfaites :

(a) Iα,β,η0,x [p]Iα,β,η0,x [f(x)] + Iα,β,η0,x [M ]Iψ,φ,ζ0,x [g(x)]

≥ Iα,β,η0,x [p]Iα,β,η0,x [M ] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iψ,φ,η0,x [g(x)]

(b) Iφ,ψ,ζ0,x [m]Iα,β,η0,x [g(x)] + Iα,β,η0,x [P ]Iψ,φ,η0,x [g(x)]

≥ Iψ,φ,ζ0,x [m]Iα,β,η0,x [P ] + Iψ,φ,ζ0,x [g(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

(c) Iα,β,η0,x [M ]Iψ,φ,ζ0,x [P ] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iψ,φ,ζ0,x [g(x)].

≥ Iψ,φ,ζ0,x [g(x)]Iα,β,η0,x [M ] + Iψ,φ,ζ0,x [P ].Iα,β,η0,x [f(x)].

(d) Iα,β,η0,x [M ].Iφ,ψ,ζ0,x [p] + Iα,β,η0,x [f(x)].Iψ,φ,ζ0,x [g(x)]

≥ Iα,β,η0,x [M ].Iψ,φ,ζ0,x [g(x)] + Iφ,ψ,ζ0,x [p]Iα,β,η0,x [f(x)]

(3.27)

Preuve preuve(a) : on a

(M − f(r))(g(s)− p)) ≥ 0

Mg(s)−Mp− f(r)g(s) + pf(r) ≥ 0

⇒Mg(s) + pf(r) ≥Mp+ f(r)g(s)

(3.28)

On multiple 3.28 par G(x, r)et intégrant par r

Mg(s)

∫ x

0

G(x, r)dr +m

∫ x

0

G(x, r)f(r)dr

≥Mm

∫ x

0

G(x, r)dr + g(s)

∫ x

0

G(x, r)f(r)dr

⇒ g(s)Iα,β,η0,x [M ] + pIα,β,η0,x [f(x)]

≥ Iα,β,η0,x [Mp] + g(s)Iα,β,η0,x [f(x)]

(3.29)

On multiple 3.29 par :
(
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s
x
)
)
puis intégrant

par rapport s on obtient :

Iα,β,η0,x [M ]
x−φ−ψ

Γ(φ)

∫ x

0

g(s)(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)ds

+ pIα,β,η0,x [f(x)]
x−φ−ϕ

Γ(φ)

∫ x

0

g(s)(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)ds

≥ Iα,β,η0,x [Mp]
x−φ−ψ

Γ(φ)

∫ x

0

(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)ds

+ Iα,β,η0,x [f(x)]
x−φ−ψ

Γ(φ)
+

∫ x

0

(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)ds

⇒ Iα,β,η0,x [M ]Iφ,ψ,ζ0,x [g(x)] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iφ,ψ,ζ0,x [p]

≥ Iα,β,η0,x [M ]Iφ,ψ,ζ0,x [p] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iφ,ψ,ζ0,x [g(x)]

(3.30)
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On obtient :

p
Γ(1− φ+ ζ)

Γ(1− φ)Γ(1 + ϕ+ ζ)xβ
Iα,β,η0,x [f(x)] +M

Γ(1− β + ζ)

Γ(1− β)Γ(1 + α + ζ)xβ
Iφ,ψ,η0,x [g(x)]

≥ pM
Γ(1− β + η)Γ(1− ψ + ζ)

Γ(1− β)(1 + α + η)Γ(1− ψ)Γ(1 + ψ + ζ)xβ+ψ
+ Iα,β,η0,x [f(x)]Iφ,ψ,ζ0,x [g(x)]

(3.31)

preuve(b) :

(P − g(r))(f(s)−m) ≥ 0

=⇒ Pf(s)−mp− g(r)f(s) +mg(r) ≥ 0

=⇒ Pf(s) +mg(r) ≥ mp+ g(r)f(s)

(3.32)

En multipliant 3.31 par G(x, s)et intégrant par rapport r∫ x

0

(G(x, r)pf(s) +mg(r))dr ≥
∫ x

0

(G(x, r)mp+ g(r)f(s)dr

=⇒ pf(s)

∫ x

0

G(x, r)dr +m

∫ x

0

g(r)G(x, r)dr

≥ mp

∫ x

0

G(x, r)dr + f(s)

∫ x

0

g(r)G(x, r)dr

=⇒ f(s)(Iα,β,η0,x [p] +m(Iα,β,η0,x [g(x)]

≥ (Iα,β,η0,x [mp] + f(s)(Iα,β,η0,x [g(x)]

(3.33)

En multipliant 3.34 par x−ψ−φ

Γ(φ)
(x − s)ψ−1

2f1(ψ + φ;−ζ;φ; 1− s

x
) et intégrant

par rapport s∫ x

0

f(s)Iα,β,η0,x [p]
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)ψ−1

2F1(φ+ ψ;−ζ;φ; 1− s

x
)ds

+

∫ x

0

mIα,β,η0,x [g(x)]
x−ψ−φ

Γ(φ)
(x− s)ψ−1

2F1(ψ + φ;−ζ;φ; 1− s

x
)ds

≥
∫ x

0

f(s)Iα,β,η0,x [mp]
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)ψ−1

2F1(φ+ ψ;−ζ;φ; 1− s

x
)ds

+

∫ x

0

f(s)Iα,β,η0,x [g(x)]
x−ψ−φ

Γ(φ)
(x− s)ψ−1

2F1(φ+ ψ;−ζ;φ; 1− s

x
)ds

=⇒ Iα,β,η0,x [P ]Iφ,ψ,ζ0,x [f(x)] + Iα,β,η0,x [g(x)]Iφ,ψ,ζ0,x [m] ≥ Iα,β,η0,x [mP ]Iψ,φ,ζ0,x [1]

+ Iα,β,η0,x [f(x)]Iψ,φ,ζ0,x [g(x)]

=⇒ P
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iφ,ψ,ζ0,x [f(x)]

+m
Γ(1− ψ + ζ)

Γ(1− ψ)Γ(1 + φ+ η)xψ
Iα,β,η0,x [g(x)]

≥ Iα,β,η0,x [m]Iψ,φ,ζ0,x [1] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iψ,φ,ζ0,x [g(x)]

(3.34)
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preuve (c) :

(M − f(r))(g(s)− P ) ≤ 0

Mg(s)− pM − f(r)g(s) + Pf(r) ≤ 0

pM + f(r)g(s) ≥Mg(s) + Pf(r)

(3.35)

on multiple 3.35 par G(x, r) puis intégrant par rapport r on obtient :∫ x

0

G(x, r)(PM + f(r)g(s))dr ≥
∫ x

0

G(x, r)(Mg(s) + Pf(r))dr

⇒ PM

∫ x

0

G(x, r)dr + g(s)

∫ x

0

G(x, r)f(r)dr

≥Mg(s)

∫ x

0

G(x, r)dr + P

∫ x

0

G(x, r)f(r)dr

⇒ pMIα,β,η0,x [1] + g(s)Iα,β,η0,x [f(x)]

≥Mg(s)Iα,β,η0,x [1] + PIα,β,η0,x [f(x)]

(3.36)

Et en multiple3.36 par
(
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s
x
)
)

et intégrant
par rapport s on obtient :

⇒
∫ x

0

(
PMIα,β,η0,x [1] + g(s)Iα,β,η0,x [f(x)]

)(x−φ−ψ
Γ(φ)

(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

≥
(∫ x

0

Mg(s)Iα,β,η0,x [1]

)(
x−φ−ϕ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

+

∫ x

0

pI0,x
α,β,η[f(x)]

(
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

⇒
(
PMIα,β,η0,x [1]

)(x−φ−ψ
Γ(φ)

(x− s)φ−1
2F1(φ+ Φ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

+ Iα,β,η0,x [f(x)]

∫ x

0

g(s)

(
x−φ−ϕ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

≥MIα,β,η0,x [1]

∫ x

0

g(s)

(
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

+ PI0,x
α,β,η[f(x)]

(
x−φ−ϕ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

⇒ pM
Γ(1− β + η)Γ(1− ψ + ζ)

Γ(1 + α)Γ(1 + φ)Γ(1 + ψ + ζ)xβxφ
+ Iα,β,η0,x [f(x)]Iψ,φ,ζ0,x [g(x)]

≥M
Γ(1− β + η)

Γ(1 + α)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [g(x)] + PIα,β,η0,x [f(x)]

Γ(1− ψ + ζ)

Γ(1 + ψ)Γ(1 + ψ + ζ)xφ

(3.37)

preuve (d) :
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(m− f(r))(g(s)− p) ≤ 0

mg(s)− pm− f(r)g(s) + pf(r) ≤ 0

pm+ f(r)g(s) ≥ mg(s) + pf(r)

(3.38)

On multiple3.38 par G(x,r) et intégrant par rapport r on obtient :∫ x

0

G(x, r)(pm+ f(r)g(s))dr ≥
∫ x

0

G(x, r)(mg(s) + pf(r))dr

⇒ pM

∫ x

0

G(x, r)dr + g(s)

∫ x

0

G(x, r)f(r)dr

≥Mg(s)

∫ x

0

G(x, r)dr + p

∫ x

0

G(x, r)f(r)dr

⇒ pmIα,β,η0,x [1] + g(s)Iα,β,η0,x [f(x)]

≥ mg(s)I0,x
α,β,η[1] + pI0,x

α,β,η[f(x)]

(3.39)

On multiple3.39 par
(
x−φ−ϕ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ Φ,−ζ; 1− s
x
)
)

et intégrant par
rapport s on obtient :

⇒
∫ x

0

(
pMI0,x

α,β,η[1] + g(s)Iα,β,η0,x [f(x)]
)(x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

≥
(∫ x

0

Mg(s)Iα,β,η0,x [1]

)(
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ Φ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

+

∫ x

0

pI0,x
α,β,η[f(x)]

(
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

⇒
(
pmIα,β,η0,x [1]

)(x−φ−ψ
Γ(φ)

(x− s)φ−1
2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

+ Iα,β,η0,x [f(x)]

∫ x

0

g(s)

(
x−φ−ψ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ Φ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

≥MI0,x
α,β,η[1]

∫ x

0

g(s)

(
x−φ−ϕ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

+ pI0,x
α,β,η[f(x)]

(
x−φ−ϕ

Γ(φ)
(x− s)φ−1

2F1(φ+ ψ,−ζ; 1− s

x
)

)
ds

⇒ pm
Γ(1− β + η)Γ(1− ψ + ζ)

Γ(1 + α)Γ(1 + φ)Γ(1 + ψ + ζ)xβxφ
+ I0,x

α,β,η[f(x)]Iψ,φ,ζ0,x [g(x)]

≥ m
Γ(1− β + η)

Γ(1 + α)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [g(x)] + pIα,β,η0,x [f(x)]

Γ(1− ψ + ζ)

Γ(1 + ψ)Γ(1 + ψ + ζ)xφ

(3.40)

Deuxième cas :
Dans ce cas on considére quatres fonctions f1, f2, g1et g2 intégrable sur [0,∞[
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telles que
f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x) ∀x ∈ [0,∞[ (3.41)

(A2) deux fonctions intégrable g1(x) et g2(x) sur [0,∞[ telles que

g1(x) ≤ g(x) ≤ g2(x) ∀x ∈ [0,∞[ (3.42)

Lemme 3.1.2. Soit la fonction f vérifié la condition (3.41) , alors ,pour tout
x>0,α > max{0− β}, β < 1, β − 1 < η < 0, l’égalité est vérifié :

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]− (Iα,β,η0,x [f(x)])2

= (Iα,β,η0,x [f2(x)]− (Iα,β,η0,x [u(x)]).(Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x f1(x)])

− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x .[(f2(x)− f(x))(f(x)− f1(x))]

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f1f(x)]− Iα,β,η0,x [f1(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f2f(x)]− Iα,β,η0,x [f2(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

+ Iα,β,η0,x [f1(x)]Iα,β,η0,x [f2(x)]

− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f1(x)f2(x)]

(3.43)

Preuve pour tout σ, ρ > 0 on a :

(f1(σ)− f(σ))(f(ρ)− f1(ρ)) + (f2(ρ)− f(ρ))(f(σ)− f1(σ))

− (f2(ρ)− f(ρ))(f(ρ)− f1(ρ))− (f2(σ)− f(σ))(f(σ)− f1(σ))

= u2(ρ) + f 2(σ)− 2f(σ)f(ρ) + f2(σ)u(ρ) + f1(ρ)f(σ)− f1(ρ)f2(σ)

+ f1(ρ)f(σ) + f1(σ)f(ρ)− f1(σ)f2(ρ)− f2(ρ)f(ρ) + f1(ρ)f2(ρ)− f1(ρ)f(ρ)

− f2(σ)u(ρ) + f1(σ)f2(σ)− f1(σ)u(σ)

(3.44)

considère

G(x, ρ) =
x−α−β(x− ρ)α−1

Γ(α) 2

F1(α + β,−η;α; 1− ρ

x
)

=
1

Γ(α)

(x− ρ)α−1

xα+β
+

(α + β)(−η)

Γ(α + 1)

(x− ρ)α

xα+β+1

+
(α + β)(α + β + 1)(−η)(−η + 1)

Γ(α + 2)

(x− ρ)α+1

xα+β+2

+ ....,

(ρ ∈ (0, x); x > 0).

(3.45)
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On multiple 3.45 par G(x, ρ) et intègre par rapport à ρ de 0 á x on obtient :

(f2(σ)− f(σ))(Iα,β,η0,x [f(x)]− (Iα,β,η0,x [f1(x)])

+ (Iα,β,η0,x [f2(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)])(f(σ)− f1(σ))

− (Iα,β,η0,x [(f2(x)− f(x))(f(x)− f1(x)]

− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
(f2(σ)− f(σ))(f(σ)− f1(σ))

= Iα,β,η0,x [f 2(x)] + f 2(σ)
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

− 2u(σ)Iα,β,η0,x [f(x)] + f2(σ)Iα,β,η0,x [f(x)]

+ u(σ)Iα,β,η0,x [f1(x)]− f2(σ)Iα,β,η0,x [f1(x)]

+ f(σ)Iα,β,η0,x [f2(x)] + f1(σ)Iα,β,η0,x [f(x)]

− f1(σ)Iα,β,η0,x [f2(x)]− Iα,β,η0,x [f2f(x)]

+ Iα,β,η0,x [f1f2(x)]− Iα,β,η0,x [f1f(x)]

− f2(σ)u(σ)
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

+ f1(σ)f2(σ)
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

− f1(σ)f(σ)
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

(3.46)

on multiple 3.46 par G(x, ρ) , puis intégrant par rapport à ρ de 0 àx, on a
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(Iα,β,η0,x [f2(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)])

.Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [f1(x)])

+ Iα,β,η0,x [f2(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)])

.Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [f1(x)])

− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x .[(f2(x)− f(x))(f(x)− f1(x))]

− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x .[(f2(x)− f(x))(f(x)− f1(x))]

= Iα,β,η0,x [f 2(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

− 2Iα,β,η0,x [f(x)]Iαβη0,x [f(x)]

+ Iα,β,η0,x [f2(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

+ Iα,β,η0,x [f(x)]Iα,β,η0,x [f1(x)])

− Iα,β,η0,x [f2(x)]Iα,β,η0,x [f1(x)])

+ Iα,β,η0,x [u(x)]Iα,β,η0,x [f2(x)]

+ Iα,β,η0,x [f1(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

− Iα,β,η0,x [f1(x)]Iα,β,η0,x [f2(x)]

− Iα,β,η0,x [f2f(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

+ Iα,β,η0,x [f1f2(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

− Iα,β,η0,x [f1f(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

− Iα,β,η0,x [f2f(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

+ Iα,β,η0,x [f1f2(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

− Iα,β,η0,x [f1u(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

(3.47)
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implique que

2(Iα,β,η0,x [f2(x)]− (Iα,β,η0,x [f(x)]).(Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [f1(x)])

− 2
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x .[f2(x)− f(x)(f(x)− f1(x))]

= 2Iα,β,η0,x [f 2(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

= −2(Iα,β,η0,x [f(x)])2 + 2Iα,β,η0,x [f2(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

+ 2Iα,β,η0,x [f(x)]Iα,β,η0,x [f1(x)]− 2Iα,β,η0,x [f2(x)]Iα,β,η0,x [f1(x)]

− 2Iα,β,η0,x [f2u(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

+ 2Iα,β,η0,x [f1f2(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

− 2Iα,β,η0,x [f1f(x)]
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ

(3.48)

Théorème 3.1.4. Soient f et g deux fonctions intégrables sur [0,+∞), véri-
fiés les conditions (3.41),(3.42), alors pour tout x > 0, α > max{0,−β},β <
1, β − 1 < η < 0, on a :∣∣∣∣ Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [(fg(x))]− Iα,β,η0,x [(f(x)]Iα,β,η0,x [(g(x)]

∣∣∣∣
≤
√
T (f, f1(x), f2(x))T (g, g1(x), g2(x))

(3.49)

Preuve On note par H(ρ, σ) l’égalité

H(ρ, σ) := (f(ρ)− f(σ))(g(ρ)− (g(σ)) ; ρ, σ ∈ (0, x), x > 0 (3.50)

il s’ensuit que

H(ρ, σ) := f(ρ)g(ρ)− f(ρ)g(σ)− f(σ)g(ρ) + f(σ)g(σ) (3.51)

on multiple 3.43 par G(x, ρ) qui est défini par 3.11 et est positif car pour tout
ρ ∈ (0, x)(x > 0). identité par rapport àρde 0 à x, nous avons

x−α−β

Γ(α)

x∫
0

(x− ρ)α−1
2F1(α + β, η;α; 1− ρ

x
)H(ρ.σ)dρ

= Iα,β,η0,x [fg(x)]− f(σ)Iα,β,η0,x f(x)]− f(σ)Iα,β,η0,x [f(x)] + f(σ)g(σ)Iα,β,η0,x

(3.52)
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On multiple 3.52 par G(x, ρ) puis intégrant par rapport à σ de 0 à x, on
a :

x−α−βx−α−β

Γ2(α)

∫ x

0

(x− ρ)α−1(x− σ)α−1
2F1

(
α + β, η;α; 1− σ

x

)
H(ρ, σ)dρdσ

= 2
( Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [(fg(x))]

− Iα,β,η0,x [f(x)]Iα,β,η0,x [g(x)]
)

(3.53)

d’aprés l’inégalité de Cauchy -Schwartz à 3.53, on a :(
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [fg(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)]Iα,β,η0,x [g(x)]

)2

≤
(

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]− (Iα,β,η0,x [f(x)])2

)
×
(

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [g2(x)]− (Iα,β,η0,x [g(x)])2

) (3.54)

puisque (f1(x)− f(t))(f(t)− f1(x)) ≥ 0 et (g2(x)− g(t))(g(t)− g1(x)) ≥ 0,on
a

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x .[(f2(x)− f(t))(f(t)− f1(x)] ≥ 0

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x .[(g2(x)− g(t))(g(t)− g1(x)] ≥ 0

(3.55)
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ainsi nous avons

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]−

(
Iα,β,η0,x [f(x)]

)2

≤
(
Iα,β,η0,x [f2(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)
.Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [f1(x)]

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f1f(x)]− Iα,β,η0,x [f1(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f2f(x)]− Iα,β,η0,x [f2(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

+ Iα,β,η0,x [f1(x)]Iα,β,η0,x [f2(x)]− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f1f2(x)]

= T (f, f1, f2) ,

Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [f 2(x)]− (Iα,β,η0,x [f2(x)])2

≤
(
Iα,β,η0,x [g2(x)]− Iα,β,η0,x [f(x)]

)
.Iα,β,η0,x [f(x)]− Iα,β,η0,x [g1(x)]

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [g1u(x)]− Iα,β,η0,x [g1(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

+
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [g2f(x)]− Iα,β,η0,x [g2(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

+ Iα,β,η0,x [g1(x)]Iα,β,η0,x [g2(x)]− Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
Iα,β,η0,x [g1g2(x)]

= T (g, g1, g2)

(3.56)

en combinant3.55 et3.56 on obtient l’inégalité requise3.40

Théorème 3.1.5. Soit que f est une fonction intégrable définie sur [0,∞[ et la
condition (3.41) , alors pour tout x > 0, α > max{0,−β}, ς > max{0,−τ}, β <
1, β − 1 < η < 0, f < 1, τ − 1 < ζ < 0,

I ς,τ,ζ0,x [f1(x)]Iα,β,η0,x [u(x)] + Iα,β,η0,x [f2(x)]I ς,τ,ζ0,x [u(x)]

≥ Iα,β,η0,x [f2(x)]I ς,τ,τζ0,x [f1(x)] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iτ,ςζ0,x [f(x)]
(3.57)

Preuve Pour tout
ρ, σ ≥ 0,on a

(f2(ρ)− f(ρ))(f(σ)− f1(σ)) ≥ 0

=⇒ f2(ρ)f(σ)− f2(ρ)f1(σ)− f(ρ)f(σ) + f(ρ)f1(σ) ≥ 0,
(3.58)

implique que

f2(ρ)u(σ) + f(rho)f1(σ) ≥ f2(ρ)f1(σ) + f(ρ)f(ρ) (3.59)
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On multiple 3.59 par G(x, r) et intégré par rapport ρ de 0 á x

f(σ)
xα−β

Γ(α)
.

∫ x

0

(x− p)α−1
2F1

(
α + β,−η;α; 1− ρ

x

)
f2(ρ)dρ

+ f1(ρ)
x−α−β

Γ(α)
.

∫ x

0

(x− ρ)α−1
2F1

(
α + β,−η;α; 1− ρ

x

)
u(ρ)dρ

≥ f1(ρ)
x−α−β

Γ(α)
.

∫ x

0

(x− ρ)α−1
2F1(α + β,−η;α; 1− ρ

x
)f2(ρ)dρ.u(ρ)

x−α−β

Γ(α)
(3.60)

implique

f(σ)Iα,β,η0,x [f2(x)] + f1(x)(ρ)Iα,β,η0,x [u(x)] ≥ Iα,β,η0,x [f2(x)]I ς,τ,τζ0,x [f1(x)] + Iα,β,η0,x [f(x)]Iτ,υζ0,x [f(x)]

(3.61)

en multipliant 3.61 par x−ψ−φ/Γ(ψ))(x− σ)ψ−1
2F1(ψ + φ,−ζ;ψ; 1− σ/x)σ ∈

(0, x), x > 0),qui reste positif, intégrant alors l’identité résultante par rapport
à ρ de 0 à x, nous avons

Iα,β,η0,x [f2(x)]
x−g−f

Γ(ς)
.

∫ x

0

(x− σ)α−1
2F1

(
ς + τ,−ζ; ς; 1− σ

x

)
u(σ)dσ

Iα,β,η0,x [u(x)]
x−ς−τ

Γ(ς)
.

∫ x

0

(x− σ)α−1
2F1

(
ς + τ,−ζ; ς; 1− σ

x

)
f1(σ)dσ

≥ Iα,β,η0,x [f2(x)]
x−ς−τ

Γ(ς)
.

∫ x

0

(x− σ)α−1
2F1

(
ς + τ,−ζ; ς; 1− σ

x

)
f1(σ)dσ

Iα,β,η0,x [u(x)]
x−ς−τ

Γ(ς)
.

∫ x

0

(x− σ)α−1
2F1

(
ς + τ,−ζ; ς; 1− σ

x

)
u(σ)dσ

(3.62)

donne l’inégalité (3.57)

Corollaire 3.1.2. : Si f vérifié la condition(3.1) pour x > 0, α > max{0,−τ}, β <
1, β − 1 < η, τ < 1, τ − 1 < ζ < 0,

m
Γ(1− τ + ζ)

Γ(1− τ)Γ(1 + ς + ζ)xτ
Iα,β,η0,x f(x)

+m
Γ(1− β + η)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)xβ
I ς,τ,ζ0,x [f(x)]

≥ mM
Γ(1− β + η)(Γ(1− τ + ζ)

Γ(1− β)Γ(1 + α + η)Γ(1− f)Γ(1 + ς + ζ)xβxτ

+ Iα,β,η0,x [f(x)]I ς,τ,ζ0,x [f(x)].

(3.63)

Théorème 3.1.6. soient f, g deux fonctions intégrables vérifié les conditions(3.41)
et (3.42),alors pour tout x > 0, α > max{0,−β}, τβ < 1, β − 1 < η, τ <
1, τ − 1 < ζ < 0 vérifié les inégalités
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(a1) I ς,τ,ζ0,x [G1(x)]Iα,β,η0,x [f(x)] + Iα,β,η0,x [f2(x)]I ς,τ,ζ0,x [g(x)]

≥ I ς,τ,ζ0,x [g1(x)]Iα,β,η0,x [f2(x)] + Iα,β,η0,x [f(x)]I ς,τ,ζ0,x [g(x)]

(b′) I ς,τ,ζ0,x [f1(x)]Iα,β,η0,x [v(x)] + Iα,β,η0,x [g2(x)]I ς,τ,ζ0,x [f(x)]

≥ I ς,τ,ζ0,x [f1(x)]Iα,β,η0,x [g2(x)] + I ς,τ,ζ0,x [u(x)]Iα,β,η0,x [g(x)]

(c1) Iα,β,η0,x [f2(x)]I ς,τ,ζ0,x [g2(x)] + Iα,β,η0,x [f(x)]I ς,τ,ζ0,x [g(x)]

≥ Iα,β,η0,x [f2(x)]I ς,τ,ζ0,x [g(x)] + I ς,τ,ζ0,x [g2(x)]Iα,β,η0,x [f(x)]

(d′) Iα,β,η0,x [f1(x)]I ς,τ,ζ0,x [f1(x)] + Iα,β,η0,x [f(x)]I ς,τ,η0,x [g(x)]

≥ Iα,β,η0,x [f1(x)]I ς,τ,ζ0,x [g(x)] + I f,ζ0,x [f1(x)]I ς,τ,ζ0,x [f(x)]

(3.64)

Preuve Montrer (a), nous utilisons des conditions (A1)et (A2),pour tous
x ∈ [0,∞[ ;on a

(f2(ρ))− f(ρ))(g(σ − f1(σ))) ≥ 0 (3.65)
ce qui implique que

f2(ρ)g(σ) + f(ρ)f1(σ) ≥ f2(ρ)f1(σ) + f(ρ)f(σ) (3.66)

On multiple 3.66par G(x, ρ), ρ ∈ (0, x)(x > 0), Puis en intégrant le identité
résultante par rapport à ρ de 0 à x,on a

g(σ)
x−α−β

Γ(α)
.

∫ x

0

(x− ρ)α−1
2F1

(
α + β,−η;α; 1− ρ

x

)
f2(ρ)dρ

+ f1(σ)
x−α−β

Γ(α)
.

∫ x

0

(x− ρ)α−1
2F1

(
α + β,−η;α; 1− ρ

x

)
u(ρ)dρ

≤ f1(σ)
x−α−β

Γ(α)
.

∫ x

0

(x− ρ)α−1
2F1

(
α + β,−η;α; 1− ρ

x

)
f2(ρ)dρ

.g(σ)
x−α−β

Γ(α)
.

∫ x

0

(x− ρ)α−1
2F1

(
α + β,−η;α; 1− ρ

x

)
f(ρ)dρ

(3.67)

Donc,

g(σ)Iα,β,η0,x f2(x) + f1(σ)Iα,β,η0,x f(x) ≤ f1(σ)Iα,β,η0,x f2(x) + g(σ)Iα,β,η0,x f(x) (3.68)

en multiple 3.68 par(x−ς+τ/Γ(g)) (x−σ)g−1
2F1 (ς + τ,−ζ; ; 1− σ/x)(σ ∈ (0, x), x >

0) , qui reste positif, alors en intégrant l’identité résultante par rapport à ρ de
0 à x, on a

Iα,β,η0,x [f2(x]
x−g−f

Γ(g)
.

∫ x

0

(x− σ)α−1
2F1

(
g + f,−ζ; g; 1− σ

x

)
v(σ)dσ

.Iα,β,η0,x [u(x)]
x−g−f

Γ(g)
.

∫ x

0

(x− σ)α−1
2F1

(
g + f,−ζ; g; 1− σ

x

)
f1(σ)dσ

≥ Iα,β,η0,x [f2(x)]
x−g−f

Γ(g)
.

∫ x

0

(x− σ)α−1
2F1

(
g + f,−ζ; g; 1− σ

x

)
f1(σ)dσ

.Iα,β,η0,x [u(x)]
x−g−f

Γ(g)

∫ x

0

(x− σ)α−1
2F1

(
g + f,−ζ; g; 1− σ

x

)
v(σ)dσ

(3.69)
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cela donne l’inégalité (a1) .En utilisant la condition suivante, nous prouvons
(b1) - (d1)

(g2(ρ)− g(ρ)) (f(σ)− f1(σ)) ≥ 0

(f2(ρ)− f(ρ)) (g(σ)− g2(σ)) ≤ 0

(f2(ρ)− u(ρ)) (g(σ)− g1(σ)) ≤ 0

(3.70)

38



Conclusion

Il est à noter que les résultats apportent quelques contributions à la théo-
rie des inégalités intégrales et du calcul fractionnaire.en plus, il devraient on
conduire à certaines applications pour établir l’unicité des solutions dans les
équations différentielles fractionnaires.
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