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Introduction

Dans le présent travail on traite le produit de convolution et en par-
ticulier I'inégalité de young.Les espaces de Lebesgue sont a la base de cette
inégalité assez importante dans certaines applications.

Au 19" chapitre sont données quelque définitions et propriétés rela-
tives aux espaces de Lebesgue.

Dans le 2™¢ chapitre on commence par définir le produit de convolution
et ensuite on énonce et on prouve l'inégalité de Young. Ici sont données
deux approches pour la preuve de cette derniere.

Au denier chapitre on aborde la théorie d’interpolation ol est consi-
déré le théoreme fondamental de Riesz-Thorine. Ce dernier a été appliqué
pour prouver l'inégalité de Young . On considere la notion de convolution
tronquée pour laquelle est énoncée et prouvée I'inégalité de Young. Ala fin
viennent quelque application du produit de convolution.

A la fin on trouve une conclusion et une référence.



Chapitre 1

Espaces classiques de Lebesgue

Dans ce chapitre on considere quelques notions fondamentales sur les
espaces classiques de Lebesgue.
on énonce théoremes Riesz,Fatou,Beppo-Levi et la théoréme de convergence
dominée, ainsi que des inégalités importantes Young, Holder et Minkowski.

Notations :

1) © est un ensemble mesurable de R".
2) || désigne la mesure de €2 .
3) On note par e le sous ensemble de 2 de mesure nulle.
4) On note par p.p pour dire presque partout.
5) On définit le support d’'une fonction continue f par :

suppf ={x € R": f(z) # 0}.

6) L’ensemble des fonctions continues sur R™ est noté par C'(R").
7) On dit que f € Cy(R™) si f est continue sur R™ | et a support compact .

1.1 L’espace de Lebesgue

Définition 1.1. Soit QQ C R™ ,un ensemble mesurable avec 0 < p < oo et soit f : ) — C.
On dit que f € L,(Q) si :

1) f est mesurable sur €.

P

2) 1fllz,) = (/ | £ pd:v) < .
0

3) Pour p = 0o on définit Lo.(Q2) par :
Loo(Q) ={f: Q2 — C: f mesurable et existe une constante c telle que

| f(z) |< eppsurQ}.
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1.1.1 La norme de f dans L. :

Définition 1.2. Soit e C X tel que mes(e) = 0 et f : X — R mesurable.
On définit le Supessentiel et l'infessentiel comme suit :

supess f(x) = inf sup f(x), (1.1)
reX {e:lel=0} zeX\e
;g’( ess f(x) =  sup inf . (1.2)

{e:mes(e)=0} zeX\e

-Le supessentiel est aussi appelé supvrai.
-L’infessentiel est aussi appelé infurai.

Définition 1.3. Soit f : X — R est fonction mesurable et a € R ,on définit [’ensemble
X, ={reX : f(x)>a}
Alors :

supess f(z) = inf{a € R : |X,| = 0}, (1.3)

zeX

1 lle(@) = supess|f(z)]. (1.4)

Remarque 1.4. On pose ||f| 1. = 0 pour Q2| =0.

1.2 Théoréemes fondamentaux

Théoréme 1.5. (Riesz) Soit Q un ensemble mesurable et f une fonction mesurable sur
Q, alors

lim || fllz, = [[fllze@- (1.5)

p—o0

Lemme 1.6. (Fatou) Soient Vk € N,les fonctions fr mon négatives et mesurable sur
E C R" (E-mesurable) et p.p sur E il eziste klim inf fi(x) (finie ou infinie). Alors
—00

/ lim inf fi(z)dz < lim inf/fk(x)dx. (1.6)
2 k—00 k— 00 7



Théoréme 1.7. (Beppo-Levi) Soient Vk € N, fy. des fonctions positives mesurables sur
X (ensemble mesurable), de plus fri1 < fr p.p. Alors

lim /fkda::/ lim frdx. (1.7)
k—oo k—o0
X X

Théoréme 1.8. (Fubuni) Soit E un ensemble mesurable de R™ (E C R™) et FF C R™
(un ensemble mesurable) et la fonction f(z,y) intégrable sur E x F. Alors

pour presque tous les ¢ € E | f(x,y) est intégrable sur F, pour presque tous y € F f(x,y)

est intégrable sur E et :

/ f(z,y) drdy = / (/f(:v,y) dy) dx =/ (/f(x,y) d:v) dy. (1.8)

ExF E F F

Théoréme 1.9. (Convergence dominée) Soient ¥k € N, fi. des fonctions mesurables
sur B/ (ensemble mesurable) et il existe lim klim fr finie et p.p.
—00

Si il existe g positive intégrable sur E telle que Vk € N |fi(x)] < g(z), alors

1) fr et lim f, = f sont intégrables sur E et lim /fkdx :/ lim fpdx.
k—o0 k—>ooX % k—o0

1.3 Inégalités intégrales

1.3.1 Inégalité de Young
Lemme 1.10. Soient a,b € Ry et p,q €]1,00][ tels que ]%—l— % = 1. Alors :

a? bl
ab < — + —

D q

Preuve 1.11. La fonction exponentielle x — €* est conveze ( de R dans R ). On a donc,

pour tout x1,x9 € R et tout t € [0, 1],
elort =02 o1 4 (1 — )2,

(1.9)

%:L’l = In(a)
Soit a,b> 0. On prend t = % ( de sorte que (1 —1t) = %) et . On obtient
le = ln(b)
q
bien :
eln(a,)—i—ln(b) _ et;rl—i-(l—t)xg

<te™ 4 (1 —t)e™
1 x 1 x
= —¢ 1 + —e 2
p q
1 1
= —a’ + -7
p q

D’ot linégalité (1.9).



Lemme 1.12. Pour 0 <p<1, on

I X
Vab >0, ab> &+

. 1.10
e (1.10)
Corollaire 1.13. Soitp,q,r > 1 tel que * = %#—% , alors
VA,B > 0;(AB) < ~A? + "o, (1.11)
p q
Preuve 1.14. Comme = —i— L alors1 =21 + 1

p/?“ afr’
et on applique le lemme (1 10) avec a = A" et b= B" on trouve

p/r pa/r
(AB)" = ab < —— +—— = —AP 4+ B9,
p/r g/t p q

Lemme 1.15. Soit ) un ensemble mesurable , si les fonctions f:Q — R etg:Q — R
sont mesurables sur €} , et g est non négative ,alors :

inf hmvrm f(z / g(x)dr < / f(z

(1.12)
< suporai f(z) /g(x) dx.

Q
S Q

Preuve 1.16. Soit e C Q) tel que |e] =0 , alors

/fgdx = /fgd:c sup f(x /gd:c

Q
O\e ze\e
alors

[ f@g@)de < sup f() [ gla)da.

a zeQ\e
d’ou

/f(x)g(a:)d < inf sup f(x /gd:p
o $€€ EQ\C
= supwrai f(z /g
z€e)

D’une maniére analogue on montre l'autre inégalité de (1.12)
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Corollaire 1.17. Soit ) un ensemble mesurable , si les fonctions f : Q) — C et
g : Q2 — C sont mesurables sur ) et f € Loo(2),9 € L1(R2) ,alors

< e 191l @) - (1.13)

[ f@)ga)da

Preuve 1.18.

[ rgda

Q

< /Ifgldfc
Q

< suporai |f(x)] [ lgld
rEQ Q

< ||f||LOO(Q) ||g||L1(Q) :

1.3.2 Inégalité de Holder

Théoréme 1.19. Soit Q@ C R"™ un ensemble mesurable , et 0 < p < oo, f € L,(Q)
et g € L,(Q2) avec % + % =1, alors

(1) sil <p< o

[ 1£gldz < 1,9l (1.14)
Q

(i1) si0<p<1etave | >0etVreQ,g(x)#0

[1rglde = 1flz,m 9], (1.15)
Q
Preuve 1.20. CL)-Z- 1 < p < oo ,on applique le lemme 1.10 avec a = H}ﬁix)(‘m, et
_ o) ’
lgllzg(0)’

on a

|/ (2)g()]
b=
T @ el

p q
<1 |f<;v>| 21 !g(f)l
p “fHLp(Q) q HQHLqm)

?



)| |f(x
dr < dx + — /
/||f||L,, 191z, P HfHLp(Q ||9||qq(n

1 1
= — + —_ = ]_ s
P q
d’ou l'inégalité (1.14) .
a)-2- p = oo ; voir corollaire 1.17 .
b)— 0 < p < 1, un raisonnement analogue au précédent avec une application de

lemme (1.12) nous donne l’inégalité (1.15) .

1.3.3 Inégalité de Minkowsky

Théoreme 1.21.
Soit Q C R™ , un ensemble mesurable ,1 <p < oo, f € Ly(Q) et g€ Ly(2) ,alors :
<

1f + 9l < Il + lgllz,@- (1.16)

Preuve 1.22. a)— Sip=1:

1 + gt = [1f +glde
Q
< [1f1az+ [lglde = 1fleyie) + Il
Q

b)— Sip=o00:

Soit ey et ey deux ensemble tel que |e;| = |es| =0, on pose e = ey Ues , alors

Ve>0, ona

M

swp |fil <l fillpwioy + 5. i=1,2

ze\e;

et donc

sup |fi1 + fa] < 81;121\) (il +112])
S e

ze\e
< sup |fi| + sup [fof,
zeN\e ze\e
< sup [fil + sup |fef,
z€Q\e1 z€Q\e2

< fillzwo@) + 1 foll @) + €5



inf sup [f1+ fol < Uil + 1ol @) + €
xell\e

on fait tendré € vers 0, on trouve :

inf sup |fi + fo <[ fillewi) + 1f2ll i) -

zeQ\e

If1 + follzw@ < 1 fillLw@) + 12l oo @)-

3.5i1<p<oo

/|f +glPdv = / |f +gllf + gl da
Q Q
< [1A11F + gl o + [ lgllf + g da
Q Q
On applique 'inégalité de Holder :

/|f+9|pdl‘ <Al + g e, + gl + 9P i@
Q

1,1 __ — P .
avec ; + . = 1 ,et donc q = | ,alors :

p
— —1)-P_
I1f + 9" gy = (/|f+g|<p ”wda:) ,
Q

p—1
P

= (Q/|f+g|pda:) ,

-1
= ||f+9|1£p(9) )

d’ou
S5+l de <11+ gl ) (1 1zai0) + lglliye)
Q

10



on déduit que :

1+ gl 0y < I+l oy (1 Ly + llgllye)) -

Et par conséquent

1f+ 9l < Ifllz,@ + 19l

1.4 Propriétés des espaces de Lebesgue.

1.4.1 Convergences dans L, .

Définition 1.23. On dit qu’une suite de fonctions mesurables f,(x) converge en mesure
vers une fonction f(x) si pour tout c >0 on a :

lim [{z - |fu(z) = f(z)] = o} = 0. (1.17)

n—o0

Théoréme 1.24. Si une suite de fonctions mesurables {f,(x)} converge presque partout
vers une fonction f(x) ,elle converge vers la méme fonction f(x) en mesure .

Théoréme 1.25. Soit {f.(x)} une suite de fonctions mesurables convergeant en mesure
vers f(xz). Alors de celte suite on peut extraire une sous suite {f,, (x)} convergeant vers
f(z) presque partout.

Définition 1.26. On dit qu’une suite de fonctions (f.(x)) de L, converge en moyenne
vers f(z) € L, avec 1 < p < oo si l’égalité suivante est vérifiée

lim || fu — £, = 0.

n—oo

1.4.2 Complétude

Théoréme 1.27. (Fischer-Riesz)
Soit 1 < p < 00 ,alors L, est un espace de Banach.

Preuve 1.28.
CL)- Sip=o0:

Soit (f,) une suite de Cauchy dans Lo () ,donc pour k > 1 il existe N € N tel que
Vm,n > N, on a

1
| = fall @) < i

11



Donc il existe une ensemble E) négligeable tel que

1
| fn(2) — fu(2)] < % NreQ\ Ey,Ym,n > Ny . (1.18)

Posons E = UEy, ,donc (f,(x)) est de Cauchy pour tout x € Q\ E.Passant d la limite dans
(1.12) quand m — oo ,on obtient

F@) = fol@)| < 2 Vo€ Q\ Ep, ¥n> N

??‘

Donc f € Loo(Q) et || f = fallLw(@) < %, Vn > Ny donc || f — fallbw@ — 0.

b)-Si1<p<oo:
Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans L,(S2).Pour conclure il suffit de montrer qu’une
sous-suite extraite converge dans L,. On extrait une sous-suite (f,,) telle que

1
||fnk+1 _fnk:”Lp < ? Vk 2 1

(on procéde comme suit : il existe ny tel que || fm — fullz, < 5 pour m,n > ny ,on
prend ensuite ng = ny tel que || fr, — fullz, < 2% pour m,n = ng, etc).
Posons

Z‘fnkﬂ fnk( )’ )

donc

n

lgllz, =1l Z | fre (@) = S ()],

M:

[ frrin (@) = Fi (@),

k:l
LR |
< Z? )
k=1
< 1.

Alors d’aprés le théoréme de la convergence monotone sur Q p.p g,(x) converge vers
une limite notée g(x) avec g € L,

D’autre part on a pour m = n = 2

[fm(x) = ful@)] < [ (@) = fna (@) + oo+ | fara (2) = Fu(@)] < g(2) = gna(2) -

12



Il en résulte que p.p sur Q (f,(x)) est de Cauchy et converge vers une limite notée f(x).
On a p.p sur €}

[f (@) = fulz)| < g(z) = gnlz) < g(2)
pourn = 2 .

Dot f € L,(Q) .

Enfin [ fo— fllz, — 0, en effet on a|fu(x)—f(@)P = 0 p.p et|fu(z)—fl2) < g (x)
majorant intégrable.On conclut grace au théoreme de Lebesque.

1.4.3 Réflexivité

Définition 1.29. (Réflexivité)
Soit E un espace de Banach et J linjection canonique de E dans E".
On dit que est réflexif si J(E) = E" .

Théoréme 1.30. L, est réflexif pour 1 < p < oo .

1.4.4 Séparabilité.

Définition 1.31. On dit qu’un espace métrique E est séparable si il existe un sous-ensemble
D C E dénombrable et dense .

Théoréeme 1.32. L,(2) est séparable pour 1 < p < oo

Preuve 1.33. Soit E l’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans Q d’in-
dicatrice de pavés de la forme Hgl:l]xi,yi[ inclus dans ) et avec les x;,y; d coordonnées
rationnelles.

Par construction E est dénombrable, il nous suffit donc de montrer que E est dense dans
L,().

Soit f € Ly(2) et € > 0, on commence par choisir g € C.(Q) tel que || f — 9|z, < 5. Soit
w un ouvert borné contenant supp(g), en utilisant l'uniforme continuité de g, on construit

)

facilement h € E tel que supp(h) C w et [|g — hllr @) < LR de sorte que l'on a
2|w|P

lg — h||Lp(Q)% et donc aussi || f — h||Lp(Q) SeE

1.4.5 Invariance de la norme dans L,(R") par rapport a la trans-
lation

Lemme 1.34. Soit 1 <p<oo,heR" et f € L,(R") ,alors :
1f (@ + P)lL,@ny = I1f (@) ]|z, @ (1.19)

13



Preuve 1.35.
CL)— 1<p<oo

150+ Wl = ([ 1560+ P )

on fait le changement de variable vt +h =y < =y —h d’ou :

17+ W)y = ([ 1F@P dy)” = 1) zyca,
b)- p =00

12+ W)ty = sup vrai [fz+ )| = inf sup |f(@+R),
TER™ {e:le[=0} R™\e

ou e est [’ensemble de mesure nulle .

En fait le changement de variable x +h =y € (R*\e)+h ,c-a-dy € R*\ (e + h) car :
(R*\e)+h = R*\ (e + h) (somme arithmétique).On pose X = e+ h; sile|] =0 alors
| X| = 0 et réciproquement.

inf su = inf su = ny.
einloy P £ (W)l iy S F W = [1f @

Théoréme 1.36. Soit 2 C R"™ un ensemble mesurable, et 0 < p < oo ,alors pour tout

feLy,() ona:
lim || f°(z + h) — f(@)]|r,@ =0; (1.20)
h—0

d’ot @)

orn | flx st x € (),

fiz) = 0 st x ¢ .

Remarque 1.37. 1)z +heQ 2 eQ—h

2) Pour p = oo le théoréme n’est plus valable.

En effet :

Soit |2 > 0 ,on considére 2y C S tel que 0 < || <[] et

)1 st x € )y,
fle) = 0 st x e\ Q.

alors

1@+ h) = F(@) e = lIxo (@ +h) = xo, ()| o @)
Z [Mre@y=1-+0.

14



Chapitre 2

Produit de convolution et Inégalité de Young

On a entamé le concept de convolution des fonctions et certaines des propriétés générales
avant d’aborder 'application de la convolution dans les espaces classiques de Lebesgue.
Dans ce chapitre, a été étudiée I'inégalité de Young.

Dans ce suit f et g sont deux fonctions localement intégrable sur R", f, et 7, f désignent
respectivement la symétrie de f et la translatée de f, par définition, on a

et
(tnf)(z) = f(z —h) Yz eR"

2.1 Définitions et propriétés générales.

Définition 2.1. Soient F; et Ey dans R™, on désigne par Ey+ Ey (resp Ey— FEs) la somme
(resp : différence) arithmétique des ensembles Ey et Es

Ei+Ey, ={2eR": x =2 tx00x € Ey,29 € Es}

Exemple 2.2. :a)[0,1]+10,2] =[0,3] et [0,1] —[0,2] = [-2, 1]
b)Va,,z0 € R" , Vry,rg >0, on a

B(a:l,rl) + B(ZEQ,TQ) = B(l‘l + To,T1 + 7‘2)

En effet siy € B(xy,11) £ B(xa,72),alors y; + yo,0u y1 € B(x1,71) et ya € B(xa,1r9) donc :

ly — (w1 £ 22)| = |(y1 — 1) £ (Y2 — 22)]
<y — 2] 4 |y2 — 2|
<1+

c-a-d :y € B(xy £ 29,71 +12).
Réciproquement :

15



On suppose que y € B(xy £ x9,71 +12) et montrons que y € B(x1,71) £ B(xs,r2).

CI,)— Soit y € B(x1 + x2,7m1 + 12),tel que r1,19 > 0.
On pose : u=y—(x1+x2), u1 = -u,up="2-u, y1 =1+ U, Yo =Tz+ Us.

En effet -y =u+ (x1 + x2) = uy +us + (1 + x2) = y1 + Yo
Donc montrons que :

ly1 — 1| <m et |ys — 22 <1

T1 1
<

u| < (ri4+m)=r
To + 11 To + 11

[y — 21| = |21 +w — 21| = |

donc :y; € B(xq,71)

T2 ()

u| <

S (r1+72) =19
To +T1 ro 471

Yo — 2| = |@2 4+ Uup — 2| = |
donc yy € B(xg,13).
Alors y € B(z1,71) + B(xo,13).

b)- Soit y € B(xy — xg, 71 + 19),tel que ri,r9 > 0.

On suppose que :

u=y—(T1—22), w1 = U, up =, Y1 =T+, Yo = — T+ U
en effet :y1+yp =21 —To+ur Hug =y

donc montrons que : y; € B(x1,11) et yo € B(—x2,72)

1 1
u| < r+re) =71
7’2+T1| ‘\T2+r1<1 2) =1

|y1 —$1| = |U1| =

D) 9
u| < ri+ry) =71
7’2—1-7”1‘ ‘\7“2—1-7’1(1 2) 2

Y2 + 22| = |ug| =

d’ot yo € B(—x9,13).
Il suffit de montre que :  B(—x3,12) = —B(xa,72).

I. Soit z € B(—x9,13) on a :
|z 4+ xo| < 7o alors | — z —x9| <1y c-d-d : —z € B(xg, 1) = 2 € —B(x9,13).

I1. Soit z € —B(x2,72) c-d-d : It € B(xa,re) tel que z = —t alors —z € B(xq,13) en
effet :

| — 2z — 29| <1y = |24+ 22| <72
Dot z € B(—x2,713).
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c) On a
CBitean=ra) gy >y
CBevr)EB@ars) — f Re\ gy + 3y, siry = 1
R™, sir; <o

En effet, soit y € CB@Lr)EB(@2m2) - glors
y & B(xq,7m1) £ B(x,12)
, d’ou :
y & B(xy £ x9,71 +19)

ce qui donne
ly — (21 £ x2)| > r1 + 12

On consideére trois cas :
1.siry >ry @ ly—(zyxag)| >ri+re>ri—ry, c-d-d:y ¢ B(xy£xo,m —19) veut dire
que y G CB(mlixg,nfrg).

2.8iry=ry:|y—(x1£a2)| >r+1r9>11 —1re =0 c’est a dire
y & Bz £ 29,0) = {m1 £ 25 : (21, 75) € R*}

, donc
y € R"\ {zy £ a5 : (21, 25) € R*"}

3.8 <719 ly—(x—1Fm)| > ritry >ri—ry <0, cesta direy ¢ B(xitxe,m1—19) =)
tel que r1 —ry < 0 ce qui donne y € R™.

Définition 2.3. Soit ECR", ye R", a € R
On pose
E4+y={zreR" =24y, o0uz€ E};

ab ={z eR", z=az=(az,..,az,), z € E}.

On aura besoin des égalités suivantes

1f(x+9)z,.e) = I fllpzry), 1f(@+ ),y = 1f (@)@ = [ fllz,@y; (1)

| f(ax)||z,.cz) = la|" 7| fllz,@r), 1f(az)]L, @y = la|"7 | f(@)]z,@ = la|” 7| fll,@n-
(2)

17



2.2 Convolution des fonctions

Définition 2.4. Soient f, g € L(R™) c-a-d : VK C R",K compact,f,g € L,(K) l'opéra-
tion

(f xg)(x /ffc— y) dy ;

est appelée convolution des fonctions f et g au point x (si l'intégrale est finie )c-d-d
siVe eR™ . (f*g)(x) est finie.

Exemple 2.5. Soit la fonction de Heaviside
1 ,2>0
bla) = { 0 ,o<0
on va calculer

—+00

(0+60) = [ 6@~ y)o()dy

— 00

0

= [0—yow)dy+ [ 66—y dy

oo
0
faisons le changement de variable z = x —y ,on obtient
(0 %0)(z) = — / 8(z)dz = / 8(2) dz.

On distingue deux cas :
1. Six < 0,alors (0% 6)(x) =

0
2.8i x>0 ,alors (0 % 0)(z) = /9(2) dz = /dz =
0
Finalement on obtient :
z ,x>0
(0% 0)(z) = { 0 <0,

2.2.1 Propriétés
Soient f, g € LY(R") ,alors

1- f*g = gx* f (commutativité)
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2- f*(gxh) = (f*g) = h (associativité)
3- Soit f,ge C(R") :si fxg =0 = f(z)=0o0ug(z)=0.

Preuve 2.6. a)— Considérons f,g € L'*(R") tel que

(f+9)@) = [ flz = p)gly)dy

faisons le changement de variable z = x —y.Le jacobien de sous changement est (—1)" par
conséquent

[ 1@ =yewdy = [ f)gtw =) dz

R” R”
donc fxg=gx*f.

b)- Soient f,g et h € L'(R"™) on a

((F+g)+m)(@) = [(f g)@—y)hy)dy

= / (/f(x —y—2)9(2) dZ) h(y) dy.

Rn \Rn
D’apres le théoreme de Fubini, on obtient

(F+g)em@) = [ [ fe =y 2)g()hly) dyd

R7 xR"™

= [ [ 1=y =2)9(:)h(y) dy dz.

R” R
faisons le changement de variable z +y = z', donc

(Frg) s = [ [ f@==g(z —yhly) dyd=

R xR™

://f(a:—z’)g(z’—y)h(y)dydz'

_ /f(;p — (g *h)(2)d
= (f*(g%h))(x).

Rappelons qu’on appelée espace vectoriel un ensemble non vide muni de deuxr opérations
appelées addition et multiplication par un scalaire .
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Définition 2.7. Un espace vectorielle X s’appelle algebre s’il est muni d’une troisiéme
opération , nommée multiplication et satisfait aux axiomes suivants :

Soitx,yetze X etae K

1.(zy)z = z(y=2).

2.2(y+z2)=xy+az et (y+ z)r =yx + zx.

3. afzy) = (ax)y = z(ay).

4. S’il existe un élément e € X tel que ex = xe = x,Vx € X.On dit que e est ['unité de
l'algebre X et que X est une algébre avec unité.

5. 81 la multiplication est commutative, c-d-d. si elle satisfait a l'axiome

TY = Yz,
on dit que X est une algebre commutative.
Corollaire 2.8. L’espace vectoriel Co(R™) de fonction continues a support compact dans

R", muni du produit convolutif est une algébre commutative.

2.2.2 Supports dans la convolution

La notion de support d'une fonction continue est bien connue : c¢’est le complémentaire
du plus grand ouvert sur lequel f est nulle.

Proposition 2.9. Soit 2 C R™ un ouvert et f une fonction définie sur €2 a valeur dans R.
On considére la famille de tous les ouverts (w;)icr , w; € Q) tels que pour chaquei € I, f =0
p.p sur w;, on pose w = Ujerw;. Alors f =0 p.p sur w.

Définition 2.10. Le support d’une fonction f est noté par : supp(f) = Q\ w.

Proposition 2.11. Soient f,g deuzr fonctions localement intégrables dans R™ alors

supp(f * g) C supp(f) + supp(g) .

Preuve 2.12. Soit x ¢ supp(f) + supp(g). Donc il suffit de montrer que x ¢ supp(f * g).

En effet x ¢ [supp(f) + supp(g) = Uyesupp(q) (supp(f) +y)],
d’ot
Vy € supp(g) ,x ¢ (supp(f) +y), v —y & supp(f) et f(x —y) =0,

par conséquent :
(f+9)@) = [ J(@ = p)g(v)dy

= / flx—y)g(y)dy

supp(g)

=0.
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Proposition 2.13. (Inégalité de Minkowsky). Soit E C R" et F' C R" des ensembles
mesurables 1 < p < oo, f une fonction mesurable sur £ x F. Alors

| fa)dy

</Hf(x,y)HLp,m<E>dy-
Lya(B) F

Proposition 2.14.

Lemme 2.15. Si f € LI(R"), g € LY(R") et supp(g) est compacte, alors pour presque
tous les x € R™ | A(f x g)(x) , (f x g) € L'*(R"), de plus pour chaque K C R™ on a :

1 * gllzy ey < N fll2y(x—supp)) -1 91| Ly (&)

Preuve 2.16. La fonction f(x —y)g(y) est mesurable sur R™, par conséquent en utilisant
["inégalité de Minkowsky

IF * glleaao = | [ £z = )g()dy (2.1)
R L1(K)
< [ 1@ = )l lgwldy (2:2)
Rn
= [ 1@ = lools)ldy 23)
supp(g)
= [ Wfllcnloldy (2.4)
supp(g)
< / 11121 (s~ suppiap |9 () | dy (2.5)
supp(g)
= ||f||L1(Kfsupp(g))||9||L1(supp(g))' (2.6)

A partir de l'inégalité obtenue, on déduit que

Ve eR" (fxg)Ietfxge Li(K).
Remarque 2.17. Bien entendu si f et g sont toutes deux a supports compacts , alors f*g
est a support compact.

En général ,si l'un des supports seulement est compact , alors f * g n’est pas a support
compact.

2.3 Convolution dans les espaces de Lebesgue.

2.3.1 Inégalité de Young

Théoreme 2.18. Soit 1 < p < q < o0 etr tels que :
r=l-0 s =gt et feL(RY), g€ L(R").

1,1
P q
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Alors :
Ve e R" 3(f*g)(x) finie, f g € L,(R"), tels que :

If *gllz,@e) < | fllz.@mllgll, @)

preuve de l’inégalité de Young :

1¢" méthode.
Preuve 2.19.

1. pourp=1=1r=¢q

1S * gllLg@n) =

flx—y)g(y)dy

Lq(R™)

On wutilise l'inégalité intégrale de Minkowsky

I1F  glleaen) < [ 1@ = 9)9W)yaierdy (2.7)
4
=gﬂﬂx—whwmﬂﬂwwy (2.8
=gwﬂ@mwﬁwm@ww (2.9
= 1f @)y [ lo)ldy (2.10)
T - 2.11)

Donc
1f * gll,@ny < [ fllLg@ny-llglle, .-
2. pour 1 < p=q < oo, dapres l'inégalité intégrale de Young et f * g est commutative
(ie: fxg=gxf)ona

/gx— y)dy

< [ gt =) F s, ey

Lp,(R™) R

—/ng— ey | ()l

—/Mg 2l e

::wxn%mm/u@ww
Rn

f()ldy

= [lgllL, &) | fll £ Rn)-
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3. pourq=+o00 = r=p

(f * 9)(@)] = /fw— (2.12)
</Ux—yumwwy (2.13)
i
En vertu de l’inégalité de Holder on obtient :
/ |fl@=yllgwldy < 1 f(@ —yllr, ,@-Ilg®)llL,@m (2.14)
i
= 1f @)z, @) llgW)llL, @ (2.15)
1 * g/l Loe rm) —Supvmi!(f*g)(:v)! (2.16)
[(f*g)(z)| < IIfIIL,,/<Rn>~||g||Lp<Rn> (2.17)
Sﬂgyvmi!(f «9)(@)| < 1 fllz, ®n)-ll9llz, @) (2.18)
1f * glle®ny < N f NIz, ®n)-ll9ll 2, @n)- (2.19)
(car p' =1), donc :
1 % 9) (@) Loo@ny < S|z, @ |9l L, @n)-
4. l<pr<g<oo
(@) < [ 1@ = y)llgy) dy (2:20)
Rn
£ =)l = (1F@ =) (g7 (f @ = »)I o)) (221)

11 11y 1 _
(a partir des hypothéses du théoréme). Alors :
de l'inégalité de Holder pour 3 facteurs on obtient :

(f9)a |<g/|fx—- 9w (@ = )l alw)) dy (2.22)

<(/uw—yww) q(/m F@)

|u*m@ﬂ<wmg&wm;éw(/uw—ywwwww) (2.24)
Rn

1

(/ux— Hﬂﬂwﬁ .

(2.23)

’tH»—t
»Q\»—t

Donc
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On éléve a la puissance q puis on intégre (2.23) et par conséquent :

w1, n)/(/ux— I lg( >|pdy)

Dans / ( / | f(z — y)|r|g(y)|pdy) dx on change l'ordre d’intégration, alors on a :

JACERIGIREI

Rn \R»
/ ( [ 15 =)oty >|pdy> d = / -y ( / |g<y>|pdy> da (2.25)

Rr \R» R»
( (- de) ( Jaze |pdy) (2.26)
— /12 / l9(y)"dy (2.27)
= A1z, @n) ||9||Lp RR) (2.28)

Finalement on a obtenu

[(f * Q)H%q(w < Hf”LT R" HQHLP R”)HQHLP (Rn) (2.29)
< HfHLT(R”)HgHLp(]R") (2.30)

d’ou
I(f * D@y < 1 fllzo@nllgllz,@n

2.3.2 Conséquence de I’inégalité généralisée de Minkowsky

Si on pose a la place de f, |f| dans I'inégalité intégrale de Minkowsky, on obtient

17Dl |, o <17 @E D), - (2.31)

Lp,z(E)
A partir de (2.31), on peut obtenir la généralisation suivante :

Proposition 2.20. Soient E C R" et FF C R" des ensemble mesurable 0 < g < p < 00, le
fonction f est mesurable sur E x F. Alors :

HHf(x7y)HLq,y(F)HLp,z(E) g HHf<:C7y)HLp,y(E)HLq,y(F) (232)

Preuve 2.21. Si ¢ < oo, en appliquant (2.31) avec l'ezposant § > 1 et a partir de la
mesurabilité de f sur E x F s’ensuit que |f| est aussi mesurable sur E x F.
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2™¢ méthode pour la preuve de I’'inégalité de Young.

T T 1 1
*"‘*/:T *+1—* =1
q P q p

alors d’apres 'inégalité de Holder

Preuve 2.22. Comme

|(f + 9)(2)| =

/f(:rf —y)g(y)dy

< / |f(x —y)g(y)|dy

= [ (911~ 9)[F) 17— )| dy

R
< |Hg@HFf @ =wlelf, g | 1@ = 9)[F
= [la@) s = )l5], o I ey -
Car
T P v
. (@/ ()7 dy)
) (R/ Fw)7” dy)
= I 117, n)-
on a donc,
[ 9)(@)] < || lg@)|-|f (@ =)l L@ | FIE e
Alors N
J1t @i < [ (la@ls@=olE], o 1
Rn R™
d’ou,

1

( / I(f*g)(x)lqdm)q

< (/(H )| If @ — )l

R

25
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K q
L) do.

-z q
o 11 ) dx)
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Donc

o 5
15+ oles < o=l gl I

=LIfIZ, @

puisque p < q, d’apres linégalité intégrale généralisée de Minkowsky ci-dessous :

H”f(l.7 y)HLp,z(Rn)HLq,y(Rn) < HHf('CE’ y)HLq,y(Rn)HLp,z(Rn)’

on obtient
1<l -
lg@)1f @ =wle|, o -
= $_ g
O VICEIE] A b
= Ig(y)||||f(x—y)|||§m(w>
’ pry(Rn)
= lg)] I.f(z - y)!lﬂ,zmn)
LPJJ(R”)
= Ig(y)HIfHZ,z(Rn) "
Py
= gz, @) I fIE, . gn) -
Ou

T
/

1f * gl oy < AN ny-lgllz, @ 1 FIIE,
= || fll.@) -9l Ly rn)
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Chapitre 3

L’inégalité de Young via
I’interpolation et la convolution
tronquée

Dans ce chapitre, on a va traiter la 3" preuve de l'inégalité de Young a partir du
théoreme de Riesz-Thorine. Ensuite on aborde la convolution tronquée. A la fin d’une
maniere assez brieve on considere le notion de régularisation.

3.1 Apercu historique

La théorie d’interpolation des espaces vectoriels a été introduite par Jozetf Marcinkie-
wicz, et qui fut généralisée sous le nom de théoreme de Riesz-Thorin. En analyse, un espace
d’interpolation est un espace qui se construit a partir de deux autre espaces et le théoreme
de Riez™Thorin? est un exemple pour les espaces L,,.

3.2 Espace d’interpolation

Définition 3.1. Soient X,Y et Z des espaces de Banach, tels que X, Y C Z
de plus on définit la norme sur X NY et X +Y par :

|ul| xny = max(|lul|x, [ully)
|ull x4y = inf{{jur]|x + |luzlly; v =u1 +us, uy € X, ug €Y'}

un espace d’tnterpolation est un espace de Banach W ayant les propriétés suivantes :
Si L est un opérateur linéaire de X +Y dans lui-méme qui est continu de X dans lui-méme

1. Riez Marcel(1886-1969) est un mathématicien hongrois, éléve de Lipot Fejér.
2. Thorin Olof(1912-2004) est un mathématicien suédois travaillant sur l’analyse et les probabilités,
qui a introduit le théoréme de Riesz-Thorin, éleve de Riez Marcel .
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et de'Y dans lui-méme, alors L est aussi continu de W dans lui-méme.
De plus, l’espace W est dit d’exposant 0 (0 < 6 < 1) s’il existe une constante C' telle que,
lopérateur L satisfaisant les conditions ci-dessus, on ait :

IZlIww < CILIGKILISy -

On a utilisé la notation ||L|| 4,5 pour la norme de 'opérateur L en tant qu’application
de A dans B.

Si ¢ = 1 (ce qui est la plus petite valeur possible), on peut dire que W est un es-
pace exactement interpolé.

Il y a de nombreuses maniéres de construire des espaces interpolés ( interpolation com-
plexe et interpolation réelle ).

3.2.1 Interpolation complexe :

Définition 3.2. Soient deux espaces de Banach X et'Y, la méthode d’interpolation com-
plexe consiste a considérer ’espace des fonctions analytiques F' d valeurs dans X +Y définie
sur la bande ouverte 0 < Re(Z) < 1, continue sur la bande fermée 0 < Re(Z) < 1, et telles
que f(iy) est borné dans X, f(1 +1iy) est borné dansY .

On définit la norme

/]I = max {Stylp ||f(iy)llx,sgp (1 +iy)lly} :

Et pour 0 < 0 <1, on définit
(X, Y]p ={ue X +Y}, muni de la norme ||u|| = f(ier){ 71l

Théoréme 3.3. W = [X, Y]y est un espace exactement interpolé d’exposant 0.

3.2.2 Interpolation réelle

la méthode K :

La méthode K d’interpolation réelle peut étre utilisée méme quand le champ des sca-
laires est celui des nombres réels.

Définition 3.4. Pour tout u € X +Y, on pose K(t,u) = mi}rl lui|x + |Juz|ly et
=u1+us

u=

7 dt :
wllo,y = (/(t‘eK(t,u))qt) , 1< g< 0.

0

lullo,cc = sup(t™"K (t, u)) : q=o0.
t>0
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Alors la méthode K d’interpolation consiste a définir Ko ,(X,Y) comme l'ensemble de
tout les éléments u de X +Y que ||ullgqr < 00.
Ky ,(X,Y) est un espace exactement interpolé de degré 6.

la méthode J :

Comme avec la méthode K, la méthode J peut aussi étre utilisée pour les espaces
vectoriels sur le corps des réels.

Définition 3.5. Pour tout u € X NY, on pose J(t,u) = max(||u||x, t|u|ly). Alors, u est

7ot
u= /U(t)T’ ot la un élément de Jyq si et seulement si il peut étre écrit comme fonction
0

v(t) mesurable a valeurs dans X NY, et telle que

D(v) = (/(t_ej(t,v(t)))qcit> L

0

La norme de u est [[ullg,q := inf ®(v).

Ici encore, Jy,(X,Y') est un espace exactement interpolé de degré 6.

3.2.3 Relations entre les méthodes d’interpolation :

Les deux méthodes d’interpolation réelles sont souvent équivalentes.

Théoréme 3.6. 510 < 0 <1 etl<q< oo, alors Jop (X, Y) = Ko o(X,Y) avec équiva-
lence des normes.

Quand les deux méthodes sont équivalentes, on écrit [X, Y]y, pour la méthode d’'in-
terpolation réelle. En contraste, la méthode d’interpolation complexe n’est habituellement
pas équivalente a la méthode d’interpolation réelle. Cependant, il y a quand méme une
relation entre les deux.

Théoréme 3.7. S0 < 6 < 1, alors

[X, Y]@J C [X, Y]l C [X, Y]g,oo.
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3.3 Théoréme de Riesz-Thorin

Théoréme 3.8. -Soient (U, ) et (V,v) des espaces mesurés, j et v étant des mesures
positives sigma-finies. On considére les espaces de Lebesque L,(p) et L,(v) de fonctions a
valeurs complezes.

Soient p1, pa, q1,q2 € [1,+00] et T un opérateur linéaire de L, (p) + Ly, (1) dans

Lg (V) + Ly, (v)

T2 Ly (U, 1) + Ly (U, ) 2% Ly, (V,v) + Ly (U, v),
borné de Ly, (1) dans Ly, (v) :
T Ly, (U, 1) 2 Ly, (V,v),
de norme My, et de Ly, (1) dans L, (v) :
T : Ly, (U, 1) 2% Lo, (V,v),

de norme M.

Alors, pour tous p, q € [1, +00] tels que le couple (%, %) appartienne au segment [(pil, qil), (L, )],
T est aussi borné de L,(u) dans Ly(v) (i.e) :

T: Ly(U, ) 5 Ly(Viv),
de norme M satisfaisant linégalité suivante :

M < MM 1)
ot 6 € ]0,1] est tel que

1 1-0 0 1 1-0 0
= + — et —= + —. (2)
b P1 b2 q q1 q2

Représentation géométrique La signification géométrique de (2) sont les points

sur le segment de droite entre (pil, q—ll) et (p%, q%)
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1 (1.1)

(0.0) 1

1
p

FIGURE 3.1 — Représentation géométrique des exposants des espaces de départ et d’arrivée
de l'opérateur interpolé par un point ayant pour coordonnées l'inverse de ces exposants

3.3.1 Application du théoréeme de Riesz-Thorin

Conséquence 3.9. Du théoréeme de Riesz-Thorin on peut déduire que pour établir :
Pour une certaine constante co > 0, Vf € L,(E)

T fllz,cr) < collfllz,&) (3.1)

il est suffisant de prouver les deux inégalités suivantes :
Pour une certaine constante ¢, > 0,Vf € L, (E) ,

| T fllg, ) < il fllz,, &) (3.2)
et pour une certaine constante co >0, Vf € Ly, (E) ,
1T fl 207y < 2l fllLpy(m) - (3.3)

ol p, q, P1, q1 €t pa, qa sont liées par la relation :

1 1-6 0 1 1-6 0

+— et —= +— . (3.4)
p D1 D2 q 41 42

Preuve 3.10. (3¢ méthode)

Pour les espaces complexes on réelles, si p < q, on a

co <l .. (3.5)
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Dans certains cas on peut choisir p1,qy et ps,qo tels que les inégalités (3.2) et (3.3) soient
facilement prouvées par rapport da l'inégalité (3.1).

Comme exemple on considere la preuve de l'inégalité de Young pour les convolutions.

Soit a prouver

1f * gl < I fllz.@yll9llL, @),
oil<p<g<oo, =04

T

Soit T' l'opérateur de convolution définie par :
/Kx— (y)dy = (K * f)(x) (3.6)
ouw K, felL,

d’aprés 'inégalité intégrale de Minkowsky on obtient

|Tﬂmz—‘/K$— y)dy
Lr,x
/MKw— )1,y
—/nKm— )z, . £ ()l dy,
—/nK (v)ldy
=/wwbu@wy
Rn
— 1K, [ 1)y
R
d’ou
ITf 1, < KNl (3.7)
de plus, on a pour tout x € R"
Tf( /u(x— (v)ldy.

d’apres Uinégalité de Holder ou r,r’ sont des conjugués, on obtient

T ()] < [IK-fllL,
< 1K e,
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par passage au sup vrai on obtient

sup vrai(|Tf (x)]) < supvrai(| K., || f]z,.)
= K|z [ fllz,
d’ou
1Tl < I N (3.8)

En comparant (3.2) et (3.7) on déduit que q; = r
En comparant (3.3) et (3.8) on déduit que go = 0o

ou :
1 1-6 0 1 1-0 0
1 1_1—9 g 1-—0 0
p q 1 r r 00
0 1 6
r rooTr
1
r
B 1
- r
1
:;’
doit=1—2%
p r
c=cy = ||K|L,@&m

D’aprés (3.1) on a :
[ K * fllz,mn) < coll f]l L, mn)-

En prenant en compte (3.5), avec ¢1 = c3 = || K||1,®n), on peut écrire

1K * fllo,em) < |K]| 2@ fllz,@m

En résolvant le systéme d’équation (3.9), on obtient § =1 — ©.
Les inégalités 1 <r<ooet0<<fh=1-1 < 1 sont équivalentes aux inégalités
I<p<g< oo

3.4 L’inégalité de Young relative au produit de Convo-
lution tronquée

Définition 3.11. Soient B C R", un ensemble mesurable. Le produit de convolution tron-
qué de f et g est défini par

(f * 9)5 /fa;— Wdy, zeR" (3.10)
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On suppose que g est mesurable sur B et f une fonction mesurable sur R™ et l’intégrale
(3.10) est existe et finie p.p, x € R™.
La différence arithmétique (vectorielle) des ensembles A et B est definie comme suit :

A-B={zeR": z=zx—-y,x €A,y € B}.

Soient le boule B(x,r), r >0, z € R", Alors
B(x,r1) — B(y,r2) = B(x —y,71 +12)

en particuliere
B(O,Tl) — B(O, Tg) = B(O, .+ 7"2).

On remarque que si la convolution tronquée est considérée pour x € A, alors la fonction f
doit étre définie sur ’ensemble A — B.

3.5 Conséquence d’inégalité de Young

Théoreme 3.12. Soient 1 < p, r < ¢ < o0, ;17 + % = % +1, (%)

A, B C R"—des ensembles mesurables.
Si f € L,(A— B), g € L,(B), alors l'intégrale /f(a: —y)g(y)dy existe et est finie pour
B

presque tous les x € A et

[(f * g)BllLya)
Lq(A)
< HfHL,«(A—ByHgHLp(B). (3.11)
Preuve 3.1?.)502’67115 )
0 _ fZ,ZGA—B, 0 - gZ,ZEB,
Fz) = 0, 2¢ A— B, ,g(z)—{()’ z ¢ B. Alors
(f*9)B /f x—y
B
B
/ (y)dy
- go)( ) y & S Rn
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et

1Cf * 9)Bll o) = 17 % 6°llz,ca)
<12 60y @ny
<N zony- 97N 2 eny
=l fllz.ca-m)-lgllL,B)-

Remarque 3.14. . L’inégalité ainsi prouvée est assez grossiére. En effet si mes(A) — 0,
alors le coté gauche de cette inégalité — O et le coté droit - 0.

Théoreme 3.15. Soient 1 <p, r < q < 00, 1%—1—%:%4-1.
A, B C R" des ensembles mesurables.
Si g e L,(B) et
sup 1l a—y) < 00, SUP||f||Lr (a—B) < 00,

alors l'intégrale /f(x —y)g(y)dy existe et est finieVx® € A et

|(f * 9)BllL,a) )dy

Lq(A)

r

T 1_r
q q
< (Sup ||f||LT(Ay)> (SUP ||f||Lr(zB>> gz, (3.12)
yeB €A

r

Preuve 3.16. . Comme = sty = =1, alors d’apres l'inégalité de Holder pour x € A

|-

B
y)l-lg(y)ldy

|(f *

B
/ DM@ = 9)lf) 1F = y)l7 dy

B

||| ( )| |f(ZE— )|§”pr(3)|||f(x_y)|§||Lp’,y(B)

3. Va : presque tous les
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Ici d’apres le changement de variable x —y = z donc

[l =wi, o=@,
= ||f||5«($—B)
< (SuprHLT(xB))
T€EA
1-r
q
- (sl em)
€A
par conséquent r € A
-7
(7ol < [lole = 0], (0215 m)
€A

Comme p < q, alors d’aprés l'inégalité intégrale généralisée de Minkowsky.

r

1—
q
B su _
Lol )HLq,z(A) (xepA HfHLT(m B)>

1_r
q
<Sup ||f||Lr(z—B)> :
Ly y(B) \z€A

llaw)lr@=wlz|, =lo@l|lF@ =i,
[On fait le changement (v — y) = z| = lg(y)]| H| 2)|a

r

IF % 9)alle,ia < |[ls@Ilf e = )

< llsiire =i

Lq,2(A)

Ici

2(A—y)

T

= oI s
<o) (sup Hfuwy))q ,

par conséquent

r

q
< su — ,
R Py e 1 vy

sl - i

Lq,2(A)

et

T

r 1—r
1 % 9)sllein < (supufnwy)) | (sup HfHLmB)) 1lls
yeB €A

Des raisonnements précedents on peut déduire que les conditions p < ¢, et r < ¢, la
condition (%) et p > 1, r > 1 sont aussi nécessaires pour la validité suivante :

I * gllz,@ry < Alfllz.@m fllz, @) (3.13)
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Remarque 3.17. On considére lopérateur Ky définie sur L,(R™) (f € Llloc(R”)) par
[’égalité

(Krg)(x) = (f*g)(x). (3.14)

sifeL.(R"),1<p,r <q< oo etestvérifiée la condition (x), alors lopérateur (Kg)(x)
est bornée en tout qu’opérateur agissant de L,(R™) en L,(R™) et

1K 9|2, @) —1,@n) < ||z, @n) (3.15)

Théoreme 3.18. 570 < ¢ < p < 00, f une fonction mesurable dans R™, alors l’opérateur
K est bornée en tout qu’opérateur agissant de L,(R™) vers L,(R™) si et seulement si f ~ 0
dans R".

3.6 Exemple d’application du produit de convolution :

3.6.1 lopérateur de régularisation dans les espaces L,,0 <p < 1.

Il est bien connu le role des opérateurs de régularisation (Sobolev) en analyse mathé-
matique.
Ces opérateurs sont défini VE C R™, E mesurable, V f intégrable sur l'intersection E avec
une boule arbitraire dans R™ (E'N Bs) et Vo > 0.

VeeR  (A)@) = @i+ @) = 5 [ oDy 316)
EN B(z,d)

Ici w est le noyau de régularisation du type

w(z) = c{ ap (p-

(3.17)

ou la constante C' est choisie de telle facon que
/w(:c)dx =1, (3.18)
]Rn

ws(z) = smw(%), fO est le prolongement de f de E a R"si (z € E, fO%z) = f(z)) si
(x ¢ E, fO>(x) = ) B(z,d) une boule ouverte. Ces opérateurs possedent les propriétés
suivantes :

Si felL,(E),1<p< oo, alors

(Asf) € C(R"). (3.19)
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C’est a dire Asf admet des dérivées d’ordre arbitraire continues.

1 As fllz, @y < [ fllz,m) (1<p<o0). (3.20)
Et
Jim ([ A5 f = fll,m) =0 (1<p< o), (3.21)

voir ([6]) Sont utilisés d’autres noyaux de régularisation vérifiant (3.18), mais pour la
suite il est important pour que w ait la forme (3.17)

Remarque 3.19. Si f € L,(E) et 0 < p < 1, il se peut qu’il existe un point xo € E tel
que § >0, f ¢ Li1(EN B(x,0)).Dans (3.16) n’a aucun sens pour § > 0, et des arbitraires,
x € R™ tels que x € B(x,?).

Le but de ce travail est de construire un tel opérateur Bs = B, 5 pour la quel f € L,(E)
avec 0 < p < 1 possédant les propriétés (3.19), (3.20) et (3.21)

On noté par f,(z) = max{f(z),0}, f(z) = max{—f(z),0}(alors f = f, — f_; |f| =
fv+ f2).

Définition 3.20. Soient 0 <p < 1;VE C R", E mesurable V f € L, sur EN Bs(VBs) on
pose

VreR" (Bsf)(x) = (AsfF)7 (z) — (Asf2)? (). (3.22)
Théoreme 3.21. Soient 0 < p < 1, VE C R", E mesurable et f € L,(E) c’est a dire f

mesurable sur E et || f||,(E) = (f |f|pda:> " < 00 alors
B

Bsf € C*(R"™) (3.23)
IBs £l < 27 I £ 11, (E) (3.24)
lim || Bsf—f 1,5 =0 (3.25)

pour la preuve du théoréme, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 3.22. Soit f € L1(R"), f non négative. AlorsVa, a = (aq, ..., ), o multi-indice
ouVje{l,..,n}, a, entier non négatifs et Ve € [0,1),3 un nombre positif C, . tel que

Cae
Vo >0, Vo € R" [D*(As /) (@) < sz 1M e (As ) (). (3.26)

(Si e =0 on suppose que 0° =1 )
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Preuve 3.23. Comme Ya; 3 un tel polynome P, tel que |x| < 1
(D)) = (o elo).
EtY X >0, 3 le nombre positive Cy tel que |z| < 1
(1= ) < O o).
Alors YV a et Ve € [0,1], il existe un nombre Cy > 0 tel que
VoeR", (D) ()] < Chw ().
D’ou o
VzeR" |(Dis)(x)| < Waie)we(aj).
Si0 < e <1 en prenant en compte que f est non négative; on obtient
[D*(Asf) ()| = [D(ws * [)(x)|
= |(D%ws * f) ()]

< (|D%ws| * f)(=)

COC€
W(Wa * f)(x).

/A

On utilisant ['inégalité de Holder; on a :

(@i @) = [wilz =9I w1 @y

R

< ( [ stz —y)f(y)dy)€ ( / f(y)dy) X

||f||L1 Rn)(Aéf)e(x)-
D’ot on déduit (3.26) pour 0 <e<1. Sie=0;ona

(D°ws] % f)(@) = [ 1(D°ws)( =y (w)dy

B(x 0)
6|a|+n ||fHL1 R™)

D’o1 (3.26) avec € = 0.

Lemme 3.24. Soit la fonction ¢» € C*°(R™) non négative : ¥ o multi-indice et de plus
Ve e (0,1); existe un nombre positive Cy, tel que :

Vo eR", (DY) ()| < Co (). (3.27)
Alors ¥y >0 97 € C*(R").
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Preuve 3.25. (Preuve du théoréme) Comme les fonctions fL € Li(R™) et les fonctions
Asfh € C(R"), et sont non-négative.

D’aprés (3.16), elle vérifient les conditions du , c’est a dire (A(;fp)% € C*(R"™) et alors
Bsf € C=(R").
Comme 0 < p <1, pour f,g € L,(E)
1f + gl < 207 (1 F 1|z, m) + 92,00 (3.28)
En utilisant (3.20) et l'inégalité numérique
Yt < (et y)”

pour x,y <0, > 1, on a

1Bs £ |y ey = ||( A6f+ )r - <A5fp)5 (R
< (At AP,
— 93! (|1A5f£||§1<w> + IIAafp“%l(Rn))
<2 (U720, oy + 17 )

1_
<27 (12 ) + 120 )
<257 fllzye

B =

Et on obtient (3.24).
De (3.28) on déduit que

|Bsf = Flloym = (Asf2)r — (Asf?)r — fr+ £ |
<2v? (H As Py — f+H

Ly(E)
T sy - 1| (E> (3.29)

Lp(E)

de l’inégalité
2% =y < alz =yl (le*7 + [y 7).
valable pour z,y,a > 0(si0 < o < 1,2,y > 0) et de 3.25, on déduit

|Asrtyr - . [Asrtye - (fﬁ)%HLp(m
< ;19 H|A5f£ — fY ((Aafﬁ)%il + (fi)%l) Ly(E)
= sz = AV s 2 = 2D

<Gy (145t = 1Cas£3 7, + st = 220057, ).
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=

00 Cy= 2.
En appliquant 'inégalité (conséquence de l'inégalité de Holder)
gz, < llgllealbllz o @),  pour 0 <p <1

et de l'inégalité (3.29) on obtient

1-p
f+”

_l’_
Ly (E)

Ll(E)>

mais ||AsfY — fYlL.e) tend vers 0 quand & — 04 car f € Li(E) d’aprés (3.21), alors
H(A(;fﬁ)i - f+HLp(E) tend vers 0.

D’une maniére analogue on prouve le deuziéme membre de (3.29) tend vers zéro quand
d — 04 et on obtient (3.25).

a0t = 1], < ol = Pl [ Ao

1—
< 2G4 N, ey 1 A6 FE = FE ),

Conséquence 3.26. Soient 0 < p < 1, E C R", E un ensemble mesurable. Alors l’en-
semble C°(R") est dense dans L,(E). Si E est un ouvert dans R", alors l’ensemble C5°(E)
est dense dans L,(E).

Preuve 3.27. La premiére partie de la conséquence est déduit de (3.23) et (3.25). La
deuxieme partie démontre d’une maniere standard a l’aide le multiplication par une fonction
troncature.
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Conclusion

La notion de produit de convolution joue un roéle fondamental en ma-
thématiques. C’est un theme d’actualité ou les chercheurs continuent a le
développer et I'appliquer. Par exemple on peut citer I'inégalité de Oneil qui
est directement liée aux convolutions et en particulier a 'inégalité de Young
en considérant les espaces de Marcinkiewicz.

the concept of convolution product plays a fundamental role in mathe-
matics. It is a topical topic where researchers continue to develop and apply
it. for example we can cite the inequality of Oneil which is directly related
to convolution and in particular to the inequality of Young considering
the Marcinkiewicz spaces.
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