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NOTATION

R L’ensemble des nombres réels.

Rn
nfois︷ ︸︸ ︷

R× R× . . .× R.

R+ L’ensemble des nombres réels positifs.

C L’ensemble des nombres complexes.

‖.‖ La norme euclidienne.

〈··〉 Produit scalaire.

L (Rn,R) L’ensemble des fonctions linéaires de Rn dans R.

AT Transposée d’une matrice A.
∂f
∂x La dérivée de f suivant la variable x.
∂f
∂x∂y La dérivée de ∂f

∂y suivant la variable x.

f(x) = o(g(x)) lim f(x)
g(x) = 0.

Mn,n(R) L’ensemble des matrices de n ligne et n colonne.

∇f(x) Gradient de la fonction f .

D2f(a) Matrice hessienne.

x̂ Solution optimale.

(PQSC) Problème quadratique sans contraintes.

(PNQSC) Problème non quadratique sans contraintes.

(FR) Fletcher Reeves.

(PRP) Polak-Ribière-Polyak.

(DY) Dai-Yuan.

(HZ) Hestenes-Stiefel.

(DY) Conjugate Descent Method.
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INTRODUCTION

L’optimisation est une branche importante et un outil inévitable pour les sciences de la décision

et l’analyse des systèmes physiques. Les ingénieurs, les économistes, les décideurs se heurtent

quotidiennement, quel que soit leur secteur d’activité, à des problèmes d’optimisation. Il peut

s’agir de minimiser un cout de production, d’optimiser le parcours d’un véhicule, de rationaliser

l’utilisation de ressources, d’améliorer les performances d’un circuit électronique et de fournir une

aide à la décision à des gestionnaires, etc.

En toute généralité, un problème d’optimisation consiste à déterminer la plus petite (ou grande)

valeur possible d’une fonction réelle f : C → R dite fonction objective peut prendre dans un

ensemble C nommé domaine des contraintes ou ensemble des solutions réalisables.

Les problèmes d’optimisation sont divisés naturellement en deux catégories : ceux avec des va-

riables continues, et ceux avec des variables discrètes. Dans l’optimisation continue qui fait l’objet

de notre recherche, on considère l’ensemble des solutions réalisables l’ensemble R. Ces deux types

de problèmes ont des champs d’applications variés, les méthodes de résolution sont différentes.

Dans l’optimisation continue, on s’intéresse à des notions comme la convexité, la différentiabi-

lité, l’existence et l’unicité d’une solution, les conditions nécessaires et les conditions suffisantes

d’optimalité.

L’étude des problèmes semi définie positive est en effet devenue trés récemment un axe à part

entière de la recherche mathématique, l’intérêt est justifié par ses différents champs d’application.

L’objectif générale de ce mémoire est l’utilisation de la méthode du gradient conjugué pour résoudre

un probléme d’optimisation continue. Notre travail est formalisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre on donne des généralités sur la différentiabilité, formules de taylor et

la convexité, puis on présente les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité.
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Le deuxième chapitre est consacré à les recherches linéaires inexactes d’Armijo, Goldstein et

Wolfe.

Dans le dernier chapitre on étudie la méthode du gradient conjugué quadratique et non qua-

dratique et on termine ce chapitre par Quelques développements récents de la méthode du gradient

conjugué.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Différentiabilité, dérivées partielles et dérivées direc-

tionnelles

Définition 1.1. Soit U un ouvert de Rn et soit la fonction f : U → R. On dit que f est différen-

tiable en un point a de U s’il existe une application linéaire La ∈ L (Rn,R) telle que

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− La(h)
‖h‖

= 0.

La est uniquement déterminée si elle existe. Dans ce cas, La est notée df(a) et est appelée diffé-

rentielle ou application linéaire tangente de f en a.

Définition 1.2. Soit U un ouvert de Rn et soit la fonction f : U → R. On note si elle existe,
∂f
∂xi

(a) ou simplement ∂if(a) la dérivée partielle de f en a tel que

∂if(a) = ∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f (a+ tei)− f(a)
t

= lim
t→0

f (a1, . . . , ai−1, ai + t, ai+1, . . . , an)− f(a)
t

.

et l’on dit que c’est la dérivée partielle de f en a selon la i-ème variable.

Définition 1.3. Soit f une application d’un ouvert U de Rn dans R, v élément de Rn et a ∈ U.

On dit que f admet une dérivée en a suivant le vecteur v si la limite suivante existe

∂f

∂v
(a) def= lim

t→0

f(a+ tv)− f(a)
t

.

On dit que f est Gâteaux-différentiable en a si les dérivées directionnelles ∂f
∂v (a) sont définies pour

tout v ∈ Rn et si de plus l’application v 7→ ∂f
∂v (a) est linéaire.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Remarque 1.1. Lorsque f ne dépend que de 2 ou 3 variables, on utilise souvent la notation (x, y)

(resp. (x, y, z)) au lieu de (x1, x2) (resp. (x1, x2, x3)) et les dérivées partielles sont notées ∂f
∂x (a),

∂f
∂y (a), etc.

1.2 Gradient et Matrice Hessienne

Définition 1.4. Soit U un ouvert de Rn et soit la fonction f : U → R. Si les dérivées partielles
∂f
∂xi

(x) existes, on note par

(∇f(a))T = ∂f

∂x
(a) =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xu

)
(a),

le gradient de f au point a = (a1, . . . , an).

Définition 1.5. Soient U un ouvert de Rn et f : U 7→ R une fonction dont toutes les dérivées

partielles d’ordre deux sont définies en a. Alors la matrice

Hf(a) déf=



∂2f
∂x2

1
(a) ∂2f

∂x2∂x1
(a) · · · ∂2f

∂xn∂x1
(a)

∂2f
∂x1∂x2

(a) ∂2f
∂x2

2
(a) · · · ∂2f

∂xn∂x2
(a)

...
...

. . .
...

∂2f
∂x1∂xn

(a) ∂2f
∂x2∂xn

(a) · · · ∂2f
∂x2

n
(a)


est appelée matrice hessienne de f en a .

Théorème 1.1. Soit U un ouvert de R2 et (x0, y0) ∈ U et f : U → R. On suppose que ∂f
∂x ,

∂f
∂y et ∂2f

∂y∂x sont définies sur U et que ∂2f
∂y∂x est continue en (x0, y0) . Alors ∂2f

∂x∂y (x0, y0) existe et

également l’on a
∂2f

∂x∂y
(x0, y0) = ∂2f

∂y∂x
(x0, y0) .

1.3 Direction de descente

Définition 1.6. Soit f : Rn → R, d un vecteur non nul de Rn est dit une direction de descente

s’il existe un réel δ > 0 tel que pour tout λ dans d’intervalle ]0, δ[, on a

f(x+ λd) < f(x).

Théorème 1.2. Si f est différentiable en un point x ∈ Rn et d ∈ Rn telle que

∇T f(x) · d < 0,

alors d est une direction de descente en x.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Remarque 1.2. la direction d fait avec l’opposé du gradient −∇f(x) un angle θ strictement plus

petit que π
2

θ = arccos −∇f(x)T .d
‖∇f(x)‖‖d‖ ∈ [0, π2 [.

1.4 Formule de Taylor

1.4.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Théorème 1.3. Soit I un intervalle de R et (a, h) ∈ R2 tel que a et a + h soient dans I. Soit

p ∈ N et f ∈ Cp+1(I;R). Alors on a la formule suivante

f(a+ h) = f(a) +
p∑
k=1

hk

k! f
(k)(a) + hp+1

p!

∫ 1

0
(1− t)pf (p+1)(a+ th)dt.

Preuve

Supposons que h 6= 0 (sinon la formule est triviale). Si f est de classe C1 on a

f(a+ h)− f(a) =
∫ a+h

a

f ′(y)dy.

En posant y = a+ th, on obtient donc

f(a+ h)− f(a) = h

∫ 1

0
f ′(a+ th)dt,

qui est la formule voulue dans le cas p = 0.

Dans le cas général, on applique la formule d’intégration par parties itérée à la fonction 1 que l’on

intègre successivement en (t− 1), (t− 1)2/2, etc, et à la fonction t 7→ f ′(a+ th), il vient

∫ 1

0
f ′(a+ th)dt =

[
p∑
i=1

(−h)i−1 (t− 1)i

i! f (i)(a+ th)
]1

0

+ (−1)php

p!

∫ 1

0
(t− 1)pf (p+1)(a+ th)dt.

Après quelques simplifications faciles, on obtient le résultat voulu. �

Donnons maintenant la généralisation de la formule de Taylor avec reste intégral aux fonctions de

plusieurs variables.

Remarque 1.3. En appliquant le résultat ci-dessus composante par composante, on peut généra-

liser la formule de Taylor d’ordre 2 avec reste intégral au cas d’une fonction à valeurs vectorielles.

Corollaire 1.1. Pour une fonction C2 de Rn dans R, la formule de Taylor avec reste intégral se

récrit

f(a+ h) = f(a) +
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) +

n∑
i,j=1

hihj

∫ 1

0
(1− t) ∂2f

∂xi∂xj
(a+ th)dt.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.4.2 Formule de Taylor-Lagrange

Théorème 1.4. Soit I un intervalle de R et (a, h) ∈ R2 tel que a et a + h soient dans I. Soit

p ∈ N et f ∈ Cp+1(I;R). Soit f : U 7→ R une fonction p+ 1 fois différentiable sur U . Alors il existe

θ ∈]0, 1[tel que

f(a+ h) = f(a) +
p∑
k=1

dkf(a)(h, · · · , h)
k! + dp+1f(a+ θh)(h, · · · , h)

(p+ 1)! .

Corollaire 1.2. Pour une fonction deux fois différentiable de Rn dans R, la formule de Taylor

Lagrange d’ordre 2 est

f(a+ h) = f(a) +
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) + 1

2

n∑
i,j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a+ θh) avec θ ∈]0, 1[

1.4.3 Formule de Taylor-Young

Théorème 1.5. Soit I un intervalle de R et (a, h) ∈ R2 tel que a et a + h soient dans I. Soit

p ∈ N et f ∈ Cp+1(I;R). Alors il existe un voisinage V de 0 et une fonction ε : V → R tendant

vers 0 en 0, tels que

∀h ∈ V, f(a+ h) = f(a) +
p∑
k=1

dkf(a)(h, · · · , h)
k! + ε(h)‖h‖pE .

Preuve

La preuve se fait par récurrence sur p.

Le cas p = 1 résulte de la définition de la différentiabilité.

Soit p ≥ 2. Supposons le résultat vrai pour p− 1 et prouvons-le pour p. Soit donc f : U 7→ R une

fonction de classe Cp−1 qui est p fois différentiable en a. Fixons un h tel que [a, h] ⊂ U et posons

g(t) = f(a+ th)−
p∑
k=1

tkdkf(a)(h, · · · , h)
k! .

Vues les hypothèses, la fonction g est dérivable sur [0, 1] et l’on a

g′(t) = df(a+ th)(h)−
p∑
k=1

tk−1

(k − 1)!d
kf(a)(h, · · · , h)

=

df(a+ th)−
p−1∑
j=0

tj

j!d
j(df)(a)(h, · · · , h)

 (h).

En appliquant à df la formule de Taylor-Young d’ordre p− 1, on obtient l’existence d’un voisinage

V de 0 (que l’on peut toujours supposer convexe) et d’une fonction ε définie sur V tendant vers 0

en 0, tels que

∀h′ ∈ V, df (a+ h′) = df(a) +
p−1∑
j=1

dj(df)(a) (h′, · · · , h′)
j! + ε (h′) ‖h′‖p−1

E .

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Pour h ∈ V , on peut appliquer la formule ci-dessus à h′ = th et on obtient

∀t ∈ [0, 1], ‖g′(t)‖F ≤ ε(th)tp−1‖h‖pE .

Enfin, on remarque

g(1)− g(0) = f(a+ h)− f(a)−
p∑
k=1

dkf(a)(h, · · · , h)
k!

et il ne reste plus qu’à appliquer l’inégalité des accroissements finis à g pour conclure. �

Corollaire 1.3. Pour une fonction C2 de Rn dans R, deux fois différentiable en a, la formule de

Taylor-Young se récrit

f(a+ h) = f(a) +
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) + 1

2

n∑
i,j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a) + ε(h)‖h‖2

E .

1.5 Ensembles convexes

Définition 1.7. Soit S un sous ensemble de Rn, S est dit convexe si et seulement si ∀x1, x2 ∈

S, ∀λ ∈ [0, 1],

λx1 + (1− λ)x2 ∈ S.

Définition 1.8. Soit x1, x2, . . . , xk ∈ Rn et λj ∈ R tele que λj ≥ 0 et
k∑
j=1

λj = 1. Toute expression

de la forme
k∑
j=1

λjxj, s’appelle combinaison convexe des points xj ou barycentre.

Figure 1.1 – ensemble convexe et non convexe.

Définition 1.9. Soit S ⊂ Rn, On appelle enveloppe convexe de S et on le note H(S), L’ensemble

de toutes les combinaisons convexes de S, en d’autre termes

x ∈ H(S)⇔ ∃x1, x2, . . . .xk ∈ S et λ1, λ2, . . . λk ∈ R+ tel que
k∑
j=1

λj = 1 et x =
k∑
j=1

λjxj.

10



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Proposition 1.1. Soit S ⊂ Rn quelconque, alors H(S) est un convexe, c’est aussi le plus petit

convexe qui contient S.

Proposition 1.2. Soit S ⊂ Rn . L’intersection de tous les convexes contenant S est le plus petit

convexe qui contient S.

1.6 Fonctions convexes

Définition 1.10. Soient S est un ensemble convexe non vide de Rn, où f : S → R .

a) f est dite convexe si et seulement si

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2) , (1.1)

pour tout x1, x2 ∈ S et λ ∈ [0, 1].

b) f est dite strictement convexe si et seulement si

f (λx1 + (1− λ)x2) < λf (x1) + (1− λ)f (x2) (1.2)

pour tout x1 6= x2 ∈ S et pour λ ∈] 0, 1[.

c) f est dite fortement convexe ou uniformément convexe dans S si et seulement existe une

constante C > 0 tel que

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2)− 1
2Cλ(1− λ) ‖x1 − x2‖2 (1.3)

pour tout x1, x2 ∈ S et pour tout λ ∈ [0, 1].

Définition 1.11. f est dite concave dans S (strictement concave dans S ) si et seulement si (−f)

est convexe (strictement convexe) dans S.
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Figure 1.2 – Une fonction convexe

Figure 1.3 – Une fonction concave.

Proposition 1.3. Soit S ⊂ Rn convexe non vide, f : Rn → R convexe, alors pour tout α ∈ R,

l’ensemble

Sα = {x ∈ S : f(x) ≤ α},

est convexe.

Preuve

Soient x1, x2 ∈ Sα, alors

f (x1) ≤ α et f (x2) ≤ α. (1.4)

Démontrons que pour λ ∈ [0, 1], λx1 + (1− λ)x2 ∈ Sa. En effet f étant convexe, on a

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2) ,

en utilisant (1.4) d’où

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λα+ (1− λ)α = α, (1.5)
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Figure 1.4 – Une fonction ni convexe et ni concave.

(1.5) implique que λx1+(1−λ)x2 ∈ Sα. Par conséquent Sα est convexe. �

Définition 1.12. Soit S ⊂ Rn convexe non vide, f : Rn → R. f est dite quasi convexe dans S si

et seulement si pour tout α ∈ R, l’ensemble

Sα = {x ∈ S : f(x) ≤ α},

est convexe.

Définition 1.13. Soit S ⊂ Rn convexe non vide f : Rn → R. f est dite quasi convexe dans S si

et seulement si

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ Maximum [f (x1) , f (x2)] (1.6)

pour tout x1, x2 ∈ S et pour tout λ ∈ [0, 1].

1.7 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

1.7.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Définition 1.14. On dit que la matrice A ∈Mn,n(R) est semi-définie positive si

xTAx ≥ 0,∀x ∈ Rn,

qu’elle est définie positive si, de plus,

xTAx = 0 =⇒ x = 0.

Ceci implique donc qu’une matrice est définie positive si et seulement si

xTAx > 0, pour tout x 6= 0.

13
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Proposition 1.4. Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A soit définie positive

(resp. semi-définie positive) est que toutes ses valeurs propres soient strictement positive(resp.

positives ou nulles).

Théorème 1.6. Soit f : Rn → R un fonction différentiable au point x̄ ∈ Rn. Soit d ∈ Rn telle

que ∇f(x̄)T d < 0. Alors il existe δ > 0 tel que f(x̄ + αd) < f(x̄) pour tout α ∈]0, δ[. La direction

d s’appelle dans ce cas direction de descente.

Preuve

Comme f est différentiable en x̄ alors

f(x̄+ αd) = f(x̄) + α∇f(x̄)td+ α‖d‖λ(~x, αd),

où λ(x̄, αd)→ 0 pour α→ 0.

Ceci implique
f(x̄+ αd)− f(x̄)

α
= ∇f(x̄)td+ ‖d‖λ(x̄, αd), α 6= 0,

et comme ∇f(x̄)td < 0 et λ(x̄, αd)→ 0 pour α→ 0, il existe δ > 0 tel que

∇f(x̄)td+ ‖d‖λ(x̄, αd) < 0 pour tout α ∈
]

0, δ[,

et par conséquent on obtient

f(x̄+ αd) < f(x̄) pour tout α ∈]0, δ[. �

Théorème 1.7. Soit f : Rn → R différentiable en x̄, si x̄ est un minimum local alors ∇f(x̄) = 0.

Preuve

Par contre, on suppose que ∇f(x̄) 6= 0. Si on pose d = −∇f(x̄), on obtient

∇f(x̄)td = −‖∇f(x̄)‖2 < 0,

et par le théorème précédent, il existe δ > 0 tel que

f(x̄+ αd) < f(x̄) pour tout α ∈]0, δ[,

mais ceci est contradictoire avec le fait que x̄ est un minimum local, d’où ∇f(x̄) = 0. �

Théorème 1.8. Soit f : Rn → R deux fois différentiable en x̄. Supposons que x̄ soit minimum

local. Alors ∇f(x̄) = 0 et H(x̄) est semi définie positive.

Preuve

Le corollaire ci-dessus montre la première proposition, pour la deuxième proposition on a

f(x̄+ αd) = f(x̄) + α∇f(x̄)td+ 1
2α

2dtH(x̄)d+ α2‖d‖2λ(x̄, αd),
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où λ(x̄, αd)→ 0 pour α→ 0.

Ceci implique
f(x̄+ αd)− f(x̄)

α2 = 1
2d

tH(x̄)d+ ‖d‖2λ(x̄;αd), α 6= 0.

Comme x̄ est un minimum local alors f(x̄+ αd) ≥ f(x̄) pour α suffisamment petit, d’où

1
2d

tH(x̄)d+ ‖d‖2λ(x̄;αd) ≥ 0 pour α petit.

En passant à la limite qund α → 0, on obtient que dTH(x̄)d ≥ 0, d’où H(x̄) est semi définie

positive. �

1.7.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théorème 1.9. Soit f : Rn → R deux fois différentiable en x̄. Si ∇f(x̄) = 0 et H(x̄) est définie

positive, alors x̄ est un minimum local strict.

Preuve

f est deux fois différentiable au point x̄. Alors ∀x ∈ Rn, on obtient

f(x) = f(x̄) +∇f(x̄)t(x− x̄) + 1
2(x− x̄)tH(x̄)(x− x̄) + ‖x− x̄‖2λ(x̄, x− x̄), (1)

où λ(x̄, x− x̄)→ 0 pour x→ x̄. Supposons que x̄ n’est pas un minimum local strict. Donc il existe

une suite {xk} convergente vers x̄ telle que f (xk) ≤ f(x̄), xk 6= x̄.

Posons dk = (xk − x̄) / ‖xk − x̄‖ . Donc ‖dk‖ = 1 et on obtient à partir de (1)

f (xk)− f(x̄)
‖xk − x̄‖2 = 1

2d
t
kH(x̄)dk + λ (x̄, xk − x̄) ≤ 0,

et comme ‖dk‖ = 1, ∀k alors ∃ {dk}k∈N1⊂N telle que dk → d pour k →∞ et k ∈ N1. On a bien sur

‖d‖ = 1. Considérons donc {dk}k∈N1
et le fait que λ(x̄;x− x̄)→ 0 pour k →∞ et k ∈ N1. Alors

(1.4) donne dtH(x̄)d ≤ 0, ce qui contredit le fait queH(x̄) est définie positive car ‖d‖ = 1 (donc d 6=

0). Donc x̄ est un minimum local strict. �
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CHAPITRE 2

RECHERCHES LINÉAIRES

2.1 Forme générale d’un problème d’optimisation

Etant donné un ensemble X ⊂ Rn et une fonction f : X → R, la forme générale d’un problème

d’optimisation est la suivante

min{f(x);x ∈ X} (2.1)

où X ⊂ Rn est appelé ensemble des solutions admissibles ou réalisables, x ∈ Rn s’appelle variable

de décision, f(x) s’appelle fonction économique ou fonction objectif.

2.2 Problème d’optimisation sans contraintes

Si X = Rn, le problème d’optimisation (2.1) s’appelle problème d’optimisation sans contraintes

et aura donc la forme suivante

min {f(x);x ∈ Rn} (2.2)

Problème d’optimisation sans contraintes non linéaire

Le problème (2.2) est un problème d’optimisation sans contraintes non linéaire si f n’est pas affine.

Problème d’optimisation sans contraintes quadratique

Le problème (2.2) est un problème d’optimisation sans contraintes non linéaire quadratique si

f(x) = xTAx− bx (2.3)

où A est une matrice symétrique d’ordre (n, n), xT est le transposé du vecteur x.
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2.2.1 Problème d’optimisation avec contraintes

Soit U un ouvert non vide de Rn (le plus souvent U = Rn). Soit f : U −→ R une application

différentiable sur U , et ϕ1, ϕ2, . . . , ϕp : U −→ R des applications de classe C1 sur U (i.e. ϕi est

différentiable et ∇ϕi : x 7→ ∇ϕi(x) est continue ; c’est le cas en particulier lorsque ϕi est 2 fois

différentiable). Soit le domaine D

D = {x ∈ U | ϕi(x) = 0,∀i = 1, 2, . . . , p} .

Le problème

min
x∈D

f(x)

est un problème de minimisation sous contraintes.

Exemple 2.1. Soit f : R2 −→ R, f(x, y) = x. Soit D =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1
}
le cercle unité

de centre (0, 0).

2.3 Méthodes à directions de descente

2.3.1 Principe général

Considérons le problème d’optimisation sans contrainte

(P)
{

min
x∈Rn

f(x)
}

où f : Rn → R est supposée régulière.

On note aussi par ∇f(x) et ∇2f(x) le gradient et le hessien de f en x respectivement.

On s’intéresse ici à une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion de direction de descente.

On voit que si d est une direction de descente f(x+αd) < f(x), pour tout α > 0 suffisamment

petit, et donc que f décroit strictement dans la direction d. De telles directions sont intéressantes en

optimisation car, pour faire décroitre f , il suffit de faire un déplacement le long de d. Les méthodes

à directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction. Elles construisent la

suite des itérés {xk}k≥1, approchant une solution xk du problème (P ) à une formule de récurrence

suivante

xk+1 = xk + αkdk, pour k ≥ 1,

ou αk est appelé le pas et dk la direction de descente de f en xk.

Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses

1) dire comment la direction dk est calculée, la manière de procéder donne le nom à l’algorithme

2) dire comment on détermine le pas αk, c’est ce que l’on appelle la recherche linéaire.
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2.3.2 L’algorithme de méthode à directions de descente

Etape 0 (initialisation)

On suppose qu’au début de l’itération k, on dispose d’un itéré xk ∈ Rn.

Etape1

Test d’arrêt : si ‖∇f (xk)‖ ' 0, arrêt de l’algorithme.

Etape2

Choix d’une direction de descente dk ∈ Rn.

Etape3

Recherche linéaire : déterminer un pas αk > 0 le long de dk de manière à "faire décroitre f

suffisamment" .

Etape4

Si la recherche linéaire réussie xk+1 = xk +αkdk ; remplacer k par k+ 1 et aller à l’étape 1 .

En pratique, on recherche plutôt une valeur α∗ qui assure une décroissance suffisante de f cela

conduit à la notion d’intervalle de sécurité.

Définition 2.1. On dit que [αg, αd] est un intervalle de sécurité s’il permet de classer les valeurs

de λ de la façon suivante

- Si α < αg alors α est considéré trop petit,

- Si αd ≥ α ≥ αg alors α est satisfaisant,

- Si α > αd alors est considéré trop grand.

Le problème est de traduire de façon numérique sur hk les trois conditions précédentes, ainsi que

de trouver un algorithme permettant de déterminer αg et αd.

Algorithme de base

Etape 0 : (initialisation)

αg = αd = 0, choisir α1 > 0, poser k = 1 et aller à l’étape 1.

Etape 1

Si αk convient, poser α∗ = αk et on s’arrête.

Si αk est trop petit on prend αg,k+1 = αk, αd = αd et on va a l’étape 2.

Si αk est trop grand on prend αd,k+1 = αk, αg = αg et on va a l’étape 2.

Etape 2

Si αd,k+1 = 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1 , +∞[.

Si αd,k+1 6= 0 déterminer αk+1 ∈| αg,k+1 , αd,k+1[.

Remplacer k par k + 1 et aller a l’étape 1.
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Sur une itération k de la dernière méthode nous avons l’itération courante xk ∈ Rn et la direction

de recherche dk ∈ Rn qui est une direction de descente pour la fonction objectif f : Rn → R on a

∇T f (xk) dk < 0.

Le but est de réduire "de façon importante" la valeur de l’objective par un pas xk 7−→ xk+1 = xk +

αkdk de xk dans la direction dk. Pour cela de nombreux mathématiciens (Armijo, Goldstein,Wolfe,

Wolfe forte) ont élaboré plusieurs règles (tests).

L’objective de cette section consiste à présenter les principaux tests.

D’abord présentons le schéma d’une recherche linéaire inexacte.

Elles reviennent à déterminer, par tâtonnement un intervalle [αg, αd], où α∗ ∈ [αg, αd], dans lequel

hk (αk) < hk(0) (f (xk + αkdk) < f (xk)) .

2.4 Recherche linéaire d’Armijo

2.4.1 Principe de la méthode

Il ne suffit pas de choisir à chaque itération k, αk tel que

f (xk + αkdk) < f (xk)

pour que la suite {xk} converge vers la solution optimale ou vers un point stationnaire. En effet si

la fonction décroit trés peu en passant du point xk vers le point xk+1 = xk + αkdk, la suite {xk}

diverge ou peut converger vers un point qui n’a rien à voir avec la solution optimale.

Pour éviter cet inconvénient, il faut imposer une condition caractérisant la notion de descente

suffisante de la fonction. Il faut choissir αk de sorte que la fonction f décroit de façon suffisante en

passant du point xk au point xk+1 = xk + αkdk.

L’idée est que la diminution jugée suffisante soit proportionnelle à la taille du pas αk. Ainsi

plus le pas sera grand, plus la diminution de la fonction f sera grande. Donc si γ > 0, on désire

que

f (xk)− f (xk + αkdk) ≥ αkγ,

ou encore

f (xk + αkdk) ≤ f (xk)− αkγ.

Le facteur γ ne peut pas être choisi de façon arbitraire. Surtout il doit varier d’une itération à

l’autre. Il est plus approprié de définir γ en fonction de la pente de la fonction au point xk dans la
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direction dk. En l’occurrence, nous choisirons

γ = −β∇f (xk)T dk, 0 < β < 1.

Définition 2.2. (condition d’Armijo) Soient f : Rn → R une fonction différentiable,xk un

point dans Rn, dk ∈ Rn une direction (de descente) telle que ∇f (xk)T dk < 0. On dit que le pas

αk ≥ 0 vérifie la condition d’Armijo, si

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + αkβ∇f (xk)T dk, 0 < β < 1.

2.4.2 Algorithme (règle d’Armijo)

Etape 0 (initialisation)

αg,1 = αd,1 = 0, choisir α1 > 0, ρ ∈] 0, 1[ poser k = 1 et aller à l’étape 1.

Etape 1

si ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ρϕ′k(0)αk : STOP (α∗ = αk)

si ϕk (αk) > ϕk(0) + ρϕ′k(0)αk, alors

αd,k+1 = αd, αg,k+1 = αk et aller à l’étape 2.

Etape 2

si αd,k+1 = 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1 , +∞[

si αd,k+1 6= 0 déterminer αk+1 ∈]αg,k+1 , αd,k+1[

remplacer k par k + 1 et aller à l’étape 1.

Théorème 2.1. Si ϕk : R+ → R, définie par ϕk(α) = f (xk + αdk) est continue et bornée infé-

rieurement, si dk est une direction de descente en xk (ϕ′k(0) < 0) et si ρ ∈] 0, 1[, alors l’ensemble

des pas vérifiant la règle d’Armijo est non vide.

Preuve

On a
ϕk(α) = f (xk + αdk) ,

ψρ(α) = f (xk) + ραk∇T f (xk) dk.

Le développement de Taylor-Yong en α = 0 de ϕk est

ϕk(α) = f (xk + αdk) = f (xk) + ρα∇T f (xk) dk + αξ(α) où ξ(α) → 0, α → 0 et comme ρ ∈]0, 1 [

et ϕ′k(0) = ∇T f (xk) dk < 0 on déduit

f (xk) + αk∇T f (xk) dk < f (xk) + ραk∇T f (xk) dk pour α > 0.
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On voit que pour α > 0 assez petit on a

ϕk(α) < ψρ(α).

De ce qui précède et du fait que ϕk est bornée inférieurement, ψρ(α)→ −∞ et α→ +∞, on déduit

que la fonction ψρ(α)− ϕk(α) a la propriété ψρ(α)− ϕk(α) > 0 pour α assez petit

ψρ(α)− ϕk(α) < 0 pour α assez grand ,

donc s’annule au moins une fois pour α > 0. En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il

existe ᾱ > 0 tel que

ϕk(ᾱ) = ψρ(ᾱ) et ϕk(α) < ψρ(α) pour 0 < α < α̃.

Ce qui achève la démonstration. �

2.5 Recherche linéaire de Goldstein

2.5.1 Principe de la méthode

Supposons qu’à l’iteration k, on ait le point xk ∈ Rn et le vecteur de descente

dk ∈ Rn
(
∇f (xk)T dk < 0

)
. On cherche le pas αk > 0 de Goldstein vérifiant les deux conditions

suivantes

f (xk + αkdk) ≤ f ′ (xk) + ραk∇f (xk)T dk, ρ ∈
]

0, 1
2 [ (Goldstein1)

et

f (xk + αkdk) ≥ f ′ (xk) + (1− ρ)αk∇f (xk)T dk, ρ ∈
]

0, 1
2 [. (Goldstein2)

Si on note

ϕk(α) = f (xk + αdk) ,

alors (Goldstein 1) et (Goldstein 2) deviennent

ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0)

et

ϕk (αk) ≥ ϕk(0) + (1− ρ)αkϕ′k(0).
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2.5.2 L’algorithme de Goldstein

L’ Algorithme essaye de trouver αk ∈]β1, β2[. On démarre avec un intervalle [a0, b0] assez grand.

On prend α0 ∈ [a0, b0].

Si α0 vérifié Goldstein 1 et Goldstein 2

alors α0 ∈]β1, β2[ et on s’arréte.

Si α0 > β2

alors α0 ne vérifie pas Goldstein 1, alors on prend b1 = α0 et a1 = b0 et α1 = a1+b1
2

et on recommence avec α1

Si α0 < β1

alors α0 ne vérifié pas Goldstein 2, on prend a1 = α0, b1 = b0 et α1 = a1+b1
2 et on teste de

nouveau α1

A l’itération k

Supposons qu’on ait [ak, bk] et αk = ak+bk

2

Si αk vérifie Goldstein 1 et Goldstein 2, αk ∈]β1, β2[. Stop.

Si αk ne vérifié pas Goldstein 1 alors αk > β2

On prend bk+1 = αk, ak+1 = ak, αk+1 = ak+1+bk+1
2 .

Si αk ne vérifie pas Goldstein 2 alors αk < β1. On prend ak+1 = αk, bk+1 = bk, αk+1 =
ak+1+bk+1

2 .

On obtient ainsi l’algorithme suivant

Algorithme de Goldstein

Etape 1 (Initialisation )

Choisir α0 ∈
[
0, 10100] et ρ ∈| 0, 1 [ . Poser a0 = 0, b0 = 10100

Poser k = 0 et aller a Etape 2

Etape 2 (Test Goldstein 1)

Iteration k on a [ak, bk] et αk, calculez ϕk (αk)

Si ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0), allez à Etape 3

Sinon

Poser bk+1 = αk, ak+1 = ak, et allez à Etape 4.

Etape 3 (Test Gold 02)

Si ϕk (αk) ≥ ϕk(0) + (1− ρ)αkϕ′k(0) stop. α∗ = αk

Sinon

Poser ak+1 = αk, bk+1 = bk et allez à Etape 4.

Etape4
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Poser αk+1 = ak+1+bk+1
2

Poser k = k + 1 et, allez à Etape 2 .

2.6 Recherche linéaire de Wolfe

2.6.1 Recherche linéaire de Wolfe

αk est acceptable par la rechreche linéaire inexacte de Wolfe si αk, vérifie les deux condition

(Wolfe1) et (Wolfe2) suivantes

ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0), 0 < ρ <

1
2 (Wolfe1)

ϕ′k (αk) ≥ σϕ′k(0), 0 < σ < 1 et σ > ρ (Wolfe2)

ou en remplaçant ϕk (αk) , ϕk(0), ϕ′k(0), ϕ′k (αk) par leurs expressions, on a

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + ραk∇f (xk)T dk, 0 < ρ <
1
2 (Wolfe3)

∇f (xk + αkdk)T dk ≥ σ∇f (xk)T dk, 0 < σ < 1, σ > ρ. (Wolfe4)

2.6.2 Recherche linéaire de Wolfe forte

αk vérifie les condition de Wolfe forte si les deux conditions suivantes sont vérifiées

ϕk (αk) ≤ ϕk(0) + ραkϕ
′
k(0), 0 < ρ <

1
2 (Wolfeforte1)

|ϕ′k (αk)| ≤ −σϕ′k(0), 0 < σ < 1, σ > ρ. (Wolfeforte2)

Théorème 2.2. Si αk vérifie (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2), alors αk vérifie (Wolfe1) et

(Wolfe2).

Preuve

(Wolfe forte 1) et (Wolfe1) sont les mêmes propositions. Reste à monter que

( Wolfe forte 2) =⇒ ( Wolfe 2).

En effet. Supposons que αk vérifie (Wolfe forte 2), alors on a

σϕ′k(0) ≤ ϕ′k (αk) ≤ −σϕ′k(0),

par conséquent on a

ϕ′k (αk) ≥ σϕ′k(0).

Ceci implique que αk vérifie (Wolfe 2). �
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2.6.3 L’algorithme de Wolfe

Etape1 Initialisation

Prendre α0 ∈
[
0, 1099], calculez ϕ(0), ϕ′(0). Prendre ρ = 0.1 (ou ρ = 0.1 ou ρ = 0.001 ou

ρ = 10−4 )

σ = 0.9 (ou σ plus petit encore )

Poser a0 = 0, b0 = 1099, k = 0 et allez à Etape 2.

Etape2 (test de (Wolfe1))

Calculez ϕ (αk) . Si ϕ (αk) ≤ ϕ(0) + ραkϕ
′(0), aller à Etape3. Sinon

Poser ak+1 = ak , bk+1 = αk et allez à Etape3.

Etape3 (test de (Wolfe2) ou (Wolfe forte 2) )

Calculez ϕ′ (αk) . Si ϕ′ (αk) ≥ σϕ′(0) (|ϕ′k (αk)| ≤ −σϕ′k(0)) . STOP

Prendre ᾱ = αk. Sinon Poser ak+1 = αk, bk+1 = bk et allez à Etape 4.

Etape4 (calcul de αk+1)

αk+1 = ak+1+bk+1
2

Poser k = k + 1 et allez à Etape 2 .
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MÉTHODE DU GRADIENT CONJUGUÉ

3.1 Optimisation quadratique sans contraintes

3.1.1 Définitions et théorèmes fondamentaux

Définition 3.1. Soit Q est une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn . On appelle

problème de minimisation quadratique sans contraintes, le probléme noté (PQSC) suivant{
min
x∈Rn

1
2x

TQx− bTx
}
. (PQSC)

Théorème 3.1. Le problème ( PQSC ) a une solution unique x̂, solution de système linéaire

Qx = b, c’est à dire que x̂ vérifie

x̂ = Q−1b. (3.1)

Preuve

Considérons f(x) = 1
2x

TQx− bTx, notons H(x) la matrice hessienne de f au point x. On a

H(x) = Q, ∀x ∈ Rn.

Soit f : S → R et S ⊂ Rn convexe. Alors f est convexe sur S si et seulement si H(x) est semi

définie positive pour tout x ∈ S. De plus si f est quadratique de la forme f(x) = 1
2x

TQx − bTx.

Alors f est strictement convexe si et seulement si H(x) est définie positive pour tout x ∈ Rn.

Pour f(x) = 1
2x

TQx − bTx, on a H(x) = Q et ∀x ∈ Rn. Par hypothèse Q est définie positive,

donc f(x) = 1
2x

TQx− bTx est strictement convexe dans Rn.

Rappelons maintenant ce deuxième résultat de l’optimisation convexe. Soit S ⊂ Rn convexe et
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ouvert et f : S → R, strictement convexe et (PC) le problème d’optimisation convexe suivant

min
x∈S

f(x). (PC)

Alors x̂ ∈ S est solution optimale de (PC) si et seulement si on a

∇f(x̂) = 0. (3.2)

De plus si x̂ existe, alors elle est unique.

Appliquons ce résultat à notre problème. f(x) = 1
2x

TQx − bTx est strictement convexe. S = Rn

est convexe et ouvert. x ∈ Rn est solution optimale de (PQSC) si et seulement si ∇f(x) = 0. Or

∇f(x) = Qx− b. Donc

∇f(x) = 0⇐⇒ Qx− b = 0⇐⇒ Qx = b. (3.3)

Donc x̂ solution optimale de (PQSC) si et seulement x̂ vérifie

Qx̂ = b. (3.4)

Q étant définie positive, alors Q est inversible. Par conséquent x̂ solution de (3.4) est donnée par

x̂ = Q−1b. (3.5)

�

3.1.2 Calcul du pas obtenu par une recherche linéaire exacte

Soit Q est une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn et f(x) = 1
2x

TQx− bTx.

Considérons le problème (PQSC)

min
x∈Rn

f(x) = min
x∈Rn

{
1
2x

TQx− bTx
}
. (PQSC)

Les méthodes à directions de recherches linéaires génèrent des suites {xk}k=1,2,... de la manière

suivante. On démarre par x1 ∈ Rn. A l’itération k si on a xk ∈ Rn. Le successeur xk+1 de xk est

donné par la relation suivante

xk+1 = xk + αkdk, (3.6)

où dk ∈ Rn est une direction de recherche et αk ∈ R+ est le pas de recherche obtenu par une

recherche linéaire exacte ou inexacte. Dans le cas d’une recherche linéaire exacte αk vérifie

f (xk + αkdk) = min
α>0

f (xk + αdk) . (3.7)

Notons

gk = ∇f (xk) = Qxk − b. (3.8)
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Théorème 3.2. Soit Q est une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn et f(x) =
1
2x

TQx− bTx. Considérons le problème (PQSC)

min
x∈Rn

f(x) = min
x∈Rn

{
1
2x

TQx− bTx
}
. (PQSC)

Supposons qu’à l’itération k on a une direction dk de descente, c’est à dire que dk vérifie

gTk dk = (Qxk − b)T dk < 0. (3.9)

Soit αk > 0 obtenu par une recherche linéaire exacte que αk vérifie

f (xk + αkdk) = min
α>0

f (xk + αdk) .

Alors

αk = − gTk dk
dTkQdk

. (3.10)

Preuve

Considérons

ϕ(α) = f (xk + αdk) . (3.11)

Donc αk est la solution optimale du problème unidimensionnel suivant

ϕ (αk) = min
α>0

ϕ(α). (3.12)

Q définie positive, alors f(x) = 1
2x

TQx − bTx est strictement convexe sur Rn. Par conséquent

ϕ(α) = f (xk + αdk) est strictement convexe sur ]0,+∞[ qui est un ouvert convexe. Donc αk

solution optimale de (3.12) si et seulement si αk vérifie ϕ′ (αk) = 0. Or

ϕ′(α) = ∇f (xk + αdk)T dk = [Q (xk + αdk)− b]T dk

= [Qxk − b+ αQdk]T dk = [gk + αQdk]T dk

= gTk dk + αdTkQdk.

Donc

ϕ′(α) = 0⇐⇒ αdTkQdk = −gTk dk,

ou encore

αk = − gTk dk
dTkQdk

.

�

Remarque 3.1. Si Q n’est pas définie positive mais seulement semi-définie positive, alors f n’est

pas strictement convexe, et dTkQdk peut être égale à zéro. Par conséquent αk ne sera plus définie

par (3.10).
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3.2 Méthode des gradient conjugué

3.2.1 Définition et propriété générale

Définition 3.2. Soit Q une matrice (n, n) symétrique. Les directions d0, d1, · · ·, dk sont dites Q

conjuguées si on a

dTi Qdj = 0, 0 ≤ i, j ≤ k. (3.13)

Théorème 3.3. Soit Q une matrice (n, n) symétrique et définie positive. Si les directions

d0, d1, · · ·, dk avec k ≤ n − 1, sont non nuls et Q conjuguées, alors ils sont linéairement indépen-

dantes.

Preuve

Supposons que

α0d0 + α1d1 + . . .+ αkdk = 0. (3.14)

Multiplions l’égalité (3.14) par dTj Q, 0 ≤ j ≤ k, on obtient

0 =
k∑
i=1

αid
T
j Qdi = αjd

T
j Qdj , (3.15)

or

αjd
T
j Qdj = 0 =⇒ αj = 0

car Q est définie positive et par conséquent dTj Qdj > 0. Donc le système {d0, d1, . . . ..dk} est libre.�

Remarque 3.2. On n’a pas unicité des vecteurs d0, d1, d2 Q conjugués.

3.2.2 L’algorithme du gradient conjugué

Soit Q est une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn. Considérons le problème

de minimisation quadratique sans contraintes (PQSC) suivant

min
x∈Rn

{
1
2x

TQx− bTx
}
, (PQSC).

Algorithme

a) Initialisation

On se donne x0 ∈ RN quelconque et d0, d1, · · · .dn−1Q conjugués. Poser k = 0 et allez à b) Etape

principale.

b) Etape principale
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Pour k ≥ 0

Calculez

gk = ∇f (xk) = Qxk − b.

Si gk = 0, stop. Sinon calcule

αk = − gTk dk
dTkQdk

,

et

xk+1 = xk + αkdk.

Poser k = k + 1 et allez à b) Etape principale.

Théorème 3.4. Partant d’un point initial x0 ∈ Rn quelconque, l’algorithme des directions conju-

guées précédent converge vers la solution optimale unique x̂ du problème (PQSC) dans n itérations,

c’est à dire qu’on a

xn = x̂ et Qxn = Qx̂ = b. (3.16)

Preuve

Considérons le vecteur x̂− x0 ∈ Rn. D’autre part {d0, . . . .dn−1} est un système libre et contient n

vecteurs. Donc {d0, . . . .dn−1} est une base de Rn. Par conséquent il existe β0,...βn−1 scalaires réels

tels que

x̂− x0 = β0d0 + . . . . . . .+ βn−1dn−1. (3.17)

Multiplions les 2 membres de (3.17) par dTkQ, 0 ≤ k ≤ n− 1, on obtient

dTkQ (x̂− x0) = βkd
T
kQdk. (3.18)

Donc

βk = dTkQ (x̂− x0)
dTkQdk

. (3.19)

Montrons maintenant que le numérateur de (3.19) est égal à −dTk gk. En effet, d’après l’algorithme

des directions conjuguées
xk = xk−1 + αk−1dk−1

= xk−2 + αk−2dk−2 + αk−1dk−1

= . . . . . . .

= x0 + α0d0 + . . .+ αk−1dk−1.
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Par conséquent

xk − x0 = α0d0 + . . .+ αk−1dk−1, k = 1, 2, . . . .n− 1. (3.20)

Écrivons maintenant : x̂− x0 sous la forme

x̂− x0 = (x̂− xk) + (xk − x0) . (3.21)

Multiplions (3.21) par dTkQ, on obtient

dTkQ (x̂− x0) = dTkQ (x̂− xk) (3.22)

car

dTkQ (xk − x0) = α0d
T
kQd0+......+αk−1d

T
kQdk−1 = 0.

Calculons maintenant dTkQ (x̂− xk) . On a

dTkQ (x̂− xk) = dTk [Qx̂−Qxk] = dTk [b−Qxk] = −dTk (Qxk − b) = −dTk gk (3.23)

donc (3.23) et (3.19) impliquent

βk = − dTk gk
dkQdk

= αk. (3.24)

En conclusion on a

x̂− x0 = β0d0 + . . . . . . . . . . . .+ βn−1dn−1

et

xn − x0 = α0d0 + . . . . . . . . . . . . .+ αn−1dn−1,

or

αk = βk k = 0, . . . . . . ..n− 1.

Donc

x̂− x0 = xn − x0.

Ce qui implique

x̂ = xn.

�

Remarque 3.3. Si on démarre du point x1, alors la solution optimale est atteinte au point xn+1,

c’est à dire qu’on aura

x̂ = xn+1.
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Théorème 3.5. Soit Q une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b ∈ Rn et f(x) =
1
2x

TQx− bTx. Considérons la suite {xk}k=1,2,... de la manière suivante. On démarre par x1 ∈ Rn.

A l’itération k, Le successeur xk+1 de xk est donné par la relation suivante

xk+1 = xk + αkdk,

où dk ∈ Rn est une direction de recherche et αk ∈ R+ est le pas de recherche obtenu par une

recherche linéaire exacte, αk vérifie

f (xk + αkdk) = min
α>0

f (xk + αdk) . (3.25)

Notons

gk+1 = ∇f (xk+1) = Qxk+1 − b. (3.26)

Alors

gk+1 = gk + αkQdk. (3.27)

et

gk+1dk = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1. (3.28)

Preuve

En effet, on a

Q (xk+1 − xk) = (Qxk+1 − b)− (Qxk − b) = gk+1 − gk. (3.29)

D’un autre côté, on a

xk+1 = xk + αkdk.

Donc

(xk+1 − xk) = αkdk, (3.30)

(3.29) et (3.30) impliquent

gk+1 − gk = αkQdk.

D’autre part et comme on l’a vu dans la preuve du théorème 3.2, considérons la fonction suivante

ϕ :]0,+∞ [→ R : α→ ϕ(α) = f (xk + αdk) (3.31)

et le problème d’optimisation unidimensionnel suivant

ϕ (αk) = min{ϕ(α) : α ∈]0,+∞[}. (3.32)
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Q est définie positive. Alors f(x) = 1
2x

TQx− bTx est strictement convexe sur Rn. Par conséquent

ϕ(α) = f (xk + αdk) est strictement convexe sur ] 0,+∞ [ qui est un ouvert convexe. Donc αk

solution optimale de (3.32) si et seulement si αk vérifie ϕ′ (αk) = 0. Or

ϕ′(α) = ∇f (xk + αdk)T dk. (3.33)

Donc

ϕ′ (αk) = ∇f (xk + αkdk)T dk = ∇f (xk+1)T dk = gTk+1dk. (3.34)

Par conséquent

ϕ′ (αk) = 0⇐⇒ gTk+1dk = 0.

�

Une des propriétés fondamentales de la méthode des direction conjuguées est théorème suivant

Théorème 3.6. Dans la méthode des direction conjuguées, on a

gTk+1di = 0, k = 0, 1 . . . . . . . . . , n− 1, i = 0, . . . . . . k. (3.35)

Preuve 

gTk+1d0 = 0

gTk+1d1 = 0

. . . . . . ..

gTk+1dk = 0.

(3.36)



k = 0(1 relations ) : g1d0 = 0,

k = 1(2 relations ) : g2d0 = 0, g2d1 = 0

k = 2(3 relations ) : g3d0 = 0, g3d1 = 0, g3d2 = 0

. . . . . . ..

k = n− 1(n relations ) : gnd0 = 0, gnd1 = 0, . . . , gndn−1 = 0.

(3.37)

La preuve se fait par récurrence. Pour k = 0, (3.35) est vraie. En effet, d’après le théorème 3.5 et

en prenant k = 0 dans (3.28), on obtient

g1d0 = 0. (3.38)

Supposons que (3.35) soit vraie à l’ordre k − 1, c’est à dire que nous avons

gTk di = 0 i = 0, 1, . . . .k − 1. (3.39)
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Montrons que (3.35) reste vraie a l’ordre k, c’est à dire, montrons que

gTk+1di = 0, i = 0, 1, . . . , k. (3.40)

En effet, en utilisant (3.27) on a

gTk+1di = (gk + αkQdk)T di = gTk di + αkd
T
kQdi, i = 0, . . . , k. (3.41)

a) 0 ≤ i ≤ k− 1

(3.39) implique que

gTk di = 0. (3.42)

D’autre part, et d’après la Q conjugaison des vecteurs d0, d1, . . . , dn−1, on a

dTkQdi = 0, (3.43)

(3.42) et (3.43) impliquent (3.41) pour 0 ≤ i ≤ k− 1.

b) i = k

Reste a prouver (3.35) pour i = k, c’est à dire montrons que

gTk+1dk = 0.

Cette relation a été prouvée dans le théorème 3.5 (voir (3.28) ). En conclusion (3.35) a été démontrée

pour tout k ≤ n−1. �

3.3 Méthode du gradient conjugué, cas quadratique

Soit Q une matrice (n, n), symétrique et définie positive. On considère dans ce paragraphe le

problème (PQSC) suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} = min
{

1
2x

TQx− bTx : x ∈ Rn
}
. (PQSC)

Dans la méthode des directions conjugués, les directions d0, . . . .dn−1 sont donnes a l’avanie.

Dans la méthode du gradient conjugué, On démarre d’un point x0 ∈ Rn, d0 = −g0 = ∇f (x0) =

Qx0 − b, les directions dk, k = 1, . . . n− 1 sont calcules a chaque itération.

A l’itération k

dk = −gk + βk−1dk−1,

βk−1 est obtenu de sorte que dk soit Q conjugué avec les autres vecteurs di. i = 0, . . . , k − 1. En

d’autres termes on doit avoir

dTkQdi = 0 i = 0, . . . .k − 1. (3.44)
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3.3.1 Algorithme de la méthode du gradient conjugué, cas quadratique

Principe de l’algorithme

On démarre d’un point quelconque x0 ∈ Rn.

Calculer d0 = −g0 = b−Qx0, α0 = − gT
0 d0

dT
0 Qd0

.

Supposons qu’à l’itération k on a xk et dk. Ceci nous permettra de calculer

gk = Qxk − b, αk = − gTk dk
dTkQdk

, xk+1 = xk + αkdk, gk+1 = Qx+1 − b, dk+1 = −gk+1 + β (3.45)

βk est choisi de sorte que

dTk+1Qdk = 0. (3.46)

Puisque dk+1 = −gk+1 + βkdk, alors (3.46) donne

(−gk+1 + βkdk)T Qdk = 0,

ou encore

βkd
T
kQdk = gTk+1Qdk, (3.47)

et finalement

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
. (3.48)

Algorithme

Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique

1.choisir x0 ∈ Rn.

2.Calculez g0 = Q0 − b. Si g0 = 0 stop. Sinon poser d0 = −g0. Poser k = 0

3.Calculez αk = − gT
k dk

dT
k
Qdk

.

4 Calculez xk+1 = xk + akdk.

5.Calculez gk+1 = Qxk+1 − b. si gk+1 = 0 stop.

6.Calculez βk = gT
k+1Qdk

dT
k
Qdk

.

7.Calculez dk+1 = −gk+1 + βkdk.

8.Poser k = k + 1 et allez à 3 .

3.3.2 Propriétés du gradient conjugué quadratique

La propriété fondamentale du gradient conjugué cas quadratique est que les directions {dk}n−1
k=0

sont Q conjugués. Ces directions vérifient comme on l’a vu dans l’algorithme

dk+1 = −gk+1 + βkdk
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avec

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
.

D’après le théorème 3.4, l’algorithme du gradient conjugué, version quadratique converge vers

la solution optimale en n itérations.

Lemme 3.1. Notons par

gk = ∇f (xk) = Qxk − b

où xk, k = 0, . . . , n− 1 sont obtenus par l’algorithme du gradient conjugue quadratique. Alors on a

gTk+1gj = 0, k = 0, 1, . . . n− 1, j = 0, 1, . . . . . . k

Preuve

D’après le théorème 3.5 et le théorème 3.6 on a

gTk+1dj = 0, k = 0, 1 . . . . . . , n− 1, j = 0, . . . . . . k, (3.49)

et

gk+1 = gk + αkQdk, k = 0, . . . , n− 1. (3.50)

Fixons k : 0 ≤ k ≤ n−1 et considérons 0 ≤ j ≤ k. D’après l’algorithme du gradient conjugué, on a

dj = −gj + βj−1dj−1, 0 ≤ j ≤ k (3.51)

(3.49) implique

0 = gTk+1 (−gj + βj−1dj−1) = −gTk+1gj + βj−1g
T
k+1dj−1. (3.52)

Or

gTk+1dj−1 = 0. (3.53)

Par conséquent

gTk+1gj = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ k. (3.54)

�

Théorème 3.7. Les directions {d0, d1, . . . , dn−1} engendrées par l’algorithme du gradient conjugué

quadratique sont Q conjuguées.
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3.3.3 Convergence de l’algorithme de la méthode du gradient conjugué

quadratique

Théorème 3.8. Soit Q une matrice (n, n), symétrique et définie positive et (PQSC) le problème

de minimisation sans construites quadratique suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} = min
{

1
2x

TQx− bTx : x ∈ Rn
}
. (PQSC)

Démarrent d’un point x0 ∈ Rn quelconque, considérons la suite {xk} générée par l’algorithme du

gradient conjugué quadratique définie par

qk = ∇f (xk) = Qxi − b, k = 0, 1 . . .

βk =
gTk+1Qdk

dTkQdk
, k = 0, 1, . . . (3.55)

dk =

 −g0 si k = 0

−gk + βk−1dk−1 si k ≥ 1,
(3.56)

αk = − gT
k dk

dT
k
Qdk

(3.57)

et

xk+1 = xk + αkdk. (3.58)

Alors la suite {xk} converge en n itérations vers la solution optimale x̂ du problème (PQSC), c’est

a dire que xn vérifie xn = x̂ et

Qx̂ = Qxn = b. (3.59)

Preuve

D’après le théorème 3.7, les directions {d0, d1, . . . , dn−1} engendrées par l’algorithme du gradient

conjugué quadratique, sont Q conjuguées. L’algorithme de gradient conjugué est une donc une

méthode a directions conjuguées. D’autre part la fonction f(x) = 1
2x

TQx − bTx est strictement

convexe et Rn est un convexe ouvert. Donc d’après le théorème 3.4, la suite {xk} converge en n

itérations vers la solution optimale x̂ du problème (PQSC), c’est à dire que xn vérifie xn = x̂ et

Qx̂ = Qxn = b.

�
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3.4 Méthode du gradient conjugué, cas non-quadratique

3.4.1 Différentes formes du gradient conjugué

Soit f : Rn → R non quadratique. On cherche à résoudre le problème non quadratique sans

contraintes (PNQSC) suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} .

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problèmes du type (PNQSC), on

peut citer la méthode du gradient conjugué, cette méthode est surtout utilisée pour les problèmes

de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel [1], pour la minimisation des

fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non quadratique. Ceci a été

réalisé pour la première fois, en 1964 par Fletcher et Reeves [2] (méthode de Fletcher-Reeves) puis

en 1969 par Polak, d’antres variantes ont été étudies plus tard [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10].

Toutes ces méthodes génèrent une suite {xk}k∈N de la façon suivante

xk+1 = xk + αkdk. (3.60)

Le pas αk ∈ R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche linéaire du

type Armijo, Goldstein ou Wolfe.

Les directions dk sont calculées de façon récurrente par les formules suivantes

dk =

 −g0 si k = 0

−gk + βk−1dk−1 si k ≥ 1,
(3.61)

avec gk = ∇f (xk) et βk ∈ R.

Les différentes valeurs attribuées à βk définissent les différentes formes du gradient conjugué.

Si on note

yk−1 = gk − gk−1, sk = xk+1 − xk (3.62)

on obtient les variantes suivantes
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• Gradient conjugué variante Fletcher - Reeves(FR)[2]

βFRk = ‖gk‖2

‖gk−1‖2 .

• Gradient conjugué variante Polak-Ribiére(PR)[3]

βPRPk = gTk (gk − gk−1)
‖gk−1‖2 .

• Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel(HS)[1]

βHSk = gTk (gk − gk−1)
dTk−1 (gk − gk−1)

.

• Gradient conjugué variante Conjugate Descent Method(CD)[4]

βCDk = ‖gk‖2

−dTk−1gk−1
.

où ‖.‖ est la norme Euclidienne. Récemment Dai et Yuan ont aussi introduit la forme suivante

βDYk = ‖gk‖2

dTk−1 (gk − gk−1)
.

Remarque 3.4. Dans le cas où f n’est pas quadratique on a

βHSk 6= βFRk 6= βPRPk 6= βCDk 6= βDYk . (3.63)

Par conséquent, en appliquant l’algorithme du gradient conjugué non quadratique, en utilisant les

coefficients βk figurant dans (3.63), on obtient des suites {xk}k∈N différentes.

Théorème 3.9. Si f(x) = 1
2x

TQx − bTx, avec Q symétrique définie positive, x ∈ Rn, b ∈ Rn et

si αk est obtenue par une recherche linéaire . Notons,

βk =
qTk+1Qdk

dTkQdk
,

alors on a

βk = βHSk = βFRk = βPRPk = βCDk = βDYk (3.64)

et l’algorithme du gradient conjugué quadratique génère la même suite {xk}k∈N.

3.4.2 Méthode du gradient conjugué non quadratique

Soit f : Rn → R non quadratique et (PNQSC) le problème de minimisation non quadratique

sans contraintes suivant

min {f(x) : x ∈ Rn} . (PNQSC)
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Pour construire l’algorithme du gradient conjugué cas non quadratique, on peut s’inspirer de l’al-

gorithme du gradient conjugué quadratique établi au chapitre précédent. Contrairement au cas

quadratique, on n’a pas de matrice Q. Par conséquent on n’a pas de directions Q conjuguées.

Comme dans le cas quadratique, l’algorithme du gradient conjugué cas non quadratique génère

une suite {xk}k∈N de la manière suivante

xk+1 = xk + αkdk.

L’algorithme démarre d’un point x0 ∈ Rn quelconque.

A l’itération k

Supposons qu’on ait le vecteur xk ∈ Rn et la direction dk−1. Ceci nous permet de calculer ∇f (xk)

au lieu gk = Qxk − b dans le cas quadratique. Pour avoir xk+1, on a besoin de calculer αk et dk.

Calcul de dk :

dk = −∇f (xk) + βk−1dk−1. (3.65)

On a huit façons pour calculer βk−1

βHSk−1 = ∇f (xk)T (∇f (xk)−∇f (xk−1))
dTk−1 (∇f (xk)−∇f (xk−1))

,

βPRPk−1 = ∇f (xk)T (∇f (xk)−∇f (xk−1))
‖∇f (xk−1)‖2 ,

βFRk−1 = ‖∇f (xk)‖2

‖∇f (xk−1)‖2 ,

βDYk−1 = ‖∇f (xk)‖2

dTk−1 (∇f (xk)−∇f (xk−1))
,

βCDk−1 = ‖∇f (xk)‖2

dTk−1∇f (xk−1)
,

Calcul de αk

Ayant obtenu dk, rappelons que αk vérifie

f (xk + αkdk) = min {f (xk + αdk) : α ∈] 0,+∞[}. (3.66)

Dans le cas où f(x) = 1
2x

TQx− b, Q est matrice symétrique définie positive, αk solution de (3.66)

est donnée par la relation suivante

αk = − gTk dk
dTkQdk

. (3.67)
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Dans le cas où f n’est pas quadratique, αk ne peut pas être calculée par la formule (3.67). Calcule

dans ce cas αk par d’autres méthodes αk peut être calculée par une recherche linéaire inexacte

d’Armijo ou Goldstein ou Wolfe.

Algorithme

Etape1

Choisir x0 ∈ Rn Quelconque et ε > 0 .

Etape2

Poser k = 0

Calculez g0 = ∇f (x0) . Posez d0 = −g0.

Etape3

Calculez αk en utilisant une recherche linéaire exacte ou inexacte d’Armijo ou de Goldstein ou de

Wolfe ou de Wolfe Forte

Calculez xk+1 = xk + αkdk.

Etape4

Si ‖∇f (xk+1)‖ < ε1 Stop, x∗ = xk+1 Sinon allez à Etape 5.

Etape5

Calculez gk+1 = ∇f (xk+1)

Calculez βk par l’une des manières suivantes

βk = βHSk ou βk = βFRk ou βk = βPRPk ou βk = βCDk ou βk = βDYk .

Calculez

dk+1 = −gk+1 + βkdk

Posez k = k + 1 et allez a Etape 3.

Projet de TP

Considérons la fonction f : Rn → R, dite d’Orne suivante

(x1, x2, . . . , xn)→ f (x1, x2, . . . , x3) =
[

n∑
i=1

ix2
i

]2

Remarquons d’abord que la solution optimale est x∗ = (0, . . . 0) et f (x∗) = 0.

On applique l’algorithme du gradient conjugué versions HS, FR et PRP avec la recherche linéaire

inexacte de Wolfe. On démarre du point x0 = (1, 1, . . . , 1). On arrête l’algorithme lorsque

‖∇f (xk)‖ < 10−5.

Écrire le programme en Fortran. Donner les résultats numériques pour n = 100, n = 1000, n =
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10000. Donner le nombre d’itérations nécessaires pour arriver a de tels résultats
(
‖∇f (xk)‖ < 10−5).

Conclure.

Le programme en Fortran 95 pour la fonction de Oren

program CGWP

implicit none

integer, parameter : n = 1000

integer ik,j,k.cont,test.

double precision y(n), g(n), gp(n)

double precision d(n), eps

double precision alphd,alph0

double precision b,w, alphg, f0, f1

print*, “ENTRER Yi ”

do ik=1,n

y(ik)=1

enddo

print*,“ENTRER EPS ”

read*,eps

b=0.7 ;w=0.1 ;cont=1 ;test=0

g=df(y) ;f0=f(y) ;d=-g ;j=1 ;k=1

do while(sqrt(dot−product(g, g)) > eps)

alphg=0 ;alphd=100 ;alph0=1

gp=g

do

cont=cont+1

f1=f(y+alph0*d)

if(f1 <= f0 + w∗alph0∗dot−product(gp, d))then

g=df(y + alph0∗d)

if(dot−product(g, d) >= b∗dot−product(gp, d))then

exit

else

alphg=alph0 ;alph0=(alphg+alphd)/2.

endif

else
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alphd=alph ;alph0=(alphg+alphd)/2.

endif

enddo

y = y + alph0∗d

k=k+1

if(j<n)then

d = −g + (dot−product(g, g)/dot−product(gp, gp)) ∗ d

j=j+1

if(dot−product(g, d) >= 0)then

j=1 ;test=test+1

d=-g

endif

else

d=-g

j=1

endif

if(f0-f1<1.e-14)then

print∗

print∗,’LA NORME DU GRADIENT ’

print∗, ’(e20.2) ’,sqrt(dot−product(g, g))

g=0

endif

f0=f1

enddo

print∗

print∗, ’LE NOMBRE D ITÉRATIONS ’

print∗,k

print∗,’LA VALEUR DE LA FUNCTIONS ’

print ’(e20.2) ’,f(y)

print∗, ’NOMBRE D EVALUATIONS FONCTIONNELLES ’,cont

contains

function f(u)

double precision f,u(n)
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integer i

f=0

do i=1,n

f=f+i*u(i)**2

enddo

f=f**2

endfunction

function df(u)

double precision df(n),u(n),sm

integer i

sm=0

do i=1,n

sm=sm+i*u(i)**2

enddo

do i=1,n

df(i)=4*i*u(i)*sm

enddo

endfunction

end

Résultats numériques

n k : nombre itérations f (xk)

100 64 0.80× 10−8

1000 183 0.18× 10−7

10000 620 0.85× 10−8

Tableau 1.
(
β = βHS

)
n k : nombre itérations f (xk)

100 69 0.29× 10−7

1000 223 0.12× 10−7

10000 746 0.16× 10−7

Tableau 2.
(
β = βPR

)
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n k : nombre itérations f (xk)

100 64 0.78× 10−8

1000 174 0.20× 10−7

10000 833 0.95× 10−9

Tableau 3.
(
β = βFR

)
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Avant tout rappelons que les différentes variantes du gradient conjugué génèrent une suite

{xk}k∈N dans Rn définie par x0 ∈ Rn quelconque et les itérations

xk+1 = xk + αkdk, k = 0, 1, 2, . . . (GC1)

avec αk est le résultat d’une recherche linéaire exacte ou inexacte du type Armijo ou Goldstein ou

Wolfe ou Wolfe forte. Les directions sont calculées itérativement par la formule

dk =

 −g0 si k = 0

−gk + βk−1dk−1, k ≥ 1

 (GC2)

avec gk = ∇f (xk) et

βk = βHSk ou βk = βFRk ou βk = βPRPk ou βk = βCDk ou βk = βDYk (GC3)

3.5 Théorème de Zoutendijk

Hypothèses C1 et C2

Rappelons dans ce qui suit les deux conditions suivantes que toutes les méthodes du gradient

conjugué doivent vérifier (ou au moins l’une d’entre elles) pour prouver les résultats de convergence.

Condition C1

Soit f : Rn → R. On dit que f vérifie la condition C1 si f est contiuement différentiable dans un

voisinage V (Γ)deΓ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f (x1) : x1 ∈ Rn point initial et Si ∇f(x) vérifie la condition

de Lipschitz dans V (Γ), c’est a dire, il existe une constante L telle que

‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ L‖x− y‖ = pour tout x, y ∈ V (T ).

Condition C2

L’ensemble Γ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f (x1)} est borné, i.e, il existe une constante B <∞ telle que

‖x‖ ≤ B : ∀x ∈ Γ.

L’outil de base utilisé par les différentes variantes du gradient conjugué avec une recherche linéaire

inexacte est le théorème suivant du a Zoutendijk.

Théorème 3.10. (Théorème de Zoutendijk) Considérons une méthode itérative quelcongue géné-

rant une suite {xk} de la forme

xk+1 = xk + αkdk,
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dk étant une direction de descente et αk est une recherche linéaire inexacte de Wolfe. Supposons

aussi que f vérifie la Condition C1 , alors on a

∞∑
k=0

(
qTk di

)2

‖dk‖2 <∞. (3.68)

3.6 Utilisation du théorème de Zoutendijk pour démontrer

la convergence globale

La condition
∞∑
k=0

(
gTk dk

)2

‖dk‖2 <∞ est équivalente à
∞∑
k=1

cos2 (θk) ‖gk‖2
<∞ où θk est l’angle que

fait dk avec −gk. Il est évident de voir que si

cos (θk) ≥ δ > 0,

pour tout k, alors on a

lim
k→∞

‖gk‖ = 0.

Dans les différentes méthodes du gradient conjugué on n’arrive pas à démontrer le résultat précé-

dent i.e,limk→∞ ‖gk‖ = 0 , mais seulement

lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0. (3.69)

La condition (3.69) implique qu’il existe une sous suite de {‖gk‖} qui tend vers zéro.

Conditions suffisantes associés au théorème de Zoutendijk pour démontrer (3.69)

Pour démontrer (3.69) on associe au théorème de Zoutendijk les 2 hypothèses suivantes

Hypothèse 1

La decente suffisante est assurée i.e, il existe une constante c indépendante de k telle que

gTk dk ≤ −c‖gk‖2.

Hypothèse 2

II existe une constante β telle que

‖dk‖2 ≤ βk.

Donc on a
relation de Zoutendijk

(∑∞
k=0

(gT
k dk)2

‖dk‖2 <∞
)

Hypothèse 1

Hypothèse 2

 =⇒
{

lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0
}
.
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Remarque importante

La condition Hypothèse 1 est plus forte que la descente. En effet

gTk dk ≤ −c ‖gk‖
2 =⇒ gTk dk < 0.

La condition Hypothèse 1 n’est pas nécessaire pour avoir lim infk→∞ ‖gk‖ = 0. Dai-Yuan ont

montré la convergence globale seulement avec la condition de descente : gTk dk < 0.

D’autre part la condition Hypothèse 1 i.e, gTk dk ≤ −c ‖gk‖
2 n’est pas suffisante toute seule,

pour avoir la convergence globale.

Définition 3.3. Nous dirons qu’une méthode du gradient conjugué converge globalement si l’une

des deux conditions suivantes est vérifiée

a) gk0 = 0, pour un certain k0 ∈ N

b) lim infk→∞ ‖gk‖ = 0

Une autre version du théorème de Zoutendijk se trouve dans (Théorème 3.10). Ce sera l’objet

du théorème suivant

Théorème 3.11. Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xk} de la

forme

xk+1 = xk + αkdk,

dk étant une direction de descente et αk est une recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte. Suppo-

sons aussi que f vérifie la Condition C1. Alors ou bien

lim inf
k→∞

‖gk‖ = 0,

ou
∞∑
k=0

‖gk‖4

‖dk‖2 <∞.

3.7 Convergence de méthode du gradient conjugué

Les méthodes FR. DY et CD ont toutes comme numérateur commun le terme ‖gk+1‖2. Une

différence fondamentale qui caractérise ces méthodes par rapport aux autres méthodes du gradient

conjugué où βk est calculé différemment, est que les théorèmes de convergence globale nécessitent

seulement la condition de Lipschitz Condition C1 et n’ont pas besoin de la condition de bornétude

Condition C2.

47



CHAPITRE 3. MÉTHODE DU GRADIENT CONJUGUÉ

3.7.1 Méthode de Dai-Yuan

Cette méthode été découverte par Y. H. Dai et Y. Yuan [24] , βk est égale à

βDYk = ‖gk+1‖2

dTk yk
, yk = gk+1 − gk (DY )

Cette méthode est fondamentalement différente de la méthode Fletcher Reeves et aussi de la

méthode CD. Avec une recherche linéaire de Wolfe, la méthode de DY génère toujours des direc-

tions de descente. En plus elle est globalement convergente avec des hypothèses très générales sur

la fonction objectif f. On exige seulement que f soit continueument différentiable et que le gradient

soit Lipschitzien, c’est à dire que f vérifie l’hypothèse Condition C1

Théorèmes de convergence de Dai et Yuan exigeant seulement la condition de

Wolfe et la condition de Lipschitz C1

Supposons que la condition de Lipschitz C1 soit satisfaite. Considérons une méthode du type

GC1, GC2, GC3 où βk satisfait à βDYk = ‖gk+1‖2

dT
k
yk

, yk = gk+1 − gk et le pas αk satisfait aux

conditions de (Wolfe 1) et (Wolfe 2) suivantes

f (xk + αkdk) ≤ f (xk) + ρdTk gk

dTk gk+1 ≥ σdTk gk,

avec 0 < ρ < σ < 1. Alors toutes les directions générées par ces méthodes sont de descente,

autrement dit

dTk gk < 0, ∀k ≥ 1. (3.70)

Algorithme de la méthode de Dai-Yuan

Etape 0 (initialisation)

Soit x0 le point de départ, g0 = ∇f (x0), poser d0 = −g0.

Poser k = 0 et aller à l’étape 1.

Etape 1

Si gk = 0, stop (x∗ = xk), test d’arrêt.

Sinon aller à l’étape 2 .

Etape 2

Définir xk+1 = xk + λkdk avec

dk+1 = −gk+1 + βDYk+1dk,
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oú

βDYk+1 = ‖gk+1‖2

dTk [gk+1 − gk]
= ‖gk+1‖2

dTk yk
.

Poser k = k + 1 et aller a l’étape 1 .
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CONCLUSION

A travers ce travail nous avons voulu montrer comment les recherches linéaires inexactes pou-

vaient contribuer dans la convergence des algorithmes des méthodes du gradient conjugué. Nous

avons explicité les recherches linéaires inexactes d’Armijo, Goldstein et Wolfe et nous les avons

étendu aux recherches linéaires inexacte en particulier d’Armijo et Wolfe.

Nous avons aussi présenté important résultat de convergence de la méthode du gradient conju-

gué avec les recherches linéaires inexactes d’Armijo, Goldstein et Wolfe, nous avons fait des tests

numériques.
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