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INTRODUCTION

L’optimisation est une branche importante et un outil inévitable pour les sciences de la décision
et analyse des systemes physiques. Les ingénieurs, les économistes, les décideurs se heurtent
quotidiennement, quel que soit leur secteur d’activité, a des problémes d’optimisation. Il peut
s’agir de minimiser un cout de production, d’optimiser le parcours d’un véhicule, de rationaliser
I’'utilisation de ressources, d’améliorer les performances d’un circuit électronique et de fournir une
aide a la décision a des gestionnaires, etc.

En toute généralité, un probléme d’optimisation consiste & déterminer la plus petite (ou grande)
valeur possible d’une fonction réelle f : C — R dite fonction objective peut prendre dans un
ensemble C' nommé domaine des contraintes ou ensemble des solutions réalisables.

Les problemes d’optimisation sont divisés naturellement en deux catégories : ceux avec des va-
riables continues, et ceux avec des variables discretes. Dans 'optimisation continue qui fait ’objet
de notre recherche, on considére ’ensemble des solutions réalisables ’ensemble R. Ces deux types
de problémes ont des champs d’applications variés, les méthodes de résolution sont différentes.
Dans l'optimisation continue, on s’intéresse a des notions comme la convexité, la différentiabi-
lité, l'existence et I'unicité d’une solution, les conditions nécessaires et les conditions suffisantes
d’optimalité.

L’étude des problemes semi définie positive est en effet devenue trés récemment un axe a part
entiere de la recherche mathématique, 'intérét est justifié par ses différents champs d’application.
L’objectif générale de ce mémoire est I'utilisation de la méthode du gradient conjugué pour résoudre
un probléme d’optimisation continue. Notre travail est formalisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre on donne des généralités sur la différentiabilité, formules de taylor et

la convexité, puis on présente les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité.
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Le deuxieme chapitre est consacré a les recherches linéaires inexactes d’Armijo, Goldstein et
Wolfe.

Dans le dernier chapitre on étudie la méthode du gradient conjugué quadratique et non qua-
dratique et on termine ce chapitre par Quelques développements récents de la méthode du gradient

conjugué.




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Différentiabilité, dérivées partielles et dérivées direc-
tionnelles

Définition 1.1. Soit U un ouvert de R™ et soit la fonction f: U — R. On dit que f est différen-

tiable en un point a de U s’il existe une application linéaire L, € £ (R™,R) telle que

1o fat ) = (@) = L(h)

Jimy Tl =0

L, est uniquement déterminée si elle existe. Dans ce cas, L, est notée df (a) et est appelée diffé-

rentielle ou application linéaire tangente de f en a.

Définition 1.2. Soit U un ouvert de R™ et soit la fonction f : U — R. On note si elle existe,

a%(a) ou simplement 0, f(a) la dérivée partielle de f en a tel que

9, f(a) = ﬁ(a) ~ lim fla+te)— fla) — fim f(al,...,ai_l,ai—|—t,ai+1,...,an)—f(a)'

o0x; t—0 t t—0 t

et l'on dit que c’est la dérivée partielle de f en a selon la i-éme variable.

Définition 1.3. Soit f une application d’un ouvert U de R™ dans R,v élément de R™ et a € U.

On dit que f admet une dérivée en a suivant le vecteur v si la limite suivante existe

of , | def .. fla+tv)— f(a)
P R —

On dit que [ est Gateauz-différentiable en a si les dérivées directionnelles %(a) sont définies pour

tout v € R™ et si de plus l’application v — %(a) est linéaire.
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Remarque 1.1. Lorsque f ne dépend que de 2 ou 3 variables, on utilise souvent la notation (x,y)
(resp. (x,y,2)) au liew de (x1,x2) (resp. (x1,x2,x3)) et les dérivées partielles sont notées %(a),

%(a), ete.

1.2 Gradient et Matrice Hessienne

Définition 1.4. Soit U un ouvert de R™ et soit la fonction f : U — R. Si les dérivées partielles

—gzﬂ (x) existes, on note par
of of of
T_ 2L =
(Vf(a)' = e (a) (6301 e P (a),
le gradient de f au point a = (ay,...,ay).

Définition 1.5. Soient U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction dont toutes les dérivées

partielles d’ordre deux sont définies en a. Alors la matrice

02 f O f o’f
55?(@) 3r28m1(a) o 3$n311( )
0*f o%f IR
i@ @ | Fom@ 72,073 ()
o2 f o2 f 0% f
Ox10T, (a) x0T, (a) o 9z (a)

est appelée matrice hessienne de f en a .

Théoréme 1.1. Soit U un ouvert de R? et (zo,y0) € U et f : U — R. On suppose que %,

2 2 2
9L sont définies sur U et que % est continue en (xg,yo). Alors aaTafy (zo,y0) existe et

Jyox

of
aiy et

également l'on a

1.3 Direction de descente

Définition 1.6. Soit f : R® — R, d un vecteur non nul de R™ est dit une direction de descente

s’il existe un réel § > 0 tel que pour tout A dans d’intervalle |0,6[, on a
flz+ M) < f(x).
Théoréme 1.2. Si f est différentiable en un point x € R™ et d € R™ telle que
VT f(x)-d<0,

alors d est une direction de descente en x.
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Remarque 1.2. la direction d fait avec 'opposé du gradient —V f(x) un angle 6 strictement plus

petil que 5
~Vf(x)T.d ™

6 = arccos T 7@l € [0, 5[

1.4 Formule de Taylor

1.4.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 1.3. Soit I un intervalle de R et (a,h) € R? tel que a et a + h soient dans I. Soit
p €N et feCPTYI;R). Alors on a la formule suivante

hPt1

h) = I 4 )P P (a + th)dt
flath) = )+ 32 i@ + S (A= 0y a ki

Preuve

Supposons que h # 0 (sinon la formule est triviale). Si f est de classe C! on a

a+h
fa+h)— fla) = / 7 ()dy.

En posant y = a + th, on obtient donc

fla+h)— f(a) = h/o f'(a+ th)dt,

qui est la formule voulue dans le cas p = 0.
Dans le cas général, on applique la formule d’intégration par parties itérée a la fonction 1 que 'on

intégre successivement en (t — 1), (t — 1)2/2, etc, et a la fonction ¢ +— f’(a + th), il vient

1 P ; ! 1
ot =1) —1)PhP
/ f'(a+th)dt = lZ(—h)z—l(i')f@(a +th)| + (p)'/ (t = 1)P fPF (g 4 th)dt.
0 = : 0 : 0
Apres quelques simplifications faciles, on obtient le résultat voulu. |

Donnons maintenant la généralisation de la formule de Taylor avec reste intégral aux fonctions de

plusieurs variables.

Remarque 1.3. En appliquant le résultat ci-dessus composante par composante, on peut généra-

liser la formule de Taylor d’ordre 2 avec reste intégral au cas d’une fonction d valeurs vectorielles.

Corollaire 1.1. Pour une fonction C? de R" dans R, la formule de Taylor avec reste intégral se
récrit

n a n 1 82
fla+h) = f(a) +;hiai(a) + Y hihj/o (1 —t)W;(a—Hh)dt.

i
ij=1 J
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1.4.2 Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 1.4. Soit I un intervalle de R et (a,h) € R? tel que a et a + h soient dans I. Soit
p €N et f € CPTYHI;R). Soit f : U+ R une fonction p+1 fois différentiable sur U. Alors il existe
0 €]0, 1[tel que
p k +1
d°f(a)(hy--+ ,h) dPTf(a+6h)(h, - h
fla+h)=fla)+> ()(k! )4 ( (p+i§! ).

k=1

Corollaire 1.2. Pour une fonction deux fois différentiable de R™ dans R, la formule de Taylor

Lagrange d’ordre 2 est

fla+h) :f(a)+zn:h- of (a)+1 z": h-h-ﬁ(a—FGh) avec 6 €]0,1]
im1 Zaxi 2 & ! j@xiaxj ’

2,7=1
1.4.3 Formule de Taylor-Young

Théoréme 1.5. Soit I un intervalle de R et (a,h) € R? tel que a et a + h soient dans I. Soit
p € N et f € CPTYHI;R). Alors il existe un voisinage V de 0 et une fonction ¢ : V — R tendant

vers 0 en 0, tels que

P gk () (R -
vhe V. fla+n) = @)+ 3 TOED g,

k=1

Preuve
La preuve se fait par récurrence sur p.
Le cas p = 1 résulte de la définition de la différentiabilité.
Soit p > 2. Supposons le résultat vrai pour p — 1 et prouvons-le pour p. Soit donc f : U — R une

fonction de classe CP~1 qui est p fois différentiable en a. Fixons un h tel que [a, h] C U et posons

p k k a ...
o(t) = f(a+ )~ 30 EES OB D)

k=1

Vues les hypotheses, la fonction g est dérivable sur [0, 1] et ’on a

p k—1
(1) = d(a+ 1) ()~ 3 gy @) )
k=1 '
— [ df(a+th) - %dj(df)(a)(h,-wh) (h).
7=0

En appliquant a df la formule de Taylor-Young d’ordre p — 1, on obtient I’existence d’un voisinage
V de 0 (que 'on peut toujours supposer convexe) et d’une fonction ¢ définie sur V' tendant vers 0

en 0, tels que

L Y
Vh'e‘ﬂdf(a+h’)=df(a)+zd(df)(a>§?» )
j=1 :

-1
+e (W)W |p -
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Pour h € V, on peut appliquer la formule ci-dessus & h’' = th et on obtient
vt € [0,1], lg' )l < e(th)t?~H|RI%

Enfin, on remarque

P dk f(a)(h, - h
3 fla)( )

9(1) — 9(0) = fla+h) ~ f(a) - o

k=1

et il ne reste plus qu’a appliquer I'inégalité des accroissements finis & g pour conclure. |

Corollaire 1.3. Pour une fonction C? de R™ dans R, deux fois différentiable en a, la formule de

Taylor-Young se récrit

n

0 1 ¢ 0*
flat ) = 1@+ g @+ 5 3 by @)+

i=1 ij=1
1.5 Ensembles convexes

Définition 1.7. Soit S un sous ensemble de R™, S est dit conveze si et seulement si Vri,xo €
S,¥A € 0,1],
Ax1 + (1 — )\).’172 € sS.

k
Définition 1.8. Soit x1,x2,..., 21 € R™" et \; € R tele que A\j > 0 et Z A; = 1. Toute expression
j=1
k

, . .
de la forme g A;jx;, s’appelle combinaison convexe des points x; ou barycentre.
=1

CONVEXE
NON CONVEXE

FIGURE 1.1 — ensemble convexe et non convexe.

Définition 1.9. Soit S C R™, On appelle enveloppe convexe de S et on le note H(S), L’ensemble

de toutes les combinaisons convezes de S, en d’autre termes
k k

x € H(S) & Fxy,29,.... 05 €S et A, Aa, ... \p € Ry tel que Z)\j =1 etm:Z)\jxj.

Jj=1 Jj=1

10
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Proposition 1.1. Soit S C R™ quelconque, alors H(S) est un conveze, c’est aussi le plus petit

conveze qui contient S.

Proposition 1.2. Soit S C R™ . L’intersection de tous les convexes contenant S est le plus petit

convexe qui contient S.

1.6 Fonctions convexes

Définition 1.10. Soient S est un ensemble convexe non vide de R™, ot f : S — R .

a) f est dite convexe si et seulement si

Az + (1= N)za) S Af (w1) + (1= A)f (22), (1.1)

pour tout x1,x2 € S et A € [0,1].

b) f est dite strictement convexe si et seulement si
FOxr+ (1= Naz) < Af(z1) + (1= N)f (x2) (1.2)

pour tout T1 # xa € S et pour X €]0,1].
c) [ est dite fortement convexe ou uniformément convexe dans S si et seulement existe une

constante C' > 0 tel que
1
FQzy+ (1= Mz2) SAf (21) + (1= A)f (22) = O = A [|l21 — | (1.3)
pour tout x1,x2 € S et pour tout A € [0,1].

Définition 1.11. f est dite concave dans S (strictement concave dans S ) si et seulement si (—f)

est convere (strictement convexe) dans S.

11
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L

Af(x)+(=A) f(x,)

S(Ax+(1= A)x,)
f(x))

i, Ax,+( = A)x, X |

v

FIGURE 1.2 — Une fonction convexe

~
v

FIGURE 1.3 — Une fonction concave.

Proposition 1.3. Soit S C R™ convexe non vide, f : R™ — R convezxe, alors pour tout a € R,
l’ensemble
Se={ze€sS: f(z) <a},

est convezxe.

Preuve

Soient x1,xo € Sy, alors
fan) < aet f(m) <o (1.4
Démontrons que pour A € [0,1], Azq + (1 — N)zg € S,. En effet f étant convexe, on a
Az 4+ (1= Nzz) SAf(z1) + (1= A)f (2),
en utilisant (1.4) d’ott

FOz1+ (1 =Nzx2) <Ada+(1—-Na=q, (1.5)

12
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D

A 4

FIGURE 1.4 — Une fonction ni convexe et ni concave.

(1.5) implique que Az1+(1—A)x2 € S,. Par conséquent S, est convexe. ]

Définition 1.12. Soit S C R™ convexe non vide, f : R™ — R. f est dite quasi convexe dans S si

et seulement si pour tout o € R, [’ensemble
Se={z€S: flx)<a},
est convere.

Définition 1.13. Soit S C R™ convexe non vide f : R® — R. f est dite quasi convere dans S si

et seulement si
fOx1+ (1= Nzx2) < Mazimum [f (x1), f (z2)] (1.6)

pour tout x1,x2 € S et pour tout A € [0, 1].

1.7 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

1.7.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Définition 1.14. On dit que la matrice A € My, n(R) est semi-définie positive si
2T Az >0,z € R,

qu’elle est définie positive si, de plus,
TAr=0= 2 =0.

Ceci implique donc qu’une matrice est définie positive si et seulement si

2T Az > 0, pour tout x # 0.

13
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Proposition 1.4. Une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A soit définie positive
(resp. semi-définie positive) est que toutes ses valeurs propres soient strictement positive(resp.

positives ou nulles).

Théoréme 1.6. Soit f : R™ — R un fonction différentiable au point T € R™. Soit d € R™ telle
que Vf(z)Td < 0. Alors il existe § > 0 tel que f(Z + ad) < f(Z) pour tout a €]0,6[. La direction

d s’appelle dans ce cas direction de descente.

Preuve

Comme f est différentiable en & alors
f( +ad) = £(2) + aVf(5)'d + al[d|A(F ad),

ou A(z,ad) — 0 pour a — 0.

Ceci implique

f(z+ad) - f(z)

«

= Vf(@)'d+ ||d|\&, ad), o # 0,
et comme Vf(Z)'d < 0 et A\(Z,ad) — 0 pour a — 0, il existe § > 0 tel que
Vf(@)'d + ||d||\(Z, ad) < 0 pour tout o €] 0, 4],
et par conséquent on obtient
f(@+ ad) < f(z) pour tout « €]0, d]. [ |
Théoréme 1.7. Soit f : R™ — R différentiable en T, si T est un minimum local alors V f(Z) = 0.

Preuve

Par contre, on suppose que V f(z) # 0. Si on pose d = —V f(Z), on obtient
Vf@)'d=~|[Vf(@)|* <0,
et par le théoréme précédent, il existe § > 0 tel que
f(@+ ad) < f(z) pour tout « €]0, 4],
mais ceci est contradictoire avec le fait que Z est un minimum local, d’ott Vf(z) = 0. |

Théoréme 1.8. Soit f : R" — R deux fois différentiable en . Supposons que T soit minimum

local. Alors Vf(Z) =0 et H(Z) est semi définie positive.

Preuve

Le corollaire ci-dessus montre la premiere proposition, pour la deuxiéme proposition on a

f(@ 4 ad) = f(z)+aVf(z)d+ %oﬂdtH(;z)d + a?||d|I*\(Z, ad),

14



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

ol A(z,ad) — 0 pour a — 0.

Ceci implique

f(@ 4 ad) — f(7)

a?

1
= idtH(f)d +||d)I*M(Z; ad), o # 0.

Comme Z est un minimum local alors f(Z + ad) > f(Z) pour « suffisamment petit, d’ou
Lot~ 24 /= .
§d H(z)d + ||d||*\(&; ad) > 0 pour « petit.

En passant & la limite qund o — 0, on obtient que d? H(z)d > 0, d’ott H (%) est semi définie

positive. |

1.7.2 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.9. Soit f: R" — R deux fois différentiable en z. Si Vf(z) =0 et H(Z) est définie

positive, alors T est un minimum local strict.

Preuve

f est deux fois différentiable au point . Alors Vo € R", on obtient
1
f@) = f@)+ V@) (- 2)+ 5 (@ = 2) H@)(2 - 2) + [lo = 2|*A\@, 2 - ), (1)

ou A(Z,x —Z) — 0 pour x — Z. Supposons que T n’est pas un minimum local strict. Donc il existe
une suite {zy} convergente vers Z telle que f (x) < f(Z),z # T.
Posons dy, = (zr — Z) / ||z — Z|| . Donc ||di|| = 1 et on obtient & partir de (1)

flaw) = f(@) _;f(f) = 1d;H(gz)d,c + A (F, 2, — 7) <0,

ek — ]| 2
et comme ||dg|| = 1, Vk alors 3 {d},.c , o telle que di, — d pour k — oo et k € Ny. On a bien sur
|[d]| = 1. Considérons donc {d},cy, et le fait que \(z;x — &) — 0 pour k — oo et k € Ny. Alors
(1.4) donne d'H(z)d < 0, ce qui contredit le fait que H(Z) est définie positive car ||d|| = 1 (donc d #

0). Donc Z est un minimum local strict. ]
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CHAPITRE 2

RECHERCHES LINEAIRES

2.1 Forme générale d’un probleme d’optimisation

Etant donné un ensemble X C R™ et une fonction f : X — R, la forme générale d’un probléeme

d’optimisation est la suivante
min{ f(z);z € X} (2.1)

ou X C R" est appelé ensemble des solutions admissibles ou réalisables, x € R™ s’appelle variable

de décision, f(x) s’appelle fonction économique ou fonction objectif.

2.2 Probleme d’optimisation sans contraintes

Si X = R™, le probleme d’optimisation (2.1) s’appelle probléme d’optimisation sans contraintes

et aura donc la forme suivante
min {f(z);xz € R"} (2.2)

Probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire
Le probleme (2.2) est un probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire si f n’est pas affine.
Probléme d’optimisation sans contraintes quadratique

Le probléme (2.2) est un probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire quadratique si
f(z) =2TAz — b (2.3)
olt A est une matrice symétrique d’ordre (n,n), T est le transposé du vecteur .
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CHAPITRE 2. RECHERCHES LINEAIRES

2.2.1 Probleme d’optimisation avec contraintes

Soit U un ouvert non vide de R™ (le plus souvent & = R™). Soit f : Y — R une application
différentiable sur U, et 1, ¢p2,...,9pp : U — R des applications de classe C* sur U (i.e. p; est
différentiable et Vy; : ¢ — Vp;(x) est continue; c’est le cas en particulier lorsque p; est 2 fois

différentiable). Soit le domaine D
D={xel|pix)=0,Yi=1,2,...,p}.

Le probleme

min f(x)

xz€D

est un probléme de minimisation sous contraintes.

Exemple 2.1. Soit f : R? — R, f(z,y) = z. Soit D = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} le cercle unité

de centre (0,0).

2.3 Meéthodes a directions de descente

2.3.1 Principe général

Considérons le probléme d’optimisation sans contrainte

®) { im0}

ou f:R™ — R est supposée réguliere.

On note aussi par Vf(x) et V2f(z) le gradient et le hessien de f en x respectivement.

On s’intéresse ici a une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion de direction de descente.
On voit que si d est une direction de descente f(z + ad) < f(x), pour tout o > 0 suffisamment

petit, et donc que f décroit strictement dans la direction d. De telles directions sont intéressantes en

optimisation car, pour faire décroitre f, il suffit de faire un déplacement le long de d. Les méthodes

a directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction. Elles construisent la

suite des itérés {zy};~,, approchant une solution x; du probléme (P) a une formule de récurrence

suivante

Tkt1 = T + agdy, pour k > 1,

ou qy, est appelé le pas et di la direction de descente de f en x.
Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses
1) dire comment la direction dj, est calculée, la maniére de procéder donne le nom a l’algorithme

2) dire comment on détermine le pas ay, c’est ce que 'on appelle la recherche linéaire.
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2.3.2 L’algorithme de méthode a directions de descente

Etape O (initialisation)
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré x; € R™.
Etapel
Test d’arrét : si |V f (zx)] = 0, arrét de I'algorithme.
Etape2
Choix d’une direction de descente dj € R™.
Etape3
Recherche linéaire : déterminer un pas ay > 0 le long de dj de maniere a "faire décroitre f
suffisamment” .
Etape4
Si la recherche linéaire réussie xx4+1 = o + axdy ; remplacer k par k+ 1 et aller a ’étape 1 .
En pratique, on recherche plutét une valeur a® qui assure une décroissance suffisante de f cela

conduit a la notion d’intervalle de sécurité.

Définition 2.1. On dit que [y, og) est un intervalle de sécurité s’il permet de classer les valeurs
de X de la facon suivante

- Sia < ay alors « est considéré trop petit,

- Siag > o> ay alors a est satisfaisant,

- St o > g alors est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numérique sur hy les trois conditions précédentes, ainsi que

de trouver un algorithme permettant de déterminer oy et oq.

Algorithme de base
Etape 0 : (initialisation)
g = ag = 0, choisir oy > 0, poser k = 1 et aller a I’étape 1.
Etape 1
Si ay, convient, poser a* = oy et on s’arréte.
Si ay, est trop petit on prend og k41 = o, g = g et on va a I'étape 2.
Si vy, est trop grand on prend agr41 = ak, g = a4 et on va a 'étape 2.
Etape 2
Si g g1 = 0 déterminer o1 €] agpr1 , +00[.
Si ag 1 # 0 déterminer a1 €] agpi1  Mdkti]-

Remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.
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Sur une itération k de la derniere méthode nous avons l'itération courante xy € R™ et la direction

de recherche d € R™ qui est une direction de descente pour la fonction objectif f: R™ — R on a
VT f () dy <O0.

Le but est de réduire "de fagon importante" la valeur de 'objective par un pas xx — xTx4+1 = g +
aidy, de x) dans la direction dj. Pour cela de nombreux mathématiciens (Armijo, Goldstein, Wolfe,
Wolfe forte) ont élaboré plusieurs régles (tests).

L’objective de cette section consiste a présenter les principaux tests.

D’abord présentons le schéma d’une recherche linéaire inexacte.

Elles reviennent a déterminer, par tdtonnement un intervalle [oy, ag], ot a* € [ag, aq], dans lequel

hy (Ozk) < hk(O) (f (l'k + Olkdk) < f (l’k)) .

2.4 Recherche linéaire d’Armijo

2.4.1 Principe de la méthode

Il ne suffit pas de choisir a chaque itération &, o tel que
f (@ + andy) < f (wr)

pour que la suite {x} converge vers la solution optimale ou vers un point stationnaire. En effet si
la fonction décroit trés peu en passant du point z vers le point 211 = z) + agdy, la suite {zx}
diverge ou peut converger vers un point qui n’a rien a voir avec la solution optimale.

Pour éviter cet inconvénient, il faut imposer une condition caractérisant la notion de descente
suffisante de la fonction. Il faut choissir ay, de sorte que la fonction f décroit de fagon suffisante en
passant du point zj au point xp1 = x) + apdy.

L’idée est que la diminution jugée suffisante soit proportionnelle & la taille du pas «ay. Ainsi
plus le pas sera grand, plus la diminution de la fonction f sera grande. Donc si v > 0, on désire
que

f(wg) = [ (2g + ardr) > ar,

ou encore

[ (zp + ardy) < f (xk) — .

Le facteur v ne peut pas étre choisi de fagon arbitraire. Surtout il doit varier d’une itération a

I’autre. Il est plus approprié de définir v en fonction de la pente de la fonction au point x; dans la
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direction di. En 'occurrence, nous choisirons

y=—BVf () dp, 0<B<1.

Définition 2.2. (condition d’Armijo) Soient f : R™ — R une fonction différentiable,xy, un
point dans R™, dy, € R™ une direction (de descente) telle que V f (l’k)T di < 0. On dit que le pas

ai > 0 vérifie la condition d’Armijo, si

(@ + awdy) < f (21) + BV S (@) dr, 0< B < 1.

2.4.2 Algorithme (régle d’Armijo)

Etape 0 (initialisation)

ag1 = aq1 =0, choisir a1 > 0,p €]0,1] poser k =1 et aller a I'étape 1.
Etape 1

si ok (k) < @r(0) + pp) (0)ag : STOP (o* = ay)

si ok (ar) > @r(0) + pp) (0)ay, alors

Od k+1 = 04, Og k41 = O, et aller a 1'étape 2.
Etape 2

si ag p4+1 = 0 déterminer agy1 €] og 1 , +00[

si g p1 # 0 déterminer api1 €] g pt1 , Qd ki1

remplacer k par k + 1 et aller a I’étape 1.

Théoréme 2.1. Si ¢ : Ry — R, définie par pr(a) = f (xr + ady) est continue et bornée infé-
rieurement, si dy, est une direction de descente en xy, (¢}.(0) < 0) et si p €]0,1], alors l’ensemble

des pas vérifiant la régle d’Armijo est non vide.

Preuve

On a
or(a) = f(zp + ady)

bp(a) = [ (xx) + par VT f (zx) dy.
Le développement de Taylor-Yong en o = 0 de @y, est
or(a) = f (v + ady) = f (z) + paVT f (1) di + af(@) ot E(a) — 0,a = 0 et comme p €]0,1]
et ¢}.(0) = VT f (z1) di < 0 on déduit

f(@r) + axVT f(zx) di < f (1) + pax VT f (2) di pour o> 0.
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On voit que pour « > 0 assez petit on a

pr(a) <¢p(a).

De ce qui précede et du fait que ¢y, est bornée inférieurement, 1,(a) = —oo et a = 400, on déduit

que la fonction ¥,(a) — ¢r () a la propriété

o) — pr(a) >0  pour « assez petit

Y,(a) — pr(a) <0  pour a assez grand ,

donc s’annule au moins une fois pour o« > 0. En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il

existe a > 0 tel que
(@) = Pp(a) et pr(e) < Y,(a) pour 0 < o < é.

Ce qui acheve la démonstration. [ |

2.5 Recherche linéaire de Goldstein

2.5.1 Principe de la méthode

Supposons qu’a l'iteration k, on ait le point x € R™ et le vecteur de descente

dr € R" (Vf (xk)T di < 0). On cherche le pas ap > 0 de Goldstein vérifiant les deux conditions

suivantes
F (e + apdy) < ' (xx) + parV f (zp) " di, p 6} 0, %[ (Goldsteinl)
et
(on+ ade) 7' () + (L= sV f o) di, p €] 0,31 (Goldstein?)
Si on note

er(a) = f (zk + ady)
alors (Goldstein 1) et (Goldstein 2) deviennent
on () < or(0) + parey(0)

et

@k (ar) > ¢1(0) + (1 — p)are),(0).
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2.5.2 L’algorithme de Goldstein

L’ Algorithme essaye de trouver ay, €] 51, B2[. On démarre avec un intervalle [ag, bo| assez grand.
On prend «q € [ag, bo].

Si ag vérifié Goldstein 1 et Goldstein 2

alors ag €] f1, 2] et on s’arréte.

Si ag > (s

alors ag ne vérifie pas Goldstein 1, alors on prend by = g et a3 = by et a3 = ‘“QLbl

et on recommence avec o

Si ap < 1

alors ag ne vérifié pas Goldstein 2, on prend a; = «ag,by = by et a3 = ‘“TH“ et on teste de
nouveau o

A Yitération k

Supposons qu’on ait [ak, b et ap = “’“TH”“
Si ay, vérifie Goldstein 1 et Goldstein 2, oy €] 31, B2[. Stop.
Si a ne vérifié pas Goldstein 1 alors ay > (o
On prend bgy1 = ag, k11 = G, Qg1 = %

Si aj ne vérifie pas Goldstein 2 alors aj < 1. On prend agx41 = g, bpy1 = bg, 1 =

ak+1+brt1
e

On obtient ainsi l’algorithme suivant

Algorithme de Goldstein

Etape 1 (Initialisation )

Choisir ag € [0,10'%°] et p €] 0,1 . Poser ag = 0,by = 101
Poser k = 0 et aller a Etape 2

Etape 2 (Test Goldstein 1)

Iteration k on a [ag, bg] et ay, calculez ¢y (ay)

Si ¢k (o) < @r(0) + pay)(0), allez & Etape 3
Sinon

Poser bi+1 = ag, ax+1 = ay, et allez a Etape 4.
Etape 3 (Test Gold 02)

Si ¢r (ar) > ¢1(0) + (1 — p)arp;(0) stop. o = ay,
Sinon

Poser ax+1 = ag,brr1 = by et allez a Etape 4.

Etape4
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X b
Poser aj41 = w

Poser k =k + 1 et, allez a Etape 2 .

2.6 Recherche linéaire de Wolfe

2.6.1 Recherche linéaire de Wolfe

ay, est acceptable par la rechreche linéaire inexacte de Wolfe si ay, vérifie les deux condition

(Wolfel) et (Wolfe2) suivantes

1
wr (ar) < @i (0) + parg(0), 0<p <5 (Wolfel)
o () > 0p(0), 0<o<1l et o>p (Wolfe2)

ou en remplacant ¢y, () , ¢k (0), ¥1(0), ¢}, () par leurs expressions, on a

f (@ + ardi) < f (z1) + porV f (z1) diy 0<p< % (Wolfe3)

V(g + akdk)T dy >oVf (xk)T dy, 0<o<l, o>p. (Wolfed)

2.6.2 Recherche linéaire de Wolfe forte

«y, vérifie les condition de Wolfe forte si les deux conditions suivantes sont vérifiées
, 1
ok (ar) < pr(0) + page,(0), 0<p< B (Wolfefortel)
|0k (ag)| < =0l (0), 0<o<1, o>np. (Wolfeforte2)

Théoréme 2.2. Si «y vérifie (Wolfe forte 1) et (Wolfe forte 2), alors oy vérifie (Wolfel) et
(Wolfe2).

Preuve

(Wolfe forte 1) et (Wolfel) sont les mémes propositions. Reste & monter que
( Wolfe forte 2) = ( Wolfe 2).

En effet. Supposons que «y, vérifie (Wolfe forte 2), alors on a
0¢1(0) < @y, (an) < =03 (0),

par conséquent on a
¢ (o) = o} (0).

Ceci implique que ay, vérifie (Wolfe 2). |
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2.6.3 L’algorithme de Wolfe

Etapel Initialisation

Prendre ag € [O, 1099], calculez ¢(0),¢’(0). Prendre p = 0.1 (ou p = 0.1 ou p = 0.001 ou
p=10"")

o = 0.9 (ou o plus petit encore )

Poser ag = 0,bg = 10?2,k = 0 et allez & Etape 2.

Etape2 (test de (Wolfel))

Calculez ¢ (o) . Si p (o) < ©(0) + pare’(0), aller & Etape3. Sinon

Poser a1 = ar  ,bi+1 = ap et allez a Etape3.

Etape3 (test de (Wolfe2) ou (Wolfe forte 2) )

Calenler o (1) . Si @' (ar) > 0/ (0) (1 ()] < —04(0)) . STOP

Prendre a = aj. Sinon Poser a;+1 = oy, bpr1 = by et allez a Etape 4.

Etape4 (calcul de aj41)

ap4+1+brt1
ajyy = Heeitbis

Poser k =k 4 1 et allez a Etape 2 .
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METHODE DU GRADIENT CONJUGUE

3.1 Optimisation quadratique sans contraintes

3.1.1 Définitions et théorémes fondamentaux

Définition 3.1. Soit Q est une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R™ . On appelle
probléme de minimisation quadratique sans contraintes, le probléme noté (PQSC) suivant

{min %CCTQ(IJ - bTx} . (PQSC)

zER™

Théoréme 3.1. Le probléme ( PQSC ) a une solution unique T, solution de systéme linéaire

Qx = b, c’est a dire que T vérifie
T=Q b (3.1)

Preuve

Considérons f(z) = 327 Qz — b"z, notons H(x) la matrice hessienne de f au point z. On a

H(z)=Q, VzeR™

Soit f: S — R et S C R"” convexe. Alors f est convexe sur S si et seulement si H(z) est semi
définie positive pour tout & € S. De plus si f est quadratique de la forme f(z) = %xTQx — vz,
Alors f est strictement convexe si et seulement si H(z) est définie positive pour tout € R™.
Pour f(z) = %xTQx —bTx,on a H(x) = Q et Vo € R™. Par hypothése Q est définie positive,
donc f(z) = 127 Qxz — bTx est strictement convexe dans R”.

Rappelons maintenant ce deuxieme résultat de 'optimisation convexe. Soit S C R™ convexe et
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ouvert et f : S — R, strictement convexe et (PC') le probleme d’optimisation convexe suivant
i . PC
min f() (PC)
Alors T € S est solution optimale de (PC) si et seulement si on a

V(@) =0. (3.2)

De plus si T existe, alors elle est unique.
Appliquons ce résultat & notre probléme. f(z) = %xTQ:r — bz est strictement convexe. S = R"
est convexe et ouvert. © € R™ est solution optimale de (PQSC) si et seulement si V f(z) = 0. Or

Vf(z) = Qx —b. Donc
Viz)=0<=Qr—-b=0<= Qz =0. (3.3)
Donc Z solution optimale de (PQSC) si et seulement & vérifie
Qx =0. (3.4)
Q@ étant définie positive, alors @) est inversible. Par conséquent Z solution de (3.4) est donnée par
T=Q b (3.5)

3.1.2 Calcul du pas obtenu par une recherche linéaire exacte

Soit @ est une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R™ et f(x) = %xTQm — bz,

Considérons le probléme (PQSC)

min f(z) = min {;xTQx - bTm}. (PQSC)

zER® zER™
Les méthodes & directions de recherches linéaires générent des suites {x},_, , de la maniére
suivante. On démarre par x; € R™. A l'itération k si on a x € R™. Le successeur xy41 de xy est

donné par la relation suivante
Tpy1 = T + ady, (3.6)

ott d, € R™ est une direction de recherche et o, € RT est le pas de recherche obtenu par une

recherche linéaire exacte ou inexacte. Dans le cas d’une recherche linéaire exacte «y, vérifie
[ @k + ardy) = min f (zx + ody) . (3.7)
a>0
Notons

gk = V[ (zr) = Quy, — . (3.8)
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Théoréme 3.2. Soit Q est une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R™ et f(x) =
%xTQx —bT'w. Considérons le probléme (PQSC)
. 1 7 T
grel]g%f(x) = min {2x Qr—b x} (PQSC)
Supposons qu’d l'itération k on a une direction dj, de descente, c’est a dire que dy vérifie
ggdk = (ka — b)Tdk < 0. (3.9)

Soit ay, > 0 obtenu par une recherche linéaire exacte que oy, vérifie

f ok + ardy) = I§1>i51f (21 + ady) .

Alors
T
i i
= — . (3.10
df Qdy, )
Preuve
Considérons
p(a) = f(zr + ady) . (3.11)
Donc ay est la solution optimale du probléme unidimensionnel suivant
¢ (ag) = min p(«@). (3.12)

a>0
Q définie positive, alors f(x) = %xTQa: — bTx est strictement convexe sur R™. Par conséquent
o(a) = f(zr + ady) est strictement convexe sur ]0,+oo[ qui est un ouvert convexe. Donc ay

solution optimale de (3.12) si et seulement si «y, vérifie ¢’ (o) = 0. Or
¢'(a) = Vf (w +adp)" dp = [Q (21 + adi) — b]" dy,
= [Qui — b+ aQdi]" di = gk + aQdy]" dy,

= g} dy, + adf Qdy.

Donc
(@) =0 <= adl Qdy, = —gFdy,
Oou encore
ap = — gr di
' df Qdy,

Remarque 3.1. Si Q n’est pas définie positive mais seulement semi-définie positive, alors f n’est
pas strictement convezxe, et dZQdk peut étre égale a zéro. Par conséquent oy ne sera plus définie

par (3.10).
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3.2 Meéthode des gradient conjugué

3.2.1 Définition et propriété générale

Définition 3.2. Soit Q une matrice (n,n) symétrique. Les directions dg,dy,- -, d sont dites Q

conjuguées si on a
dfQd; =0, 0<i,j<k. (3.13)

Théoréme 3.3. Soit QQ une matrice (n,n) symétrique et définie positive. Si les directions

do,dy, -+, dg avec k < n — 1, sont non nuls et Q conjuguées, alors ils sont linéairement indépen-
dantes.
Preuve

Supposons que
aodo + ady + ... + ardy = 0. (3.14)

Multiplions ’égalité (3.14) par d;‘-FQ, 0 < j <k, on obtient

k
0= wdlQd; =o;dTQd;, 3.15
J eyl J

=1
or

a;d] Qdj =0 = a; =0
car @ est définie positive et par conséquent djTde > 0. Donc le systéme {dy,dy, .. ...dy} est libre.l

Remarque 3.2. On n’a pas unicité des vecteurs dy,d1,ds Q conjugués.

3.2.2 L’algorithme du gradient conjugué

Soit @ est une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R™. Considérons le probléeme

de minimisation quadratique sans contraintes (PQSC) suivant

wrrel%g {;xTQx - bTac} , (PQSC).
Algorithme
a) Initialisation
On se donne zy € RV quelconque et dy,dy, - .d,_1Q conjugués. Poser k = 0 et allez & b) Etape

principale.

b) Etape principale
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Pour £ >0

Calculez

gk = Vf(zr) = Qg —b.

Si g = 0, stop. Sinon calcule
_ g dy,
dl'Qdy’

af =
et
Tp+1 = Tk + apdy.

Poser k = k + 1 et allez & b) Etape principale.

Théoréme 3.4. Partant d’un point initial xg € R™ quelconque, 'algorithme des directions conju-
guées précédent converge vers la solution optimale unique T du probléme (PQSC) dans n itérations,

c’est a dire qu’on a

Tn =7 et Qu, = QT =b. (3.16)
Preuve
Considérons le vecteur T — x¢ € R™. D’autre part {dy,....d,—1} est un systéme libre et contient n
vecteurs. Donc {dy, . ...d,—1} est une base de R™. Par conséquent il existe 5y, (3,1 scalaires réels
tels que
EC\ — Xy = ﬂodg 4+ + ﬂn—ldn—L (317)

Multiplions les 2 membres de (3.17) par df'Q,0 < k < n — 1, on obtient
i, Q (T — wo) = Prdj, Qdy,. (3.18)

Donc

dFQ (7 — x¢)
Br = k . 3.19
a7 Qdy (349)
Montrons maintenant que le numérateur de (3.19) est égal a fdggk.. En effet, d’apres 'algorithme

des directions conjuguées

Tk = Tp—1 + Qp—1dk—1

=Tp_o+ op_odi_o + op_1dr_1

=x0+ aodo+ ...+ ap_1dg_1.
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Par conséquent
T —To=aodo+ ... +ap_1dp_1, k=1,2,....n—1.
Ecrivons maintenant : 7 — z sous la forme
T—x9=(Z—zk)+ (zr — o) .
Multiplions (3.21) par d} @, on obtient
i, Q ( — o) = d;,Q (T — )

car

dFQ (zr — z0) = aod} Qdo.. yo—1di Qdx—q = 0.

Calculons maintenant d} Q (Z — ). On a

di Q (& — ax) = df, [QT — Quy] = dif [b— Quy] = —df} (Qux — b) = —d[ g

donc (3.23) et (3.19) impliquent

dr
Pr= _d:(c?gcligk -
En conclusion on a
T—xo=0Fodo+..cc...c.... + Bp_1dp_1
et
Tp—xg=0aodg+............. + ap_1dy_1,
or
ar =0k k=0,........ n—1
Donc

T —Tg= Ty — To-

Ce qui implique

8)
I
8

3

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Remarque 3.3. Si on démarre du point x1, alors la solution optimale est atteinte au point x,41,

c’est a dire qu’on aura

8)
I

Tp+1-
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Théoréme 3.5. Soit Q une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R™ et f(x) =

%xTQx —bTz. Considérons la suite {xy},_, 5  de la maniére suivante. On démarre par T, € R".

yeen

A Uitération k, Le successeur xi41 de xp est donné par la relation suivante

Tht1 = Tk + apdg,

ot d € R™ est une direction de recherche et ay, € RT est le pas de recherche obtenu par une

recherche linéaire exacte, oy vérifie

[ (wx + agdy) = min f (21, + ady) .
a>0

Notons
gkt1 = V[ (Thy1) = Qrryr — 0.
Alors
Gk+1 = g + @ Qdy.
et
gr1de =0, k=0,1,...,n—1.
Preuve

En effet, on a

Q (Tht1 — 7x) = (Qrgr1 — b) — (Qrgp — b) = gry1 — gk

D’un autre coté, on a

Tr41 = Tk + apd.
Donc
(Tp41 — Tr) = oudy,

(3.29) et (3.30) impliquent

Ik+1 — gk = 0 Qdy.

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

D’autre part et comme on ’a vu dans la preuve du théoreme 3.2, considérons la fonction suivante

©:)0,40 [ R:a— ¢(a) = f(zr + ady)
et le probléme d’optimisation unidimensionnel suivant

¢ (ag) = min{p(a) : a €]0,+o0[}.

(3.31)

(3.32)
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Q est définie positive. Alors f(x) = %xTQx — b7z est strictement convexe sur R™. Par conséquent
p(a) = f(zr + ady) est strictement convexe sur | 0,400[ qui est un ouvert convexe. Donc ay

solution optimale de (3.32) si et seulement si oy, vérifie ¢ () = 0. Or
() = Vf (zx + ady)" dy. (3.33)
Donc
¢ (aw) = V(@ + ardp)” di = Vf (wr41)" di = g7ty g (3.34)

Par conséquent

¢ (ag) =0 <= g,{ﬂdk =0.

|
Une des propriétés fondamentales de la méthode des direction conjuguées est théoréme suivant
Théoréme 3.6. Dans la méthode des direction conjuguées, on a
Ghidi=0, k=0,1......... n—1, i=0,...... k. (3.35)
Preuve
Jpp1do =0
g d1 =0
ot (3.36)
Jer1dx =0
k = 0(1 relations ) :  g1dp =0,
k =1(2 relations ) :  godo =0, gody =0
k =2(3 relations ) :  gsdg =0, gs3d; =0, gsda =0 (3.37)

k=mn—1(nrelations ) : g¢,do =0, gnd1 =0,..., gndn—1=0.

La preuve se fait par récurrence. Pour k = 0, (3.35) est vraie. En effet, d’apreés le théoréme 3.5 et

en prenant k = 0 dans (3.28), on obtient
g1do =0. (338)
Supposons que (3.35) soit vraie & lordre k — 1, c’est a dire que nous avons

grd;=0 i=0,1,....k—1. (3.39)
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Montrons que (3.35) reste vraie a lordre k, c’est & dire, montrons que

Glyrdi =0, i=0,1,... k. (3.40)
En effet, en utilisant (3.27) on a
gliadi = (g + axQdy)" di = gld; + apdf Qds, i=0,... k. (3.41)
a)0<i<k-1
(3.39) implique que
gtd; =0. (3.42)
D’autre part, et d’apres la () conjugaison des vecteurs dg,dy,...,d,_1, on a
dFQd; =0, (3.43)

(3.42) et (3.43) impliquent (3.41) pour 0 <i<k —1.
b)i=k
Reste a prouver (3.35) pour i = k, c’est & dire montrons que

91?+1dk =0.

Cette relation a été prouvée dans le théoreéme 3.5 (voir (3.28) ). En conclusion (3.35) a été démontrée

pour tout k <n—1. [ |

3.3 Meéthode du gradient conjugué, cas quadratique

Soit @ une matrice (n,n), symétrique et définie positive. On considere dans ce paragraphe le

probleme (PQSC) suivant
min { f(z) :mER"}:min{;xTQx—bTx:xeR"}. (PQSC)

Dans la méthode des directions conjugués, les directions dy, . ...d,_1 sont donnes a ’avanie.
Dans la méthode du gradient conjugué, On démarre d'un point zo € R"™,dy = —go = Vf (x0) =
Qxo — b, les directions di, k = 1,...n — 1 sont calcules a chaque itération.
A Titération k

dp = —gk + Br—1dk—1,
Br—1 est obtenu de sorte que dy soit Q conjugué avec les autres vecteurs d;. ¢t = 0,...,k — 1. En

d’autres termes on doit avoir

dfQd; =0 i=0,....k—1. (3.44)
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3.3.1 Algorithme de la méthode du gradient conjugué, cas quadratique

Principe de ’algorithme

On démarre d’un point quelconque xy € R™.

ya
Calculer dg = —go = b — Quo, o= _J?cigg'

Supposons qu’a l'itération k on a xj et di. Ceci nous permettra de calculer

_ gidy
df Qdy,’

g = Qzr —b, op =
B est choisi de sorte que
di1Qdy = 0.
Puisque di41 = —gr+1 + Brdy, alors (3.46) donne
(—gr+1 + Brdi)” Qdy, = 0,
ou encore
Brdi Qdy = gi 1 Qdk,

et finalement

ﬁ — gqu—iledk
P dTQdy

Algorithme
Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique
1.choisir zg € R™.

2.Calculez gg = Qg — b. Si gg = 0 stop. Sinon poser dy = —gg. Poser k =0

_ gidy
Al Qdy

3.Calculez oy, =
4 Calculez zp41 = z, + ardy.

5.Calculez gx11 = Qxr+1 — b. si gx+1 = 0 stop.

9{+1Qdk

6.Calculez g, = i od, -

7.Calculez dx11 = —gr+1 + Brdk.
8 Poser k =k +1etalleza3.

3.3.2 Propriétés du gradient conjugué quadratique

Thy1 = T + i, Gry1 = Qoi1 — bydpyr = —grg1 + 8 (3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

La propriété fondamentale du gradient conjugué cas quadratique est que les directions {dk}z;é

sont @ conjugués. Ces directions vérifient comme on I’a vu dans l’algorithme

A1 = —gr+1 + Brdy
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avec
B _ gg+1 Qdk
T dTQdy

D’apres le théoreme 3.4, l'algorithme du gradient conjugué, version quadratique converge vers

la solution optimale en n itérations.

Lemme 3.1. Notons par
gk =V f(xr) =Qup —b

ot T,k =0,...,n—1 sont obtenus par l’algorithme du gradient conjugue quadratique. Alors on a
9419, =0, k=0,1,...n—1, j=0,1,...... k

Preuve

D’apres le théoreme 3.5 et le théoréme 3.6 on a
gli1d; =0, k=0,1...... n—1,7=0,...... k, (3.49)
et
g1 =gk + axQdr, k=0,...,n—1. (3.50)

Fixons k : 0 < k <n—1 et considérons 0 < j < k. D’apres I’algorithme du gradient conjugué, on a

dj = =g+ Pj-1dj-1,0<j <k (3.51)

(3.49) implique
0=gi1(=g; + Bj—1dj—1) = =gl 1195 + Bi—19141dj-1. (3.52)

Or

ghy1di—1 =0. (3.53)

Par conséquent
ghg; =0, 0<k<n—1, 0<j<k (3.54)
|
Théoréme 3.7. Les directions {do,ds,...,dn—1} engendrées par Ualgorithme du gradient conjugué

quadratique sont Q) conjuguées.
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3.3.3 Convergence de P’algorithme de la méthode du gradient conjugué

quadratique

Théoréme 3.8. Soit Q une matrice (n,n), symétrique et définie positive et (PQSC) le probléme

de minimisation sans construites quadratique suivant
1
min {f(x) ::UGR"}—min{2mTQ:c—bTx:x€]R”}. (PQSC)

Démarrent d’un point xy € R™ quelconque, considérons la suite {x1} générée par Ualgorithme du

gradient conjugué quadratique définie par

g =Vf(xg) =Qr;—b, k=0,1...

T
Giot1 Qi
B = 2HLTR 01, 3.55
— si k=0
dy, = 9 (3.56)

—gk + Br—1dp—1 st k>1,

T
et
Tpy1 = Tk + apdy. (358)

Alors la suite {xy} converge en n itérations vers la solution optimale T du probléme (PQSC), c’est

a dire que x, vérifie x, = X et
Q7T = Qu, =b. (3.59)

Preuve
D’apres le théoréme 3.7, les directions {dp,ds,...,d,—1} engendrées par 'algorithme du gradient
conjugué quadratique, sont ) conjuguées. L’algorithme de gradient conjugué est une donc une
méthode a directions conjuguées. D’autre part la fonction f(z) = F27Qz — b"x est strictement
convexe et R™ est un convexe ouvert. Donc d’aprés le théoreme 3.4, la suite {x} converge en n

itérations vers la solution optimale T du probléme (PQSC), c’est a dire que x,, vérifie z,, = T et

Qi = Qx, = 0.
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3.4 Méthode du gradient conjugué, cas non-quadratique

3.4.1 Différentes formes du gradient conjugué

Soit f : R™ — R non quadratique. On cherche a résoudre le probléeme non quadratique sans
contraintes (PNQSC) suivant

min {f(z) :x € R"}.

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes du type (PNQSC), on
peut citer la méthode du gradient conjugué, cette méthode est surtout utilisée pour les problémes

de grande taille.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel [1], pour la minimisation des

fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non quadratique. Ceci a été
réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves [2] (méthode de Fletcher-Reeves) puis
en 1969 par Polak, d’antres variantes ont été étudies plus tard [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10].

Toutes ces méthodes génerent une suite {zy}, .y de la fagon suivante
Tp41 = Tk + apdy. (3.60)

Le pas ai € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou recherche linéaire du

type Armijo, Goldstein ou Wolfe.

Les directions dj, sont calculées de facon récurrente par les formules suivantes

— sik=0
dy, = 9 (3.61)

—0r + ﬂkfldkfl si k>1,

avec gp = Vf (z1) et Br € R.
Les différentes valeurs attribuées a [ définissent les différentes formes du gradient conjugué.

Si on note

Yk—1 = gk — Jk—1, Sk = Tk+1 — Tk (3.62)

on obtient les variantes suivantes
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Gradient conjugué variante Fletcher - Reeves(FR)[2]

2

FR _ 9% |

k= 2
g1l

Gradient conjugué variante Polak-Ribiére(PR)[3]

PRP __ 91{ (gr — gr-1)
k = 2
llgr—1ll

Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel(HS)[1]

s 9t (gk — gr—1)
k —_— .
dg—l (Qk: — Gk—1)

Gradient conjugué variante Conjugate Descent Method(CD)[4]

2
I?D _ [l |l
*df_lgk—1
ol ||.|| est la norme Euclidienne. Récemment Dai et Yuan ont aussi introduit la forme suivante
2
DY _ gkl

b dfq (gr — gk71)'

Remarque 3.4. Dans le cas ou f n’est pas quadratique on a

o5 £ B £ BERP £ BTP £ BPY. (3.63)

Par conséquent, en appliquant l’algorithme du gradient conjugué non quadratique, en utilisant les

coefficients Py, figurant dans (3.63), on obtient des suites {xy}, o différentes.

Théoréme 3.9. i f(z) = %xTQx — b Tz, avec Q symétrique définie positive, x € R™, b € R™ et

st ay, est obtenue par une recherche linéaire . Notons,

By = Qg+1Qdk
dr'Qdy ’
alors on a
B =S =Bl =B = 8P = B0 (3.64)

et lalgorithme du gradient conjugué quadratique génere la méme suite {Tr} -

3.4.2 Meéthode du gradient conjugué non quadratique

Soit f : R™ — R non quadratique et (PNQSC) le probléme de minimisation non quadratique

sans contraintes suivant

min {f(z) :x € R"}. (PNQSC)
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Pour construire ’algorithme du gradient conjugué cas non quadratique, on peut s’inspirer de ’al-
gorithme du gradient conjugué quadratique établi au chapitre précédent. Contrairement au cas
quadratique, on n’a pas de matrice Q. Par conséquent on n’a pas de directions Q conjuguées.
Comme dans le cas quadratique, I'algorithme du gradient conjugué cas non quadratique génere

une suite {x}, y de la maniere suivante
Tpt1 = Tk + apdy.

L’algorithme démarre d’un point ¢y € R™ quelconque.

A Yitération k
Supposons qu’on ait le vecteur z, € R™ et la direction dg_1. Ceci nous permet de calculer V f (xy)

au lieu g = Qzp, — b dans le cas quadratique. Pour avoir zj1, on a besoin de calculer oy, et dy.

Calcul de dj, :

dy, =—-Vf (.I‘k) + Br_1dg_1. (3.65)

On a huit fagons pour calculer B

s _ V(@) (VS (2r) = Vf (@r-1))
U dl (Y (a) — Vf (wr-1)

PRP _ Vf (l’k)T (Vf(zr) = Vf(rp_1))

o IV / (@r-1)]” ’
rn _ ||Vf<xk>||22’
IV/ (k)]
DY __ ||Vf (xk)HQ
ST Al (Y (k) =V (25o1))]
oo VS @l

LT AT Y (z)

Calcul de oy,

Ayant obtenu dj, rappelons que « vérifie

f(xg + ardy) = min {f (z + ady) : @ €]0,4+00[}. (3.66)

Dans le cas ou f(z) = %xTQx —b, @ est matrice symétrique définie positive, ay, solution de (3.66)

est donnée par la relation suivante

~ grdk
i Qdy,

Q. = (3.67)
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Dans le cas ou f n’est pas quadratique, ay, ne peut pas étre calculée par la formule (3.67). Calcule
dans ce cas aj par d’autres méthodes oy peut étre calculée par une recherche linéaire inexacte
d’Armijo ou Goldstein ou Wolfe.

Algorithme

Etapel

Choisir zg € R™ Quelconque et € > 0 .

Etape2

Poser k=0

Calculez go = V f (zg) . Posez dy = —go.

Etape3

Calculez oy, en utilisant une recherche linéaire exacte ou inexacte d’Armijo ou de Goldstein ou de
Wolfe ou de Wolfe Forte

Calculez xk41 = v + apdk.

Etape4

Si |V f (zg+1)]] < €1 Stop, x* = k41 Sinon allez a Etape 5.

Etapeb

Calculez gr11 = V[ (2r41)

Calculez [ par I'une des maniéres suivantes

Br =B ou B =BE" ou Br=BE ou Br=B" ou B =pPY.
Calculez
di+1 = —gr+1 + Brdy

Posez k =k + 1 et allez a Etape 3.
Projet de TP

Considérons la fonction f : R™ — R, dite d’Orne suivante

2
n
(1,29, ...,2y) = f(21,22,...,23) = [Zm?]
Remarquons d’abord que la solution optimale est * = (0,...0) et f (z*) = 0.
On applique 'algorithme du gradient conjugué versions HS, FR et PRP avec la recherche linéaire

inexacte de Wolfe. On démarre du point zg = (1,1,...,1). On arréte l’algorithme lorsque
197 ()l < 1075,

Ecrire le programme en Fortran. Donner les résultats numériques pour n = 100, n = 1000, n =
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10000. Donner le nombre d’itérations nécessaires pour arriver a de tels résultats (||[V f (zy)| < 1077).
Conclure.

Le programme en Fortran 95 pour la fonction de Oren
program CGWP

implicit none

integer, parameter : n = 1000

integer ik,j,k.cont,test.

double precision y(n), g(n), gp(n)

double precision d(n), eps

double precision alphd,alph0

double precision b, w, alphg, {0, f1

print*, “ENTRER Yi ”

do ik=1mn

y(ik)=1

enddo

print* “ENTRER EPS ”

read®,eps

b=0.7 ;w=0.1 ;cont=1 ;test=0

g=df(y) ;{0=f(y) ;d=-g;j=1;k=1

do while(sgrt(dot_product(g, g)) > eps)
alphg=0;alphd=100 ;alph0=1

gp=g

do

cont=cont+1

f1=f(y+alph0*d)

if(f1 <= f0+ w*alph0*dot _product(gp, d))then
g=df(y + alph0*d)

if(dot_product(g, d) >= b*dot _product(gp, d))then
exit

else

alphg=alph0 ;alphO=(alphg+alphd)/2.

endif

else
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alphd=alph ;alphO=(alphg+alphd)/2.
endif

enddo

y =y + alph0*d

k=k+1

if(j<n)then

d = —g + (dot_product(g, g) /dot _product(gp, gp)) * d
j=i+1

if(dot_product(g,d) >= 0)then
j=1;test=test+1

d=-g

endif

else

d=-g

j=1

endif

if(f0-f1<1.e-14)then

print*

print*,’LA NORME DU GRADIENT "’
print*, ’(€20.2) *,sqrt(dot_product(g, g))
g=0

endif

fo=f1

enddo

print*

print*, 'LE NOMBRE D ITERATIONS ’
print* .k

print*’LA VALEUR DE LA FUNCTIONS ’
print ’(e20.2) ’,f(y)

print*, 'NOMBRE D EVALUATIONS FONCTIONNELLES ’,cont
contains

function f(u)

double precision f,u(n)
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integer i

=0

do i=1,n

f=f+i*u(i)**2

enddo

f=f**2

endfunction

function df(u)

double precision df(n),u(n),sm
integer i
sm=0

do i=1mn
sm=sm+i*u(i)**2
enddo

do i=1mn
df(i)=4*i*u(i)*sm
enddo
endfunction

end

Résultats numériques

n k : nombre itérations | f (zy)

100 64 0.80 x 1078
1000 | 183 0.18 x 1077
10000 | 620 0.85 x 1078

Tableau 1. (ﬂ = ﬂHS)

n k : nombre itérations | f (zy)

100 69 0.29 x 107
1000 | 223 0.12 x 1077
10000 | 746 0.16 x 1077

Tableau 2. (,8 = ,BPR)
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n k : nombre itérations | f (zy)

100 | 64 0.78 x 1078
1000 174 0.20 x 10~ 7
10000 | 833 0.95 x 107°

Tableau 3. (8 = ')
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Avant tout rappelons que les différentes variantes du gradient conjugué génerent une suite

{z1} ey dans R™ définie par zo € R™ quelconque et les itérations
Th41 =xr+ardy, k=0,1,2,... (GC].)

avec qy, est le résultat d’une recherche linéaire exacte ou inexacte du type Armijo ou Goldstein ou

Wolfe ou Wolfe forte. Les directions sont calculées itérativement par la formule

— si k=0
dy = 9 (GC2)

—gk + Br—1dk—1, k>1

avec g = Vf (zx) et

Be=B" ou Bu=p" ou Br=pF"" ou Br=p5" ou Br=p" (GC3)

3.5 Théoreme de Zoutendijk

Hypothéses C1 et C2
Rappelons dans ce qui suit les deux conditions suivantes que toutes les méthodes du gradient
conjugué doivent vérifier (ou au moins 1'une d’entre elles) pour prouver les résultats de convergence.
Condition C1
Soit f : R™ — R. On dit que f vérifie la condition C1 si f est contiuement différentiable dans un
voisinage V(I')del’ = {x € R™ : f(z) < f(x1) : 1 € R"point initial et g; V f(z) vérifie la condition

de Lipschitz dans V(T'), c’est a dire, il existe une constante L telle que
IVf(z) = Vf(y)ll < Lllz —y|| = pour tout z,y € V(T).

Condition C2

L’ensemble I' = {z € R" : f(z) < f (z1)} est borné, i.e, il existe une constante B < oo telle que
lz|| < B:Vz eT.

L’outil de base utilisé par les différentes variantes du gradient conjugué avec une recherche linéaire

inexacte est le théoreme suivant du a Zoutendijk.

Théoréme 3.10. (Théoréme de Zoutendijk) Considérons une méthode itérative quelcongue géné-
rant une suite {x} de la forme

Tht1 = Tk + ogdy,
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dy, étant une direction de descente et oy, est une recherche linéaire inexacte de Wolfe. Supposons

aussi que f vérifie la Condition C1 , alors on a

: 3.68
Z HdkH 20

k=0

3.6 Utilisation du théoreme de Zoutendijk pour démontrer

la convergence globale

d S
”dT) < 00 est équivalente a z:cos2 (6k) Hng2 < 00 ol 0y est angle que
§ k=1

fait dj avec —gy. Il est évident de voir que si

o0
La condition Z

cos (0) > >0,

pour tout k, alors on a

lim ||gg| = 0.
k—oo

Dans les différentes méthodes du gradient conjugué on n’arrive pas a démontrer le résultat précé-

dent i.elimg o0 [|gx|| = 0 , mais seulement
lim inf ||gx|| = 0. (3.69)
k—r o0

La condition (3.69) implique qu’il existe une sous suite de {||gx||} qui tend vers zéro.

Conditions suffisantes associés au théoréme de Zoutendijk pour démontrer (3.69)

Pour démontrer (3.69) on associe au théoréme de Zoutendijk les 2 hypothéses suivantes
Hypothese 1

La decente suffisante est assurée i.e, il existe une constante ¢ indépendante de k telle que
T 2
i di < —cl|gr[|”-

Hypotheése 2
IT existe une constante 3 telle que

Idi|* < B
Donc on a

relation de Zoutendijk <Zk 0 (mdﬁz) < oo>

Hypothese 1 = {hkrggolf lgrll = 0} :

Hypothese 2
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Remarque importante

La condition Hypothese 1 est plus forte que la descente. En effet
gidi < —cllgn])* = g dp < 0.

La condition Hypothése 1 n’est pas nécessaire pour avoir liminfy_, ||gr]] = 0. Dai-Yuan ont
montré la convergence globale seulement avec la condition de descente : g Tdy, < 0.
D’autre part la condition Hypothese 1 i.e, g7dy < —c|lgx]|* nest pas suffisante toute seule,

pour avoir la convergence globale.

Définition 3.3. Nous dirons qu’une méthode du gradient conjugué converge globalement si l'une
des deux conditions suivantes est vérifiée
a) gk, =0, pour un certain kg € N

b) liminfy_ o ||gk|| =0

Une autre version du théoreme de Zoutendijk se trouve dans (Théoréme 3.10). Ce sera l'objet

du théoreme suivant

Théoréme 3.11. Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite {xy} de la
forme

Tpy1 = Tg + agdy,

dy, étant une direction de descente et oy, est une recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte. Suppo-

sons aussi que f vérifie la Condition C1. Alors ou bien
lim inf g | =0,
k—o0

ou

g *
Z (e
3.7 Convergence de méthode du gradient conjugué

Les méthodes FR. DY et CD ont toutes comme numérateur commun le terme ||gg41]|*. Une
différence fondamentale qui caractérise ces méthodes par rapport aux autres méthodes du gradient
conjugué ou By est calculé différemment, est que les théorémes de convergence globale nécessitent
seulement la condition de Lipschitz Condition C1 et n’ont pas besoin de la condition de bornétude

Condition C2.
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3.7.1 Méthode de Dai-Yuan

Cette méthode été découverte par Y. H. Dai et Y. Yuan [24] , 8 est égale a
DY Hgk+1”2
= AT Y = Gk+1 — Gk (DY)
L Yk
Cette méthode est fondamentalement différente de la méthode Fletcher Reeves et aussi de la
méthode CD. Avec une recherche linéaire de Wolfe, la méthode de DY génere toujours des direc-
tions de descente. En plus elle est globalement convergente avec des hypotheses tres générales sur
la fonction objectif f. On exige seulement que f soit continueument différentiable et que le gradient

soit Lipschitzien, c’est a dire que f vérifie ’hypothese Condition C1

Théorémes de convergence de Dai et Yuan exigeant seulement la condition de

Wolfe et la condition de Lipschitz C'1

Supposons que la condition de Lipschitz C1 soit satisfaite. Considérons une méthode du type
2
GC1, GC2, GC3 ou pj satisfait a 6,?Y — lgesall” Yk = gk+1 — 9k et le pas qj satisfait aux

dly,

conditions de (Wolfe 1) et (Wolfe 2) suivantes
[ (@ + agdy) < f (x1) + pdj. g
d{9k+1 > odfgzw

avec 0 < p < o < 1. Alors toutes les directions générées par ces méthodes sont de descente,

autrement dit
dfge <0, Vk>1. (3.70)

Algorithme de la méthode de Dai-Yuan

Etape O (initialisation)
Soit xg le point de départ, go = V f (x0), poser dyg = —go.
Poser k = 0 et aller a ’étape 1.

Etape 1
Si gr, = 0, stop (* = xy,), test d’arrét.
Sinon aller a I’étape 2 .

Etape 2

Définir z41 = x + Axdy, avec

di1 = —ghs1 + BE1dn,
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ou
2 2
py _ _ gkl _ llgrtall
MU AT [gegr — gx) ALy

Poser k = k + 1 et aller a I'étape 1 .
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CONCLUSION

A travers ce travail nous avons voulu montrer comment les recherches linéaires inexactes pou-
vaient contribuer dans la convergence des algorithmes des méthodes du gradient conjugué. Nous
avons explicité les recherches linéaires inexactes d’Armijo, Goldstein et Wolfe et nous les avons
étendu aux recherches linéaires inexacte en particulier d’Armijo et Wolfe.

Nous avons aussi présenté important résultat de convergence de la méthode du gradient conju-
gué avec les recherches linéaires inexactes d’Armijo, Goldstein et Wolfe, nous avons fait des tests

numériques.
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