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RESUME

Dans ce mémoire nous introduisons une récente intégral et dérivée fractionnaire
généralisée au sens de Katugampola, nous discutons de certaines propriétés et
résultats du calcul fractionnaire, on donne une application de principe du point
fixe ainsi que quelques unes de ses extensions et généralisations qui s’impliquent
dans la résolution des équations différentielles. Nous démontrons l'existence et
I'unicité des solutions de ce probléme par le théoréme du point fixe.



ABSTRAT

In this thesis we introduce a new generalized fractional integral and derivative
in the sens of Katugampola, we discuss some properties and result of fractional
calculus, we give a fixed point principle application as well as some of its exten-
sions and generalized which are involved in solving differential equations. We prove
existence and uniqueness of this problem by the fixed point theorem.



INTRODUCTION

Récemment, le calcul fractionnaire était un sujet purement mathématique.

Les probléemes aux limites pour les équations différentielles fractionnaires consti-
tuent une classe trés importante d’applications en physique et en mathématiques
appliquées.
Nous introduisons une récente intégrale fractionnaire qui généralise six intégrales
fractionnaires existantes, a savoir, Riemann-Liouville, Hadamard, Erdélyi-Kober,
Katugampola, Weyl et Liouville sous une forme. Tel que la généralisation prend
la forme

1-Bk  frz pntp—1
(1) @) = [ e 0 D<a<ac<hzo

atsm, I'a) xP — TP)l-e

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Nous rassemblement dans le premier chapitre quelques notations utiles et quelques
définitions d’intégral et de dérivée fractionnaire généralisée, au plus des lemmes,
théorémes et propriétés qui seront utilisés dans les derniers chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre nous donnons quelques lemmes et théorémes trés impor-
tants pour 'existence et I'unicité des solution de probléme thermistor fractionnaire
au sens de Caputo-Katugampola, en utilisant la théorie du point fixe pour la so-
lution de ce probléme, et deux exemples résolus du méme probléme.

Dans le troisiéme chapitre, nous traitons l’existence d’une solution pour deux pro-
blémes au limites non linéaire et implicite, nous avons organisé ces travaux comme
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suit : premiérement nous donnons quelques lemmes et théorémes utiles dans nos
principaux résultats d’existence des solutions, et dans le dernier nous donnons
deux exemples illustratifs.

Dans le quatriéme chapitre, nous étudions 'existence des solutions pour un pro-
bléme des valeurs aux limites des équations différentielles implicites, qui impliquent
une dérivée fractionnaire généralisée, et on commence par des lemmes et proposi-
tions utiles, et finalement on a deux exemples dirigés de méme probléme.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

On note par C(Ja, h|,R™) 'espace des fonctions continues sur |a, h] dans R™
avec la norme

1X[loc = sup |[x(t)]|e,
t€la,h]

et AC(Ja, h],R) est 'espace des fonctions absolument continues sur |a, h] dans R.
On définit ici I'espace pondéré des fonctions mesurables x par

tP — a”

p

(5) o

Considérons l'espace XP(a,b), (c € R,1 < p < 00) des fonctions mesurables f sur
[a, b] avec || f]|? < oo , muni de la norme

b d -
1l = ( / !tcf(t)|p7t) .

Capla, h] = { x € C(Ja,h]) : ( ) _ax(t) € C(Ja,h]),a > 0} :

muni de la norme

1X[|¢ap = sup
t€la,h|




Définition 1.1. [6] Soit f € XP(a,b),a > 0;p,n, k € R. L’intégrale fractionnaire
généralisée a gauche est définie par :

("122,7) <x>:p}_<3k / x<7pmﬂ)_1 J(r)dr, (0<a<a<b<oo). (L1)

xP — 1P)l—e

Définition 1.2. [J] L’intégrale et la dérivée fractionnaires d’ordre « € C, (Re(a) >
0) au sens de Riemann-Liouville sont définis par

« — 1 ’ a—1
(120)@) = s [ (@ =7 p (e,
et 4
(Darf)(@) = (7 )"(L2°) (@), @ >a,
avec n = [Re(a)] , et I'(.) estla fonction Gamma définie par

ING)! :/ t*le7tdt, o> 0.

0

Définition 1.3. [5/ L’intégrale et la dérivée fractionnaires de Hadamard sont dé-
finis par :

1) = 5 [ (ex2) 0

et

D20 = gy (o) [ (o) 0T,

pour x>a>0, et Re(a)>D0.

Définition 1.4. [J] L’intégrale fractionnaire généralisée (Katugampola) a gauche
PI% f d’ordre a € C et (Re(a) > 0) est définie par :

12 ) = 2 /“’U(T”‘lfﬁ) ar, (1.2)

w0 — ro)i-a
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pour x > a .
La dérivée fractionnaire généralisée correspondante a [’intégrale est définie
par :

e @) = (#72) L
T (E) [T 03

pour0 <a <.
Lemme 1.1. [5] D’aprés nous avons

b7 P — aqf B—1 B F(B) *— qf a+p—1
“+( p ) (t)_F(a+6)( p ) @z 00=0

Définition 1.5. [} Soit « € C, Re(a) > 0 et n = [a]. La dérivée fractionnaire
généralisée au sens de Caputo d’ordre Uarbitraire o de f(x) est définie par :

1 a—n-+1 T o
PDys f(r) = —(p[’_tnl ) /a (33”“ — Tp+1) ! Tpf(n)(T)dT. (1.4)
Pour x > a, si le membre droit existe et si 0 < a <1, (1.4) se réduit a
+1° =
P o _
Da+ (Q?) = F(l _ Oé) . (.Tp+1 _ Tp-i—l)af (T)dT- (15)

Définition 1.6. [7] La dérivée fractionnaire généralisée au sens de Caputo Katu-
gampola est définie via la dérivée comme suivante :

n—1 (k) a
D"0(x) = (% [9<s> > e —a”)’“D (@), (19

avec n = [Re(pP)].

Remarque 1.1. Soit 0 < a < b < oo, z : [a,b] — R est une fonction in-
tégrable, et soit o €]0,1[ et p > 0 sont des nombres réels constants. La dérivée
fractionnaire généralisée d’ordre o au sens de Caputo est définie par

*D9(x) =" D2, [0(x) — 0(a)]

_ mr—iﬁ) (f—r%) / “( = 5P 10(s) — O(a)|ds.



Théoréme 1.1 (Propriété de l'inverse). [F/ Soit 0 < a <1 et f € XP(a,b) ,p> 0.
Alors pour a > 0, p > 0.

(PD2018,) flw) = f(x). (L.7)

Théoréme 1.2 (Théoréme d’index). [3] Soit o, 8 € C tels que 0 < Re(a) < 1 et
0<Re(f)<1l.Si0<a<b<ooetl<p<oo alors pour f € XP(a,b), p >0,
I8 PI f =PI f et 2D DY f = DI f.

Théoréme 1.3 (Composition.). [3] Soit «, 5 € C tels que
0 < Re(a) < Re(f) < 1. 8510 < a <b< el <p < oo ,alors pour
feLfa,b),p>0.

PDOPIS f =PI f et PDEPI] f=rIPCF.

Théoréme 1.4 (Propriété de linéarité). [3] Soit a € C tel que 0 < Re(a) < 1.
Si0<a<b<ooetl<p<oo,alors pour ;g€ XP(a,b) et p> 0,

P ;ﬁ(f—l—g) :p]g+f+p]§+g7 (18)

et
"Dy (f+g) ="Dgi f +"Dgyg. (1.9)

Théoréme 1.5 (Alternative non linéaire de Leray-Schauder). [7/ Soit Q un en-
semble non vide convere d’un espace de Banach E . Soit U un sous ensemble ou-
vert non vide de U avec 0 € U et N : U — Q un opérateur compact continu. Alors

1 .N admet un point fize, ou

2. Il existe y € OU et \ €]0, 1] avec y = AN (y).

Théoréme 1.6 (Point fixe de Schauder). [7/ Soit E un espace de Banach et Q un
sous ensemble non vide, borné convexe et fermé de E et T : Q — Q un opérateur
continu et compact, alors T admet au moins un point fixe dans Q.

Théoréme 1.7 (Arzela-Ascoli). [I/Pour A C C(]0,1]), A est compact si, et seule-
ment si, A est fermé, borné, et équicontinu.
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Définition 1.7. Soit E un espace de Banach. On dit que T : E — E est une
application contractante s’il existe k €]0,1[ tel que
IT(z) - Tz < llz — yllp, pour tout z,y dans E.

Théoréme 1.8. (du point fize de Banach)[7] Soit E un espace de Banach, N un
sous ensemble fermé de E et Q : N — N est contraction. Alors Q admet un
unique point fize.

Théoréme 1.9 (Théoréme du point fixe de Krasnoselskii). [7/ Soit E un sous-
ensemble borné fermé convexe et non vide d’un espace de Banach X et soit A, B
deux opérateurs tels que Ax + By € E pour chaque x,y € E. Si A est une contrac-
tion et B est complétement continu, alors il existe z € E tel que Az + Bz = z.

Théoréme 1.10. [J] Soit « > 0,1 <p<00,0<a<b< oo et soit peR
et c € R tel que p > c. Alors L’opérateur P17 est borné dans XP(a,b) et

127 fllxe < Kl fllxe,

avec
b

pelp+1)=1  rq P+l _q a—1
k= —/ yeelpr-t (L 72 du; p# —1.
I'(a) )y p+1

Corollaire 1.1. [J|/ Soit « > 0,1 < p < 00,0 < a < b < o0 et soit p € R tel que
p> %. Alors Lopérateur °1* est borné dans LP(a,b) et

112 fl < K| f |-
Avec k est donné dans le Théoréme 1.10 avec ¢ = %.

Théoréme 1.11. [3] Soit a € C, Re(a) > 0,n = [Re()] et p > 0, alors pour
r>a

1. 11)13% ("I f) (z) = FL) /m(:r —7)*  f(T)dr. (1.10)
2 lim (12N @) = oy [ (ox%)" 10T (1.11)
3})13} ("D f) (z) = d%) F(nl_ - /al“ . _fga)_anT' (1.12)

4 T (D% f) (2) = ———— (x%)n / ' (1o f)”_“_l I )

p—0+ I'n—a)
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Lemme 1.2. [2] Soit v > 0 et p > 0. Alors l’équation différentielle
PDYc(t) =0

admet une solution

Lemme 1.3. [2/ Soit v >0 et p > 0. Alors

m—2 v—i
P — qf
I (PDVo(t) = o(t) + ag+ Y a; ( ; a ) ,
i=1

pour certains

a €R, i=0,1,2,...m—2, m=[]+1



CHAPITRE 2

LL’EXISTENCE ET L’UNICITE DES SOLUTIONS AU
SENS CAPUTO-KATAGAMBOLA

2.1 L’existence des solutions

[7] Dans cette section nous indiquerons et prouverons les résultats principaux
pour 'existence et 1'unicité de solution de (2.1)).

cprB _ _Mp(zy(z) 0.0 1 J = b >0
{ Y@ = Fogywap T > 00 <f<Llee=lal,a20, (2.1)

y(a) =y, € R.
Lemme 2.1. Le probléme est équivalent a [’équation intégrale suivante :

ri=p

o) = o+ fop [ @ =V s

telle que
A (2, y(z))

T (Pt y(t)dn)?

h(z)
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Preuve :
Par souci de briéveté nous posons :

ri=p8

N;(s) = T (a7 = ") et w(z) = Pa, y(x)).

Il est facile de vérifier que

T b
/ NP(s)ds g/ NP(s)ds = N*.

Avant de commencer d’établir le résultat fondamental, on va transformer le Pro-
bléme (2.1)) au probléme du point fixe, pour 'opérateur 7 : C(J,R) — C(J,R)

défini par :
" Yy ()N (s)
Ty(Z) = Yo + A — s, 2.2
=02 [ (7, (£)de >

et on pose Sy = {y € C(J,R) : ||y|| < d}.
Nous allons développer résultat du 'existence par ’application du Théoréeme :

Théoréme 2.1. Supposons que :
(Ay) : ¢ est continue,

(A2) : |y, (z) — by, (2)| < kly2 — y1],k > 0, pour tout x € J et y1,y2 € R,
(A3) : 0 < ¢ < Yy(x), pour tout v € J ety € R.
Alors le Probléme admet au moins une solution.

Preuve : La preuve est donnée par des étapes.
1. 7 transforme tout ensemble borné & un ensemble borné dans C'(J,R)

05 W() .
+/ o

—)\ s) — s s B(s)ds
S (e /(Wy() ols)| + (s DNZ ()d
(k?||3/\|+maXaEJ|¢o /Nﬁ

7y (2)] < [yal

< yal +

(c¢(b—a))?
)\k
< ol A ), 05 = mas o))
< A(k5+1/;0 JN*

Yo W,
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donc
|7, || < o0.

2. T est continue
Soit {y,} une suite convergente vers y. Alors pour tout z € J, on a

‘Tyn - T (x)|
<\ / NB(s %n 5) bls) |,
(0)de)> ([, (t)de)

a | (e wyn(ﬂdt? ) (P,

. Flyn(s) — y(s) w% (f7 b, (t)dt)? ]
<A N (s y(S ds
<A S P mar (o f¢yﬁy'¢“'
YRty ey o

A [ Nes ) uls
<(@_®>/’N<>Fwa> ()
k

Hy|y+wo (/ by (8)dt — )(/ by, (L)t + 1, (t )dt)Hd

(lb -
2(k
an oo+ LA [Py, i — v, 0] s

(el + )
<(b_a 2o (1 2L )w<>—M$us
SAuc+2wmuwh%/]V )

+

<

(c(b

) yn(s s)|ds

Ak (¢ + 2(klyl| + ¢5)*)N*
- (*(b—a))?
Alors

[yn(s) — y(s)].

Ak(c® + 2(k|ly[| +¢5)*)N*
H7'yn<£L‘)—Ty($)H < (c2(b—a))2 Hyn_yH

Puisque 3, — y, on a ||7'yn — Ty” — 0. Comme n — oo, par conséquent, 7 est
continue.
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3. 7 transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C'(J, R).
Soit y € Ss. Pour tout x1,z9 € Javec x1 < x5, on obtient :

|7y (1) = 7y (22)]

<[ OE, e,
TN TR YR

; h S BSS— N S 'BSS

< ([ oo - [T o)
A 1 ﬁs_ﬁ . . BSS

< e ([ene (»Wﬁﬂd+/ wanxxw)

MR+ 65) ([ o S
- s ([ vt - waonas+ [ o)
< A®&+%>P@Qﬂﬁﬁ+@ﬁ—a)—(2—a .

(c(b—a))?

Puisque x; — 2, le membre droit tend vert zéro, et nous concluons que 7(s) est
relativement compact.

4. Limite bornée.

Nous montrons qu’il existe un ensemble ouvert S C C(J,R) avec y # ur(y) ou
w€]0, 1] et y € 9S. Soit y € ur(y), avec p €]0, 1[. Alors pour tout = € J on a

@) < lyal + A Wﬂ@ﬁ@ﬁw

b
(J, ¥y(®)
k a
S |ya‘+ ( ||y||(+(2nax EJWJO / Ng
—a)
A Elly +¢
S |ya‘_'_ (CH || 0 /NB
AkS +Y§)N*
S|%H~%T—%T~=L
donc
lyl] < L.
Soit

S={yeC(LR):|lyll < L+1}.
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On choisis un ensemble équivalent a S, il existe y € 0S5, tel que y = ur(y), pour
p €]0, 1[. Par conséquence du Théoréme de 'alternative non linéaire du point
fixe de Leray-Schouder, 7 a un point fixe y € S qui est la solution du probléme

ED .

La deuxiéme méthode est basée sur le Théoréme [1.6]

Théoréme 2.2. Supposons (A, As) et (A3) de Théoreme[2.1] si

[al (c(b — a))* + MpGN*

(clb—a)? —AKN" =%

alors le probléme (2.1) admet au moins une solution.
Preuve : Encore, on fait la preuve en quelques étapes.
1. Nous avons déja prouvé que 7 est continue.

2. T(Sg) C Ss.
Pour chaque t € J, et y € Ss, on a

v s)|NB(s
CENERY —";%J'Nw(gds

(e(b —
A(kd + ¢0)N*

el e~ ay

IN

grace a (2.3)), on a
|7y ()] < 0.

Par suite 7(S5) C Ss.
7(Ss) est relativement compact.

|ya|_|_ (kHyH_'_wD /NB S

(2.3)

7(Ss) est uniformément bornée (7(S5) C Ss), et en vertu de 'étape 3 de la preuve
du Théoréeme , on déduit que 7(S5) est relativement compact. par conséquence

le Théoréme garantit que le probléme (2.1)) admet une solution .
On utilise le Théoréme [I.§ pour démontrer 'unicité de la solution.

Théoréme 2.3. Supposons (A1) et (Ay) du Théoreme et la condition

(Ag) 1 0 <1 <Y(a,y) < ca.
De plus, si
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kX(c} + c3)N*
(ci(b—a))?
le probléme ([2.1)) admet une unique solution .

Preuve : Montrons que 7 définie par (2.2)) est une contraction. Soit yy, yo € C(J,R)
pour tout x € J, on a

N = <1, (2.4)

|Ty2( 7_yl($)|
< A/ NB(s

wyz s) Py, (5)
(t)dt)? ([ by, ()t

ds

W 2( )_w 1(8)| 1(8) 1(3)
<\ NB(s L L Y ds
N / () i <f;’wy2<t ’ (B)dt)* ([P by, ()dt)? ]

g [ Jelya(s) — Qtdﬂ (24, (t)dt)? ]
<\| NP y (8)] | ds
N / e fww fww (O)d2( [ by, (1)dt )2 ¥ 5}

; k|y2( )—y1(
= )\/a Nf(s) i (cl(b—a))2 (1 ( b—a

| et = [0
< ot [ N [kwn(s) (o)

+m (/ WPy, ()t — 1y, (t dt) (/ Wy, (t dt+wy1()dt)Hd

< i | [kt 6+ s [ o v, 0] s
< i [ 326 (14 22) 1) - s

1

0| as

Nk(cd +2c3) [ B uals) — v (s)|ds
< i | V() — o)l
Ak(ct + 2¢3)*)N* (s
S ) |y2(s) = y1(s)].
Donc

7y, (2) = 7y, (2)[] < Nlly2 — w1 ]-
Selon (2.4),7 est une contraction, par conséquent le Théoréme assure que le
probléme (2.1)) admet une unique solution.
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2.2 Exemples :

Donnons deux exemples pour illustrer des résultats.

Exemple 2.1. Considérons le probléme fractionnaire

CD% %y(x) 71'_+x + —Sln2|y( )| S e [07 2]7 (25)
[y (5 + Lsin2ly(0)]) di]
y(0) = %- (2:6)
Soit
2

Y(w,y) =

Il est évident que v est continue , pour chaque x € [0, %], et y1,y2 € RT on a

1 T
~sin?2 0, = R+,
— 5 sn y,x € | ,2],y€

1 . )
W(x,y2) —V(z,11)] = g|81n2yz(t)—sm2y1(t)l
< -l
= 5 Y2 — Y1|-

Donc Uhypothése (As) vaut pour k = % on peut vérifier ¢a

Y(x y)_?jT

Alors par Théoréme nous concluons que le probleme a au Moins uUne
solution sur C([0, 5], R).

Exemple 2.2.
1 22, ly(e)
“Driy(r) = — 220 WOl e 0,1, (2.7)
[f < 24t ly(®)] )dt]
0 \ 2722 T 532y
y(0) = 2. (2.8)
Soit
2+x Y

Y(z,y) = €[0,1],y € RY,

1+x2+3+y’
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il est claire que la fonction 1 est continue, pour chaque x € [0,1] et y;,y2 € RT
on a

Y2 U
x,y2) — Y(x, = —
[(x,y2) — Y(z,51)]| |3+y2 3+y1|
3y2 — 3y1|
T B+w)B+y)
1
< |y —
= 3|3/2 Y|
donc Uhypothése (As) vaut pour k = % on peut facilement voir ¢a
3 7
- < < —.
5 S V() < 5
Donc nous obtenons X
272 2
N* fry 3 e -,
F(i) m
et 1 1((3)2 7\2
_3x5(3) +2(§))N*:%X\/§<1
((%)2)2 243 T '

Par conséquent du Théoréme le probleme admet une unique solution dans
C([0, 1], R).



CHAPITRE 3

LL’EXISTENCE DES SOLUTIONS DU PROBLEME
AUX LIMITES, AU SENS DE KATUGAMPOLA

Dans ce chapitre, nous traitons l'existence des solutions pour deux problémes
aux limites, non linéaire et implicite, des équations différentielles fractionnaires
comme suivant :

{ wit) + ot w(t) =0, teJ=[ab,l<v<2p>0, 51)
(a) = w(b) =0,

{PD”w() U(t,w(t),, D'w(t) =0, teJ=[ab,l<v<2p>0, 52)
w(a) =w(b) =0,

ou ?D" est la dérivée fractionnaire de Katugampola d’ordre v,¢ : J x R — R,
U:J xR xR — R sont des fonctions données et 0 < a < b < 0.

3.1 Reésultats principaux

[2] Pour I'existence des solutions des problémes (3.1))et (3.2)) nous avons besoins
des lemmes auxiliaires suivants.

Lemme 3.1. Soient 1 <v < 2,p > 0,et x € C(J,R) une fonction continue.
Alors le probléme auz limites
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PDYw(t) = —x(t) teJ1<v<2,p>0 (3.3)
w(a) =w(b) =0 '
admet une unique solution donnée par
b
Mw:/cmﬁn@@
ou G(t,s) : [a,b] X [a,b] — R est la fonction de Green définie par :
v R () L Y (7 “‘1} Pl a<s<t<b
Il [t e e Gt B ETELEL R
P) | (5=)" (7 = st a<t<s<b,

Preuve. Soit w une solution de (3.3]). D’aprés les lemmes et on obtient

1—v t v—1 v—2
p ot ﬂ—w) (V—M)
w(t) = — tP — s” sP s)ds + a ( +a .
( ) F('U) L ( ) X( ) 0 P 1 P

Aprés avoir appliquer les conditions aux limites, nous obtenons a; = 0, et

b
apg = = ap)lvlp(v) / (b — s°)""LsP Iy (s)ds.

Donc
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On peut écrire w(t) comme suit :

ft) = ﬁ g [(ZZ ) [ et

)Py (s)ds

@\

" (tp - ap) b(bp — 7)o Py (s)ds]

b — aP

([ (2) e —ear

T R !

br — aP

Ca donne G(t,s) de (3.4)).

Lemme 3.2. La fonction G(t,s) donnée par avec 1 < a < 2,p > 0 satisfait
les propriétés suivantes

1. G(t,s) >0, pour t,s€J,
b1 .
2. supG(t,s) =supG(s,s) < —— [p(b” —a”)]" .
Sup (t,s) ﬁg( ) nw”< )]

Preuve. On peut écrire la fonction G(t, s) définie par (3.4) comme suite :
2 —ap "N e — g\
1-v — (b° — sP) s, a<s<t<b
p b — qr bp — gP
G(t,s) = —
I'(v) (t” —a

b — aP

v—1
) (b? — sP)vlsPL a<t<s<hbh.
On définit

1-v
G(t,s):p {G1(t,sg, a<s<t<b

On démontrons que G(t,s) > 0.
Il est évident pour Gy(t, s) > 0, et pour ¢, s € [a,b] on a

#—aP\U! pe — ¢p 01
(b=w) “lhw)
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P gP v—1 bP — P v—1
=) 1]
et de
b —a’ > b — s
ensuite
P — aP v—1 P gP v—1
=) (=) =
bp — aP bp — gP
ce qui implique que G4(t,s) > 0. Nous avons donc établi que G(¢,s) > 0.
Pour montrer que G(t,s) < G(s, s) pour chaque s,t € J et t < son a
1 v—2
86712(757 S) _ p(U — 1)tp tr—a” (bp o Sp)vflspfl > 0.
ot (bp — ar) b? — aP
Ainsi G est croissante sur a < t < s < b, donc on obtient
G(t,s) < G(s,s) pour tout s,t¢€ a,b], avec t<s. (3.5)

Pour tout s,t € J et s <t on obtient :

G (t, s) (tr —aP)" (tr— P e
P S A -1 — P _ gP\V p
at p(U ) [(bp _ a/))v71 (bp _ SP)U71 (b S ) (ts)

oo [(=2) - (522

p _ gp\v—2
(=)
(be — ar)o1

(b — sP)" " (ts)P L.
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Il est évident que
P —a” b’ — a”
P —gp — T hp —gP 21
et donc
P aP\V? p_ oo\ VL
(t a ) <1 (b a ) > 1.
tP — gP b — gP
Alors
(tp_ap)'u—2 (bp_ap)v—l
— < 0.
P — gP b — gP -
Ce qui implique
ot -
et G est décroissante sur a < s <t < b. Donc on obtient
G(t,s) < G(s,s) pour tout s,t¢€ [a,b],avec s<t. (3.6)
D’apreés (3.5)) et (3.6) on déduit que
1—v PP v—1
_Pr s —a P opyo—l p—1
G(t,s) < G(s,s) = ) <bP — af’) (b — ") s (3.7)
b1 1
Maintenant, il reste & montrer que G(¢,s) < ) [p(b" —a”)]""" . D’apres 1'
v
on trouve
sup G(t,s) < sup G(s,s)
s,t€la,b) s€la,b]
1-v
P v—1 _p—1
< b — P p
— I'(v ( )
1—-v
P -1 _p—1
< B — P\ 1gP
ST T
b bP p 1
< — aP)]v
< Frglottr o)

Donc nous avons terminé la preuve.
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3.1.1 L’existence des solutions pour un probléme non li-
néaire
Dans cette partie on s’intéresse a l'existence de solution du probléme (3.1)).
Définition 3.1. On dit que la fonction w € C*'(J,R) est une solution de St w
satisfait I’équation PD w(t) = —@(t,w(t)) sur [a,b], et la condition w(a) = w(b) =
0.

Le premier résultat est basé sur le théoreme du point fize de Banach.

Théoréme 3.1. On suppose que
(C1) ¢ est continue.
(C2) I eziste une constante K > 0 tel que

|¢(t7w2) - ¢(taw1)| S K|w2 — W1

pour tout wy,wy € R et t € [a,b].
Si
(b— a)Kb—!

I'(v)
Donc il existe une unique solution du probléme .

= (b — @) < 1.

Preuve. On transforme le probléme (3.1]) en probléme & point fixe . On consi-

deére opérateur ¢ : C'([a, b], R) — C([a, b],R) défini par

blw)(t) = / G(t, 3)9(s, w(s))ds. (3.8)

Soit G(t, s) la fonction de Green donnée par (3.4)). 11 est claire que le point fixe de
1) est une solution du probléme (3.1)). On montre que ¢ est une contraction.
Soit wy,ws € C([a,b],R). Pour t € [a, b] on obtient

() (t) = (Pwn)(t)] S/ G(t, s)|(d(s, wa(s)) — d(s, wi(s))lds

< K/ G(t, s)|wa(s) — wi(s)|ds

bt 2

<K (U) b /|w2 — wq(s)|ds

(b—a)Kbr!
(

S0 [p(b" = a”)]"Hws = wi oo
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Donc
[Pws — P [leo< Yl|wa — wi[oo-

Comme v < 1, 'opérateur 1 est contractant. D’apreés le théoréme du point fixe de
Banach, le probléme (3.1)) admet une unique solution.

Maintenant nous donnons un résultat d’existence basé sur le théoréme du point
fixe de Schauder.
Introduisons d’abord Bs, le sous-ensemble fermé, borné et convexe de C(J,R),
défini par

Bs :={w € C(J,R) : ||w]|< 6}

Théoréme 3.2. On suppose que (C1) et (C2) de Théoréeme [3.1] sont vérifiés, et

ymaxes (s, 0)]
K(1-) <0 (3.9)

Alors le probléeme admet au moins une solution.

Preuve. Soit 'opérateur v défini a partir de (3.8]). On va montrer que 1 satis-
fait les hypothéses du théoréme du point fixe de Schauder. La preuve sera donnée
dans ces étapes.

L’étape 1 : ¢ est continue.
Soit {w,} une suite telle que w, — w dans C(J,R). Alors pour tout ¢t € J,

b
|(Yen) () — (hewn) (t)] S/ G(t, 5)[(¢(s, wn(s)) — d(s,w(s))lds

b
< K/ G(t, s)|wn(s) — w(s)|ds

(b—a)Kbr—! o
< T[P(b’)—aﬂ)] Hlwn = wlloo-
Puisque w,, — w, on obtient

|t(wn) — (W) |leo—> 0 quand n — oc.

Par conséquent 1) est continue
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L’étape 2 : ¢(Bs) C Bs.
Soit w € Bs. On montre que Yw € Bs. Pour tout t € J, on a

b

(W)@ =1 [ G, 5)p(s,w(s))ds

/ Gt 5)|6(s, w(s)) — 6(5,0) + 6(s, 0)|ds
< / G(t,5) (16(5,9(5)) — B(s,0)| +]6(s,0)]) ds
b
< [ 6tt.s) (Klille + malos 00 ) s

b
< / G(t,s) (K5—|—ma}<|qb(s,0)|) ds
a sE
(b — a)bp—l v—1
< T YT b — P
S Ty P @) KO+ maxle(s, 0)]
alors d’aprés (3.9)), on a
[Ywlloe <6,
ce qui signifie que ¢(Bs) < Bs.
L’étape 3 : ¢)(Bjs) est un ensemble équicontinu de C'(J, R).
Soit w € Bs,t1,ty € J avec t; < to. Alors

b

b
((Yw)(t2) = (pw)(t)] = | [ G(t2, s)p(s,w(s ))ds—/ G(t1, 5)¢(s,w(s))ds

/ Glt, 5) — G(t1, 5)||6(s, w(s)) | ds
b
< (K5+r§€a;<|¢<s,o>|) [ 16025 - Gt ).

Comme t; —> tq, le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. D’apres le
théoréme d’Arzela-Ascoli, ¢ est complétement continu. Par conséquent on déduit
a partir de théoréme du point fixe de Schauder que v a un point fixe w qui est la
solution du probléme (3.1)).
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3.1.2 L’existence des solutions pour un probléme implicite

dans cette partie nous intéressons a I’existence des solutions au probléme (3.2]).

Définition 3.2. Une fonction w € C'(J,R) est dite solution de st y satisfait
I’équation P D w(t) + ¢(t,w(t),” D'w(t)) = 0 surfa,b], et la condition w(a) = w(b).

Théoréme 3.3. Supposons que
(A1) U est continue.
(A2) Il existe une constante k* >0 et 0 < I* < 1 tel que

’\I/(t,wg) — \I[(t,WQ)‘ < k*\w2 — CU1| + l*|w2 — W1

pour tout wy,wy € R, et t;nfa,b).
Alors le probléme admet au moins une solution.

Preuve. Nous démontrons que N satisfait les hypothéses de théoréme du point
fixe de Schauder. On transforme le probléme (3.2]) en un probléme a point fixe. On
considere 'opérateur

N : C([a,b],R) — C([a,b],R) défini par :

N(w(t)):/ G(t,s)o(s)ds, (3.10)

ou G(t, s) est la fonction de Green donnée par (3.4) et o(s) = ¥(s,w(s),o(s)). Il
est clair que les points fixes de A/ sont des solutions du probléme (3.2)). Soit D, un
sous ensemble fermé et convexe de C(J,R) défini comme :

D, = {we C(JR) : ] < 7}.

Le reste de la preuve sera donné en quatre étapes.
L’étape 1 : N est continue
Soit{wy,} une suite telle que w,, — w dans C'(J,R). Pour tout ¢t € J, on a

b
(Newn)(t) = (Nw)(?) =/ G(t,s)(on(s) = a(s))ds,

on(8) = W(s,wn(s),0n(s)),
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et
o(s) =¥(s,w(s),o(s)).
Selon (A2) nous avons

|on(s) = o(s)] < K lwn(s) = wls)| + Flon(s) = a(s)];

donc

*

7u(s) = ()] < T

len(s) = (o))

alors on obtient

[(Nwn)(t) — (Nw)(B)] = / G(t,s)on(s) —a(s)lds

< l’fl*/a G(t, 8)|wn(s) — w(s)|ds
okt
< W[P(b —a”)]" [Jwn(s) = w(s)lloc-

puisque w, — w on a [[(Nw,) — (Nw)|le — 0 quand n — .
Donc N est continue.

L’étape 2 : N transforme tout borné a un borné de C(J,R) .
Soit w € D,. Pour tout ¢t € J on a

(Nw)(8)] = / G(t, 5)o(s)ds

b
< [ Glolots)lds
D’aprés (A2) on a

lo(s)| =¥ (s,w(s),o(s)) — ¥(s,0,0) + ¥(s,0,0)]
< K w(s)] + IF|o(s)|+|P(s,0,0)]
< E*lw(s)]4+[¥(s,0,0)|

- 1—1*
< Fllwlloc + maxse s [¥(s, 0, 0)]
- 11

L Fllolls + 9
- 1—1*



L’existence des solutions du probléme aux limites, au sens de

30 Katugampola
ou
U* = max|¥(s,0,0)|.
seJ
Alors
Eflwfloo + ¥
o) < K=t P,
E*||w||oo + ¥*
< Bl 2 Y, ) sup s,
1—10* s,tedJ
(b — CL) (k*T' + \I’*) v—1
< b — a” = N.
Ensuite

INwlloo < N,

Ce qui implique que N transforme les ensembles bornés en ensemble borné de
C([a, 0], R).

L’étape 3 : N transforme les ensembles bornés en ensembles équicontinus de
C([a, ], R).

En particulier N transforme D, en ensemble équicontinu de C([a, ], R).
Soit w € D,., et t1,ty € J avec t; < to, alors

/ ' Gty 8)o(s)ds — / ’ Gt s)o(s)ds

b
< / (Glta,5) — Gty 5)|o(s)|ds

(Nw)(t) = (Nw)(t2)] =

Frlwlloo + ¥

< ?/a (G(ta,5) = Gty 5)) ds.

Comme t; —> tg, le coté droit de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro. D’apreés le
théoréme de Arzela-Ascoli, N est complétement continue.

L’étape 4 : Limite bornée.

Il reste & montrer que

S={w e C([a,b,R) : w=IN(w),avecd < X\ < 1}
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est borné. Soit w € S, et A € (0,1) tel que w = AN (w).
Pour tout ¢ € J on obtient :

w(B)] =N (W) (®)]

Ay
/Gts|a )|ds

(b— a) [p(b? — a#)]"~ b~
= (- )(0)

(K*y + )

Donc

|w]|so < 0.

Ceci montre que S est borné. C’est la conséquence du théoréme du point fixe de
Schauder, on déduit que A a un point fixe qui est la solution du probléme ({3.2)).

3.2 Exemples

On donne deux exercices avec des solution

Exemple 3.1. On considére le probleme aux limites non linéaire suivant :

ED3u(t) + ﬁmT% =0 tel0n], (3.11)
w(0) =w(m) =0
Soit
ot w) = sin w

4+ cosw’
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il est clair que ¢ est continue pour tout t € [0, 7], et wy,ws € R on trouve

sin wo sin wq

|¢(t>w2) - ¢(t7w1)| =

4 4+ cosw B 4 + coswy
|4(sinwy — sinwy ) + (sinws cosw; — sinwy cos ws)|
B (4 + cosws)(4 + coswy)
4| sin wy — sin wy |+| sin(wy — wy)|
(44 coswsy)(4+ coswy)

1

< 9 (4] sinwsy — sinwy |+|sin(ws — w1)||)
1

<3 (4lwz — wi|+|wz — wi])

< Slus —

< glwz —wil.

Alors Uhypothese (C2) est valable pour k = %. Puisque

3| = <1

on déduit par le Théoréme que le probleme a une unique solution.

Exemple 3.2. On considére le probléeme de valeur limite implicite suivant :

sDu(t) + sin® u(t) + (3.12)

u(0) = u(1) = 0.

On définit la fonction continue ¥ par

1
U(t,u,v) = gsin2u+$,t€ la,bl,u e R v € [0,00).
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Pour tout t € [0,1], wuj,us € R et wy,vy € [0,00[,0n trouve

1 . Uy : U1
W (t —W(t = | = sin? — —sin®uy —
(1, 0, 02) — Ut 1, 01)| ]3sm ot g st U
L. . Vg vy
< DlainZ o — sin2 _
_3]sm ug — sin u1\+'2+vz o
1
Sglsinu2—sinuleian—{—sinul\
U2 — U
+2
‘(2+Uz)(2+vl)
< ZJsinus — sin| + 5fos
=3 SI111 U9 S11 Uq 5 (%) U1
2

1
S g’Ug _ul‘ + §|U2 —U1|.

Alors (A2) est vrai pour k* =% et 1* = 1. D’apres le Théoréme on déduit
que le probléme admet au moins une solution.



CHAPITRE 4

\_ L’EXISTENCE DES SOLUTION DU PROBLEME
AUX LIMITES D’ORDRE FRACTIONNAIRE

[8] Dans ce chapitre , nous considérons le probleme de valeur aux limites suivant
pour les équations différentielles implicites au sens de Katugampola de la forme :
PDYu(t) = W(t,u(t),” D*u(t)),t € J =la,bl,1 <a<2,p>0,
cu(a) — diu/(a) = uy, (4.1)
cou(b) — dou/ (b) = ua,

ou ?D* est la dérivée fractionnaire généralisée d’ordre a, ¥ : J X R x R — R, est
une fonction donnée, ¢y, co,dy,do,u,us E Ret 0 <a < b< oo.

4.1 Principaux résultats

Le lemme suivant est essentiel pour énoncer et prouver notre résultat principal.

Lemme 4.1. Soient 1 < a <2, p >0 et € C(J,R) une fonction continue. Le
probléme de valeur limite

eDou(t) = Y(t), teJ

cu(a) — diu'(a) = u. (4.2)
cou(b) — dot' (b) = g
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a une solution unique donnée par

t
lt) =2~ b+ [ KE(S)(s)ds.
1 a

ol . .

« P - a—1_p—1 tr—a’ o

K _ W gP P _
t (S) F(O[)< S ) S 9 Ot ( P ) ’
1 [ couq b o a —1 7 a—1
Qba,b = 5 C_1 — U2 + Kt (s)w(s)ds , K(S) = CQKb (S) — dgbp Kb (S),

et

be — aP\ 2 b — qr\ 1
6:d2(()é—].)bp_1< a) —CQ( a) .
p p

Preuve. Soit u satisfait (4.2 alors , du Lemmes et (1.3) on a :
' —a’ p [t 1 _p-1
u(t) = ap+a ( ) + / (tF — s”)* P h(s)ds
p I(a) Ja
tP — a” t
= ap+a ( ) +/ K[ (s)Y(s)ds.

P
Alors
/ p—1 tr—a” o p—1 ! a—1
u'(t) = ar(a—1)t P +1 Ky (s)y(s)ds.
Pour cela
u(a) =ag, et u'(a)=0.
Alors on a

cu(a) — dyu'(a) = crag = uyq,
il s’ensuit que
Uy
ag = —.
(&1

Dans autre coté nous avons

b’ — a”

a—1 b
cau(b) = caag + caaq ( ) +co [ Ki(s)Y(s)ds

et

/ (0P —a” o 0
dou' (b) = dyay (o — 1)b° ( ) + dyb’ / Ky (s)Y(s)ds.
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Alors nous obtenons

g P a—1 P _ P a—2
cou(b) — dau! () = caa9 + caaq (b p a ) — dyar (o — 1) (b - a )

+ / [ K71 (s) — dobP T K71 (s)] W(s)ds = us

p_ e\ o1 o _p\ a2
= %+026L1 (b a ) —dgal(a—l)b"_l (b a )
p p

+ / [ KM (s) — dob? ' K1 (s)] ¢0(s)ds = us

bW — af —2 bp_pa—l
- aw (52) T (59)7)
1 P P

b [ kg6 - b )] vl

De cou(b) — dot/(b) = us, on en déduit que :

@ = %(62—?1—1@4—/&1) [e2 KoY (s) — dob? K Y(s)] w(s)ds)
= H_‘ 2T / (ke ) - K >>¢<S>ds]

|

B

Alors on obtient

T —
u(t) = %—U2+¢a,b< a) /K“

= ——u2+¢ab0t+/K“ Yib(s)ds

Ensuite , nous pouvons accomplir le but souhaité ,qui compléte la preuve .

A raison de simplicité, nous avons besoin de la proposition suivante qui est trés
utile dans ce qui suit.
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Proposition 4.1. Pour 1l <a <2, ett,scJ on a

. t a o (bP—aP)*p~®
(i) [IKp(s d5(<.[ K (s)ds = ——7a%ﬁL—;

(ii) f Ky (s)ds = & (b”—ap)a L

(iii) [ |K(s)|ds < %uczw — ) + |da| ") = K.

Preuve. La preuve de (i) et (ii) est immédiate , il reste & prouver (iii) . En
effet nous avons

b b
/|K(s)|ds = /|02Kb°‘_1(3)—dgb’)_lK?_l(sﬂds

|62|p7 o |d2|bp71p17a o pya—1
S Tarp N Ty )
aP)e—1 p b — qf B
< Tl o )
b — af a—1 —«
<! r&)p (lca| (b — a®) + |da| pb"~") = K™.

Maintenant, nous sommes en position de premier résultat qui est basé sur le Théo-

réme (|1.5]).
Théoréme 4.1. On suppose que

(A1) est continue,

2) 1l existes des constantes >0et0<(<1 tel que :
(Ay) il existes d K>0et0<l<1 telq
’\I/(t, Ua, U2) — \Il(t,ul, 'Ul)‘ S K’UQ — ’U/I‘ + l|’U2 — V|,

Vo oup, v, u0, v ER et teJ.
Alors le probléeme a ou moins une solution .

Preuve Considérons l'opérateur y : C(J,R) — C(J,R) défini par

(xut)) = 8wy + Gopor + / K2 (s)(s)ds

C1

ou
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Etape 1 : y est continue.
Soit {u,} une suite telle que u,, — u dans C'(J,R) .alors pour tout ¢t € J on a

b
Oaun)(®) = ) (O] = |5 [ K(9)(Wals) — o(s)ds
+ | K(s)(n(s) — ¥(s))ds
< % K (5)][thn(5) — (s)|ds

¢n(3) = \Ij(t’ un(s)a ¢n(3)>

En vertu de (Asz), nous avons

[¥n(s) —(s)| <

Il s’ensuit que

* b
(xun) () — ) (8)] < i(ﬂ+ Kz?(s)ds> () — u(s)|

P _ P\ _
il a>)uun ]

Puisque u,, — u, on obtient ||(xu,) — (xu)|lc — 0 comme n — oo .donc y est
continue.

<
- 1-1

Etape 2 : y transforme les ensembles bornés en ensembles bornés dans C(J,R).
il suffit de monter qu’il existe une constante positivern pour r > 0 telle que pour
chacun u € D, = {u € C(J,R),||ulloc < 7} on a ||xullec < m . en effet pour
chaque t € J et u e D,.

on a

Coly

I(cu(®)] = r——u2+¢abat+/m (5)ds|
1

IN

|%| + |ua| + [Pap|ow +/ K (s)lw(s)|ds.
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Selon (A3) nous avons

¥ (s)l

Dans l'autre coté, nous avons

|¢a,b‘

Alors

| Oxu())]

Il s’ensuit que

IN

IN

IN

IN

IN

|W(s,u(s),(s)) —¥(s,0,0)+ ¥(s,0,0)]
kllulloo + sup,e s [¥(s,0,0)]

kr + U*
1-1

ColUy

&1

ColUy
1

1—1
ou WU =sup|¥(s,0,0).
seJ
b
K(s)u(s)is) |

sl + | b Kl

k P+ b
tlul + 5 [ K Glas)
kr 4+ U*)k* .
+ |ug| + %) = ¢y p-

kr + W+ [
+ ”UQ’ + ¢Z,bo—b + %/ Kta(s)ds

kr + 0+ [°
+ |uz| + ¢ 400 + 1—_1/ Ki'(s)ds := m.

Ixulle < m.

Ce qui implique que x transforme les ensembles bornés en ensembles bornés dans

C(J,R).

Etape 3 : associe des ensembles bornée a un ensemble équicontinu de C'(.J,R).
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Soit u € D, (comme définie & I’étape 2 ), et 1,1y € J, avec t; < tg, alors

Ixu(tz) — xu(ty)|

< 0t2|+ ds—/ ds
t1
< ¢Z,b|0t2_at2|+/ (Ka Ka dS—l—/ ds
* kllufloo + W a e
< duglon, — o + = )/<Kt2—Ktl><s>ds+/ K
a t1

(kr 4+ W*)p~
(1-DC(a+1)

< Paplon, — onl + [2(t5 — 1) + (] — a”)* — (t5 — a”)"].
Comme ty — tq, le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro .

En conséquence des étapes 1 a 3 avec le théoréme d’Arzéla-Ascoli , nous concluons
que x est complétement continue .

Etape 4 : Limites a priori . On montrer qu'il existe un ensemble ouvert @ C
C(J,R) avec u # Ax(u) ou A € (0,1) et u € O .
Soit u € C(J,R) et u = Ax(u),avec A € (0,1), alors pour chaque ¢t € J on a

ColU ¢
u() = A2 st [ K
Col
< |22 +|u2\+\¢abyab+/ K2(s)|w(s)|ds.
kr 4+ U*
S 62U1 —|—|UQ|+¢ab0'b+r—/ Kb d
Donc
[u]loo < m.
Soit

O={ueC(JR): |ulle <m-+1}.
En choisissant O, il n’y a pas de u € 00, tel que u = Ax(u), pour A € (0,1).En

conséquence du Théoréme (4.1) et de 'alternative non linéaire du Théoréme du
point fixe de Leray-Shauder, y a un point fixe u € O qui est une solution de notre

problem (4.1)) .
Le deuxiéme résultat est basé sur le théoréme [.9
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Théoréme 4.2. Supposons que (A1), (Az) et
/{ZO'(,K*
0= ———-<1. (4.3)
01(1 1)

Alors le Probléme admet au moins une solution.
Preuve : Soit
M={ue C(J,R): ||ulloc <71 +712 <71},

ou

ColUq (kr + \I;*)p—a

L= + [ug| + cb?;,bab, e =

Nous définissons deux opérateurs Sy et Sy par

Coll
Siu(t) = % — Uz + Pa 0y,
1

et
Syu(t) = / K () (s)ds,

ou

(s) = W(s,u(s),P(s))-

Etape 1 : Nous allons montrer que Sju + S,v € M.
Soit uy, ug, v1,v9 € M, et t € J, alors on a

CaUy

|Siu(t)] < | T [ug| + |¢ap|o
1
Col
< Skl R [ua| + [Pap|on
C1
CoU
< =1 + |U2’ + sz’ba'b
C1
S T,

1-T(a+1)
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et
t
Sat)) < [ Krs
(kr + ¥*)
= 1.7 /Kbs
< (kr +U*)(b» — a?)p~ @
- (I=Dl(a+1)
S Ta.
Par conséquent
[S1u + Savflee < [[S1tflo + [[S20][o
< g
< r

On déduit que Siu + Syv € M.
Etape 2 : 5] est une contraction sur M.

Pour chaque t € J,u,v € M, 1(s) = ¥(s,u(s),¥(s)) et ¢(s) = V(s,u(s), #(s)), on

a

[S1u(t) + Spo(t)| =

IA
=[S
\

E

€

E

V)

IN

T /|K lluls) — v(s)lds

kO'bK*
mW(S) —v(s)].

IA

Par conséquent
ko bK *

01(1 —1)
De (4.3), on déduit que S; est une contraction.

|S1 4+ S2v||0e < v — v||oo-

Etape 3 : S, est compact.
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Il est claire que Sy est continu et uniformément borné sur M(||Sqttl|oe < r2).

Il reste & montrer que Sy transforme un ensemble fermé & un ensemble equicontinu
de C(J,R).

Soit u € M et t1,ty € J avec t; < tq, alors :

Sult) + Saulta)| = | [ Ka(s)wloyds— [ Kg(opwis)as

/ (K — K2 (s)p(s)ds + /t CKE (s)u(s)ds

(Klulloo + )
- 1-1

(kr +¥*)p=@
- (1-DI'(a+1)

t1 to
/ (Kg—Kg)(s>ds+/ K2 (s)ds
a t1

[2(t5 =) + (#1 — a”)* — (t5 — a”)].

Il est évident que depuis t5 — ¢, nous obtenons |Syu(t;) + Sau(tz)| — 0 donc Sy

est compact.
De Théoréme (4.2) nous conclurons que notre probléme (4.1)) admet une solution
dans C'(J,R).

4.2 Exemples

Exemple 4.1. On considére le probleme de frontiére suivant

() =3, (44)

Soit la fonction U définie par

1
+ —tanv, wu,v€E€RT, te[O,g].

V(t u,v) = 5+u 2
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Evidemment la fonction U est continue , maintenant nous vérifions Uhypothése

Az. En effet, pour chaque t € [0, 3] et u,v € RT , on a

1
\W(t, ug, v) — WU(t,us,v1)| = ‘5 —1:2u2 —: j_lm + §(tanvg — tanvy)
5(U2 —ul)

1
+ §|tanv2 — tan vy |

<

B ‘(5+U2)(5+U1)

< Ly — ] + 2o — v
— U9 — U — Vo — V1.

-~ 5 2 1 3 2 1

Par conséquent (As) est valable pour k = % et |l = % alors, d’apres le Théoréme

le probléme admet au moins une solution.

Exemple 4.2. On considére le probléeme de frontiére suivant

i Dhu(t) = — )

u(0) — o/(0) = (4.5)

1
u(l) + /(1) = 1.
On définit la fonction ¥ par

u+v
3+v 34w

U(t, u,v) = , u,v €RT, tel0,1].
U9 X (%) B (51 _ (%1
3-’-1)2 3+U2 3—}-1)1 3—|—U1
3UQ + U9V — 3U1 — U1V
(3 + UQ)(3 + UQ)

1
S §(|3U2 — ?)Ul‘ + |3U2 — 31}1‘)

|\I/(t,U2,U2) — \Il(t,ul,vl)| = ‘

31}2 + Vo — 3’(}1 — UgVq
(34+v1)(3+uy)

1
< g(!UQ — | + |vg — v1]).

N
2V2 7 s/Zr3) 45 x V2 1
5.2  32V3
3 X \/; X 3 \/_\/7_1.
Par Théoréme nous conclurons que le Probléme admet au moins une
solution.

1
3 X




CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié 1’éxistence et 1'unicité des solutions
de quelques problémes aux limites , l'intégrale et la dérivée au sens de Caputo-
Katugampola et Katugampola, nous les illustrons par des applications . Les resul-
tats obtennus sont basés sur I'approche du point fixe.
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