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Introduction

L’intégration au sens de Bochner est utilisé dans plusieurs branches ma-
thématiques comme la théorie de probabilités, Analyse fonctionnelle, équa-
tions différentielles dans des espaces vectoriels, théorie de semi-groupes pour
opérateurs linéaires, ...A la fin du dix-neuviéme siécle, la théorie d’intégra-
tion de Riemann devient insuffisantes et ses limitations étaient apparentes
alors plusieurs mathématiciens célébres comme (Jardan, Borel, Young, ...) se
mettent en devoir de la généraliser. C’est ainsi que la communauté mathé-
matique adopta la théorie de Lebesgue, exposée dans une note fondatrice de
1901, puis développée dans le Cours Peccot en introduisant concept de me-
sure par Borel vers 1895. La théorie de la mesure et I'itégration de Lebesgue
seront ensuite perfectionnées et généralisées par de nombreux mathémati-
ciens du vingtiéme siécle, en particulier Carathéodory, Vitali, Radon, Riesz,
Hausdorff, Kolmogorov et Besicovich (par ordre chronologique approximatif).
Le cadre classique le plus simple pour définir une intégrale est celui des fonc-
tion en escalier sur un intervalle [a,b]. L’intégrabilitié au sens de Riemann
impose des conditions relativement fortes : Une fonction f :— R est inté-
grable si et seulement si, pour tout 8 > 0 donné, on peut subdiviser I'inter-
valle [a, b] en sous-intervalles sur lesquels 'oscillation de la fonction f dépasse
[ soit arbitrairement petite. Plus tard, Lebesgue montrera qu’une fonction
: [a,b] — R est Riemann intégrable si et seulement si I’ensemble de ses points
de discontinuité est de mesure nulle, au sens ou on peut l'inclure dans une
union d’intervalles ouverts dont la somme des longueurs est arbitrairement
petite.

Ces condition peuvent sembler assez faibles, puisqu’elles autorisent par exemple
une fonction qui ne serait discontinue qu’en une quantité dénombrable de
points. Mais il est facile de construire des fonctions bornées ne remplissant
pas ces condition : le contre-exemple connu est la fonction indicatrice de Q,
ou sa restriction & un segment. Dans de nombreux problémes d’analyse, on
rencontre des fonction qui ne sont pas forcément Riemann-intégrables. Dans
la théorie de Lebesgue, la classe des fonctions intégrables est beaucoup plus
grande. par exemple, toute fonction bornée est Lebesgue intégrable.En outre,



sa théorie généralise bien celle de Riemann.

C’est par ce probléme que Lebesgue motive sa construction dans sa note
de 1901.L’intégrale de Riemann permet d’intégrer des fonction des fonctions
discontinues, mais ne permet pas d’intégrer n’importe quelle fonction déri-
vée,méme bornée c’est a dire si donc f est une fonction continue sur [a, b] et
dérivable sur ]a,b[ , il n’est pas garanti que I'identité

1) F(b) - f(a) = / f(tydt

ait un sens. En fait, divers auteurs (Volterra, Képcke, Brodén, Schoenflies)
ont construit des classes de fonction qui sont dérivables, avec une dérivée
bornée mais non Riemann-intégrable. Alors que sous des hypothéses simples,
dans la théorie de Lebesgue, la dérivation et I'intégration deviennent des opé-
ration inverses. C’est ainsi que I'identité (1) est automatiquement dés que f
est continue, dérivale sur [a, b] et de dérivée bornée.

Sachant qu’une limite de fonctions Riemann-intégrables n’est pas forcé-
ment Riemann-intégrable, méme si ces fonctions sont uniformément bornées
alors on ne peut pas échanger les opérations limite et intégrale. par contre
Lebesgue parvient a définir un concept de fonctions intégrables qui est in-
variant par passage a la limite. Par conséquent, sous des hpothéses simples,
I’échange intégrale-limite est presque automatique.

L’intégration par rapport a une mesure est une opération qui associe a une
fonction f & valeurs réelles, une valeur dans R.Une application a valeurs
dans R" se présente sous forme f = (fi, fo,..., fn), ou chaque f; est une
fonction. Intégrer une application a valeurs dans R™ revient alors & intégrer
chaque composante f; et & former le vecteur composé de ces intégrales. En
revanche, on se pose la question, qu’on est-il pour une fonction a valeurs
dans un espace de Banach de dimension infinie ? La définition de I'intégrale
de Lebesgue comme borne supérieure d’intgrales de fonction simples ne peut
s’étendre directement aux intégrales a valeurs vectorielles car elle utilise la
propriété d’ordre de R.

Partant de la théorie de I'intégration de Lebesgue pour des fonctions scalaire,
on développe dans ce mémoire, la théorie correspondante pour des fonctions
a valeurs dans des espaces de Banach.



Chapitre 1

Théorie de la mesure et intégrale
de Lebesgue

Dans cette section, nous introduisons les principaux outils qui seront utiles
dans toute la suite de ce travail.

1.1 Espaces mesurables

Définition 1.1.1 Une topologie sur X est une fammille T de parties de X
telles que :
oer, Xer
2) Si O....... O, €7, alors (O; €T

i=1
3) St (O;)ier est une famille quelconque d’éléments de T alors |JO; € T

i€l

Les éléments de T s’appellent les ouverts de X. On dit que (X, T) est un
espace topologique

Définition 1.1.2 (Les voisinages)

Soient (X,T) un espace topologique et a € X. On dit qu’une partie V de X
est voisinage du point a s’il existe un ouvert U contient a et inclut dans V.
On note V(a) la famille de tous les voisinages du point a.

Définition 1.1.3 (L’adhérence)
Soit (X,T) un espace topologique et soit A une partie de X et x € X.On dit

que z est adhérant a A si tout voisinage V de x dans X contient un point de
A.

On note A Uensemble de tout les points adhérunt a A.



Définition 1.1.4 (Densité)
Une partie A de X est dite dense si A= X avec A= X est l'adhérence de
A.

Définition 1.1.5 (Dénombrabilité)
Un ensemble A est dit dénombrable s’il est en bijection avec [’ensemble N.

Définition 1.1.6 (Séparabilité) Un espace X est dit séparable s’il contient
une partie dense et dénombrable.

Ezemple 1.1.1 : (R,|.|) est séparable car il contient Q qui est dense et
dénombrable.

Définition 1.1.7 Soit X un ensemble. On appelle tribu ou o-algébre sur
X une famille M de parties de X possédant les Propriétés suivantes :

1) XeM

2) si A€ M, alors A° € M (ou A° = X\A est le complémentaire de A
dans X )

3) st A, e M V¥n eN, alors |J A, e M

neN
Les élements de M sont appelés les parties mesurables de X. On dit

que (X, M) est un espace mesurable.

Conséquence.
1)@ e M car X e M
2) Si A, € M, Yn €N alors (A, € M (car () A)¢ = U AY)

neN neN neN
3) M est stable par intersection ou union finie.

4) Si A et B sont mésurables, alors la différence non symétrique

A\B=ANB° e M.

Evidemment, tout ensemble X posséde des tribus, par exemple :
M =@, X la plus petite.
M = P(X) la plu grande.

Pour construire des tribus "intéréssantes” sur X, on utilise souvent le
résulta suivant :

Lemme 1.1.1 Soit (M;);cr une famille quelconque de tribus sur X, Alors

M = (M, est encore une tribu sue X.
iel



Définition 1.1.8 Soit F' une famille de partie de X. On note

o(F) = N M

M tribu sur X, M DF

Alors, o(F') est une tribu sur X appelée tribu engendrée par F.

Tribu borélienne.

Définition 1.1.9 Soit E un espace métrique (plus généralement topologique)
et O la famille des ouverts de E, On appelle tribu de borel ou tribu borelienne
et on la note B(E) la tribu engendrée par la famille O.

Autrement dit, B(E) = og(O).

Considérons plus en détail le cas de la tribu de borel sur R notée B(R).
B(R) contient tous les ouverts et tous les fermées de R.

B(R) contient les union dénombrables de fermées (ensemble F,).

B(R) contient les inersections dénomrable d’ouverts ( ensembles G ).

On peut montrer que la tribu B(R) a la puissance du continu. En conséquence,

B(R) # P(R).

Proposition 1.1.1 la tribu B(R) est engendrée par les intervalles ]a, 00|
pour a € R.

Preuve : Soit M la tribu engendrée par les intervalle |a,+oo[ ot a € R,
Par constriction M C B(R).

D’autre part Va € R on a [a,+oo[= (]a — =, +oole M. Par complémen-
neN
taire, | — 00, al= [a, +oo[°€ M. Par intersection, si a < b,

Ja,b[=] — 00, B[ [ ]a,+oo[e M

On sait que tout ouvert de R est une réunion au plus dénombrable d’inter-
valles de la formes | — 00, al,]a, b[, |a, +oo[, donc M contient tous les ouverts
de R et M D B(R).

Remarque 1.1.1 B(R) est engendrée par les intervalle |a, +oo[, a € Q. En
effet, pour tout a € R, il existe une suite de rationels (a,)nen décroissante

vers a et |a, +oo[=J,—]an, +00]

1.2 Définitions et exemples de mesures

Définition 1.2.1 Soit (X, M) un espace mesurable. on appelle mesure po-
sitive sur X une application p: M — [0, 4+00] vérifiant



1) w(@) =0;
2) Additivité dénombrable : si {A,},en est une famille dénombrable

d’ensembles mesurable deux a deux disjoints alors,

M(U A,) = ZM(An)

neN neN

et on dit que (X, M, 1) est un espace mesuré.

Commentaires.
-On dira souvent "mesure” au lieu de "mesure positive”.

-La condition (&) = 0 est nécessaire pour éviter des situations triviales.
Eneffet VAe M  ona A=AUSUSU...,donc u(A) = u(A) + > u(2).
neN
Proposition 1.2.1 (propriétés élémentaires d’une mesure positive)
1) Monotonie :Si A,B € M et A C B, alor u(A) < u(B)
2) sous-additivité :Si A, € MV n € N alors;

u(lJ A <3 n(A)

neN neN

3) Si A, e M,VneNetsiA, CA,1, VneN, alors

p(lJ A = Tim_p(A,)

n—+00
neN
4) St A, e M,Vn €N et si A, D Api1,Vn € N, avec u(Ap) < oo alors

/’J(ﬂ Ap) = lim p(Ay)

n—r—+00
neN

Démonstration :

1) On a B= AU (B\A), union disjointe d’éléments de M donc
w(B) = p(A) + n(B\A) = u(A). Si p(A) < oo, on déduit que
n(B\A) = u(B) — p(A)

2) Posons By = Ay et¥Vn > 1, B, = A,\ UZ;& Ag.

3) Posons By = Ag etVn > 1, B, = A,\A,_1. Alors les B, sont deuz a
deuz disjoints etV n € NA, = J,_, B.

4) Posons B, = Ao\A,Vn € N. Alors la suite {B,}nen est croissant
avec |J Bn = Ao\ \pen An- En outre, p(B,) = p(Ag) — pu(An) car

neN
1(Ag) < oo. ((par 3), on a donc



1(Ao) — N(ﬂ An) = N(U B,)
neN neN
Ezxzemples(Exemple élémentaires de mesures).
1) Mesure de comptage sur un ensemble X sur (X, P(X)), on définit
la mesure de comptage (A), A C X par
card(A) ,si A fini
p(4) = { W

00 , ST non

cette mesure est surtout utilisée sur des ensembles "discrets”
(N,Z,74,...).

2) Mesure de Dirac en un point.
Soit (X, M) un ensemble mesurable, avec X # & et soit x € X. On
définit p : M — [0, 4o00] par

1l sizeA, Ae M

n(A) =14 = { .
0 st non
On note souvent i = o,
Remarque : La condition p(Ayg) < oo du 4 de la proposition (1.2.1) est
nécessaire. En effet, considérons (N, P(N)) muni de la mesure de compatage

et considéronsA,, = {n,n+ 1,n+2,...}, alors A, D A,.1 et (A, = &,
neN

mais ¥Yn € N, p(4,) = +oo.

Théoréeme 1.2.1 (Mesure de Lebesgue sur R) : Il existe une unique
mesure positive sur (R, B(R), notée A, telle que

M[a, b)) =b—a,Va,beR,a<b

Remarque :
La mesure de Lebesque est diffuse A({zx}) =0,Vz € R

En effet, v = () ]|z — %,az + %[, donc par la propositoin (1.2.1), on a :
n=1

Me}) = Tim Az — 2+ 2) = lim 2 =0

n—-+oo n n n—+oo N

On dit aussi qu’elle ne charge pas les points(au contraire de la mesure de
Dirac).

Conséquences :

MJa, b)) = A([a,b]) = A(Ja,b]) = A([a,b]) =b—a si a<b

Les ensembles dénombrables sont de mesure nulle.



1.3 Complétion des mesures

Définition 1.3.1 Soit (X, M, ) un espace mesuré.

1) On dit que A C X est négligeable (pour la mesure p) si A € M et
u(A) =0.

2) On dit que la mesure p est compléte si tout sous-ensemble d’un ensemble
négligeable est encore négligeable.

Proposition 1.3.1 (complétion des mesures) Soit (X, M, ) un espace
mesuré. Soit M* [’ensemble de toutes les parties E de X telles qu’il existe
A, Be M avece AC EC B et u(B\A) =0.

On définit alors p*(E) = p(A). Ainsi, M* est une tribu sur X et u* une
mesure compléte sur M qui prolonge pu.

Remarque 1.3.1 Si E € M, et comme E C E C E, alors E € M* et
p(E) = u(E)

Définition 1.3.2 . On appelle tribu de Lebesgue sur R, et on note L(R),
la tribu qui compléte la tribu de Borel B(R) pour la mesure de Lebesgue A.
On appelle encore mesure de Lebesgue la mesure complétée

A L(R) — [0, o]

Théoréeme 1.3.1 (Mesure de Lebesgue sur RY.) Il existe une unique
mesure positive sur (R, B(R)), notée X, telle que pour tout pavé
P = [al,bl} X [az,bg] X ... X [ad,bd] C R, on ait :

d

AP) =1 = a)

=0

1.4 Théorie générale de I'inégration :

Maintenant que l'on a étudié la théorie générale de la mesure, et on ad-
mettant [’existence et ['unicité de la mesure de Lebesque sur R, On va pou-
voir définire, comme conséquence, une théorie de l’intégration, On construira
donc une intégrale a valeure dans R ou C, puis on comparera avec l'intégrale
de Riemann. Enfin, On donnera des théoréemes de continuité et dérivabilité

sur les intégrales dépendant d’un parametre avant d’étudier la fonction T’
d’Euler.



Définition 1.4.1 :Soit (X, M) et (Y,N) deuz espace mesurable .On dit qu’
une application f: X —Y est mesurable (pour les tribus M, N') si

fY(B)eM, VBe N
Cela rappelle la notion de fonction continue dans les espaces topologique.

Définition 1.4.2 .Soit (X, M)et (Y,S) deuz espace topologique On dit
qu’une application f : X — Y est continue si

f'(ByeM, ¥YvBeS

Les fonctions mesurables sont aux espace mesurables ce que les fonctions
continues sont aux espace topologique.

Remarques :

1) Si (X, M) est un espace mesurable, si Y est un ensemble quelconque et

f: X =Y, alors on peut toujours munir Y d’une tribu N telle que f
soit mesurable.
Evidemment, on peut prendre N' = {@,Y'} (et c¢’est la plus petite tribu pos-
sible). Un meilleur choiz est de poser N ={B CY | f7(B) € M}. Alors
Nest une tribu et c’est la plus grande tribu sur Y qui rend f mesurable. On
dit que N est la tribu image de M par f.

2) Si X est un ensemble quelconque, si (Y,N') est un espace mesurable, et
f X — Y, alors on peut toujours munir X dune tribu M telle que f
soit mesurable. Evidemment, on peut prendre M = P(X) (et c’est la plus
grande tribu possible). Un meilleur tribu sur X qui rend f mesurable. On
dit que M est la tribu engendrée parf.

Lemme 1.4.1 .

Soient (X, M) et (Y,N) deuz espace mesurables et f : X — Y. On suppose
que N est engendrée par une famille F de parties de Y, N = o(F) . Alors
[ est mesurable si et seulement si f~1(B) € M, VB € F.

Preuve. La condition est evidemment nécessaire. Supposons donc que
f~YB) € M,VB € F,et considérons la tribu image de M parf :

N={BcY|fYB) em

Alors N contient o(F) = N et en particulier, f est mesurable.

Cas particulier. Si X etY sont deux espaces topologiques munis de leurs
tribus boréliennes, une application f : X — Y mesurable est appelée
borélienne. Par le lemme, f: X — Y est borélienne si et seulement si,
pour tout owvert V. .C Y, f~1(V) est borélien. Si Y =R muni de la tribu de
Borel B(R), alors f: X =Y est borélienne. Si et seulement si

f~Y(Ja, +o0|) est borélienne pour tout a € R.

10



Ezxzemple 1.4.1 Soit (X, M) un espace mesurable, et soit A C X. On définit
la fonction indicatrice de A par

1A2X—>]R

1,4(:10):{1 six e A

0 st non
alors
Fsia>1
Va € R, (13" (Ja,+oo[ ) =¢ Asi0<a<1
X si a<0

Ainsi, 14 est mesurable si et seulement si A est mesurable (A € M)
Stabilité de classe des fonctions mesurables

Lemme 1.4.2 Si [ (X1, M) — (Xo, My) et g : (Xo, Ma) — (X3, M3)
sont mesurables, alors go f: (X1, My) — (X3, M3) est mesurable.

Démonstration. Evident car (go f)H(A) = f~1(g71(A)), VA C X3

Proposition 1.4.1 Soit (X, M) un espace mesurable (Y, T) un espace to-
pologique fi, fo : X — R des applications mesurables, et ® : R? — Y une
application continue.

Pour tout = € X, on note h(x) = ®(f1(x), fa(x)). Alors h : X — Y est
mesurable.

On pourrait formuler cela comme : " Une combinaison continue de deux
applications mesurables est mesurable”

Démonstration. Notons F(z) = (fi(z), fo(z)) de sorte que F : X — R? Alors
h = ®o F. comme est borélienne (car continue), il suffit de vérifier que F
est mesurable . Soient I, Iy, C R deux intervalles, et soit R=I1 x Iy C Rs.
Alors F7Y(R) = fy Y (L) N f; *(12) € M.

comme la tribu de Borel sur R2est engendrée par les rectangles de la forme
ci-dessus, on a que F est mesurable.

Corollaire 1.4.1 Soient f,g : X — R deux fonction mesurables, Alors
f+g, fg,min(f,g) et maz(f,qg) sont mesurables.

Démonstration. il suffit d’appliquer la proposition avec Y = R et (z,y) =
T+y xy min(z,y)  maz(z,y).

11



Corollaire 1.4.2 Si f : X — R est mesurable, alors fy = max(f,0), f- =
max(—f,0) et |f| = f+ + f- sont mesurables.

Corollaire 1.4.3 Si f : X — R est mesurable, et si f(x) # 0,Vx € X,

est mesurable

1
alors g définie par g(x) =
D= 50)
Démonstration. Soit Y = R\{0} muni de la tribu Borélienne, et soit ¢ :

Y =Y définie par ¢(y) = 1/y. Comme f: X — Y est mesurable et ¢ est
continue alors g=@o f: X — Y(ou R) est mesurable.

Corollaire 1.4.4 .

1. Une fonction f: X — C est mesurable, si et seulment si R(f): X - R
et 3(f) : X — R sont mesurables.

2. Si f,g: X — C sont mesurables, il en va de méme de f + g, fg et|f|

3. 81 f: X — C est mesurable, il existe une fonction o : X — C mesurable
telle que Ve, |a(x)| = let f = alf]

Démonstration (du 3)Soit A ={z € X | f(x) =0} = f~1({0}) € M . Soit
Y = C\{0} et o(z) = z/|z|, Yz € Y. On pose o : X — C une application
mesurable (comme composition de deux fonction mesurable) définie par

1 si x €A
a(r) = flx)
si v ¢ A
|f ()]
La fonction o ainsi définie convient.

Rappels sur R = R|J{—o0, +o0}
1.relation d’ordre : On munit R de la relation d’ordre sur R, complétée de

Va eR,—00 < a < 400

R est donc totalement borné.

Proposition 1.4.2 (Stabilité des fonctions mesurables par limite
ponctuelle).Soit (X, M) un espace mesurable et f, : X — R une suite
de fonction mesurable , alors

SUP fo,inf fu, imsup f,, iminf f, : X = R
n n n—oo n—oo

sont mesurable. En particulier, si f(x) = lim f,(z) existe Vo € X, alors
n—oo

f: X — R est mesurable.
Plus généralement, l'ensemble {x € X | lim f,(x) existe} est mesurable.
n—oo

12



Définition 1.4.3 :Soit (X, M) un espace mesurable .On dit qu’une appli-
cation mesurable f : X — R est étagée si f ne prend qu’un nombre fini de
valeurs.

En notant o, ..., o, les valeurs de f et Ay = f~Y o) pouri=1,...n, on a
donc

F=> aily, (1.1)
i=1

Exemple 1.4.2 la fonction indicatrice des rationnel 1g est wune fonction
étagée.

L’écriture (2.1) est unique aux renumérotation prés. Les aq, ...y, sont deux
a deuz distincts et les Aq,...A, sont deux a deux disjoints. Si f prent la
valeur 0, on peux omettre le terme correspondant dans la somme (2.1) Les
fonctions (mesurables) étagées sont exactement les combinaisons linéaires
finies de fonctions indicatrices d’ensembles mesurables. Si

N
f= Zﬁlek

avec B1,...0n € R non nécessairement distincts et By, ...., By € M non
nécessairement disjoints, alors f me pas prend qu’un mombre fini de valeurs
et posséde donc aussi une écriture canonique de la forme (2.1).

Proposition 1.4.3 Soit f : (X, M) — [0,+00] une fonction mesurable,
Alors il existe une suite croissante de fonctions (mesurable) étagée qui
converge ponctuellement vers f.

Démonstration. Pour tout n € N, on défini ¢, : [0, +oo[— [0. + oo| par

27"E(2") st 0<t<n
90n<t> = { ( )

n st t>n

ou E(x)désigne la partie entiére de x. il est claire que ¢, est étagée telle

que 0 < @, (t) < @nt1(t), ¥Vt € [0,+00]. On pose f, = ¢, o f, n € N, alors

fn est étagée, Vn € N, f,, < foi1 et fu(x) — f(z), Yx € X. En effet, si
n—oo

f(x) = 400, on a Vn, f,(x) = n. D’autre part, si f(zr) < oo et n > f(x)
alors  f(z) —27" < fu(z) < f(2).

Soient (X, M, p) un espace mesuré

13



Définition 1.4.4 Soit f: (X, M,u) — [0,+00] une fonction (mesurables)
étagée. On appelle intégrale de f (pour la mesure positive ) la quantité

[ fin =3t
=1
€[0,+o0]

ot f =" a;la, est Uécriture canonique de f

Lemme 1.4.3 Si 1, ..., 8x € [0,+00| et By, ..., By € M , et si

N
f= Z Bilpy
k=1
alors

[ fdn = )

Démonstration : On suppose vy, ..., Qy, B, ..., By 7 0.
— 1 er cas : Les By, ..., By sont deur a deux disjoints. Dans ce cas la, les

b1, ..., By parcourent {a, ..., an},
etonaA;= |J By et By CA < Bp =« Ainsi,
k/BrCA;

ZaiM(Ai):Zai< Z 1(Bk))

=Y > BBy

i=1 k,/BpCA;

= B By)

— 2 eme cas (cas général) : La o-algébre engendrée par les By, ..., By est

également engendrée par les ensembles C, ..., C,, deux a deux disjoint. On
définit
v = Z Br,7=1,....,m

k’/BkDCj

alors f = Z;nzl vile; avec Cy, ..., Cy, deuz a deuz disjoint . En outre,

ZﬁkM(Bk)225k( Z u(C5))

k=1 j/BkDC]'
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=D wC)( Y B

=1 k,/By2C;

= Z %‘N(Cﬂ

Notons e, l’ensemble des fonctions (mesurables) étagées sur X a valeurs
dans [0,4o00|. L’ application

<.

i:ep — [0, 400]

frs [ s

possede les propriétés suivantes:
i) Additivité :

Ju+oin= [ i+ [oanvrgee,
i1) Homogénéité :
//\fdu _ A/fd,Nf ce,VAER,

iii) Monotonie : Si f et g € e, et si f < g, alors

/ fdu < / gdp
En effet,

i) si f = ZO(Z[A et g = ZBJIB], alors f +g = ZaJA + Z@IB], et

Jj=1 Jj=

/(f +g)dp = Zai,u(Ai) + Zﬁju(Ba)

Z/fdu+/gdu

i1) C’est évident par définition de l'intégrale .
iii) suit de i) car

[ oan= /fdwr/g P> [ s

15
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1.5 Intégration des fonctions mesurables posi-
tives

Dans toute la suite (X, M, p) désigne un espace mesureé.

1.5.1 Définitions et théoréme de convergence monotone

Définition 1.5.1 Soit f : X — [0, 400]| une fonction mesurable. On appelle
intégrale de [ (sur X , pour la mesure p ), la quantité:

/fdu:sup{/hd,u |h€€+,h§f} € [0, o0

st B C X est une partie mesurable , on note aussi

/E i = [ f1edu

si f € ey, on retrouve bien la définition précédente de l'intégrale. Cette
intégrale possede de la monotonie : [ fdu < [ gdu si f < g.

Théoréme 1.5.1 (de la convergence monotone - Beppo-levi)

Soit f, : X — [0, 400] une suite croissante de fonction mesurables positives,

et soit f = lim f, la limite ponctuelle des f,. Alors, f est mesurable et
n—oo

/fduz lim /fndu
n—oo
Démonstration:

Comme [ fodp < [ fosrdp du fait de la croissance de (f,), la limite
o= lim [ fodp € [0,400] existe. Soit f = lim f,, alors f est mesurable, et

comme¥n , f, < f, ona

/fndﬂ§ /fdu,Vn:>a< /fd,u
par ailleurs, soit h € e, telle que h < f et soit ¢ €]0,1[ . On définit :
A, ={x € X|f, = ch(x)}

alors A,, € M (comme image inverse de [0, +oo] par f, — ch mesurable), et
d’autre part A, C Apir et U,y An = X. Or,

/fdu>/ fndu>/ chduz@/ hdu
An An An
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De plus, si h =} 3;ls,, on a
j=1

/A hdp =y Bip(Bj N Ay)

J=1

Comme on a une somme finie, on peut passer a la limite quand n tend vers

400 et on a
[ hau — > () = [ b
n ji=

Ainsi, a = ¢ [ hdu et ce Ve €]0,1[,Vh € ey telle que h < f . On prend

d’abord le sup sur c €]0,1] , puis le sup sur h € e;,h < f et on trouve

a> [ fdu.

Remarques:

— 1) Si f,, est une suite décroissante de fonction mesurables positives, et
si [ fodpu < 0o, alors on a

/ fdp = lim / fudn
n—oo

ou f= lim f,
n—oo

Preuve, appliquer le théoreme de Beppo-levi a la suit g, = fo — fn-
— 2) On rappelle que si f: X — [0,4+00] est mesurable, il existe une suite
croissante [, < fur1 € €4 telle que fr(x) —n 00 f(2), YV € X. Alors,

[ fin=tim [ fuda

L’intégrale des fonction mesurable positive vérifie :
- i) Additivité :

/(f+9)dM=/fdM+/gdu, Vf,g€e,.

En effet, soient (f,) et (gn) deuz suite croissante dans € telle que
fn — f etgn — g Alors fn+gn cer et fn+gn — f+g 07’,
n—oo n—oo

n—oo
Vi, [(fo+gn)dp= [ fadp+ [ gudp , on obtient donc le résultat en
passant a la limite grice au théoréme de convergence monotone.
— ii)Monotonie :Si f < g , alors

/fduéfgdu
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Corollaire 1.5.1 Soit (f,) une suite de fonction mesurables positive et
soit f =" fa, [:X —[0,+00]. Alors f est mesurable et

neN
/fduz Z/fndu

neN

c’est la propriété "d’additivité dénombrable”.

Démonstration Soit Fy = Zflv:o fn , alors (Fyx)n est une suite croissante
de fonction mesurable positive, et VN € N | on a

/FNdN:g)/fndﬂ

En prenant la limite quand N — 00, et en utilisant le théoreme de
convergence monotone, on obtient le résultat.

1.5.2 Propriétés de l'intégrale

Définition 1.5.2 (Terminologie) :Dans un espace mesuré (X, M, ), on
dit qu’une propriété P(z)(x € X) est vraie presque partout(ou p-presque
par tout) si elle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable.

Ezxemple Si f,g:— R ou C sont mesurable, alors {x|f(x) # g(x)} € M et
donc

f =g presque partout <= pu({x € X|f(x) # g(x)}) =0

Remarque p n’est pas nécessairement compléte dans ['exemple précédent.
Ainsi , st i est compléte ou si f, g sont mesurable , alors

f=g presque partout < p({z € X[f(x) # g(z)}) =0

Proposition 1.5.1 Soit f: X — [0, +00] une fonction mesurable.
- 1) Va > 0,p({r € X|f(2) = a}) < 1/a [ fdp.

- 2) [ fdu=0<= f =0 presque partout.

- 3) Si [ fdu < oo, alors f < oo presque partout.

- 4) Sifetg: X —[0,400] sont mesurables , alors

f :g pr@sque pCLTtOUtﬁ \/\fd/_j,: /gdlu
démonstration :
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1) Soit A={x € X | f(x) > a} = f[a,+x]) € M. On a f > aly et
ainst,

[ fdu > ap(A)

2) Si f =0 presque partout, alors sih € £, tel que h < f, on a h = 0 presque
partout. En utilisant la définition de l'intégral dans £, on en déduit que
[ hdp=0 dou [ fdu=0.

Inversement, supposons que f fdu = 0. Pour tout entier n € N*, on note
A= {re X | )2 1)

Alors A,, est mesurable (image réciproque de [%, +oo| par f),A, C Apyq et

UA, ={z e X | f(z) > 0}. Par ailleurs,

neN*
Vn e N*, u(A,) <n [ fdp=0 par 1)
Ainsi, on en déduit que
p({e € X | f(z) > 0 = limu(4,) =0

3) Supposons que f(x) = +oo,Vr € A,avec A € M et u(A) > 0. Vn € N,

f>nly et donc

[ fdp > nu(A),¥n € N

donce [ fdu = +oo.

4) Supposons que f = g presque partout, et notons hy = max(f,q) et h_ =

min(f,g) ( point par point) alors hy = h_ sont mesurable,h, = h_ presque
partout et h_ < f,g < h,. Or,

[ hodp= [h_du+ /h+ —h_dp= [h_du

—_—
=0 avec 2)

[ fdp= [ gdu= [hidu= [h_dp

Par monotionie,

Lemme 1.5.1 (de fatou-Corollaire du théoréme de convergence mo-
notone). Soit (fp)w,fn : X —)[0,+00] une suite de fonctions mesurables.
Alors

/(hm inf f,,)du < hm mf/fndu

Théoréme 1.5.2 (de la convergence dominée).
Soit (X, M, 1) un espace mesuré, et f, : X — C une suite de fonctions
mesurables. On suppose que :
1) la limite f(x) = éz_@ofn(x) existe Vo € X.
2) il existe g : X — [0;+oo[ intégrable telle que |f,(z)| < g(z) ¥n € N,
Vre X
Alors f : X — C est intégrable, et on a :
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/fdu: lim /fndu et lim /|fn—f|du:0.
n—-+00 n—-+0oo

1.6 Fonctions intégrables & valeures dans R

Dans toute cette partie, (X, (M), 1) est un espace mesuré quelconque.

Définition 1.6.1 Soit f : X — R une fonction mesurable. On dit que f est
intégrable (ou sommable)par rapport a p si

[ 151du < o
[ tdn= [ tedu— [ 1a (1.2)

ot fy = max(f,0) et f- = max(—f,0). On note LY(X, M, ) Uespace des

fonction intégrables sur X.

Remarques.

1) Si f >0, on retrouve la définition précédent.

2) Si [|fldu < oo, alors comme fi, f— < |f], on a aussi les intégrales de f+
et f_ qui sont finies, et la définition (1,2) fait sens.

Dans ce cas, on pose

Proposition 1.6.1 .

a) LY(X, M, u) est un espace vectoriel sur R, et Uapplication f — [ fdu est
linéaire.

b) | [ fdp| < [1fldu,¥f € LY(X, M, ).

¢) Sifoge LYX, M, p) et f<galors [ fdu < [ gdu.

d) Si f,g € LY(X, M, pu) et si f =g presque partout, alors [ fdu = [ gdp.

Démonstration.

a) Si f,g € LYX, M, ), alors f + g est mesurable et |f + g| < |f]+|g]|
done f+g € LY X, M, ). En outre,

f+9+—(f+g-=f+g=fr—f-+9+—g-

donc
(f+gs+ftg =(+g-+f+gr

Ainsi,

/(f+9)+d#+/f—d,u—|—/g—Z/(f+g)_du+/f+du+/g+du
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ce sont des inégrales finies donc

/<f +g)dp = /(f +g)dp — /(f +g)—dp

ce sont des inégrales finies donc

[tr+aan = [(r+g)du= [(r+9)-du

= /f+du /f dp) + /g+du—/9—du)
= /fdwr/gdu-

D’autre part, sif € LY X, M,u) et X € R, alors \f est mesurable et
JIMfldp < 400 done \f € LY (X, M, ).

-5t A >0,
Jonan = [opada+ [0)-da
_ )\/f+du+)\/fdu
~ 2 [ s
_siA<O0,
Jondn = [y / AF)_dp
= (N [ fdu= () [ fed
= A/fd/z
[ sanl = 1 [ gudu= [ 1w
< | [ fedul+1 [ 1-du
< [
carlf| = fo + /-
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c) Comme pour les fonctions mesurables positives.
d) Si f = g presque partout, alors f, = g, presque partout, donc

[ fdu= [ gdp
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Chapitre 2

Intégrale de Bochner

Dans toute cette section, on travaille avec un espace mesuré (2, F, u) fixé,
F est une tribu sur €2 et p une mesure positive sur (§2, F), pas nécessairement
une probabilité, et on consédére ’espace de Banach B.

2.1 Intégral de Bochner

Définition 2.1.1 (fonction simple). Une fonction simple X : Q@ — B est
dite simple si elle peut s’écrire

X => zila, (2.1)
=0

ot Ag, Ay, ..., Ay € F, 20,21, ..., T, € B, avec pu(A;) < +00
pour tout i =0, ...,n et les A; deuz a deux disjoints.
Notons que X est constante sur chaque A;(Vw € A;, X(w) = ;) et nulle en

dehors de |J A;. La décomposition ci-dessus n’est en général pas unique(in
0<i<n
n’impose pas aux x; d’étre tous distincts).

Définition 2.1.2 (intégral de Bochner d’une fonction simple). Si X est
simple, on définit son intégrale de Bochner (sur ), relativement a 1) par

| Xdi= 3 anta0, (2:2)

ot les x; et les A; sont ceux fournis par (2.1).

Bien stir on voit immédiatement que cette définition pose un probléme de
cohérence lié a la décomposition (2.1). Réglons ce probléme en montrant
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n m
que si X =) w;la, = Y y;lp,, les B; étant eux aussi deux & deux disjoints
=0 i=0

et de mesure fine, alors [ Xdu = Y a;u(A4;) = Y y;u(B;). Posons
i=0 i=0

An+1 = Q\ U Al Bm+1 = Q\ U Bj.
1=0 7=0

Soit ¢ un indice pour lequel z; # 0. Alors on a

m+1 m+1 m
A=A (| B) = JAnB)=|JAnB),
=0 =0 7=0

en remarquant que A; N B,,11 = ¢ puisque si w € A; N B,,11, on doit avoir
a la fois X(w) = 2; #0 car w € A; et X(w) = 0 car w € B,41, ce qui est
contradictoire. De méme si y; # 0, B; = (J;_,(4; N B;). Remarquons aussi
que si A; N B; # 0, nécessairement x; = y; puisque X est constante valant z;
sur A; et constante valant y; sur B;. Nous pouvons maintenant écrire

n

Z%’M(Ai)z Z zip(A;) = Z xiZM(AiﬂBj) = ZIiZM(AiﬂBj)

1=0,x;#0 1=0,2;#0 7=0
n m
- S enans)

i=0 j=0

= > > yulAnBy)

i=0 j=0

= ZijM(AmBj)
= > oy wAinB)

J=0y;#0 =0
m

= Y yuBy)

J=0,437#0
= > yu(By).
=0

Remarque 2.1.1 . On voit immédiatement que l’intégrale de Bochner des
fonctions simples est linéaire :

/(aX+bY)du = a/ Xdu+b/ Ydu, (2.3)
Q Q Q
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pour tous réels a et b et toutes fonctions simples X et Y. Notons au passage
que méme si B n’est pas séparable, il n’y a pas de probleme pour la mesurabi-
lité de la somme X +Y de deux fonction simple car on peut l’écrire comme
une somme finie d’indicatrices d’élements de tribu F. De plus pour toute
fonction simple X, on a

1 Xl =[S a4l < 3l 4) = L Xl 2

Cette derniére intégrale est une intégrale au sens classique de Lebesgue de la
fonction mesurable positive || X|| : Q@ — R..

Définition 2.1.3 (Intégral de Bochner). Soit X : Q@ — B fortement mesu-
rable. On dit que X est u— Bochner intégrable s’il existe une suite de fonctions
simples X,, telle que

X, = X (2.5)
n—-+oo
et
/ X, — X||dp 22722 0 (2.6)
Q
On pose alors
Bochner
/ Xdu:/Xd,u = lim /Xnd,u. (2.7)
Q Q n—+00 Q

Dans cette définition, I'intégrale utilisée dans (2.6) est une intégrale au sens
de Lebesgue. En particulier si p est une probabilité, on peut aussi ’écrire
E|| X, — X||. L’intégrale [, X, dp utilisée dans (2.7) est I'intégrale de Boch-

ner d'une foction simple au sens de (2.2). "Nous n’utiliserons la notation

plus lourde fgjf ochner que lorsqu’il s’agira de comparer intégrale de Bochner et

intégrale de Pettis". Dans toute la suite de cette section, nous emploierons

la notation simplifiée fQ Xdp pour I'intégrale de Bochner de X.

La définition (2.1.3) nécessite quelques justifications que nous détaillons

maintenant. L’espace de Banach B étant complet, on établit 1'existance de
lim [, X,dp en vérifiant que la suite ([, X,dp),>1 est de Cauchy comme

n—-+oo
suit :

I / Xodyi — / Xpdul| = || / (X, — Xo)dul| par(2.3),
(9] Q 0

/ X, — Xoulldp par(2.4)
Q

IN

< [ = XNt [ 11X = Xolida
Q Q
< 2, Vn,m > N(e) par(2.6).
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Montrons maintenant que la limite lzT fQX dp ne dépend pas du choix
n—-+0o0

de la suite approxnnante X, Soit donc (Y,),>1 une autre suite de fonction

simples telles que Y, ™ X et ||Y;, — X|| — 0. Largument donné ci-dessus
montre que fQ Ynd,u)n21 est une suite de Cauchy dans B. Posons alors

x:= lim /X du, y:= lim Y,.du

n—-+4o0o n—-+4o0o Q

et définissons la suite (Z,),>1 de fonctions simples par Zy := X,

Zogt1 := Xgyp1. Comme la suite (Z,,) vérifie elle aussi la condition (2.6), la
suite des intégrales (Z,),>1 est de Cauchy dans B donc a une limite z dans
B. Cette suite d’integrales a une sous-suite convergeant vers x et une autre
convergeant vers y donc z=x=y.

Lemme 2.1.1 . Si B est séparable et p finie, toute application fortement
mesurable X : (Q,F,u) — (B,B) est limite n — p.p. d’une suite (X,,) de
fontions simples.

preuve. Puisque B est séparable, nous disposons d'une suite (;);>1
dense dans B. On a alors pour tout un recouvrement dénombrable de B par
des boules fermées de rayon J :

B = ieLlil*A(xi’ (S)

On en déduit un recouvrement dénombrable de 2 par les ensembles
XY A(z;,0)) € F. Par continuité séquentielle croissante de la mesure p,
on a

UX A, 6 )TQ:M<UX (24, ))) T u(€2), (N1 +400).

Ceci étant vrai pour tout 6 > 0, et u(Q) étant fini, on en déduit :

Vo >0, Vnp>0, AN =N(4,7n), u (U X_l(Z(xi,(S))> > u(Q) —n.

i=1
Prenant maintenant § = 1/n et n = 27", on obtient

Nn

¥Yn>1, AN, u (U X (A, 1/n))> > u(Q) — 27"

=1

26



Posons
Ay = XY Az, 1/n)), ﬂAC NXY(A(zg,1/n)), 2 <k < N,.

Apres effacement des Ay, vides, on construit ainsi une partition finie
(Ajn; j € Ju} de (UM XY (A(xi,1/n)). On choisit un w; dans chacun
des Aj, non vides et on pose y; = X(w;). Notons que par construction,
y; € Az, 1/n). On définit alors la fonction simple X,, en posant :

Xn = Z yj]'Aj,n'
J€JIn

par construction u({w € Q; || X(w) — X, (w)|| > 1/n}) <27, d’ou

" (U {we R [IX(w) — X, (w)l| > 1/n}> <Y omogmt (2g)

n>m n>m

Posons

=N Ufwe [[Xw) - Xaw)l| > 1/n}.

m>1n>m

En utilisant la continuité séquentielle décroissante de la mesure finie p, on
en déduit de (2.8) que

m——+00

u(D) = lim (U{w € [IX(w) ~ X ()]l > 1/n}> =

n>m

Remarquons maintenant que

we D= ] ({we [IX(w) - Xa(w)|| < 1/n}

m>1n>m

s1 et seulement si :

dm>1; Vn>m, [|[X(w)—X,(w)|] <

Sl

Ainsi Uappartenance de w a D¢ implique la convergence de X, (w) vers X (w).
On en déduit que

E ={w € Q; X,(w) ne converge pas vers X(2)} C D,

d’ou p(E) = 0, ce qui traduit exactement la convergence p presque partout
de X,, vers X.
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Théoréme 2.1.1 (c.n.s de Bochner intégrabilité).

Soit X : (Q, F, ) — (B, B) une application fortement mesurable. Si X est
p—Bochner intégrable, alors [, || X||du < 4+00. Lorsque B est séparable,
cette condition équivaut a la u— Bochner intégrabilité de X.

Preuve de : (X u—Bochner intégrable)= [, || X||du < 4oc0. La

p— Bochner intégrabilité de X nous fournit par la définition (2.1.3) une suite
(X,) de fonction simples telle que X,, ©2% X et o || X — X||dpu — 0. Ceci
implique en particulier que pour ng assez grand' [, || Xn, — X||dp < +oo.
Par inégalité triangulaire pour la norme de B, croissance et additivité de
[intégrale de Lebesque des fonctions mesurables positives on en d’eduit

J Il < 115 = Xdi+ [ 11l
Q Q Q

Or X, étant simple, on a [y || Xouglldit = 3 |[@ngil|6(Ang.), pour un

i€l
certain ensemble fini Iy avec des Ay, ; € F c;e p—mesure finie. Donc
Jo 1 Xol|dp < +o0 et finalement [, || X||dp < +o0.
Notons que nous n’avons pas supposé B séparable dans cette premiére partie
de la preuve. Pour la réciproque lorsque B est séparable, nous distinguerons
deuz cas selon que p est finie (le seul cas dont nous ayons besoin dans ce
cours) ou non.
Preuve de :( [, ||X||dp < +00) = u—Bochner intégrable, cas () < +00.
Par séparabilité de B, le lemme (2.1.1) nous fournit une suite(X,,) de
fonctions simples convergeant p presque partout sur €2 vers X. Définissons
alors

Xa(w)  sil| X, (w) 2||X(w>II, (2.9)

- W)l <
Yalw) = { 0" silXa(w)] > 21X (W),

Soit Q= {w € Q; X, (w) = X(w)} et notons que u(2°) = 0.

Alors Y, converge vers X au moins sur €Y, doncY, converge vers X pu—p.p.
sur Q. En effet siw € Q' N{ || X] >0}, ona 2| X(w)]| > | X(w)] et
comme X, (w) converge vers X(w), || Xp(w)|| < 2[|X(w)| pour tout n
supérieure a un certain N(w). Donc pour n > N(w), Y,(w) = X, (w) et
Y, (w) converge vers X(w) comme X,(w). Si w € ' N{X = 0}, on a pour
tout entier n|| X, (w)| > 2[|X(w)|| = 0 donc Y, (w) =0 = X(w) pour tout n
et la convergence de Y, (w) vers X (w) est triviale.

D’autre part, lUinégalité ||Y, — X|| < 3||X]|| est vrai sur tout  car
s %@l < 2AX@I @I = Xl < 2AX@)] et si

1. On ne peut pas exclure a priori que [, |[X,, — X||du vaille +-00 pour les premiéres
valeurs de n, mais comme cette intégrale tend vers 0 quand n tend vers l'infini, elle est
forcément finie pour n assez grand.
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[ Xn (@)l = 2[ X Q)], [[Yn(w)]] = 0.

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesque
a la suite de fonctions mesurables positives ||Y,, — X|| avec fonction do-
minante 3| X|| qui est p-intégrable sur Q par hypothése. On en déduit que
JollYn = X||dp tend vers 0 et comme Y, tend aussi pui-p.p vers X, on conclut
a la Bochner intégrabilité de X.

Preuve de :([,|| X||dp < 4+00)= p-Bochner intégrable, cas () = +oo.
On se ramene au cas précédent en découpant €1 en une famille dénembrable
de traches de mesures finie et la tranche {X = 0} qui peut étre de mesure
infinie. Plus précisément, définissons

Dy:={|X]| > 1}, Di:={2*<|X| <2} keN-

On alors une partition dénembrable de §2 constituée par {X = 0} et les Dj.
Chaque Dy, est de u-mesure finie en raison de la p-intégrabilitée de || X|| et
grace a linégalité de Markove :

Vb€ N, u(Du) < p({[1X] > 24D < 2* [ |X|dp < +ox.
Q

Notont py, la mesure de densité 1p, par rapport a p et Fy la tribu trace de
F sur Dy. En appliquant le cas () fini avec l’espace mesuré (Dy, Fi, pix),
on peut construire une suite (Y, )n>1de fonction de X de fonctions simples
Dy, — B telles que Y}, converge p-p.p. sur Dy vers la resrtiction de X a
Dy et ||Yin(w) — X (w)]| < 3||X(w)|| pour tout w € Dy. On prolongement Yy,
a tout Q en posant Yy, () := 0 pour w € Dy et ce prolongement vérifier
Yin e X1p, p-p.p. et ||Yien—X| <3| X|/1p, Finalement, on définit une

nouvelle suite de fonctions simples Y, en posant :

Yn = i Yk,n
k=1

et on voit que Y, tend vers Xu p.p. (justifiez soigneusement ce point). De
plus

1Ya = X[1 =D II¥Yen = X[[1p, < D IIBIXI1p, < 3[1X].
k=1 k=1

On peut finalement appliquer le théoréme de convergence dominée pour obte-
nir la convergence vers 0 de [, ||Y, — X||du et conclure & la Bochner intégra-
bilité de X.
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Corollaire 2.1.1
1 .51 X : Q — B est u-Bochner intégrable, on a

|| / Xyl < / 1X Iy < +oo. (2.10)

2 .Si B est séparable et [,||X||dp < 400, alors X est p-Bochner intégrable
et verifier(1) Preuve. Le deuziéme point est évident & partire du premier
et n’est listé ici que par commodité de référence, démontrons le premier
point. Puisque X est a pu-Bochner intégrable, ||| X||dp < 400 et nous avons
au moins une suite (X,) de fonctions simple convergente u-p.p. vers X,
a partire de celte suite, nous pouvons définir par (2.9) une suite (Y,,) de
fonctions simples vérifiant

a) [oXdu= ngr}rqoo Jo Yadp

b)Y, — X
n—-+oo
c) [Yall < 2] X]).

Comme Y, est simple, on a par (2.4),
I Yodull < [ Vol (2.11)

Par a) on a

Xdu|| = 1 Y, du||. 2.12

I Xl =t | | Vil (212)
par b) et c), on a via le théoréme de convergence dominée

Y, ||d X||dpu. 2.13

[l = [ 11 (213)

En utilisant (2.12) et (2.13) pour passer a la limite dans (2.11), on obtient
la premiere inégalité de (2.10).

Corollaire 2.1.2 Soient By et By deux espace de Banach, By étant sépa-
rable.

Soit T un opérateure linéaire continu By — Bs et X : (Q, F,u) — (B, By)
est p-Bochner intégrable et

/T(X)d,u = T(/ Xdp) (2.14)
Q Q

Notons que dans cet énoncé, By n’est pas supposé séparable.
Preuve. X étant Bochner intégrable est mesurable F — By et T est borélienne
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par ce que continue, donc mesurable By — By. Ainsi T o X est mesurable
F — B,

La p-Bochner intégrabilité de T(X) découle facilement de celle de X, de la
continuité de T et du théoreme (2.1.1) en écrivant :

/Q 17X sy < / VTl e 1X it = 17 Lo, / 1X 1, dis < +o0.

la finitude de cette derniere intégrale provient de la premiére partie du
théoreme (2.1.1) apliquée avec X et lespace By L’espace By étant séparable,
la finitude de [,||T(X)|| g, dp implique la p-Bochner intégrabilité de T(X),
par la deuziéme partie du théoréme (2.1.1) appliquée avec T(X) et l'espace
BQ.

Voyons maintenant la vérification de (2.14). Par p-Bochner intégrabilité
de X, nous disposons d’une suite de fonctions simples X,, : 2 — By telle que

/Q||Xn ~ Xpdp 0 (2.15)
et
/Xnd ; /Xdu (convergence forte dans By) (2.16)
Q n—-+0oo

Par continuité de T, on en déduit

T(/ Xpdp) — T(/ Xdu) (convergence forte dans Bs) (2.17)
Q Q

n—+00
La fonction simple X,, peut s’écrire
Xn = g xn,ilAmp
i€l

avec I, fini, les A, ; deux a deux disjoints pour n fixé et pi( A, ;) < +o00. Pour
tout w € €,

(T © Xn)(w) = T Z T, z]-An i Z 1An i xn,i)
i€l, i€ln

par linéarité de T' (les x,; sont des vecteurs de By et pour w fivé les 14, ,(w)
sont des scalaires ). Cette égalité vraie pour tout w € S peut se réécrire sous
la forme de ’égalité fonctionelle

= Z T(xn77;>1An,'L7

i€ln
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qui montre que T(X,) est une foncion simple Q0 — By. En particulier ’in-

tégrale de Bochner fQ X,)dp a bien un sens. Elle peut se calculer comme
suit
ZEIn iEIn
(2.18)

La premiere et la troisiéme égalité ci-dessus expriment la définition de ’in-
tégrale de Bochner d’une fonction simple, la deuxiéme égalité vient de la
linéarité de T

Pour établire (2.14), mnous allons passer & la limite dans [’égalité
Jo T(Xp)dp = T(f,Xndp) Par (2.17) le seconde membre converge
vers T(fQ Xdup). Pour justifier la convergence du premiér membre vers
Jo T(X)d,u, on écrit les majomtions suivantes :

| fo T(Xn)dp — [ T(X)dulls, = | [, T(Xn — X)dpl|s, (linearite deT)
< [ollT(Xy — X) | B.dp (corollaire (2.1.1.1))
< JollTlles o)1 Xn — Xllp,du (continuit de T)

1Tl £80c,8¢) Joll Xn — X5, dp o0

Remarque 2.1.2 L’examen de la preuwve ci-dessus montre que la sépara-
bilité de By n’a été utilisée que pour vérifier la p-Bochner intégrabilité de
T(X).Par conségent si By n’est pas séparable (2.14) reste valide a condition
de rajouter 'hypothése de pi-Bochner intgrabilité de T(X).

Théoréme 2.1.2 (convergence dominée). Soit B un espace de Banach sépa-
rable et (X,,) une suite de fonctions fortement mesurables (0, F, u) — (B, B)
vérifiant :
a) X, — X
n—-+o0o
b) il existe une fonction g : Q — R, p-intégrable telle que || X,|| < g pu —
p.p. Alors les X,, et X sont u-Bochner intégrables et

lim /Xndu:/Xdu. (2.19)
)

n—-+4o0o Q

Noter que dans cet énoncé, on ne suppose pas que les X,, sont des fonction
simple.

Prewve. Comme || X,, — X|| < g p—p.p, X,y et X sont u-Bochner intégrable
par p-intgrabilité de g et le théoréme (2.1.1). Par le corollaire (2.1.1), on

|| / (X, )dps / (X)dul| = | / (X — X)dul| < / 1X, — X|ldu (2.20)
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Comme || X,, — X|| < 29 p— p.p, par b) et a)et et || X, — X]|| tend vers
0 p -p.p, par a) on peut appliquée le théoréme de la convergence dominée
classique pour obtenir la convergence vers 0 de ||| X, —X|du. En reportant
cette convergence dans (2.19) on en déduit la convergence forte dans B de

Jo Xndp vers [, Xdp.

Remarque 2.1.3 la séparabilité de B n’a été utilisée dans ce théoréme que
pour établire la p-Bochner intégrabilité de X, et X. Donc si B n’est pas
séparable, on a aussi un théoréme de convergence dominée en rajoutant dans
[’énoncé ci-dessus ’hypotheése de p-Bochner intégrabilité des X,, et de X.
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Chapitre 3

Intégrale de Pettis

3.1 Intégrale de Pettis

Rappelons que la tribu cylindrique ¢ sur l’espace de Banach B est la
tribu engendrée par la topologie faible o(B,B’) et que c’est aussi la plus
petite tribu rendant mesurables tout les formes linéare continues sur B. Une
application X :  — B mesurable F — ( est dite faiblement mesurable .Dans
ce qui suit, on note (f,x) := f(x),f € B', x € B la forme de dualité entre
B et B'.

Définition 3.1.1 Soit X : Q — B’ faiblement mesurable. On dit que X est
scalairement p-intégrable si

vfe B, [ [(f. Xk < +oo (3.1)

Q
Pour construire ["intégrale de pettis de X, on commence par montrer que si
X est scalairement intégrable, L’application f — fQ(f, X)du est un élément
¢ du biduale topologique B" de B . Si on peut identifier & avec un élément X

de B, alors on dit que X est Pettis intégrable et son intégrale de Pettis est
précisemént cet élément x de B.

Proposition 3.1.1 Si X est scalairement p-intégrable, [’application

EmR, [ /Q<f,X>du

est une forme linéaire continue sur B’, donc un élément du biduale topolo-
gique B”
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Remarque 3.1.1 la linéarité de & découle tmmédiatement de la [’inéarité
de la forme de dualité (par rapport a la premiére variable) et de celle de
[intégrale au sens de Lebesque des fonctions (2 — R. St X est Bochner inté-
grable, Uappartenance de & o B” est immeédiate en écrivant pour toute f € B,

| / (f, Xy < / 1, X da < / 1L 1 e = 1L / IXlladn (3.2)

et en notant que par p-Bochner intégrabilité de X, [,|| X | pdp est finie ( et
constante relativement a f). Comme sous-produit de (3.2), notons au pas-
sage que la p— Bochner intégrabilitié de X implique son intégrabilitie scalaure.

Preuve de la proposition 3.1.1. L’application & étant clairement une forme
linéaire sur B, il s’agit de prouver sa continuité. Pour cela introduisons
Uapplication linéaire

V:B — Ly F,p), fe(f,X).

Nous allons vérifier que 1 est continue grice au théoréme du graphe fermé.
. N . . / o .
Cela revient & montrer si (f,)n>1 est une suite dans B vérifiant

! LY(Q,F,
fo B et w(f) Y 7,
n—-+0o00 n—-+o00

ot f € B et Z € LL(Q, F,p), alors (f) = Z.

La convergence de f, vers f dans B’ implique en particulier

Voe, fulX(w)) — f(X(w))

n—-+o0o

autrement dit

Vo e, ((fn))w) — ()W) (3.3)

n—-+o00

D’autre part comme (f,) converge vers Z au sens L (Q, F,p), on peut
en extraire une sous-suite (V(fn,)) qui converge vres Z u-p.p. sur §2. Au
vu de (8.8), on en déduit que Z = U(f) p-p.p. sur , autrement dit ces
deuz application sont égales en tant qu’éléments de 'espace Ly (2, F,1). La
continuité de v est ainsi établie.

Cette continuité se traduit par l’inégalité

VfeB, [()ller < ||¢||£(B’,L1)||f||5’
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ce qui s'écrit encore [o|(f, X)ldp < |9l o oyl fll s d'on
VFe B IO =1 [ G X0dul < [ 10.X)du < Clfly,

ce qui établit la continuité de €.

Définition 3.1.2 (intégrale de Pettis)

Soit X : Q — B scalairement p-intégrable et & Uélément de B" associé
a X par (&, flpr g = Jo{f, X)dp. On dit que X est Pettis intégrable si
¢ € J(B), image canonique isométrique de B dans son bidual, autrement dit
st

Jzg € B,Vf € B, (fixo)y 5= /Q<f, X) g plp. (3.4)

On définit alors l'intégrale au sens de Pettis de X en posant

Pettis
/ Xdp = / Xdp := xq. (3.5)
Q 0

Remarque 3.1.2 Autrement dit, lorsqu’elle existe, [’intégrale de Pettis
fﬂ Xdp est l'unique vecteur xo de B vérifiant

VieB, flx)= / F(X)dp. (3.6)

Notons que si un tel xy existe, il est forcément unique puisque les formes
linéaires continue sur B séparent les points : si f(x1) = f(xg) pour toute
f € B, nécessairment 11 = xo. Par canstruction lintégrale de Pettis
commute avec les formes linéaires continues puisque lorsque X est Pettis
intégrable, (1.26) peut se réécrire

v e B A Xaw = [ f0dn (3.7)

Q Q
Proposition 3.1.2 L’ensemble  des  fonctions  Pettis  intégrables
(Q,F,u) — B est un espace vectoriel et l'intégrale de Pettis est un

opérateur linéaire de cet espace dans B. De plus pour toute X Pettis-
intégrable,

Pettis
H / Xdully < / 1X [y < +o0. (3.8)
Q Q
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prewve de (3.8) Soit xy = fgfems Xdp. Par le théoréme de Hahn-Banach,

il existe f € B’ telle que f(x0) = ||lzollp et || f]l 5 = 1. Avec cette f, on a donc

IN

HA XWM:fwﬂzﬁﬂXMi t@ﬂXWu
l@wmwnmm

_ /||X\|Bdu < to0.
Q

IN

Proposition 3.1.3 (comparaison des intégrales de Bochner et Pettis ).
—a) Si X est u-Bochner intégrable, elle est aussi p-Pettis intégrable et

Bochner Pettis
/ Xdp = / Xdp. (3.9)
Q Q

— b) La réciproque est fausse.

Bochner

Preuve du a). Posons xq := [, Xdp. Si X est Bochner intégrable, elle
est scalairement intégrable, cf. remarque 3.1.1. En appliquant le corollaire
2.1.2 avec T = f et By = R séparable, on a

Bochner

vreB, [ fa@dni=f([ Xdu)= (o)

Q Q

Donc X est u-Pettis intégrable et féjems Xdp = xg, ce qui justifie (3.9).
Contre exemple pour le b). On prend B = I*(N*) et un espace probabilisé
(Q, F, P) sur lequel on peut définir un élément aléatoire

X = (X})is1 : Q — P(N*)vérifiant

X(Q) = U {u;}, uj=(uji)j=1, wjiz=jlyn0)

JEL*

et ]
C

5 o C —_ = 1.
]2 Z j2

JEL*

Nous allons montrer que X n’est pas P-Bochner intégrable, mais qu’elle est
P-Pettis intégrable.

Pour le premier point, il suffit de vérifier que [,||X||dP = +o0.Pour cela,
introduisons Y, = m,(X) = (Xi)1<i<n, 00 7, est la projection orthogonale de
2(N*) sur I>({1,...,n}). On a alors clairement ||Y,| < || X||. On va calculer
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JollYalldP pour voir qu’elle tend vers +oo avec n. Ce calcul se réduit o celus
de ’espérance d’une variable aléatoire positive discréte :

/ |YalldP = / Ima(OdP = S ma()IP(X = uy). (3.10)

JEL*

st > |jl,

1 7]
70 (u)|| = (U, + .. +u5,)2 = {

o st n<l|jl,

d’ot en reportant dans (3.10)

1
[ivlar= 3y =23t o e

0<|j|<n Jj=1

On en déduit que [,||X||[dP = +oo et donc que X n’est pas P-Bochner

intégrable. Pour la Pettis-intégrabilité, notons f = (fi)i>1 un élément

quelconque du dual 1>(N*)" = I2(N*) en rappelant que pour espace de Hilbert

I2(N*), la forme de dualité est donnée par (f,X) = >_x;fi. En particulier
i>1

on a pour tout j € Z*, (f,u;) = jfij-

Vérifions d’abord que X est P-scalairement intégrable. En effet

+oo
J1x01ap = S ulPx = w) = 2cz|fjr§
JEL* J=
< ZfQ%Z % < +00.

j= 1

Cette intégrabilité scalaire légitime Uécriture [ (f, X)dP = 3 (f,u;)P(X =
jET*

u;), et la sommabilité de la fammille de réels ((f,u;)P(X = u;))jez~. Ceci

nous autorise a sommer par paquets indexés par {—j,j}, d’ou

+oo

[ x1aP =35 = i) =0

Nous venons ainsi d’établir que

Vf e (%), /Q(f,X)dP:0:f(O).
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Autrement dit, X est P-Pettis intégrable et fgfems XdP = 0.

Nous terminons ce chapitre avec une condition suffisante de Pettis intégra-
bilité qui nous sera utile pour l’étude des é.a. gaussiens. Nous l’énongons
avec une mesure de probabilité P pour la commodité de référence.

Théoréme 3.1.1 (condition suffisante de Pettis intégrabilité)

Soient B un Banach séparable et X un élément aléatoire de B, défini sur
(Q,F, P) et scalairement intégrable(relativement & la mesure de probabilié
P). Pour que X soit Pettis intégrable, il suffit que

de >0, inf P(|f(X)| >elEf(X)]) > 0. (3.11)
feB’
Preuve. On sait que la formule

VfEB. (6 Nmwi= [ (X fawdP=BfX)  (312)

définit un élément & de B" le bidual topologique de B. Il s’agit de montrer
que & appartient a J(B), ou J est l'injection canonique de B dans B”.
Commencons par deux rappels d’analyse fonctionnelle.

.81 & B — R est une forme linéaire continue pour o(B’', B) cf. Brézis,
Prop.II1.13. la réciproque étant évidente, on en déduit que B' muni de la
topologie o(B', B) a pour daul topologique J(B). Donc pour vréfier l'appar-
tenance a J(B) de & définie par (3.12), il suffit de vérifier que £ est continue
au point 0.

. Si B est séparable, la boul unité fermée de B’ est métrisable pour la topologie
o(B',B), cf. Brézis Th. II1.25.

En combinant les point 1 et 2, il nous suffit donc de vérifier que pour
toute suite f, dans la boule unité de B’ qui converge vers 0 au sens
o(B',B), Ef,(X) converge vers 0 dans R.

Raisonnons par labsurde en supposant qu’il existe une suite (f,)n>1 dans la
boule unité de B’ telle que

£.7590 et Ef.(X) 0. (3.13)

n—-+o00

On peut alors trouver un § > 0 et une sous-suite (f,,) tels que
Vk>1, |Ef, (X)|>4. (3.14)
Introduisons les événements

A= {lfu(X)| 2 | BAL (X}, A= 0 U 4,

Jj21k>j
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Ou le réel € > 0 est celui fourni par U'hypotheése (3.11). On a ainsi pour tout
k>1, P(Ay) > ¢ >0, avec

ci= inf P(If(X)] > ¢ Bf(X)))

Posons D; := U Ay. La suite (D;);>1 est décroissante pour l'inclusion et son
k>j -

intersection est A. par continuité séquentielle décroissante de P, P(Dj;) |
P(A). Or pour tout j > 1, P(D; > P(A;) > c¢). Par conséquent de P,
P(A) > C > 0, donc A n'est as vide. Il existe donc au moins un wy € A.
Pour cet wy, on a

Vi 21, 3k =kwo, j) = j, [fu(X(w0))| = e[ Efn, (X)]| = €0

Mais ceci contredit la convergence o(B',B) de f, vers 0, donc (3.13) est
fausse, ce qui acheve la démonstration.

Remarque 3.1.3 La condition suffisante (3.11) se généralise immédiate-
ment pour la Pettis-intégrabilité relativement & une mesure finie p (en écri-
vant [o, f(X(w)))dp(w) au liew de Ef(X). En effet la seule propriété de la
mesure de probabilité P que nous avons utilisée est la continuité séquentielle
décroissante qui reste vraie pour une mesure finie, mais plus pour une mesure
infinie.
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