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INTRODUCTION

Il est bien connu que les inégalités,les inégalités intégrales classiques sont un outil
trés important dans ’analyse classique.Elles fournissent des bornes explicites pour
une fonction inconnue et jouent un réle fondamental dans les équations différentielles
et intégrales. Une application de ces inégalités est la théorie des E.D.P (équations dif-
férentielles partielles). La plupart des cours de base en E.D.P contiennent I'inégalité
de Bellman — Gronwall et rien de plus. Les cours avancés enseignent certaines classes
d’inégalités liées & un sujet des E.D.P tels que les équations elliptiques, paraboliques
et hyperboliques.

Ce memoire comprend une introdction et trois chapitres.

Dans le chapitre 1, nous donnons quelques définitions nécessaires et préliminaires
mathématiques sur quelques espaces de fonctions tels que les espaces de Lebesgues
,espace des fonctions continues et I’espace des fonctions absolument continues.Aussi
nous collectons soigneusement un certain nombre d’inégalités intégrales, y compris
les inégalités intégrales célebres par exemple celle de Young, de Holder et de Min-
kovsky .

Un rappel de quelques notions de la théorie du calcul fractionnaire qui sont utili-
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sées dans les chapitres qui suivent tels que les fonctions spéciales ou fonction d’Eu-
ler ;la fonction Gamma et la fonction Beta,les intégrales de Riemann-Liouville et k—
Riemann-Liouville (k > 0) et quelques une de leurs propriétés .

Dans le chapitre 2, nous avons introduit une identité importante dite identité de
Montgomery avec et sans poids.Nous avons établi des inégalités dites fractionnaires
pour les intégrales de Riemann-Liouville via cette identité avec et sans poids .

Au chapitre 3, nous développons des généralisations des résultats présentés dans le
chapitre deux ,en considérant un opérateur intégrale fractionnaire généralisant celui
de Riemann-Liouville . Nous présentons l'identité de Montgomery avec et sans poids
pour l'intégrale fractionnaire d’une fonction f par rapport & une autre fonction g ot

la fonction g est une fonction croissante & dérivée ¢’ continue.



Chapitre 1

Notions de base

1.1 Espaces de fonctions

Dans cette section nous présentons quelques définitions de certains espaces de

fonctions tels que
1) L’espace des fonction p-intégrables (1 < p < c0.)
2) L’espace des fonctions continues.
3) L’espace des fonctions absolument continues.

quelques résultats.

1.1.1 Espaces des fonctions p-intégrables

Les éspaces de Lebesgue sont des espaces de fonctions, normés (quasi-normés)
compléts et des espaces hilbertiens (casp = 2). Ils jouent un role trés important en
analyse mathématique et ont de remarquables propriétés . Dans tout ce qui suit,on
utilise les notations suivantes

(Q,7,u) : = un espace mesuré et |A| := mesure de A.

Définition 1.1. Soit Q@ = (a,b) (—oo <

a < b < oo) un intervalle fini ou infini
de R = (—00,00).Nous notons par L,(a,b)(1 < p < 00), l'ensemble des classes de
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fonctions mesurables f sur 2 d valeurs réelles ou complexes telles que

1 fllz,(ap) < o0

b »
HfHLp(a,b):(/ \f\pdu> <00

Jun

si1 < p < oo,
et

1|2 (ay = sup ess|f(x)] < o0

présque partout pour tout x € |a, b].

Lemme 1.1. Si p € [1,00] et a,b>0, alors
(a+b)P < 2071 (aP + bP). (1.1)

Proposition 1.1. . Lespace LP(2)(0 < p < o0) est un espace vectoriel sur R ou C

pour les opérations algebriques

1) L’addition vectorielle Vx € [a,b],
(f +9)(x) = fz) + g(x).
2) La multiplication par un scalaire Yz € [a,b]VA € R ou C
(A-N)(x) = Af(2).

Démonstration. Pour 1 < p < oo on utilise le Lemme.Pour le cas p = occon

utilise les propriétés du sup esssentiel. O
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Inégalités intégrales fondamentales

1) Inégalité de Holder
L’inégalité de Holder et ses corollaires jouent un roéle principale dans la théorie
des espaces L,, sont utilisés dans des preuves d’'importantes inégalités liées

aux espaces Ly,.

Lemme 1.2. (Inégalité de Young) Soit p,q > 1, avec i—i— é = 1. alors

a? b7
Va,b >0, ab< — + —. (1.2)
p q
Démonstration. La fonction exp :t — exp(t) est convexe (de R dans R.)

On a donc pour tout ¢,s € R et tout « € [0, 1].
exp(at + (1 — a)s) < aexp(t) + (1 — a) exp(s).

Soit a,b > 0 (les autres cas sont triviaux ,a = 0,b =10 ).

On prend « = % (de sorte que (1 —a = %,)

Pour t = pln(a) et s=¢qlIn(b). On obtient ab < % + %q. O
Corollaire 1.1. Soientt p,q,r > 1 tel que % = % + %, alors
rT r
VA,B>0, (AB) <-A"+-B (1.3)
p q
Démonstration. Comme % = 1—1)4— %, alors,1 = # + q—}r, et on applique

I'inégalité (1.2) avec a = A" et b= B" on trouve

N T T

AB) =ab <
(4B) CL_p/r q/r  p q

]

Théoréme 1.1. (Inégalité de Holder) Soient Q2 C R™ un ensemble mesu-

rable,
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etl<p<oo, feL,(Q) et geL,(Q) avec 1/p+1/q=1, alors
15 1<p<o0

P T 7 (14)

2 Sip=o0
19l < Nlgllo L/ -

Démonstration. Si 1 < p < oo, on applique le Lemme [1.2| avec

o @Iy @]
HfHLp(Q) HgHLq(Q)
on a
@)
£l 2,19l 2y
Lif@)” 1 lg(x)]
= p +- q )
p ”fHLpQ) q ||g||Lq(Q)
1 P 1 1
FAESTCS TR Uy g (S T O VTCO T
lolole ™ =0 17 o™ ) 197 q
1 1
p q
d’ou I'inégalité ([1.4]). ]

Proposition 1.2. Soit p; €]l,00[, i = 1,2,....k, et 1 <r < oo tel que
pil + p% + ..+ pik = % (les p; sont dits r conjugués), fi € Ly, (€2), alors

k
L(Q) < 11 HfiHLpi(Q) (1.5)

f=ﬁﬂ/um>a|m
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Démonstration. Par recurrence sur 1. O

2) Inégalités de Minkowsky

Théoréme 1.2. (Inégalité de Minkowsky) Soit Q C R™, un ensemble
mesurable , 1 <p < oo, fe&Ly,(Q) et ge L,(2). Alors :

||f+gHLp(Q) S HfHLp(Q) + HgHLP(Q)’ (1.6)

Démonstration. 1. Si p=1

154 0l = [ £+ ldz < [ \1lao+ [ loldo =111, 0+ ol o

2.51 1<p<oo

/]f+g\pdx:/|f+g]|f+g|p_1da;
Q Q
< [Uslls+aP e [ olls+ ol e

On applique I'inégalité de Holder :
/Q g P [ A P 1 [ s

1,1 __ - P .
avec p+q—1, et donc q= 35, alors :

p—1
I+ 0" oy = ([ 1ol 7 dw) 7
() o

_ ((/Q |+ gl de) ’l’dx>p1

-1
= ”f +9’ };p(g)
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d’ou
[Jf+ﬂ%x£Hf+ﬂiin@fmmn+ﬂﬂgm)’
on déduit que :

1+l < 17+ 1y (10 + D)

Et par conséquent

17+ 9010 < 11200 + 1912, 0

Remarque 1.1. I suit de [inégalité de Holder que :

1) Si u(?) < oo les espaces Ly(S2) sont emboités en fonction de p i.e pour
l<p<g<oo ona:

Loo(2) C Ly(2) C Ly(Q2) C Ly(Q).

2) Si u(2) = +oo il n'y a en général pas d’inclusion entre les espaces L, (€2)
et L,(Q2) pour p # q.

Proposition 1.3. Pour 1 <p < oo, l’espace L,(2) est un espace normé par
1
p
ey = ( [ 1760IPas)"

Lemme 1.3. Pour tout sous ensemble mesurable ) de mesure finie, pour

3) Complétude

1<p<oo, ona

plgglo 1z, = 11 Loy

Théoréme 1.3. Théoréme de Riez-Fisher
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(i) Pour, 1 < p < oo, L,(Q) est un espace de Banach i.e espace normé

complet.

(ii) L’espace Lo(RY), muni de la norme ||.||1,, est un espace de Hilbert (réel)

et le produit scalaire associé a la norme est défini par :
(f/9)2 = / fadp.
Q
En outre, on a l'inégalité de Ca,uchyH-Schwarzﬂ :

1fgllzy < 171z llgllz.-

1.1.2 Espace des fonctions continues :
Soit (F,d) un espace métrique.

1) On note C(E, K) 'espace des fonctions continues de E & valeurs dans K, K =
R, C.
Et par Cy(E,R) := Cy(E) 'espace des fonctions continues et bornées de E dans
R et

2) L’espace noté
C"([a, b)) = {f : [a,b] — K, /f" € C([a,b]) }-

ie f existe et est continue sur [a, b].
Sin=0: C%a,b]) :=C([a,b]).
Sin—oco: C%([a,b]) = Ny_oC*[ab]).

1. Augustin Louis, baron Cauchy (21 aotit 1789 a Paris-23 mai 1857 & Sceaux (Hauts-de-Seine))
est un mathématicien francais.

2. Hermann Amandus Schwarz est né le 25 janvier 1843 en Pologne et est mort le 30 novembre
1921 a Berlin. C’est un mathématicien célébre dont les travaux sont marqués par une forte interac-
tion entre ’analyse et la géométrie.
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3) Les espaces C"([a,b]) sont des espaces vectoriel sur R, ou C normé par

||f||Cn—Z||f le —Zmaxlf ),k €N.

Théoréme 1.4. Completude

1) L’espace C([a,b]) est un espace normé complet(espace de Banach) pour la norme

I flleqaey = sup |f(1).

tela,b]

2) L’espaceC"([a,b]) est un espace normé complet(espace de Banach) pour la norme

o = ZHf ||C—Zmax|fk )k eN.

I/

1.1.3 Espace des fonctions absolument continues

Définition 1.2. une fonction f d valeurs réelles définie sur [a,b] C R est dite abso-

lument continue sur [a,b|(A C ([a,b])) si : pour tout suite ([ax, b|)k=1..n d’intervalles

ouverts

Ve > 0,40 >0:
Z ‘bk, ak| <é
k=1

alors

> FIbe) = fla)] < .

k=1

Caractérisation et exemples

1) L’espace des fonctions absolument continues est I’espace des fonctions primi-

tives des fonctions inté grables, c’est a dire :

AC([a, b)) = {f/36 € Li([a,B]) - —c+/¢ )dt}.
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2) Pour n = 1 une fonction absolument continue est uniformément continue.

3) Une fonction Lipschitzienne est absolument continue.

Théoréme 1.5. (complétude) lespace des fonctions absolument continues noté AC(|a, b))

munt de la norme

1/ 1lac = If(a)|+/ /()] dt, (1.7)

est un espace de Banach.

1.2 Fonction spéciales

1.2.1 La fonction Gamma

L’une des fonction de base du calcul fractionnaire est la fonction notée T'(z)

pour z € C

Définition 1.3. Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0,0n définit la fonc-

tion Gamma par la représentation intégrale

r(z) = / exp~t 1-Ldt. (1.8)
0

cette intégrale est convergente pour Re(z) > 0.

Remarque 1.2. La fonctionI'(z) est une fonction monotone strictement décrois-

sante pour 0 < z < 1.

Proposition 1.4. Siz > 0, alors
1-
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3.
I(z4+1)=2! si ze€Z.
v 1
IG5) = VT
5- T(04) = +o0
Démonstration. On a -
['(2) :/ exp ‘t*ldt
0
d’ou
“+o0o
I'(z+1)= / exp ' t7dt
0
On utilise une intégralion par parties,
+oo
[(z+1) = [exp " —t*]§> + z/ exp ‘t*7ldt,
0
on obtient
['(z+1)=zI(z).
par définition
1 +00 —t
rey = / P
22 Jo Vi
on pose u = v/t donc
1 oo eXp_“2
') = 2udu
2 0 u
+00 )
=2 exp “ du.
0
Sachant que f0+°° exp_“2 du = \/TE (dite l'intégrale de Gauss),il vient que
i) =7 s
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1.2.2 La fonction k-Gamma

Définition 1.4. Soit k > 0,Re(x) >0 On définit la fonction k— Gamma par

o0 tk
[i(z) = / t"Lexp F dt.
0

Proposition 1.5.

1I- k>0etzcCona

12.n -1
[p(z) = lim %
n—oo €T ’Vl,k‘

2- Pour toutk >0
Ce(z + k) = 2Ty (x).

3- Pour toutk >0
Ce(k) =1.

4- Pour toutk >0, a € R

[p(z) =a

8
N
8
~
8
L
)
&

@\
?r“}.
o
QU
~

7- Sik>0,a eR

I(ak) = k*'T(a).

8- Pour toutk > 0,n € N

[(nk) = k" '(n—1).
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1.2.3 La fonction Beta

Définition 1.5. Soient a,b € C tels que Re(a), Re(b) > 0 la fonction Beta notée
B(a,b) est définie par
1
B(a,b) :/ t N1 — ) tat
0
et
[(a)I'(b)

B(a,b) = Tath)

Proposition 1.6. Pour tout a,b € C,Re(a) > 0 et Re(b) > 0

1- La fonction Beta B est symétrique
B(a,b) = B(b,a).
2- Pour a,b >0
aB(a,b+1)=bB(a+ 1,b).

3- Pour a,b >0
B(a,b) = B(a+1,b) + B(a,b+1).

4- Pour a,b>0

B(a,b—l—l)zéB(a—I—l,b): B(a,b).
a

a+b

1 ta_l
B(a,b) = —dt
(a,b) /0 (11 )=+t

3
= /Sin(t)za_lcos(t)%_ldt
0

Démonstration. a l’aide du changement de variables s =1 —t¢

1 1
B(a,b) = / N1 — ) dt = / (1—5)*"'s""1ds = B(b, a)
0 0
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L(@)l'(b+1)  b'(a)l'(b)

Blab+ 1) = 3003 0) " Tlat b+ 1)
_abl(a)l'(b) _ bl'(a+ 1I'(D) (1.10)
al'la+0+1) al'(a+b+1)
b
=2 Ba+1,0)
D(@P(b+1) _ T(a)bl(b+1)
Bla,b+1) = (a+b+1) T(a+b+1)
_ (@) b
= aroTatd) axp @
On montre que
B(a,b) = 2folsin t)2“_1cos( )Qb_ldt
On a B(a,b) fo t271(1 — t)*~1dt, alors par le changement de variable

t = sin?#@, dt = 2 cos 6 sin Hdb
t=0—0=0

t=1+—0=73

us

B(a,b) = : (sin )?*~2(1 — sin® #)*~! cos A sin Hdh

VB

I
DO

‘Nc\ch\c\

(sin 0)?* " (cos 0)** % cos Od 0

I
b

(sin #)?*~(cos 0)**~'dp

™

2

I
rO

sin(t)?*cos(t)* dt
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1.2.4 La fonction k-Beta

Définition 1.6. Soit k > 0,2,y > 0. On définit la fonction k— Beta par

O

Bi(w,y) Tp(z+y)

Proposition 1.7. 1- By(z,y) = 1 B(£,4).

Tty

2- Bi(z,y) [Tt (1 + %)% dt.
3- By(z,y) =L [1tE71(1 —¢)ELat.

1.3 Intégrales de Riemann-Liouville(R-L)

1.3.1 Définition et propriétés

Définition 1.7. Soient f € L'([a,b]),a > 0 ,on appelle intégrale de Riemann-

Liouville d gauche (respectivement d droite) de f les intégrale

1o f(z) = ﬁ /:(x () dE o> (1.11)
et . b
I f(z) = W/ (t—2)  f(8) dt ,x < b (1.12)

Pour a=01(z) = f(z).

Proposition 1.8. Soient f une fonction intégrable est bornée et o, B deuxr nombres

réels strictement positifs,alors :
IV f ()] = I f(x). (1.13)

Démonstration. Soient f une fonction intégrale et bornée et «, f deux nombres réels
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strictement positifs,a > 0 et S > 0 alors on a
(6% 1 * a—
10 @) = 5 [ =07 @00

_ ﬁ / “(o— -t {ﬁ / (= 5P f(s)ds} dt
_ m / (z — 1)*! Uat(t - s)ﬁ_lf(s)ds} dt

Pour calculer cette intégrale on a besoin de la formule dite de Dirichlet,alors

/0 (t — o) de / (& — )" dy = B(ov §) / (t— g fy)dy.  (114)

On trouve

Proposition 1.9.

1) I8V f (@) = B (@) + o S (x = 0" F (8t

2) I(1) = {5 (8> 0).

3) Lif(2) = oty Jo (@ = 1)L f(t)dt.

4) T [(t—a) () = iy (e —a)™ 771 et T [(b—1)"7)(2) = aky(b—
r)fte-l,

\b@/—\

\/
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) S () = 1),
6) Soit Uopérateur QQ définit par (Qf)(z) = f(a+b— z), alors

Q7 =T QI =15,
Lemme 1.4. Soient f € L,([a,b],R) et g € L,([a,b],R) de plus (o)) > 0 et p,q >
1, % + é =1, alors

b b
/ F (@)X, 9)(2)di = / 9(@)(I3 f)(x)de.

1.4 k-intégrales de Riemann-Liouville

1.4.1 Définition et propriétés

Définition 1.8. Soit f une fonctionintégrable avec support dans RT et soit o un
nombre réel,ac > 0,k > 0.0n appelle k— intégrales Riemann-Liouville de f d’ordre «

les intégrales

W) = oy [ (=R (0 (1.15)
et X
WD) = s [ o= 0F 0 (1.16)

Remarque 1.3. Soit a un nombre réel 0 < o < 1,k > 0, le noyau singulier, de

k-Riemann-Liouville est donné par :

T DL
a,k()—krk(a), > U.

L’opérateur k-Riemann Liouville intégrale peut étre exprimée comme la convolution

I f(adar * f(x).
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Proposition 1.10.
1) (W54 (t — a)i ) (2) = ek [ (w — 1)1 (8 — a) It
2) (I2) (0025 ) (0) = iy S0 S (e — ) F fu(t)dt
3) I, S) (@) = gk 5@ = DF T (dt = s p (1), 0
/)
W8, @) =18, f(2).

5) Soit a,BER, k>0
IpT, f(t)dt = TP £ (1),



Chapitre 2

Inégalités Intégrales pour 'opérateur
de R-L

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on prsente quelques résultats concernant 1’opérateur intégral
fractionnaire de Riemann-Liouville .
En utilisant I'identité de Montgomery avec et sans poids.
Si f :[a,b] — R est différentiable sur [a, b], avec la premiére dérivée f intégrable

sur [a, b],on a 'identité suivante

16 == [ 1)+ [ pit.s)r (s 2.1)

ou la fonction P(t, s) est le noyau (dit noyau de Peano) défini par

»
|
IS

a<s<t
P(t,s) := h

T
|
SR

t<s<b

T
IS
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Démonstration. On pose

= / " f(s)ds + / " P(t,)(s)ds

On considére le deuxiéme membre.

On a

1 b t o b —b
I:b - f(s)ds+/ Z_Zf’(s)ds+/t z_af'(s)ds

[ b—% [/abf(s)ds + /at(s — a)f(s)ds + /tb(s - b)f’(s)ds]

On intégre par parties

= [ s [e-aress [s-nre)
1o b
=i | [t ([ = areas) (o)
=[] s (e=aro - [ )+ (<u-nsw - [ )]
- L :/abf(S)der ((t—a)f(t)—(t—b)f(t)—/abf( )is)|
= F0) ()~ (¢~ D))
= (D)0 o)
- 1)
(2.3)
O]
On rappelle
12.0) (@) = e [ =070 dt o > a (2.4
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(I f) (2) = ﬁ / (t—2) V(1) dt o < b

2.2 Les principaux résultats

Théoréme 2.1. Si f : [a,b] — R est une fonction différentiable sur |a,b] telle que :

f’ELp[a,b],%+$:1,p>1.

Alors l'inégalité suivante est satisfaite

<

s 0320 - 0- a0 [  (s)ds

1 1
b—a)*ta -+ - -
- a)"* x (MH)q (qH)q)HfH

Démonstration. On a

b
D(a)Jof(b) = / (b— 0 £(1)dt.

En remplagant f(¢) par (2.1)), on obtient

D(a)J2f(b) = / b—1)° [b_ / F(s)ds + / )f’(s)ds}dt

- b(b—t)

[/ f(s ds+/ (s—a)f'(s )ds+/b(s—b)f'(s)ds] dt.

I = /ab(b —¢)ol </abf(s)ds) dt = @ /abf(s)ds

(2.7)

(2.8)

(2.9)
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I, = /b (b—t)*! (/t(s — a)f’(s)ds) dt
¢ “ (2.10)

_ (b;“) /aba)_ ) /(s)ds — é/ab(b— §)™H 1 (s)ds
b b
I3 = / (b—t)*t (/ (s — b)f'(s)ds) dt
@ ! (2.11)
h o Na b b
_ %/ (b— 5)f'(s)ds + é/ (b— )2 f/(s)ds
On remplace Iy, I, I3 par leurs expressions, on obtient
b
D(a+ DJ2f(b) — (b—a)*? / f(s)ds =1, + I + I3
- /b(b — )" f'(s)ds (2.12)
—(b— ) / (b 8)f(s)ds.
On applique I'inégalité de Holder on trouve
‘F(a—l—l)Jo‘ —(b—a)" / f(s
(/ b—saqu) (/ |f (s ]pds> +
(2.13)
(b—a)a_l(/ b—squ> (/ |f (s ]pds> <
(b- >°‘+é< + ) 11l

7 e+ 1 <q+ 1)

]

Théoréme 2.2. Soient f : [a,b] — R différentiable sur [a,b] et |f'(z)| < M, pour
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chaque x € [a,b] et a > 0, alors on a linégalité suivante :

1o (b) — b‘“ /f Jis| < Mla+3)(b—a)*T (2.14)

Démonstration. D’aprés le théoréme on a

I2(b) b“”l/f -

/ (b— ) f/(s)ds — (b— a)* / (b— 5)f'(s)ds| <

a

+’<b—a)‘” /b(b—s)f’(s)ds < (215)

a

[0 s

b b
[e=sirelds+ - >a-1/< 17(s)l ds <

O [irotas + o-a= 5% [

Puisque |f'(s)| < M, il suit que

_ a+1 _4)2 b _ o+l _ o+l
/ Mds + ( b—a7 / Mas < (L= (0=a)
o} + Ca+1 2 “ a+1 2

< M(b—a)*™! (L + 1)

a+1 2
ar1 [2+a+1
<m-a (3255
M —a)*(a+3)
2l (o + 2)

(2.16)
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2.3 L’identité de Montgomery avec poids

Soit w une fonction mesurable positive dite fonction poids. On définit la fonction
W par

L’identité de Montgomery avec poids est donnée par

/ W(s)f(t)dt + / P (o ) f (1)t (2.17)

avec le noyau avec poids P, (t,s) défini par

Po(t.s) W(s) a<s<t (2.18)
w(t, s) = :
Wi(s)—1 t<s<b

2.4 Les principaux résultats

Théoréme 2.3. Soit w : [a,b] — [0,00) une fonction mesurable positive telle que :
f; W(t)dt = 1 et posons W(t) = [ w(s)ds pour a < t < b,W(t) = 0 pour t <
a, W(t) =1 pourt > b.

Soit f : [a,b] — R différentiable sur [a, b] telle que f' € L,[a,b] avec %—i—% =1,p>1

et a > 0, alors on a linégalité :
‘F( DISf( (b—a)® / W (s

a b—a @
1716~ a)° [(/ Wis —1|st) +(aq+1)

Démonstration. On a

(2.19)

/W dt+/ Py (x,t)f'(t)dt. (2.20)
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tona y ){WS) L
W(s)—1 t<s<b
donc
s 0= [ -0 ([ W) a
# [o=oet ([ v reas)
+ [o—o ([ v -0 ras) a
On pose
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I'(a) (b—a)° /W §)ds = ( b—a)a/ (W(s) — 1) f/(s)ds
. a (2.22)
+/ (b—s)*f'(s)ds.

On applique l'inégalité de Holder, on trouve

‘(Iaf b—a/W

\(b—a) / (W(s) — 1) f/(s)ds| + /b(b—s)“f’(S)ds

<(fore) ([wor-n) +([ora) ([o-so)
é(b—a“(/b!f’sr”ds) (/ W (s —qus) +(%)
< [1£ 10— 0 [(/ W(s —1|qu)q+(ofq—+al)".

S]

Q=

]

Remarque 2.1. Si on prend : w(t) = ﬁ le théoréme se réduit au théoréeme .



Chapitre 3

(Généralisation des résultats

3.1 Opérateur généralizé de R-L

On va étudier les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville généralisées via

des fonctions .

Définition 3.1. Soientt « > Oet f : [a,b] — R une fonction intégrable et g une
fonction croissante sur [a,b] ayant une dérivée continue g’ sur |a,b]. Les intégrales
fractionnaires a gauche et adroite d’ordre a d’une fonction f par rapport a une autre

fonction g sur [a,b] sont définies par

I, flz) = ﬁ / “(9@) — g6 g (O f ()t x> a (3.1)
1 ’ -1/
I3 ) = iy [ 160 = gt 0 10t < b (3.2)

On va généralizer les résultats cités dans le chapitre précédent(deux).

En considérant un opérateur génralizé de R-L
I, 1% ( adroite)

a’7g ’ a7g

I[OZ

b ]sz (& gauche)



3.2 Les principaux résultats 27

Définition 3.2. Soient o > 0,k > 0, f : [a,b] — R wune fonction intégrable, et
g une fonction croissante sur [a,b] ayant une dérivée continue g sur [a,b]. Les k-
intégrales fractionnaires a gauche et adroite d’ordre o d’une fonction f par rapport a

une autre fonction g sur [a,b] sont définies par

I f(a) = ﬁ / “(g(x) — g(0)F g (6) (1)t (3.3)
b
I3 @) = s [ 00 = a@) E 0w 3.9

3.2 Les principaux résultats

Théoréme 3.1. Si f : [a,b] — R est une fonction différentiable sur [a,b] telle que :
fle Lp[aab]a%—i_% =1,1<p,q< o0

Alors l'inégalité suivante est satisfaite

<

T 0235,00) = 0 - 01~ [ fls)as
X ‘ (3.5)

b—aa+% + 11) /P'
( ) ((aq+1) (q+1)= 7

Remarque 3.1. Pour l'opérateur k-Riemann-Liouville,on obtient une inégalité ana-

Q=

logue

<

o+ 00, 10) - 6 -0 " (s)as

' , (3.6)
( T+ ) 1Nl p-
(Zg+1)s  (¢g+1)a




3.2 Les principaux résultats 28

Démonstration. On a

b
[(a)Jgqf(0) =/ (9(b) — g(1))*'g'(t) f(t)dt. (3.7)

En remplacant f(t) par (1.8), on obtient V¢ € [a, b]

(@)02,/() = /ab<g<b>—g< tge) [ [ s [ ptesstsias]

1 b
= (9(b) — g(t)*"g'(t)

{/f ds+/ s—af()ds—l—/b(s—b)f'(s)ds]dt
:T/afs ;

(3.9)
b= [ o) —gey=d) ([ (s—a)f(s)ds ) de
[omsorso(fo-aro).
= DD [i500) — g6 )ds = = [ (o) o) 1 ).
b= [ o) =gy x ([ s—0)fs)as ) at
/ ( ) o

_ w/ (g(b) — g(s))f'(s)ds + é/ (9(b) = g(s))* " f'(s)ds.

a
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On remplace Iy, I, I3 par leurs expressions,on obtient
b
Cla+1)J5,f(b) — (b— a)al/ f(s)ds =1 + I, + I3
b
— [ (60 = g1 7 (s
’ b
= (9(8) = @) [ (9(8) = 5D (s)as.

(3.11)
On applique inégalité de Holder on trouve
o+ 102,0) — (o) — )" [ " f(s)ds| <
b

( / b(g(b)—g ds) ( / £(s |ds> " -

() - @) ([ (o) - st) ( / (s |pds) <

(9(b) — g(a))™*¥ ( (aqil)é o~ )31) 1£1

O

Théoréme 3.2. Soient f : [a,b] — R différentiable sur [a,b] et |f'(z)| < M, pour
chaque x € |a,b] et « > 0, et g une fonction intégrable,croissante sur |a,b] ayant

une dérivée continue g sur [a,b]. alors, on a linégalité suivante

1=, f(b) — (9(b) — g(a))* — 1 /bf<s>d8‘ < Mlat3)(gb) —gla)™ g

2 (v + 2)
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Démonstration. D’aprés le théoréme (1.1pn (1.12), on a

12,00 - LI [ pyas

b

/Xmm—g@»w%$w—«mw—gw»w4/<mm—g@»f@m8

a

<

/(ﬂ@—gw»%%@%

(60 9t [ (a®) - s 5

b

b
< / (9(b) = g(s))" | f'(s)| ds + (g(b) — g(a))“_l/ (9(b) — g(s)) [ f'(s)| ds

a

< WO [ gy 40—y LI [ g

o+

Puisque |f'(s)| < M, il suit que

CUEYT] iy R CO RS GIy SV

a+1 2
(9(6) — o))" (gfb) — g(a)™"
S( a+1 * 2 )
< arto) - 90" (57 + 3) (314

2+ 1)
< M(g(b) = g(a))*" (a +3)
- 2y(a+2) '

Remarque 3.2. Si on prend g(z) = x le théoremd3. 1| se rduit au théoreme .
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3.3 Inégalités intégrales avec poids

3.3.1 Introduction

Soit w une fonction mesurable positive dite fonction poids on définit la fonction

W par

On rappelle 'identité de Montgomery avec poids donnée par

o) = / W(s)F(t)dt + / Py ) f (1)t (3.15)

avec le noyau avec poids P, (t,s) défini par

W (s) a<s<t
P,(t,s) = (3.16)
Wi(s)—1 t<s<b.

3.3.2 Les principaux résultats

Théoréme 3.3. Soit w : [a,b] — [0, 00) une fonction mesurable positive telle que
f(f W(t)dt = 1 et posons W(t) = fat w(s)ds pour a < t < bW (t) = 0 pourt <
a, W(t) =1 pourt > b.

Soit f : [a,b] — R différentiable sur [a,b] telle que f' € L,la,b] avec %—l—}% =1p>1
et « = 0, et g une fonction croissante sur [a,b] ayant une dérivée continue g' sur
[a,b]. alors ,on a l'inégalité

b
Pla+DIG,f(0) = (9(b) = g(a))™ [ W(s)[(s)ds

< 19 (®) — ga))® x [( R ds>; . (M)
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Démonstration. On a

b b
fx) = / W (s)f(£)dt + / Po(, 6) f(£)dt. (3.18)
Alors
M@, 00) = [ (00) = 9o (0 S0t
:/(g(b)—g(t)) x [/ W )f(s)ds+/ Put, s)f'( )d]dt
= [a) - sty ([ i) a
b b
+ [ (o) - gt0) guo(/fzasv%>@)ﬁ
(3.19)
et on a
{W(s) a<s<t
Py(t,s) :== (3.20)
Wi(s)—1 t<s<b

On applique l'inégalité de Holder, on trouve

D(a)15,/(0) /‘” I
skam— o) [ () - ' o) - <>f<m{

/ s)ds

</‘U 'd> (/‘m/ ) (/‘V ) (oo )
( 75 |d) ( |

< |1f'lln(g [(/ W(s)— 1" d) +<g Zq_+g1(a)>q]'

(3.21)

/ W (s) —1]|?ds ) n ( (g(b) qugiapaqﬂ

)é
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O

Remarque 3.3. Si g(x) = = et w(t) = 72 le théoreme|3.5 se réduit au théoréme.

b—a

3.4 Remarques finales

Les résultats établis dans cet chapitre apportent quelques contributions dans le
domaine du calcul fractionnaire et des inégalités intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville. On peut établir d’autres inégalités intégrales en utilisant d’autres opéra-

teurs intégraux fractionnaires.
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