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Introduction

L’objet de ce mémoire est d’introduire les notions de base se la résolution des EDPs par la
méthode des éléments finis. Depuis son introduction au milieu des XXéme siécle, cette méthode
est devenue l'outil de base dans la résolution des EDPs qui interviens dans les études scienti-
fiques et techniques.

La résolution de probléme est basée sur une formulation variationnelle des problémes d’équa-
tions aux dérivées partielles, posées sur un domaine de R"(n < 3 généralement dans les pro-
blémes d’ingénierie), qui avec des conditions appropriées sur la solution au bord de ce domaine,
sont nommés problémes aux limites. La méthode des éléments finis apparait alors comme une
méthode de Galerkin particuliére.

En premier chapitre on a donné les notion de base, rappelé des résultats essentiel pour notre
travail et on a introduit la formule de green. En deuxiéme chapitre on a fait la formulation
variationnel des problémes modele et aussi présenter le théoreme de lax-Milgram qui joue un
role essentiel pour l'existence et 'unicité de la solution. En chapitre trois on a introduit la

méthode des élément finit et en dernier chapitre on 'application



Chapitre

Préliminaires

A majorité des phénomeénes sont modélisés par le biais des équations aux dérivées partielles.
Il s’est avéré que ’espace des fonctions continument dérivables suffisamment de fois pour
donner un sens a I’EDP ne soit pas le cadre adéquat pour faire son étude défaut de complétude
d’oit la nécessité d’introduire un nouvel espace complet appelé espace de Sobolev H' que nous
allons définir dans ce qui suit. L’objectif de ce chapitre est de donner les outils de base nécessaires
a 'utilisation de la méthode des éléments finis.
Parmi les outils de base, on retrouve les notions de distribution, des espaces de Hilbert et
de Sobolev, et la notion de trace.
Nous omettrons toutefois quelques détails qui ont bien stir leur importance mais qui ne sont

pas essentiels pour une bonne compréhension de la méthode des éléments finis.

1.1 Rappel sur les espaces de Banach et de Hilbert

Définition 1.1 Soit {u,}, .y une suite dans un espace normé (V,|.|[). On dit que cette suite
est de Cauchy si :

lim  ||up, — up|| = 0.
n,m—-+oo

L’espace normé (V,||.||) est dit de Banach si toute suite de Cauchy dans V converge vers un
élément de V' (pour la norme ||.|| ). En d’autres termes, un espace de Banach est un espace

norme complet.

Définition 1.2 Un produit scalaire dans un espace linéaire V est une forme linéaire (.,.) :
V xV — R avec les propriétés suivantes :

1. (u,u) >0, YueVet(uu=0&u=0,

2. (u,v) = (v,u), Yu,veV,
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3.(au + pv,w) = a(u,w) + B(v,w), Yu,v,weV o, R,

Le couple (V,(.,.)) est un espace linéaire muni d’un produit scalaire.

1.1.1 inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1.1 Soit (V,(.,.)) un espace linéaire muni d’un produit scalaire. Alors on a :

|(u,v)| </ (u,u)\/(v,v), Vu,veV.

Définition 1.3 Soit (V,(.,.)) un espace linéaire muni d’un produit scalaire. Posons ||v| =
V (v,v) pour tout v € V. Alors le couple (V|| - ||) est un espace normé et

|(w, 0)| < lullllv]l,  Vu,veV.

Un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est induite par un produit scalaire.

1.2 Les Distribution

Définition 1.4 Soient Q un ouvert de R™(n > 1) et f une fonction f : Q — R. On appelle
support de f l’ensemble :

supp [ = {x € Q tel que : f(z) # 0}.

Définition 1.5 On dit que la fonction f est a support compact s’il existe un sous-ensemble
compact K C Q tel que supp f C K. On définit ainsi l’espace D(2) par D(Q) = {f € C>*(Q)

tel que : f est a support compact } .

Définition 1.6 (Distribution)

On peut maintenant définir ['espace des distributions sur 2. Soit T une application linéaire de
D(Q) dans R. On note par < T, > la valeur de T correspondante a l’élément ¢ € D(),
c’est-a-dire < T, >=T(p). On dit que T est continue si :

n——+o0o

ol {Pr}pen €5t une suite arbitraire de D(S) qui converge vers ¢ dans D(S2).

On appelle distribution sur D(Q2) toute application 7' : D(2) — R linéaire et continue.
L’espace des distributions sur €2 est I'espace D'(£2), dual de D(Q2), c’est-a-dire, l'espace des

applications T : D(2) — R linéaires et continues (au sens spécifié ci-dessus).
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Exemple 1.2.1 Soit a un point de ). Le delta de Dirac relatif au point a, noté par é,, est la
distribution définie par :
{00, 9) = p(a) Vo € D(Q),
0, est linéaire. En effet,
(00, o +9) = (0 + ) (a),
p(a) +¢(a),
= (0a, ) + (00, ¥), Voo, € D(Q).

Elle est aussi continue. En effet,
O pn) = lim on(a)
= QO(CL),
= (04, ), Ve, € D(Q) tel que lim 6, =9J.

n—-+o0o

On dit qu’une suite de distributions {T,,} converge dans D'(2) vers une distribution T si :

lim (T,,¢) =(T,¢), Y€ D).

n—-+00

1.2.1 Tespace LP(Q2)

Définition 1.7 Considérons l'espace LP(QY) des fonctions , pour tout 1 < p < oo est défini

par :

LP(Q) = {f : Q — Rfmesurable tel que /Q|f(x)]pdx < oo} :

Remarque 1.1 [’espace L2()) est un espace de Hilbert.

(f, e /f

La norme de L2(Q2) associée a ce produit scalaire est donc donnée par :

1 Fllez@) = ((f, Hlize)® = (/ |f(x 2d90)
1.2.2 Inégalité de Holder
Théoréme 1.2 Pour tout f € L¥(Q) et g € LP () |fg| € LX) et on a linégalité :

/ FE)gEOlx < (111 gl

Lorsque p = p' = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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A toute fonction f € LP(2) on associe une distribution Ty € D'(Q) définie par :

T.9) = [ f@)p), Ve e D@, (1.1)
On a le résultat le lemme suivant :

Lemme 1.1 L’espace D(Q) est dense dans L2(Q).

Définition 1.8 Soit T € D'(Q) avec Q un ouvert de R"™. La dérivée partielle de T par rapport

a x; avec i = (1,...,n) au sens des distributions est une nouwvelle distribution définie de la

orT B Op
(7 )= (5.2} eeno)

Remarque 1.2 De maniére analogue on peut définir les dérivées successives. Pour chaque

maniére suvante :

multi-indice o = (o, ..., ) € N on définit :

(D°T, ) = (—1)lI(T, D) Vo € D(Q).

1.3 Les espaces de Sobolev H'())
Définition 1.9 Soit Q un ouvert de RN. On pose
H'(Q) = {ue L*(Q) : Ou/dx; € L*(Q),Vi=1,...,N},

Bien entendu, la dérivation est a comprendre au sens des distributions. En d’autres termes, une

fonction u € L*(Q) est dans H'(Q) s’il existe des fonctions v, ..., vy dans L*(Q) telles que :

/uagpd}(:—/vigpdx, YoeD(Q) Vi=1,...,N.
o Oz Q

On lui associe le produit scalaire :

et la norme associée est notée :

. ) 1/2
o 12 ) v
[vll @) = (0, 0)41(q) (/ﬂ (U * ; (axz) ) dx) '
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1.3.1 L’espace de Sobolev H}(Q)

Définition 1.10 maintenant un autre espace de Sobolev qui est HY(S2), et qui nous sera trés

utile pour les problémes avec conditions aux limites.
L’espace de Sobolev H}(QY) est défini comme étant [’adhérence de D(Q) dans H(Q).

Définition 1.11 Nous dirons qu’un ouvert €2 est borné dans une direction s’il existe un vecteur
unitaire d € RN et une constant A > 0 tels que Q C {X ERYN: —A< x-d< A}

1.3.2 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.3 Soit ) un ouvert borné dans une direction. Alors il existe une constante C > 0

ne dépendant que de § telle que :

Vu € Hy(Q) |lullrz@) < Cl|Vul 2.

Proposition 1.1 L’espace H'(Q) muni de la norme || - ||z est un espace de Hilbert".

Proposition 1.2 Pour tout Q ouvert de R?, 'application f ]7:: f o est une isométrie de
HYQ) sur HY(Q).

Définition 1.12 On définit les espaces de Sobolov H™()) ou m est un entier strictement positif
par :
H™(Q) :={u € L*(Q): D*u € L*(Q), € NV |a| <m}.

On le munit de la norme naturelle :
1/2

= | 35 [ 107uls

a:la|l<m

Proposition 1.3 L’espace H™(2) (m € N*) muni de la norme ||.|gm est un espace de Hilbert.
Dans le cas ou QQ = RN, il est possible de définir les espaces de Sobolev en utilisant la transfor-

mée de Fourier. Siu € &' (]RN) , on note u sa transformée de Fourier et on a :
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Proposition 1.4 L’espace H™ (RN) (m € N*) peut étre défini par :
H" (RY) = {ue s (RY): (1+|¢?)"*a(e) € 12 (RY) }

et la norme définie par (N1) équivalente a (on garde la méme notation) :

[l g = (/Q (L+1g*)™ Iﬂ(§)|2d§) 1/2-

Cette proposition permet de définir ’espace H™ (RN) pour tout m € R (et plus seulement
m € N* ). Sim n’est pas entier, on le note alors plutot H* (]RN) ;s € R Le théoréeme de Plan-

cherel nous assure alors que si s > 0,u € L? (RN) ce qui n’est plus le cas st s < 0.

Proposition 1.5 Sur H™ (R x w) C RY, la norme usuelle est équivalente @

1/2
2

[oe| Fey ()
Gl g, dse,

an (517 X2)

full g = | > /W/RN1 (14 la )"

aeNN1
lal<m

Remarque De facon plus générale, pour tout 1 < p < oo et pour tout m € Nm > 1, on

peut définir les espaces de Sobolev :
W™P(Q) := {u € LP(Q) : D*u € LP(Q),Yar € NV |a| < m}.

que I'on munit de la norme :

1/p

s i= | 3> [ Doupax
Q

a:lal<m

Proposition 1.6 On suppose que S est un ouvert de classe C' avec T'(la frontiére) borné ou
bien que ) est le demi-espace Rf. Alors il existe un opérateur de prolongement P : H'(2) —
H' (RY) linéaire, tel que pour tout u € H'(Q) :

1. Pulg, =u,

2. |Pull 2y < Cllull 2o,

8. | Pull vy < Cllullga),

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend que de ().
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Proposition 1.7 L’espace D (]RN) est dense dans H® (RN) pour tout N entier positif et pour
tout s € R.

Définition 1.13 On note HJ*(2) ladhérence (pour la norme ||-|
dans H™(S).

am(®y) ) du sous espace D(2)

1.4 des opérateurs différentiels

Soit 2 un ouvert de RY. Pour toute fonction F := (Fy, Fy, ..., F,)" 1 x € Q — (Fi(x), F5(x), . ..

R? (p € N*) de classe C*, on note :

g—ﬂ(x) gri;](x)
[DF (x)] := : 5 ,
Lefx) ... Pr(x)

la matrice Jacobienne de F au point x. Si p = N, on dit que F est un champ de vecteurs et sa

matrice Jacobienne est alors une matrice carrée. On définit la divergence de F par :

div(F(x)) := tr[DF(x)] = Z gg (x),

Soit ¢ : © € RY +— R une fonction de classe C'. On note alors :

Vo) = (520 a—“”<><>)T,

Oxy T Ozy
le gradient de . Si ¢ est de classe C?, on définit le laplacien de ¢ par :

0%

Ap(x) == div(Ve(x)) = 8_:(:%(}() +...+ @(X)

1.5 Formule de Green

La formule de Green’ est un outil fondamental pour la résolution des EDP. Elle coincide,

en dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.

Théoréme 1.4 (Formule d’Ostrogradsky)

Soit Q2 un ouvert borné de classe C' et T' son bord. Soit F une fonction de Cl(ﬁ) a valeurs
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dans RN (un champ de vecteurs). Alors :

| aivPex)ax = [ Fe)-najar.

Remarque 1.3 Dans cette formule, n(x) est le vecteur unitaire normal a I' au point x, dirigé

vers extérieur de §).

Définition 1.14 Pour tout x € I, il existe un ouvert Q (6,0"), un repére R et une fonction ¢
D’autre part, il est toujours possible de définir des ouverts U de RN et O de RVN~! tels que dans
le reprere R, U :={(y',p (y/) +1t):y € O,|t| </2} C Q(4,0") et on peut recouvrir le compact
I' avec un nombre fini Ut = 1,...,m de tels ouverts. On introduit alors une partition de ['unité
(a, . ..,y assugettie a ce recouvrement et on note F; == «;|lq F. On obtient la décomposition

F=>"",F, vérifiant supp FoN T =0 et ot chaque supp F; pour i =1,...,m est inclus dans

| Fotxiax—o.

Fi (ylayN> = (E,l (y/7yN) P '7Fi,N71 (y/7yN) 7}71', ( 7yN>
- (F; (ylayN> ) -Fi,N (y;yN))Ta

U;. On vérifie facilement que :

Dans le repere local R on note

T

et la relation
/ div (Fy(y)) dy = / Fi(y) - n(y)dT,
Q I

se traduit par :

Jo Jo" divyr (F) (7', 01 (') + ) + G (v, (') + ) ) dedy’
— o Fin (i () = FL (v 00 (5) - Ve () dy' (1)

On pose alors F, (y',t) = Fi(y', ;i (y') + 1) et la formule de dérivation d’une composée nous

donne :

/

divy (F) 1)+ 0) = divy BV, 0) = 58 (60 (6) 1) T ()

Or, at fixé, supp ﬁ’i’(-,t) C O et comme

/ divy F, (y',t)dy’ =0, Vie|0,0/2],
O
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Corollaire 1.1 (Formule de Green)

Soit Q un ouvert borné de classe C*. Alors pour toutes fonctions u € C*(Q) et v € C*(Q)

on a: ou
/QAU(X)U(X)dX = A a—n(x)v(x)df - /QVU(X) - Vu(x)dx,

ou Ou/0n(x) := Vu(x) - n(x) (dérivée normale de u )

preuve 1.1 I suffit d’appliquer la formule d’Ostrogradsky avec F(x) := v(x)Vu(x) et de re-
marquer que
div(v(x)Vu(x)) = v(x)Au(x) + Vu(x) - Vo(x),

Dans la démonstration de la formule d’Ostrogradsky (et donc aussi de Green) il est possible
de considérer plus généralement des ouverts C' par morceaux (c’est a dire dont la frontiere
est localement le graphe d’une fonction C' par morceaux, comme par exemple un rectangle de
R? ). Dans ce cas, le vecteur normal n’est défini que presque partout sur T'. Plus loin dans ce
cours, nous montrerons que ces formules (Ostrogradsky et Green) ont encore un sens pour des

fonctions beaucoup moins réquliéres que ce qui est donné dans ce chapitre.

1.5.1 Trace d’une fonction

Pour pouvoir faire les intégrations par parties qui seront utiles par exemple pour la formu-
lation variationnelle, il faut pouvoir définir le prolongement ( la trace) d’une fonction sur le
bord de 'ouvert €.

Sin =1(cas 1 — D) : on considére un intervalle ouvert I =]a,b[ borné. On a vu que H*(I) C
CO(I).

Donc, pour v € H*(I),u est continue sur [a, b], et u(a) et u(b) sont bien définies.

Sin > 1:onnaplus HY(Q) C C°(Q). Comment alors définir la trace? La démarche est la
suivante :

On définit I'espace
Cl(Q) = {gp : 0 — R/30 ouvert contenant 2, Ji) € 61(0)71/49 = gp} ,

Autrement dit, C!(Q) est 'espace des fonctions C! sur 2, prolongeables par continuité sur 9
et dont le gradient est lui-aussi prolongeable par continuité. Il n’y a donc pas de probléme pour
définir la trace de telles fonctions.

On montre que, si {2 est un ouvert borné de frontiére 92 "assez réguliére", alors C!(Q2) est dense



1.5 Formule de Green 11

dans H'(Q) L’application linéaire continue, qui a toute fonction u de

C1(Q) associe sa trace sur 92 se prolonge alors en une application linéaire continue de H'(€2)

dans L?(02), notée o qu’on appelle application trace. On dit que

Yo(u) est la trace de u sur 9Q Pour une fonction u de H'() qui soit en méme temps continue

sur 2, on a évidemment vo(u) = ujpn- C’est pourquoi on note souvent par abus simplement

up0 plutdt que yo(u)

On peut de fagon analogue définir ~;, application trace qui permet de prolonger la définition

usuelle de la dérivée normale sur 9. Pour u € H%(Q)), on a d;u € H'(Q),Vi =1,...,n, et on

peut donc définir v, (Q;u) . La frontiére 02 étant "assez réguliére" (par exemple, idéalement,

On peut de facon analogue définir ~;, application trace qui permet de prolonger la définition

usuelle de la dérivée normale sur 9. Pour u € H%(Q2), on a d;u € H'(Q),Vi = 1,...,n, et on

peut donc définir vy (O;u) . La frontiere 0 étant "assez réguliere" (par exemple, idéalement,
ny

de classe C!, on peut définir la normale n = : en tout point de 9. On pose alors
Ny,

y(uw) = Y0 70 (Gu) n;. Cette application continue v, de H*(Q) dans L?(99) permet donc

bien de prolonger la définition usuelle de la dérivée normale. Dans le cas ot u est une fonction

de H?(Q) qui soit en méme temps dans C*((2), la dérivée normale au sens usuel de u existe,

et v1(u) lui est évidemment égal. C’est pourquoi on note souvent, par abus, d,u plutét que

Y1 (u).



Chapitre

Formulation variationnelle

Actuellement, le principe des travaux virtuels est bien connu et trés répandu. Il est souvent
formulé en termes d’égalité des travaux effectués par les forces extérieures et intérieures lors
d’un déplacement virtuel quelconque. Ce concept est essentiel pour la résolution des équations
aux dérivées partielles. En effet, les déplacements sont remplacés par une fonction arbitraire

continue sur le domaine et I’équation est réécrite sous forme intégrale

2.0.1 Forme faible

Pour satisfaire les conditions aux limites nous avons deux maniéres de procéder ; soit par le

choix de la fonction de pondération, soit vérifier que :

/wB(u)dH =0, (2.0)

Dans la pratique, il est possible d’intégrer (2.0) par partie et de la remplacer par :
/C(w)D(u)dQ—l—/E(w)F(u)dT =0,
Q T
Les opérateurs C, D, E et F contiennent des dérivées d’ordre moins élevé, d’ott un choix de
fonctions d’approximation de u plus large.

Cette équation est la formulation faible de équation différentielle, elle forme la base de
I’approximation par éléments finies.

Remarque : Pour obtenir de telle formulation intégrales, nous disposons de deux procédés
le premier est la méthode des résidus pondérés comme sous le nom de la méthode de Galerkin,
le deuxiéme est la détermination de fonctionnelles variationnelles que 'on cherche & rendre
stationnaire.

Dans la pratique, il n est pas toujours facile de trouver une fonctionnelle. Le premier procédé

est plus utilisé, il consiste a choisir w = du fonction de Dirac (une perturbation de la fonction
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cherchée) et d’utiliser 1 approximation nodale pour la discrétisation. w s’appelle aussi fonction

poids d’ou le mot : "pondéré".

Exemple 2.0.1 Pour obtenir la forme variationnelle faible de [’exemple précédent on intégre

par partie le premier terme.

L dw du dul’ 1
— ——d —| = —1)d
/0 dzr dz T {wdazh /0 w(z = 1)dz,

On voit maintenant que les conditions aux limites notamment sur les dérivées sont explicite-
ment prises en compte dans l’équation. Les valeurs imposées a la fonction elle méme seront

traitées lors de la résolution des systemes discrets.

2.1 Formulations variationnelles des problémes modéles

2.1.1 Probléme de Dirichlet homogéne

On appelle probléme de Dirichlet une équation de Laplace avec des conditions aux limites
de type Dirichlet c’est a dire on spécifie les valeurs de la solution sur la frontiére. Pour tout 2
ouvert de R™ et de frontiére I' := 0 le probléme de Dirichlet s’énonce de la fagon suivante :

étant donné une fonction f € L?(2), trouver une fonction u définie dans € et solution de :

—Au=f dans¥)
u=>0 sur I (2.1)

Supposons qu'il existe une solution v € H?*(Q) de (2.1) (une solution assez réguliére). Soit

v € H{(Q), en multipliant la premiére équation de (2.1) par la fonction test v et en intégrant

/Q —(Au)vdr = /Q fudz,

Et en utilisant la formule de Green, on a :

/Vu-Vvdx—/%vda—/fvdx,
Q r on Q

comme v = 0 sur le bord, on obtient ce que l'on appelle la formulation variationnelle du

probléme ( 2.1) :

sur €2, on obtient :

Trouver u € H}(Q), tel que :
Vv e HY(Q) [, Vu.Vodz = [, fudz (2.2)
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Réciproquement, si u € H)(Q) est solution de (2.2) , alors puisque D(Q2) C H}(), on a pour

tout ¢ € D(Q) :
- ou Jy
Vu - Vpdr = / dx:/ dzx,
/Q 7 ; q 0x; Ox; Q s

cette égalité s’écrit encore :

" /Oou 0
Z<8_sz,a_;i> = <f790>7

=1

et par définition de la dérivation au sens des distributions il vient : :

"L /0%
c’est a dire :
—Au=f

La formulation variationnelle est donc équivalente pour les solutions réguliéres, a la formulation

classique du probléme ( 2.1 ) de Dirichlet.

2.1.2 Probléme de Dirichlet non homogéne

Soit Q2 un ouvert de R™ de frontiére I' := 02, on considére le probléme suivant : étant donné

une fonction f € L?(Q), trouver une fonction u définie dans €2 et solution de :

—Au=f dans )
u=d sur I' (2.3)

Pour se ramener au probléme de Dirichlet homogéne, on va construire un relévement, c’est-a-
dire une fonction uy € H*(Q) telle que o (ug) = d ot 7 est I'application trace.

Si d e Im(v) = (H(Q)) qui est un sous-espace de L*(T"), on sait qu'il existe ug € H'(2)
telle que d = o (ug) On cherche donc u sous la forme u = t+wug avec 1 € H}(Q) et ug € H'(Q)
telles que o (ug) = d Soit v € H}(2), on multiplie la premiére équation de (2.3) par v et on

/ —(Au)vdx = / fuvdex,
Q Q
Comme u = @ + ug, on trouve :

—/Aﬂ-vdx—/Aﬂo-vdx:/fvdx,
Q Q Q

D’otu par la formule de Green, on obtient :

/V’&-Vvdx—/@vda—i-/VUO-V’de—/%vda—/fvdx,
Q ron Q r on Q

intégre sur {2 on obtient :
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Et puisque @ € H} (), alors @ = 0 sur T, et on se raméne donc au probléme suivant :

Trouver @ € H}(Q), tel que :
Jo Vi - Vodz = [, fodz — [, Vue.Vodz Yo € H(Q), (2.4)

C’est la formulation variationnelle du probléme (2.3) de Dirichlet non homogéne.

2.1.3 Probléme de Neumann

Toujours avec les mémes hypotheéses sur €2, on cherche maintenant une fonction u telle que :

Gu =0 sur I' (2.5)

{ —Au+u=f dans

Supposons qu’il existe une solution u € H?(Q) de (2.5)(u suffisamment réguliére ) Soit v €

H'(Q), en multipliant la premiére équation de (2.5) par la fonction test v et en intégrant sur

(), on obtient :
/—(Au)vdx+/uvdx:/fvdm,
Q Q Q

et en utilisant la formule de Green, on a :

/Vu.Vvdx—/%vdJ%—/uvdx:/fvdx,
Q r on Q Q
ou

comme g= = ( sur le bord I, on obtient ce que l'on appelle la formulation variationnelle

du probléme (2.5) de Neumann :

Trouver u € H}(2), tel que :
Vv e H'(Q) [, Vu - Vudz + [, uwvdz = [, fodz, (2.6)

Réciproquement, siu € H%(Q2) est solution du probléme ( 2.6), alors en particulier on a en

prenant v € D(Q2) dans (2.6), et on utilisant la formule de Green :

/Q—(Au)vd:c—l—/guvdx:/ﬂfvdx,

On a donc —Au+u = f, au sens des distributions et comme f et u sont dans L?(12), cette égalité
a lieu dans L?(Q). Reprenons maintenant pour une fonction test v dans H'(Q) et intégrons par

parties 1’équation du probléme (2.6), on obtient :

/—(Au)vdx%—/uvdx—/@vda:/fvdx,
Q Q r on Q

D’apres 'égalité obtenue précédemment, fr g—ZU = 0 pour tout v € H(Q), on retrouve alors la

formulation variationnelle.
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2.2 Théoréme de Lax-Milgram

Cette section est consacrée au théoréme de Lax-Milgram qui sera I'outil essentiel permettant
de démontrer des résultats d’existence et d’unicité de solutions de la formulation variationnelle
dans un espace de Hilbert.

On note V un espace de Hilbert réel de produit scalaire (.,.) et de norme ||.||. Nous considérons

une formulation variationnelle du type :

Trouver u € V, tel que :
a(u,v) = L(v) Yv eV (2.7)

On se donne :
1. L( ) est une forme linéaire continue sur V, c’est-a-dire que v — L(v) est linéaire de V' dans

R, et il existe une constante C' > 0 telle que :
L) < Cllvll, VoeV.

2. a(.,.) est une forme bilinéaire sur V, c’est-a-dire que u — a(u, v) est une forme linéaire de
V dans R pour tout v € V, et v — a(u,v) est une forme linéaire de V' dans IR pour tout u € V.

3. a(.,.) est continue sur V' x V, c’est-a-~dire, qu’il existe une constante M > 0 telle que :
la(u, v)| < M|jullvv]ly  Vu,veV.

4. a(.,.) est V -elliptique (coercive), c’est-a-dire, qu’il existe une constante strictement positive
a telle que :
la(v,0)] > allolZ, YveV.

Théoréme 2.1 Soit V un espace de Hilbert, et soit L une forme linéaire continue sur V, et
soit a(.,.) une forme bilinéaire continue sur VxV . Sia(.,.) est V-elliptique (coercive), alors

il existe une unique solution u du probléme variationnel (2.7).

preuve 2.1 On considere ’application suivante :
v — a(u,v),
elle est linéaire continue donc d’apres le théoreme de Riesz on a :
JA:V — V tel que a(u,v) = (Au,v),
d’autre part, on considere ’application :

v +— L(v),
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elle est aussi linéaire et continue, donc d’apres le théoréme de Riesz, on a :
Ar: V' — V tel que L(v) = (TL,v),
Alors :
(Au,v)y = (tL,v), Yv eV,
d’ou :
Au =1L,

Montrons maintenant [’existence et l'unicité de la solution u On considére application sui-
vante :

T:v+—T@w)=v—p(Av—7L) avec p > 0,

Montrons que T' est contractante.

Soit v, v €V, on a :

IT (01) = T (2)|I* = [lor = v2 = p (Avy = 7L + p (Avy — 7L))|*,
= [lvr —va = pA(v1 — ) |7
On pose, v = v; — v, on obtient :
IT(@)[* = [lv = pAv|®
= [lvll* = 2p|(v, Av)| + p*|| Av]f?,
On sait que af.,.) est V' -elliptique, alors :

<U7AU> = a(v,v) > aHv”Q’

= —~2p(v, Av) < —2pa]v]]?

Puisque a(.,.) est continue, il existe donc une constante M > 0 telle que :
[ Av[* = a(v,v) < M|jv|]%,
D’ou :
IT()II* < [[v]l* = 2p(v, Av) + p* M]Jv]?,
< [vll* = 2pal|v[|* + p*M]Jv]|?,
Ainsi :
IT()|* < (1 = 20+ p*M) ||0]®

T est une contraction si :
1 —2pa+p*M < 1,
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Ce qui implique que :
p(IOM - 20[) < 07
= pM —2a <0,

= <20é
P=

Donc T est une contraction si p €]0, 57|

D’apres le théoreme de point fize, il existe une unique solution u dans V' qui vérifie :
T(u) =u,
Or
T(u) =u—p(Au—TL),

C’est-a-dire :

u=u— p(Au—TL),

D’otu 1l existe une unique solution u telle que :
Au =1L,

Théoréme 2.2 Sous les mémes hypothéses du théoreme ( 2.1) et si de plus la forme bilinéaire

al(.,.) est symétrique, c’est-a-dire :
a(u,v) = a(v,u) Yu,v eV,

nous avons .

Le probléme variationnel ( 2.7 ) est équivalent au Probléme de minimisation suivant :

{ Trouver une fonction u € V telle que : (2.8)

J(u) = minyey J(v) = minyey (3a(v,v) — L(v))

preuve 2.2 En premier lieu, on démontre que si u est ['unique solution du probleme variation-
nel (2.7), alors u minimise forcement la fonctionnelle J sur tout espace V, soit donc w € V

quelconque. On va montrer que J(u +w) > J(u). On a :

1
J(u—l—w):§a(u—|—w,u+w)—L(u—|—v).

Puisque a(...) est bilinéaire, et L(.) est linéaire, nous avons :

J(u+w) = %[a(u, u) + a(u, w) + a(w, u) + a(w, w)] — L(u) — l(w).

et la symétrie de a(.,.) nous donne :

J(u+w) = (%a(u,u) - L(u)) + (a(u,w) — L(w)) + %a(w,w).
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Dans le terme de droite, on reconnait dans la premiére parenthése J(u), tandis que l'expression
a [intérieur de la deuziéme parenthése est nulle puisque u est solution du probléeme variationnel
( 2.7). Et puisque a(.,.) est V -elliptique alors le dernier terme est toujours positif. On a donc :

J(u+w) = J(u) + %a(w,w) > J(u).

Donc J(u) est certainement inférieure ou égale a J(u+ w). Puisque ce raisonnement est valide
quel que soit w € V', u minimise bien la fonctionnelle J sur l’espace V.
Inversement, st u minimise J, on démontre que u est ausst une solution du probléme varia-

tionnel (2.7) Considérons pour ce faire, la fonction de la variable réelle t définie par :
g(t) = J(u+tv),
1
= §a(u + tv,u + tv) — L(u + tv).

En développant, on trouve :

g(t) = J(u) + t(a(u,v) — L(v)) + %tQa(v, v).

On pose :

P(t) = t(a(u,v) — L(v)) + %t%(v, v).

C’est un polynome de degré 2 en t.

Alors :
g9(t) = J(u) + P(1).
Or :
J(u) < J(u+tv) = g(t).
Donc :

P(t) > 0.

et ceci n'est vrai, que si le discriminant D de P(t) est inférieur ou égal a 0. C’est-a-dire :

Ceci implique que :

Ainsi :

D’ou u est solution de (2.7).
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2.2.1 Application aux problémes modéles

e Probléme de Dirichlet
On rappelle qu'il s’agit de trouver u € H}(Q) tel que :

Vv € Hy () /Vu.Vvdm = / fodz.
Q Q

On applique donc le théoréme (2.3.1) ci-dessus avec :
a(u,v) = / Vu-Vodzr et L(v) = / fodz
0 Q
Ceci sur 'espace V = H}(Q2) muni de la norme :
[vllv = [v]a @) = IVV]lL2@)-

- La forme bilinéaire a(.,.) est continue sur H{(Q2) x H(2), en effet, a laide de I'inégalité de

Cauchy-Schwarz, on a :

la(u, v)| =

Y

/ Vu - Vodx
Q

< / |\Vu - Voldz,
Q

1/2 1/2
< (/ \Vu|2d:c> (/ |Vv]2dx) )
0 Q

= [Vullez@lIVollLa@),
= l[ullv]lllv,
D’ou :
|a(u, v)] < lullv][oflv.

- D’autre part, a(.,.) est V -elliptique, en effet :

a(v,v) = /Q(Vv)de

= / |Vo|*dz
Q

= [|[Vv|l2(e)
= ||lvllv
D’ou :

a(v,v) = [jv]lv
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Et enfin, L(.) est continue sur H}(Q2), en effet a l'aide des inégalités de Cauchy-Schwarz et de

/vadx
o) < ([ 1Pac) - ([ 1opa) "

= I fllee - vz,
S C| fllze - [IVUlliz@),

Poincaré, on a :

[ L{v)| =

Y

On pose :
M = C( Q)| fllez@),
D’ou :
1L(v)| < M[jv]lv.
Le théoréme (2.1) de Lax-Milgram nous assure donc 'existence et 'unicité de la solution u €
H{ () du probléme (2.1) de Dirichlet.
De plus, puisque la forme bilinéaire af(.,.) est symétrique, le théoréme (2.8) , nous assure que

cette fonction u minimise la fonctionnelle quadratique suivante :

1

J(v) = §/Q(Vv)2dx —/vadx, sur 1 "espace Hj(9).

e Probléme de Neumann

Rappelons qu’il s’agit de trouver u € H!(Q) tel que :

VYo € HY(Q) / Vu - Vodz +/
0

Q

uvdx:/fvda:,
Q

On applique donc le théoréme ( 2.1) de Lax-Milgram, avec :

a(u,v):/Vu-Vde—i-/uvdx, et L(v):/fvdx,
Q Q Q

Ceci sur I'espace V = H'(Q) muni de la norme : |||y = ||v||la1(q). - La forme bilinéaire af(., .)

est continue sur H'(Q) x HY(Q), en effet a I'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

a(u,v) = / Vu.Vvd:l:+/uvdx < Nl @)l @),
Q Q
D’ou
la(u, v)] < [lullv[lvflv.

D’autre part a(.,.) est V -elliptique. En effet,

a(v,v) = /Q(Vv)de—l—/Q(v)de,

= [lvlly-
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D’ou :
a(v,v) > [[0lf @)

Enfin L(.) est continue sur H'(£2), en effet a l'aide de I'inégalité de Poincaré, on a :

Lol < ([ 1rPac) " ([ 1opa) -

= [[fll2 @) - [l
< CE)1f 2 - lvllv

En posant :
M = C)[flle2@

. On obtient :
|L(v)| < M|jv|lv.

Le théoréme ( 2.1 ) de Lax-Milgram nous assure donc l'existence et l'unicité de la solution
v € H'(Q) du probléme (2.7) de Neumann. De plus, puisque la forme bilinéaire af.,.) est

symétrique, alors d’apres le théoréme ( 2.2 ), la solution u minimise la fonctionnelle quadratique :

J(v) = % (/Q(V’U)zda? + /QUQCUS) —/vad:v sur 1 ’espace H' ().



Chapitre

méthodes des élément finies

Dans ce chapitre nous présentons la méthode des éléments finis qui est la méthode numérique
de référence pour le calcul des solutions de problémes aux limites elliptiques. Le principe de
cette méthode est directement issu de l'approche variationnelle que nous avons vu dans le
chapitre précédent. L’idée de base est de remplacer I'espace de Hilbert V', sur lequel est posée
la formulation variationnelle, par un sous-espace V}, de dimension finie. Le probléme approché
posé sur V, se raméne a la simple résolution d’un systéme linéaire, dont la matrice est appelée
matrice de rigidité. Par ailleurs, on peut choisir le mode de construction de V}, de maniére a ce
que le sous-espace V}, soit une bonne approximation de V, et que la solution u, dans V}, de la

formulation variationnelle, soit proche de la solution exacte u dans V.

3.1 Historique de la méthode

La méthode des éléments finis est le fruit de deux domaines de recherche : Les mathéma-
tiques et les sciences de I'ingénieur.
Mathématique : Outils qui remontent jusqu’aux résidus pondérés de Gauss (1775), Galerkin
(1915) et Biezenokoch (1923), ainsi qu’aux méthodes variationnelles de Rayleigh (1870) et Ritz
(1909). Sciences de I'ingénieur : Dont la contribution a débuté dans les années quarante avec
Hrenikoff (1941), Henry (1943) et Newmark (1949) qui touchérent pour la premiére fois aux
structures continues, en faisant une approximation sur des portions de petites dimensions dans
un probléme continue d’une barre longue. D’oti 'idée de base des éléments finis.
Argyris (1955), Turner (1956), Glough (1956) et Martin (1956) ont fait une analogie directe
en adoptant un comportement simplifié pour des petites portions : ils représentent un milieu
continu élastique a deux dimensions par un assemblage de panneaux triangulaires, sur lesquels

les déplacements sont supposés variés linéairement comme pour chaque barre ou poutre du
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systéme discret : chaque panneau est décrit par une matrice de rigidité et I’assemblage donnait
la rigidité globale du milieu continu. D’ot la naissance d’éléments finis avec "panneaux" comme
nom.

Argyris et Kelsy (1960) utilisent la notion d’énergie dans I’analyse des structures et font appel a
des méthodes mathématiques (résidus pondérés, principes variationnels ...). Le terme " élément
fini " est utilisé pour la premiére fois par Glough (1960), et dés lors, il y a un développement
rapide de la méthode.

Dans les années soixante ; Zienkiwicz (1965), De Arante (1968), Oliviera (1968), Green (1969),
Tones (1969), Lay (1969), Storne (1969), et Finlayson (1975) ont reformulé la méthode a partir
de considérations énergétiques et variationnelles sous forme générale de résidus pondérés, d’ou
le modele mathématique de la MEF.

En 1969 la MEF est reconnue comme un outil général de résolution d’EDP; et utilisée pour ré-
soudre des problémes non linéaires et non stationnaires dans plusieurs domaines. En mécanique
des fluides, la résolution des équations de Navier Stokes incompressibles par éléments finis en

utilisant la formulation vitesse — pression a commencé dans les années 1970.

3.2 Discrétisation du domaine

La méthode des éléments finis est une méthode d’approximation par sous domaines, donc
avant toute application il faut diviser le domaine & étudier en éléments. Chaque élément est
défini géométriquement par un nombre de noeuds bien déterminé qui constituent en général ses

sommets.

La discrétisation géométrique doit respecter les régles suivantes :

1) Un noeud d’un élément ne doit pas étre intérieur & un co6té d’un autre du méme type.

2)Deux éléments distincts ne peuvent avoir en commun que des points situés dans leurs

frontiéres communes ; le recouvrement est exclu.

3)L’ensemble de tous éléments doit constituer un domaine aussi proche que possible du
domaine donné; les trous entre éléments sont exclus.
Le résultat du procédé de discrétisation doit contenir deux données essentielles qui sont les
coordonnées des noeuds et les connectivités des éléments. On doit numéroter tous les noeuds

et les éléments de fagon a avoir des matrices globales a petite largeur de bande, pour cela, la
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numérotation se fait selon la plus petite largeur du domaine.

3.3 Approximation interne générale

Nous considérons a nouveau le cadre général de la formulation variationnelle introduit dans
le Chapitre 2 . Etant donné un espace de Hilbert V', une forme bilinéaire continue et corcive

a(u,v), et une forme linéaire continue L(v), on considére la formulation variationnelle suivante :

{ Trouver u € V tel que : (3.1)

a(u,v) = L(v), Vv, €V,

dont on sait qu’elle admet une unique solution par le Théoréme(2.1). L’approximation interne
de (3.1) consiste a remplacer 'espace de Hilbert V' par un sous-espace de dimension finie V},

c’est-a-dire & chercher la solution de :

{ Trouver uy, € V}, tel que : (3.2)

a(up,vp) = L(vy), Yo, €V

La résolution de l'approximation interne (3.2) est facile comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.1 Soit V un espace de Hilbert réel, et Vi, un sous-espace de dimension finie. Soit
a(u,v) une forme bilinéaire continue et cercive sur V, et L(v) une forme linéaire continue sur
V' Alors Uapprozimation interne (3.2) admet une unique solution. Par ailleurs cette solution
peut s’obtenir en résolvant un systeme linéaire de matrice définie positive et symétrique si a

(u,v) est symétrique.

preuve 3.1 L’existence et l'unicité de up, € Vy, solution de (3.2) , découle du théoréme (2.1) de
Laz-Milgram appliqué a V. Pour mettre le probleme sous une forme plus simple, on introduit
une base (¢;) <<y, de Vi Siup = Z;\Zl ujpj, on pose U = (uq,...,uy,) le vecteur dans RV

des coordonnées de uy,. Le probleme (3.2) est équivalent a :

Np

Trouver U € R tel que a (Z ujcpj,cpi> =L(p;) Vi=1,...,N,

=1

. Ce qui s’écrit sous la forme d’un systéeme lincaire :
AU = b, (3.3)

avec, pour 1 <i,j < Ny, (A)y; =a(pj, i), et (b); = L(y;).

Dans les applications mécaniques la matrice A est appelée matrice de rigidité. La proposition
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suivante permet de montrer que la matrice A est inversible.

Proposition 3.1 La matrice A est définie positive c’est-a-dire qu’elle vérifie la propriété sui-
vante :

YU € RM — {0} (AU,U) > 0.

Avant de donner la démonstration de cette proposition, expliquons pourquoi elle implique [’in-
versibilité de la matrice A. En effet, si A n’est pas inversible, alors il existe un vecteur U # 0
dans R tel que AU = 0. Ceci implique en

particulier que (AU, U) = 0 avec U # 0, ce qui contredit le fait que A est définie positive.

preuve 3.2 Soit U = (uy,...,uy,) # 0 dans RV Le vecteur AU a pour coordonnées

Ny, Ny, Np, Ny,
(ZAljuj7"‘7ZANjuj> = (Zuja (903',901)7---aZUjG(SDjNPNh)> ,
j=1 j=1 j=1 j=1

On a donc

Ny Np,

(AUU) =)0 wwga (v, 0) = (Z%%Zm%) = a (up, up) / jup,|* da,

=1 j=1

ot up(z) est une fonction de V, dénie par up(z) = ;.V:hl u;p;(z).

Comme les (uq,...,uy,) sont tous non nuls, on vérifie aisément que uy est non nulle, ce qui
o 1y /2

implique que [, |up|” > 0.

Nous allons maintenant comparer l'erreur commise en remplacant [’espace V' par son sous-
espace Vy,. Plus précisément, nous allons magjorer la différence

|lu —up|| ot u est la solution dans V' de (3.1) et uy, elle dans V), de (3.2) Le lemme suivant,
du a JeanCa, montre que la distance entre la solution exacte u et la solution approchée uy, est

majorée uniformément par rapport au sous-espace Vi, par la distance entre u et V).

Lemme 3.1 (lemme de Céa)

Soit u une solution du probléeme (3.1) et un une solution du probléme (3.2). Alors il existe

une constante C' > 0 indépendante de h tel que :

— < C inf — .
|u —unlly, < vifelvh||u vally
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preuve 3.3 Soit v, € V), quelconque, et w, = vy, —up € Vi, €V Comme wy, est dans V' et vy,
c’est une fonction test valide dans (3.1) et (3.2) On a donc :

a (up, wy) = L (wy,),

Et
a (u,wy) = L (wy,),

D’ou :

a(u—up,wy) =0,

Par ceercitive et continuité de af(.,.), on a :

aHu—uhH <a(u—upu—mup),

U — Up, U — v + W) ,

Y

u— Up,u — vp) + a(u— up, wy),

a(
a(
M [u = ]| flu = on

IN

Donc

M
lu = un|] < —[lu—vn]-

ol 2

et ceci pour tout vy, d’ou le résultat, avec C' =

3.4 La méthode de Galerkin

La méthode des éléments finis est une méthode de Galerkin particuliére mais avec
des propriétés spécifiques qui la rendent spécialement attractive dans la résolution des problémes
aux limites. Nous allons la présenter ici comme un cadre général abstrait permettant 1’étude de

la convergence de I'approximation par éléments finis

3.4.1 Principe de base d’'une méthode de Galerkin

Reprenons le probléme abstrait (1.1). Le but est de ramener sa résolution a celle d’un pro-
bléme discret, équivalente & la recherche d’un nombre fini de parameétres réels. Le principe d’une
méthode de Galerkin est d’approcher les ¢léments de I'espace X par ceux d’un sous-espaceXde
dimension finie. C’est donc, a la base, la construction d’un processus d’approximation des
¢léments d’un espace de Hilbert X . L’exposant h est un
paramétre réel > 0 caractérisant la discrétisation et tendant vers 0 au fur et a mesure que la

discrétisation devient de plus en plus fine. Cette convention est utile pour les méthodes
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d’éléments finis ol ce paramétre a un sens géométrique précis. La propriété d’approximation

est décrite par la condition suivante dit d’approximation interne

Vv e X, lim inf

h—0pheXxh

h
v—v HX:O’

La quantité inf jncxn Hv — vhHX est la distance de v & X”*. Comme X" est un espace de di-
mension finie, dés que X est un espace normé (méme s’il n’est pas complet), cette distance est

caractérisée de la facon suivante. —II existe 2" € X" tel que

— "y = jnf |-
Hvzxfmfvv

"l
vheXh X

et 2" est appelé la meilleure approximation de v par les éléments de X" - La propriété d’ap-

proximation interne peut ainsi étre décrite de fagon équivalente :

h h
w' e X Vh >0
voeX, 3{w'}, 9 i
limy, o w" = v dans X
—SiX est un espace préhilbertien, i.e. si sa norme est associée a un produit scalaire, la meilleure
approximation est unique : ¢’est la projection de v sur X”. Elle est caractérisée par les équations

dites normales

{ e Xt vl e XP
(2" ") = (v,0")

Le probléme variationnel fait intervenir aussi le sous-espace vectoriel V' de X. Une fagon simple,

mais qui ne fonctionne pas toujours, est d’introduire le sous-espace de X"

vh.=X"nV,

Pour v € V, on a cependant seulement

inf Hv—vhHXg inf Hv—v

"l
vheXh vheVh X

puisqu’on prend la borne inférieure sur un espace plus restreint. On est amené a faire I’hypothése

supplémentaire que la famille {Vh}h>0 constitue une approximation interne de V'

lim inf HU — vhHX )
h—0yheVyh
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3.5 La méthode des éléments finis

3.5.1 La méthode des éléments finis en dimension un

Nous choisissons le domaine 2 =|0, 1[. En dimension 1 un maillage est simplement constitué

d’une collection de points (z;) tels que

0<j<N+1

O=2g<11 <2< ... <y <any = L

Le maillage sera dit uniforme si les points x; sont équidistants, c’est-a-dire que :

1

. 0< i< N4+1.
N+1’ SJs A+

xj =jh, avec h=

Les points z; sont aussi appelés les sommets (ou noeuds) du maillage.

Nous considérons le probléme modéle suivant :

{ —u"(z) = f(z) dans]0,1]

w(0) = u(1) =0 (34)

dont nous savons qu’il admet une solution unique dans H}(Q2) si f € L?(Q).
Dans ce qui suit on notera Py ’ensemble des polynomes a coefficients réels d’une variable réelle

de degré inférieur ou égal a k :

k
Py = {p(x) = Zajxj,aj € R} .
=0

Remarque 3.1 Généralement, le sous-espace Vi, de V' est note
V= {vh € C°() tel que Vhyye € IP’k(K)} :

Sa dimension est égale a :
dimViF = (k+1)(N + 1) — N.

3.5.2 Elément fini P1

Pour k = 1 et en notant V;! =V}, on a :

Vi ={v € C°([0,1]), Vs 0,51) € P1,0 < j <n,v(0) =v(1) =0}, (3.5).

Tj+1

La méthode des éléments finis IP; est alors simplement une méthode d’approximation variation-

nelle interne appliquée a l'espaces V}, définis par (3.5).
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On peut représenter les fonctions de V},, affines par morceaux, a 1’aide d’une fonctions de

base trés simple. Introduisons la "fonction chapeau" ¢; définie par :

pilr) = 5= siw€ a0,
0 sinon .

Lemme 3.2 L’espace Vy, défini par (3.5), est un sous-espace de H'(]0, 1[) de dimension n+2, et

toute fonction v, € Vj, est définie de maniére unique par ses valeurs aux sommets (xj)OSjSN—H :

N+1

on(x) = > on () p(x) Vo e[0,1].

j=0

preuve 3.4 Les fonctions continues et de classe C' par morceauzx appartiennent H(Q). Donc
Vi, est bien un sous-espaces de H'(]0,1[). Le reste de la preuve est immédiat en remarquant que

@i (x;) = 6i5, ou &;; est le symbole de Kronecker qui vaut 1 sii= j et 0 sinon.
Corollaire 3.1 Les {¢;} <<y, constituent une base de V.

preuve 3.5 Puisque la famille {(ij}0<i<N+1 est de dimension finie, et sa dimension est égale a
la dimension de Vj,, on montre seulement que cette famille est libre. Sotent donc a; des scalaires
dans R, avec j € {0,..., N + 1} On suppose que :

N+1
Za]«pj (¢;) =0 avecie{0,...,N +1}.
=0

Pour+=20, on a :

e 731%h) (350) + a1 (on) + ...t aN1PN+1 (33'0) = 0= agpo (1'0) =0,

d’ou :
Qpy = 0.

Pourit=1, on a :

oo (1) + a1 (1) + ...+ anriont (1) = 0 = ayp1 (21) = 0,

d’ou :
) = 0.

Pourt=N+1, ona :

aoo (Tnt+1) +aro1 (Tng1) + .o+ anprens (Bnvs1) = 0= any1pnt (Tnvs1) =0,
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d’on :
any1 = 0.

Donc = Vj €{0,..., N+ 1}, a5 =0 Ainsi, {p;}cicnyq €St une famille libre.

3.5.3 résolution du probléme de dirichlet

Décrivons la résolution pratique du probléme de Dirichlet (3.4) par la méthode des éléments

finis P;. La formulation variationnelle ( 3.2 ) de 'approximation interne devient ici :

{ Trouver u;, € Vj, tel que : (3.6)

fo uy (z)vy (z)de = fo vp(x)dz Yo, €V,

On décompose uy, sur la base des (goj)1<j<n et on prend v, = @;, ce qui donne :

> un(e) [ el = [ faaods

En notant U = (up, (2)),cjcy . b = (fo dx>1<ij X et en introduisant la matrice de

1
a=( ¢;<x>wz<w>dx) ,
0 1<ij<N

la formulation variationnelle dans V}, revient a résoudre dans R" le systéme linéaire suivant :

rigidité :

AU =b.

Comme les fonctions de base ¢j ont un "petit" support, I'intersection des supports de ¢j et
@; est souvent vide et la plupart des coefficients de A sont nuls. Les coefficients non nuls se

calculent facilement :

Ai,i—l (pr 15 sz fO QDZ i )dZE fxz —Tl)%daj _ _%’
A = 9017907, fU SO’L d.T — fxl % .T+fzz+ - — %7
Aiit1 = a(pitr, pi) = fo @i (x f %(T — _%’

—3 sij=i—louj=i+]1,
sij =i, (3.7)
sij#{i—1di+1},

Aij -

S o
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Finalement, la matrice de rigidité est une matrice tridiagonale :

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
1 0o -1 2 -1 0
A=— (3.8)
h 0
o -1 2 -1
0 0 -1 2
Remarque 3.2 Si le probléeme modéle est sous la forme : —u” +u = f, on a au plus de la

matrice de rigidité (3.8), la matrice de masse qui s’écrit de la forme suivante :

0
0
nl o1 4 1 o
M="_ (3.9)
6 0
0 1 4
0 .0 1 4

Pour obtenir le second membre b, il faut calculer l’intégrale :
zit1
b= / 1 f(@)pi(x)dx  pour tout 1 <i < N,
L’évaluation exacte du second membre b peut étre difficile ou impossible si la fonction f est
compliquée. En pratique on a recours a des formules de quadrature (ou formules d’intégration
numérique) qui donnent une approrimation des intégrales définissant b. Par exemple, on peut
utiliser la formule du point milieu :

1 Tit1 i+ 1
L <x>dmw(“+ )

Litl — T Jg; i

ou la formule des trapézes :

1 Tit+1 1
poerl Y(@)de = o (¥ (i) +9 (1)),

ou bien encore la formule de Simpson :

1 Ti+1

Y(r)dz =~ 11# (Tig1) + %¢ (i) + §¢ (M) 7

Tiy1 — &y 6 2

x;
On utilise la formule du trapéze, et on trouve :

Ty — Ti—1

[ rae@ds = 55 @) ) + 1 (i) i (i),

h
= §f (931) )
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et de la méme maniére on trouve :

/%i+1 F(2)pi(x)dz = w (f (@iv1) @i (Tig1) + f () 05 (5)),

h
:gf(%),
D’ou
b=hxf(z),
Ainsi, le systeme a résoudre s’écrit :
2 -1 0 ... 0
1 2 -1 0 “1 fExli
u x
1l o -1 2 —1 0 ? Iz
B 0 - 7
: o -1 2 -1
u x
0 .0 -1 2 Y f (aw)

On remarque que la matrice A est tridiagonale, symétrique et définie positive, alors le systéme
ci-dessus admet une unique solution.



Chapitre
Applications

Le but de ce chapitre est la mise en ceuvre de la méthode des éléments finis en dimension 1

pour les deux problémes modéles suivants :

{ —u"(z) +u(x) = f(z) sur |0, 1],
u(0) =u(l) =0

{ —u"(z) = f(z) sur ]0, 1],
u(0) =u(l) =0

Nous allons ensuite pour les deux problémes, comparer la solution obtenue par approximation,
et la solution exacte. Nous utilisons le logiciel de calcul scientifique Matlab pour illustrer la

méthode des éléments finis.

4.1 Algorithme

Etape 1 : Discrétisation du domaine selon le degré de liberté fourni par

l'utilisateur(Maillage).

Etape 2 : Calcul de la matrice de masse et de rigidité.
Etape 3 : Calcul du second membre.
Etape 4 : Prise en compte des conditions aux limites.
Etape 5 : Résolution du systéme linéaire.

Etape 6 : Représentation graphique de la solution approchée.
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4.2 Code Matlab

——On cherche a résoudre : —u"(z) + u(z) = f(z)sur[0, 1]——

La fonction u est donnée, deux fois dérivable et f continue

——On fait d’abord le grand ménage

cle
close all clear all

dbstop if error;

——On demande a l'utilisateur de saisir le nombre de noeuds désirés

nddl=input(’donner le nombre de degré de liberté nddl : ’°);

——On saisit notre second membre f(z) = —u"(z) + u(x)——

f=@Q(CNOTRE SECOND MEMBRE {’);

On saisit notre solution exacte

sln = inline(CON SAISIT LE u’);

——On discrétise notre intervalle [0,1]——

xx=linspace(0,1, ndd 1)

——On définit le pas de chaque maille
for i=1 :nddl-1
h(i)=xx(i+1)-xx(i) ;
end
h;

———On définit les conditions aux limites
x0=0;
xL=1;
ua=0;
ub=0;
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——On définit notre matrice de rigidité

A=zeros(nddl-2) ;

for i=1 :nddl-2

for j=1 :nddl-2
if(abs(i-j)>1)

A(i,j)=0;
elseif(abs(i-j)==0)
A)=(1./h()) + (L./B(+1)) + (1./3)*(h(D)+h(i+1));
else

A(i,j)=(-1./h(i)) + h(i)./6;
end

end

end

——On calcule le second membre du probléme approché

Bb=[];

for i=1 :nddl-2

Bb=[Bb 0.5*%(h(i)+h(i+1))*f(xx(i+1))];
B=|[Bb |;

end

——On calcule la solution approchée

u=[ua; A \ B’; ub];

On dessine la solution exacte avec un

graphe de couleur noire et d’épaisseur 3

figure(140) ;
plot(0 :0.01 :1,sln(0 :0.01 :1),-.K’,’LineWidth’,3) ;
hold on;

———————— On dessine la solution approchée en marron ———

plot(xx,u,’0-’,’Color’,[ 8.7059e-001 4.9020e-001 0],’LineWidth’,2) ;
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On définit la légende et on nomme les axes

Texte...legend(’\ bf sol exacte’,”\ bf sol approchée pour n=40’) ;
xlabel(’\ fontnameTimes\ fontsizel4\ bf x’,’Color’,[ 8.7059e-001 4.9020e-001 0]) ;
ylabel(’\ fontnameTimes\ fontsizel4\ bf u(x)’,’Color’,[ 8.7059e-001 4.9020e-001 0]) ;

grid ;
On définit les couleurs de I'interface graphique

set(gcf,’Color’,[ 9.5294e-001 8.7059e-001 7.3333e-001]) ;
whitebg(] 9.5294e-001 8.7059e-001 7.3333e-001]) ;

4.3 Applications

Dans ce paragraphe, nous traitons les deux problémes

—u"(z) +u(x) = f(z) et —u"(x) = f(z) sur [0,1] pour chacun des exemples suivants :

Exemple :

Nous tracons la solution exacte et approchée de I’exemple, et regardons la convergence pour

chacune a partir du graphe.
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4.3.1 Mise en oeuvre de la méthode des éléments finis en dimension
1 pour u(x)=x(x-1)

pour : n=3

+ H H === sol exacte
\‘ : ; —&— sol approchée pour n=3 |;

=== sol exacte 2
—&— sol approchée pour n=3 :

u(x)
u(x)

-0.2

-025

BRI W OB

| I T S S N NS S N

FIGURE 4.1 — Graphe représentant la solution exacte et la solution approchée par la méthode des
¢léments finis de -u"(x)=f(x) (a gauche) et -u"(x)+u(x)=f(x) (& droite) pour n=3 et u(x)=x(x-

1)

pour : n=10

=m0l exacte H ' . ==sm= 5ol exacte
~—&— sol approchée pour n=10 ] : : —&— sol approchée pour n=10

o L O A 0.05}-- ..é......i:.......i.......g.......i......i.......é.....,.%..,....:;.. =

u(x)

u(x)
o

e

02 ..,.,

G
N
2 03 04 05

i 1 1
" 06 07 08 09 1

-0.25
0

0 01 O

FIGURE 4.2 — Graphe représentant la solution exacte et la solution approchée par la méthode
des éléments finis de —u//(x) = f(x) (a gauche) et —u//(x) + u(x) = f(x) (a droite) pour n=10
et u(z) =z(x — 1)
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pour : n=100
0 T T T N T T T
! ; == 50| exacte ! e === 5ol exacte a
: ~—©— sol approchée pour n=100 H ~——&— sol approchée pour n=100

(1] ;|| SR SRR RN SR .: heeee - G | SEEEPRY. TECPR? CEPEPPE SCRETRE PEEEUR CUPETRE CUPRETS CEPPEEt: POE e s =

2 i e z i s s

el : . : i = : : :
) | S S— - e T - i Sl
1)| SO A . VSR -4 R £1)-| EEEERRERS A T IR R y SR BR

- i R o I i i A
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X X

FI1GURE 4.3 — Graphe représentant la solution exacte et la solution approchée par la méthode
des éléments finis de —u” (z) = f(x) (& gauche) et —u” (z) +u(z) = f(x) (& droite) pour n=100
et u(z) = z(x — 1)

On sait que l'erreur vaut :

1/2
wm—m%ﬂ |

Tn+1
|wmm=(/
o

avec
n+1
up =Y i),
i=0
Donc :
) 1/2
Tn+1 n
| Exr || 2 = / u(z) — Z wi(x)u;| dz ,
o 0
Eton a:
v six € [, 7]
pilr) = 55 siw€ [, mip]
0 sinon.
Donc :

n

n Tit1
Z oi(z)udr = Z/ ©i(z)u; + @it () w1 de.
i i=0 v %

=0

/$n+1
zo
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— emeur pour -u"(x)=f(x)
— erreur pour -u

On se sert de cette formule pour calculer 'erreur pour ces exemples et on a :
B R - e L

R

EE D L L b e et

e L e R e L)

B e L el

B e e

sesdreerserrdrerrerrrsfrrerrrrrhrersrrrberrrere

sessrsrfeesrrrederrrserrervirrrsrsrreoee

et

f(x)

FIGURE 4.4 — Graphe représentant respectivement 1'erreur pour -u"(x)

u"(x)+u(x)

x(x-1)

f(x) avec u(x)=



Conclusion

La méthode des éléments finis est largement utilisée pour 'analyse des problémes d’ingé-
nierie, non seulement en raison de son aptitude & résoudre une variété de problémes physiques
formulés en termes d’équations aux dérivées partielles, mais aussi en raison de sa capacité a
gérer des géométries complexes et des conditions aux limites. Cependant cette méthode repré-

sente quelques points faibles, qu’il serait faux de sous-estimer :

— La méthode des éléments finis s’appuie sur une formulation variationnelle de 1’équation
aux dérivées partielles, mais Il n’existe pas forcement de formulation variationnelle pour
toute équation aux dérivées partielles.

— La méthode n’est pas bien adaptée a la résolution numérique d’équations non linéaires.

— Complexité de mise en oeuvre de la méthode.

— Grand cott en temps de calcul et mémoire.

Il existe bien d’autres méthodes numériques de résolution d’équations aux dérivées partielles
comme les méthodes de volumes finis, d’éléments finis de frontiére (ou méthode intégrale),
spectrale, de Fourier, etc.

Parlons par exemple de la méthode de volumes finis, c’est la méthode de choix pour les équations
de conservation non linéaires. Cette méthode consiste a intégrer, sur des volumes élémentaires,
les équations écrites sous forme intégrale. Elle est plus avantageuse que la méthode des éléments
finis puisque sa mise en oeuvre est simple avec des volumes élémentaires rectangles, et elle
permet de traiter des géométries plus complexes avec des volumes de forme quelconque. C’est

une méthode particulierement bien adaptée aux équations de la mécanique des fluides.



Bibliographie

[1] A. MUNNIER FEspaces de Sobolev et introduction aux équations aux dérivées partielles
2007-2008

[2] ALEXANDRE ERN : Eléments finis, , Dunod,2005.

[3] ALFIO QUARTERONI : Introduction a la méthode des éléments finis,,Ecole Polytech-
nique fédération de Lausanne, 2013-2014.

[4] ANDRE FORTIN : ANDRE GARON Les éléments finis : de la théorie a la pratique,
Ecole Polytechnique de Montréal,1997-2006.

[5] EMMANUEL MAITRE : Notes du Cours Eléments Finis-ENSIMAG 2A - Version du 21
[6] RAVIART, P.A et JM.THOMAS : Introduction a l’analyse numérique des équations aux

dérivées partielles. Masson, Paris,1983.



	Introduction
	Préliminaires
	Rappel sur les espaces de Banach et de Hilbert
	inégalité de Cauchy-Schwarz

	Les Distribution
	l'espace Lp()
	Inégalité de Hölder

	 Les espaces de Sobolev H1()
	 L'espace de Sobolev H01()
	Inégalité de Poincaré

	des opérateurs différentiels
	 Formule de Green
	Trace d'une fonction


	Formulation variationnelle
	Forme faible
	Formulations variationnelles des problèmes modèles
	Problème de Dirichlet homogène
	Problème de Dirichlet non homogène
	Problème de Neumann

	Théorème de Lax-Milgram
	Application aux problèmes modèles


	méthodes des élément finies
	Historique de la méthode
	Discrétisation du domaine
	Approximation interne générale
	La méthode de Galerkin
	Principe de base d'une méthode de Galerkin

	La méthode des éléments finis
	La méthode des éléments finis en dimension un
	Élément fini P1
	résolution du problème de dirichlet


	Applications
	Algorithme
	Code Matlab
	Applications
	Mise en oeuvre de la méthode des éléments finis en dimension 1 pour u(x)=x(x-1)



