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INTRODUCT ION

Les théorèmes du point fixe sont les outils mathématiques de base qui montrent l’exis-

tence des solutions dans divers types d’équations.

En analyse, un théorème du point fixe est un résultat qui permet d’affirmer qu’une fonc-

tion f admet sous certaines conditions un point fixe. Ces théorèmes se révèlent être des

outils très utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution des

équations aux équations aux dérivées partielles.

Le théorème du point fixe de Picard dit qu’une contraction d’un espace métrique complet

a un point fixe unique. Ce théorème donne un comportement régulier du point fixe par

rapport aux paramètres. De plus, il fournit un algorithme d’approximation du point fixe

comme limite d’une suite itérée. Mais d’une part, montrer que la fonction est contrac-

tante peut entraîner de laborieux calculs. D’autre part, les conditions sur la fonction et

l’espace étudiés restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer le théorème.

Le théorème du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il fait

partie de la grande famille des théorèmes du point fixe. Il existe plusieurs formes de ce

théorème selon le contexte d’utilisation. Ce théorème donne l’existence d’un point fixe

pour une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension finie.

Le théorème du point fixe de Schauder prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour

montrer l’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact
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dans un espace de Banach. Ce théorème est plus topologique, est affirme qu’une applica-

tion continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement

unique.

En 1955, et pour la première fois, Kranosel’skii a élaboré son théorème du point fixe qui

affirme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d’une

somme de deux applications dont l’une est contractante et l’autre compacte admet un

point fixe. Ce théorème est très efficace dans la résolution des équations différentielles

non linéaires, il apporte des réponses aux problèmes d’existence et d’unicité.

Les descriptions des évolutions importantes dans cette période prouvée l’existence des

théorème du point fixe en utilisant des applications.

Dans ce mémoire, nous avons considéré les théorèmes du point fixe et application aux

équations aux dérivées partielles. On a structure ce mémoire en quatre chapitres et an-

nexe comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons des résultats préliminaires de l’analyse fonc-

tionnelles.

Pour le deuxième chapitre, nous étudions quelques théorèmes principaux du point fixe

on particulier le théorème de Picard, de Brouwer, de Schauder et de Schauder-Tychonoff.

Le troisième chapitre, Dans ce chapitre nous présentons un rappel sur les aux équations

aux dérivées partielles. Et le dernier chapitre, représente l’importance de ce mémoire,

l’application de la théorie du point fixe sur les équations aux équations aux dérivées

partielles.
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Notations générales

Certaines notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous lisons ci-dessous :

R Ensemble des nombres réels.

R
n Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

|.| Valeur absolue ou module.

η le vecteur unité normal extérieur par rapport à ∂Ω.

∇u Le gradient de u.

∆u Laplacien de u.

div u la divergence de u.

‖.‖p =
(∫

Ω
|f |p

) 1
p la norme de fonction f dans Lp(Ω).

s.e.v Sous espace vectoriel.

(·, ·) produit scalaire dans V , si V est espace de Hilbert.

Cb Le complémentaire

D Espace des fonctions tests pour les distributions.
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Chapitre 1

préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats préliminaires nous

utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Espace métrique

Définition 1.1. une distance(métrique) sur un ensemble E , ∅, est une application d : E×E→

R
+ vérifiant :

1. d(x,y) = 0⇔ x = y, ∀x,y ∈ E

2. d(x,y) = d(y,x), ∀x,y ∈ E

3. d(x,y) ≤ d(x,z) + d(z,y), ∀x,y,z ∈ E

Définition 1.2. Un espace métrique est un couple (E,d) où E est un ensemble et d est une

distance.

Définition 1.3. (Boule) Soit (X,d) un espace métrique, a un point de X et r > 0, on définit la

boule (ouverte) de centre a et rayon r par :

B(a, r) = {x ∈ X : d(a,x) < r}

1



1.2 Sous-ensemble ouvert

1.2 Sous-ensemble ouvert

Définition 1.4. Le sous ensemble U de l’espace métrique (X,d) est dit ouvert si :

∀x ∈U,∃r > 0 telque B(x,r) ⊂U

1.3 Sous-ensemble fermé

Définition 1.5. Le sous ensemble F de l’espace métrique (X,d) est dit fermé si son complé-

mentaire CFX est ouvert.

1.4 Adhérence d’un sous ensemble

Définition 1.6. Soit A ⊂ X, un sous-ensemble de l’espace métrique X

on définit l’adhérence A de A par :

A = {x ∈ X : ∀r > 0,B(x,r)∩A , ∅}

Proposition 1.1.

1. A est fermé⇒ A = A

2. A = {x ∈ X : ∃ une suite (xn)n ⊂ A telle que lim
n→∞

(xn) = x}

1.5 Voisinages

Définition 1.7. Soit (X,d) un espace métrique et a ∈ X.

On dit que V ⊂ X est un voisinages de a dans X s’il existe un ouvert U ⊂ X tel que a ∈U ⊂ V .

1.6 Suite de Cauchy

Définition 1.8. Une suite (xn)n∈N est dite suite de Cauchy dans E si : ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N :

∀n > n0, ∀m > n0, ‖xn − xm‖ < ε
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1.7 Espace métrique complet

Définition 1.9. On dit qu’une suite (xn)n∈N dans E converge vers ` ∈ E si : ∀ε > 0, ∃n0,

∀n > n0, ‖xn − l‖ < ε

Remarque 1.1.

— Toute suite convergente est de Cauchy.

— Toute suite de Cauchy est bornée.

1.7 Espace métrique complet

Définition 1.10. L’espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy dans X

converge dans X.

1.8 Espace de Banach

Définition 1.11. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet

1.9 Espace de Hilbert

Définition 1.12. On appelle produit scalaire sur l’espace vectoriel E toute forme bilinéaire,

symétrique non dégénérie, définie positive autrement dit, toute application ϕ de E ×E dans R

vérifiant :

1. ∀(x,y) ∈ E2,ϕ : (x,y)→ ϕ(x,y) est linéaire.

2. ∀(x,y) ∈ E2,ϕ(x,y) = ϕ(y,x)

3. x = 0, ϕ(x,x) = 0 ∀x ∈ E

4. ∀x ∈ E\{0},ϕ(x,x) > 0.

Définition 1.13. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit 〈u,v〉

scalaire et qui est complet pour la norme

‖u‖ = 〈u,v〉 1
2
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1.10 Application Lipschitzienne

1.10 Application Lipschitzienne

Définition 1.14. Soient (X,dx)et(Y ,dy) deux espaces métriques

et f : X→ Y une application. On dit que f est Lipschitzienne s’il existe k ≥ 0 telle que :

∀x,y ∈ X,dy(f (x), f (y)) ≤ kdx(x,y). (1.1)

1. Le plus petit réel k qui vérifie (1.1)est appelé constante de Lipschitz.

2. Si k ∈ [0,1[ , application f est dite contractante.

3. Si k = 1, l’application f est dite non-expansive.

1.10.1 Application contractive

Définition 1.15. Soit (X,d) un espace métrique f une application de X dans X,elle est dite

contractante si et seulement si

d (f (x), f (y)) < d(x,y)

Elle dite strictement contractante si et seulement si ∃ k < 1 telle que

d (f (x), f (y)) ≤ kd(x,y)

Définition 1.16. Soit (X,d) et (Y ,δ) deux espaces métriques f : X −→ Y est dit contractant

s’il existe une constante k ∈]0,1[ telle que

∀(x,y) ∈ X2 δ (f (x), f (y)) ≤ kd(x,y)

i.e telle que f soit k-Lipschitzienne

1.11 Compacité

Définition 1.17. soient E un ensemble quelconque et A une partie de E. Un recouvrement de

A est une famille (Bi)i∈I Des parties de E

vérifiant :

A ⊂
⋃
i∈I
Bi
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1.12 Convexité

Définition 1.18. Soit (E,‖.‖) un espace normé. On dit que E est relativement compact si pour

tout ε > 0, il existe un recouvrement fini de E par des partie de E dans le diamètre est inférieure

à ε.

Corollaire 1.1. Soit (E,‖.‖) est un espace vectorielle normé sur R où C de dimension fini. Les

parties relativement compactes de E sont les parties bornées.

Définition 1.19.

1. Un espace normé (E,‖.‖) est dit compact s’il est relativement compact et complet.

2. Une partie A d’un espace normé (E,‖.‖) est dite compacte si le sous-espace normé

(A,‖.‖A) est complet.

Théorème 1.1. Soit (E,‖.‖) un espace vectorielle normé sur R

où C de dimension fini. Alors les parties compactes de E sont les parties fermées et bornées de

E.

1.11.1 Applications compactes

Définition 1.20. Soient E un espace de Banach et Ω ⊂ E, f : E→ E une application.

a. On dit que f est compacte si f (Ω) est compact

b. L’application f est dite totalement bornée si f (A) est relativement compacte pour tout

sous ensemble bornée A de E

c. L’application f est dite complètement continue si f est continue et totalement bornée.

Remarque 1.2. Toute application continue et compacte est complètement continue. La réci-

proque est vraie si Ω est borné.

1.12 Convexité

Définition 1.21. On dit que C ⊂ E est un ensemble convexe si :

∀t ∈ [0,1], ∀(a,b) ∈ C2, t× a + (1− t)× b ∈ C

5



1.13 Différentiabilité :

Théorème 1.2. Soient (X,dX) et (Y ,dY ) deux espaces métriques avec Y complet.

Alors l’ensemble Cb(X,Y ) est complet pour la distance uniforme

d∞(f ,g) = sup
x∈X
{dY (f (x), g(x))}

Cb(X,Y ) est l’ensemble des fonctions continues et bornées de X dans Y .

1.13 Différentiabilité :

Définition 1.22. (différentielle premiére) Soient E,F deux espace vectorielles normés sur k =

R et soit U un ouvert de E.On dit que f : U −→ F est différentiable au point a ∈ U ,s’il existe

une application ga ∈ L (E,F) vérifiant :

f (a+ h)− f (a) = ga(h) +θ(h)

où θ(h) est un élément de F tel que :

lim
||h||→0

||θ(h)||F
||h||

= 0. h ∈ E

-l’application ga est appelée la différentielles de f au point a ∈U , on l’a note dfa ou Df (a).

-Df (a) −→ L (E,F) est appelée l’application différentielles.

-si de plus Df est continue, on dit que f est continument différentiable surU ou f ∈ C1(U,F).

Définition 1.23. (Différentielle d’ordre supérieur) On dit que f est n fois différentiable au

point a ∈U . Si l’application : 
Dn−1f : U −→ Ln (E,F)

a 7−→Dn−1f (a)

est différentiable au point a ∈U .

ainsi Dnf (a) = D(Dn−1)f (a), donc la différentielles d’ordre n de f ou point a ∈ U est une

application n-linéaire continue de En dans F.

Propriété 1 : (Existence)

Soient Ω un ouvert borné de R
N et f ∈ C

(
Ω,RN

)
un point cible n’appartenant pas à

6



1.13 Différentiabilité :

f ()∂Ω.si deg(f ,Ω,b) , 0 alors l l’équation f (x) = b admet au moins une solution dans Ω.

Propriété 2 : (Identité)

Soient Ω un ouvert borné de R
N et b ∈ RN .En désignant par I l’application identité, on

a :

deg(f ,Ω,b) =


1 si b ∈Ω

0 si b , Ω̄

7



Chapitre 2

Quelques Théorèmes du point fixe

2.1 Théorème du point fixe du type Brouwre-Schauder

Les théorèmes de ce paragraphe expriment que toute application continue d’un en-

semble convexe, compact dans lui-même possède un point fixe.

2.1.1 Le théorème du point fixe de type Brouwer

Le théorème du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il fait

partie de la grande famille des théorème du point fixe.

Il existe plusieurs formes du théorème selon le contexte d’utilisation, la plus simple est

partie donnée sous la forme suivante :

Dans le plan : Toute application T continue du disque fermé dans lui-même admet

au moins un point fixe. Il est possible de généraliser à toute dimension finie.

Dans un espace euclidien : Toute application continue d’une boule fermée d’un es-

pace ecludien dans elle-même admet un point fixe.

Il peut encore être un peu plus géneral :

Convexe compact : Toute application continue T d’un convexe compact K d’un es-

pace euclidien à valeur dans K admet un point fixe.

a. Théorème Brower en dimension un

On note [a,b] le domaine de définition de T . L’application T est continue et à

8



2.2 Théorème du point fixe de type de Schauder

valeurs dansle même segment . Dire que cette application admet un point fixe ,

revient à dire que son graphe croise celui de l’application définie sur [a,b] , qui àa

x associe x , une démonstration n’est pas àdifficile à établir. Considérons l’appli-

cation continue

Fx = T x − x

Elle est positive en a , négative en b. Le théorème de Bolzano cas particulier du

théorème des valeurs intermédiaires que l’application F possède un zéro dans [a,b]

ce zéro de F est un point fixe de T.

En dimension deux , un raisonnement intuitif permet de montrer que le résultat

est probablement vria. La démonstration est néanmoins plus délicate :

b.Théorème de Brower en dimension deux

Si K , le domaine de définition de T est d’intérieur vide, c’est un segment. Sinon,

K est semblale à une boule unité fermée . Le terme semnlable signifie qu’il existe

un homéomorphisme φ de la boule unité vers K. L’equation définissant le point

fixe peut encore s’écrire :

Si h = T ◦φ,h(x) = x, Autrement dit , on peut supposer que K est la boule unité

fermée. On peut de plus choisir la norme de manière quelconque . Si on choisit

celle qui qssocie la valeur K , l’ensemble [−1,1]× [−1,1], sana perte de généralité,

Si l’on définit la fonction F comme suit :

F : [−1,1]× [−1,1] −→ [−1,1]× [−1,1]

x 7−→ F(x) = h(x)− x

Théorème 2.1. La boule Bn a la propriété point fixe pour tout n ∈ �

Schauder va généraliser le résultat de Brower en dimension infinie :

2.2 Théorème du point fixe de type de Schauder

Ce théorème prolonge le résultat de du théorème de Brower pour l’existence d’un point

fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach,

9



2.2 Théorème du point fixe de type de Schauder

Le théorème du point fixe de Schuader est plus topologique et affirme qu’une applica-

tion continue sur un convexe copmact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement

unique .

Et nous avons le résultat suivant :

Théorème 2.2. Soit K un sous ensemble non vide , compact et convexe d’un espace de Banach

X et supposons T : K −→ K une application continue , compact K est compact T est unifor-

mément continue ; donc si on fixe ε > 0 , il existe δ > 0 tel que , pour tout x,y ∈ K on ait

‖T (x)− T (y)‖ ≤ ε dès que ‖x − y‖ ≤ δ

De plus, il existe un ensemble fini des points
{
x1,x2, ......,xp

}
⊂ K tel que les boules ouvertes de

rayon δ centrées aux xi recouvent K ; i.e

K ⊂
⋃
B(xj ,δ) Si on désigne L := V ect(T (xj)) alors L est de dimension finie , et pour 1 ≤ j ≤ p

, on définit la fonction continue ψ : E −→ � par :

ψ =


0 si‖x − xj‖ ≥ δ

1− ‖x−xj‖δ sinon

Et on voit que ψj est strictement positive sur B(xj ,δ) et nulle dehors.

On a donc, pour tout x ∈ K,
∑p
j=1ψj(x) > 0 et donc on peut définir sur K les fonctions continue

positives ϕj par :

ϕj(x) =
ψj(x)∑p
j=1ϕj(x)

pour lesquelles on a
∑p
j=1ϕj(x) pour tout x ∈ K On pose alors , pour x ∈ K,g(x) :=

∑p
j=1ϕj(x)T (xj)

. g est continue (car elle est la somme des fonctions continues) et prend ses valeurs dans K∗ (car

g(x) est un barycentre des T (xj))

Donc, si on prend la restriction g : K∗ −→ K∗ (d’après*)g possède un point fixe y ∈ K∗

De plus :

T (y)− y = T (y)− g(y)

=
p∑
j=1

ϕj(y)T (y)−
p∑
j=1

ϕj(y)T (xj)

=
p∑
j=1

ϕj(y)T (y)− (T (y)− T (xj))

10



2.3 Théorème du point fixe de picard

Or si ϕj(y) , 0 alors ‖y − x‖ < δ et donc ‖T (y)− T (xj)‖ < ε. Donc, on a pour tout j :

‖f (y)− y‖ ≤
p∑
j=1

ϕj(y)T (y)− (T (y)− T (xj))

≤
p∑
j=1

εϕj(y)

Donc , pour tout entier m, on peut trouver un point ym ∈ K tel que ‖T (ym) − ym‖ < 2−m. Et

puisque K est compact , de la suite (ym).... on peut extraire une sous-suite (ym) qui converge vers

un point y∗ ∈ K .Alors f étant continue , la suite (T (ym)) converge vers T (y∗), et on conclut

que T (y∗) = y∗ , i.e. y∗ est un point fixe de T sur K .

Remarque 2.1. De nombreux théorèmes d’existence sont obtenus à partir des théorèmes pré-

cités, en réduisant le problème d’existence à un problème de point fixe citons à titre d’exemple

le théorème de Peano

2.3 Théorème du point fixe de picard

Théorème de Picard

Le théorème du point fixe de picard dit qu’ une contraction d’un espace métrique com-

plet a un point fixe unique.Ce théorème donne un comportement régulier du point fixe

par rapport aux paramètres. De plus ,il fournit un algorithme d’approximation du point

fixe comme limite d’une suite itérée.Mais d’une part,montrer que la fonction est contrac-

tante peut entrainer de laborieux calculs.D’autre part , les conditions sur la fonction et

l’espace étudiés restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer le théorème

Théorème 2.3 (Théorème de Picard). Soient (E,d) un espace métrique complet etϕ : E −→ E

une application contractante

ie : Lipschitzienne de rapport k < 1 .

Alors ϕ admet un unique point fixe a ∈ E . De plus , pour tout point initial x0 ∈ E la suite

itérée
(
xp

)
p∈N

avec x0 ∈ E quelconque et xp+1 := ϕ
(
xp

)
converge vers a.

Preuve On montre d’abord l’unicité d’un point fixe puis son existence .
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2.3 Théorème du point fixe de picard

1. Unicité : Supposons qu’il existe a,b ∈ E, a , b tel qu’on ait ϕ(a) = a et ϕ(b) = b .

Alors on a d(ϕ(a),ϕ(b)) = d(a,b) et donc
d(ϕ(a),ϕ(b))

d(a,b)
= 1 > k ce qui contradit le

fait que f soit k-Lipschitzienne .

2. Existence : Soit x0 un point initial quelconque et
(
xp

)
la suite itérée associée on a

montré par récurrence sur p que d
(
xp,xp+1

)
≤ kpd (x0,x1) (P) .

-Initialisation : évident pour p = 0

-Généralisation :Supposons que pour un certain entier p quelconque mais fixé on

ait la propriété (P) .

Alors

d
(
xp,xp+1

)
= d

(
ϕ

(
xp

)
,ϕ

(
xp+1

))
≤ kd

(
xp,xp+1

)
≤ k.kpd (x0,x1)

≤ kp+1d (x0,x1)

ce qui achève la récurrence.

On a alors £∀q > p :

d
(
xp,xq

)
≤
q−1∑
l=p

d (xl ,xl−1) ≤


q−1∑
l=p

kl

d (x0,x1)

de plus pour tout p > q,
∑q−1
l=p k

l ≤
∑∞
l=p k

l =
kp

1− k
d’oû d

(
xp,xq

)
≤ kp

1− k
d (x0,x1)

on en déduit alors que (xp) est une suite de Cauchy. comme (E,d) est complet, la

suite (xp) converge vers un point limité a ∈ E.De plus on a ϕ
(
xp

)
−→ ϕ (a) quand

p −→ +∞ car ϕ est continue et ϕ
(
xp

)
= xp+1 . Or xp+1 −→ a quand p −→ +∞ , d’où

par unicité de la limite on a ϕ(a) = a .

Contre exemple : Les exemples suivants montrent que chacune des hypothèses du théo-

rème est réellement nécessaire.

1. X n’est pas stable par f : f (x) =
√
x2 + 1sur X = [0,1].

Or X est fermé dans R , est complet car R est complet. De plus, f ′(x) =
x

√
x2 + 1

≤

1 =⇒ supx∈X |f ′(x)| ≤ 1 =⇒ f est contractante. mais f n’a pas de point fixe car
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2.4 Théorème du point fixe de de Schauder

f ([0,1]) =
[
1,
√

2
]
.

i.e : X n’est pas stable par f .

2. f n’est pas contractante : f (x) =
√
x2 + 1 sur X = [0,+∞[ .

Or f : X −→ X et X est un fermé de R ,R est complet donc X est complet . Mais

supx∈X |f ′(x)| = 1 donc f n’est pas contractante.

3. X n’est pas complet : f (x) =
sinx

2
sur X =

]
0,
π
4

]
Or f

(]
0,
π
4

])
=

]
0,

√
2

2

]
⊂

]
0,
π
4

]
et supx∈X |f ′(x)| =

1
2

donc ,f est contractante. mais

X n’est pas fermé dans R donc pas complet.

Proposition 2.1. Une application continue f : K −→ K avec K compact métrisable telle que

pour tout couple de points distincts (x,y) de K , d (f (x), f (y)) < d(x,y), admet un unique point

fixe a. De plus, pour tout x0 ∈ K , la suite (f n (x0))n converge vers a.

Exemple :

la fonction f = [−π,π] −→ [−1,1];x 7−→ sinx possède un unique point fixe( en l’occur-

rence 0) .

Proposition 2.2. Soit u un ouvert d’un espace de Banach et f une application de classe C1 de

u dans F Banach on suppose que pour tout x dans u ‖df (x)‖ ≤ K avec K < 1

Alors f est strictement contractante

Exemple 2.1. On considère x = R
2 et, on s’intéresse à la fonction

f (x,y) = (sin(x+ y)/2 + 5,cos(x+ y)/2− 10)

Eelle est strictement contractante et donc admet un unique point fixe

2.4 Théorème du point fixe de de Schauder

Théorème 2.4. Schauder 1930

Soit C un sous ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un espase de Banach X et K : C −→

C une application compacte.Alors K admet au moins un point fixe.

Démonstration :

13



2.5 Théorème du point fixe de Schauder-Tychonoff

1 étape : On suppose C = B(0,R) la boule de rayon R

S’il existe x0 ∈ ∂C telque K(x0) = x ; il n’ya rien à démontrer. Sinon, pour tout t ∈

[0,1], le degré deg(Kt,C,0), oû Kt = I − tK , est bien défini. En effet, s’il existe x ∈

∂C,tK(x) = x,alors R = ‖x‖ = t‖K(x)‖ ≤ Rt car K(C) ⊂ C et donc t = 1 ce quiconduit

a une contraction avec ‖K(x)‖ = R = ‖x‖. Le dégré donc est bien défini et vaut,par

homotopie, deg(K,C,0) = 1, d’oû le resultat.

2 étape : C est unnconvexe, fermé, borné, non vide.

On considère une rétraction continue r : X −→ C et B une boule contenant C.

Soit le diagramme B −→ C −→ B .L’application K ◦r est compacte car K est compacte et

r bornée.D’aprés la première étape, l’application K ◦ r admet un point fixe x0 ∈ B,x0 =

(K ◦ r)(x0) On a r(x0) ∈ C et par hypothèse, K(C) = C, alors K(r(x0)) ∈ C et donc

x0 ∈ C.

2.5 Théorème du point fixe de Schauder-Tychonoff

Théorème 2.5. Toute ensemble compact et convexe dans líespace de Hausdorff topologique ,

linèaire, et localement covexe, admet une propriété de point fixe.

Théorème 2.6. (Convergence des itérations de point fixe) : On se donne x(0) et on considère la

suite xk+1 = f (x(k)), pour k ≥ 0. Si

1. ∀x ∈ [a,b], f (x) ∈ [a,b],

2. f ∈ C1([a,b]),

3. ∃K < 1 : |f ′(x)| ≤ K ∀x ∈ [a,b],

alors f a un unique point fixe α dans [a,b] et la suite
{
x(k)

}
converge vers α pour tout choix de

x(0) ∈ [a,b].De plus, on a

lim
k→+∞

x(k+1) −α
x(k) −α

= f ′(α) (2.1)

Démonstration :L’hypothèse 1 et la continuité de f assurent que la fonction d’itérationf a au

moins un point dans [a,b]. L’hypothèse 3 implique que f est une contraction et assure l’unicité

du point fixe.

Supposons en effet qu’il existe deux valeurs α1 et α2 ∈ [a,b] telles que f (α1) = α1 et f (α2) =
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2.5 Théorème du point fixe de Schauder-Tychonoff

α2.Un développement de Taylor donne

|α2 −α1| = |f (α2)− f (α1)| = |f ′(η)(α2 −α1)| ≤ |α2 −α1| < |α2 −α1|,

avec η ∈]α1,α2[ d’où on déduit α2 = α1.

On utilise à nouveau ce développement pour analyser la convergence de la suite
{
x(k)

}
Pour k ≥ 0, il existe une valeur η(k) entre α et x(k) telle que

x(k+1) −α = f (x(k))− f (α) = f ′(η(k))(x(k) −α) (2.2)

d’où on déduit que |x(k+1)−α| ≤ K |x(k)−α| ≤ Kk+1|x(0)−α| → 0pour k→∞ Ainsi, x(k) converge

vers α et 2.2 implique que

lim
k→∞

x(k+1) −α
x(k) −α

= lim
k→∞

f ′(η(k)) = f ′(α)

D’où on 2.1

La quantité |f ′(α)| est applée facteur de convergence asymptotique, et par analogie avec les mé-

thodes itératives pour les système linèaires, on peut définir le taux de convergence asymptotique

par

R = − log(|f ′(α)|)

Le théorème 2.2 assure la convergence, avec un ordre 1, de la suite
{
x(k)

}
vers la racine α

pour tout choix d’une valeur initiale x(0) ∈ [a,b] Il constitué donc un exemple de résultat de

convergence globale.

Corollaire 2.1. Si l’application continue est définit sur un domain D dans líespace de Haus-

dorff topologique linèaire localement convexe, et on prend les valeurs dans sous ensemble

convexe et compact dans D, alors admet un point fixe.

Démonstration : Soint F : D → K où K un ensemble compact et convexe dans D. Alors

la restriction de F vers K est un application continu de K vers K : DíaprÈs le théorème de

Schauder-Tychonoff, F|K admet un point fixe. On va démontrer líexistence pour les solutions

des Èquations différentielles. On considère le problème avec la valeur initiale pour le système

des équations différen-tielles de premier ordre :
y
′
i(x) = fi(x,y1(x) · · · , yn(x)), (1 < i < n)

yi(0) = 0, (1 < i < n)
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2.5 Théorème du point fixe de Schauder-Tychonoff

Cette écriture compactlement sous la forme
y′(x) = f (x,y(x))

y(0) = 0

où y = (y1, y2, · · · , yn) et f = (f1, f2, · · · , fn).

Malgré ça le choix des valeurs initiales yi(0) = 0 généralement sacrifce, cette valeurs initiales

toujours on peut donne par changement de variable. On change x par x−α un point initial, et

on change yi par yi − ci un valeurs iniales.

L’espace Cn[a,b] est consiste an-ensembles des fonctions dans C[a,b].

Si y = (y1, · · · , yn) ∈ Cn[a,b], on écrit

‖y‖∞ = sup
a≤x≤b

‖(y1(x), · · · , yn(x)‖1 = sup
a≤x≤b

‖y(x)‖1

où ‖‖1 désigne de la norme l1 de Rn C’est-à-dire

‖u‖ =
n∑
i=1

|ui |siu = (u1,u2, · · · ,un) ∈Rn
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Chapitre 3

Introduction aux équations

différentielle

3.1 Définition

Les équations différentielles jouent un role important en mathématiques et plus parti-

culièrement en dynamique de population, en physique mathématiques, en électronique,

en électro-dynamique

Les équations différentielles sont l’outil principale permettant de modéliser un mouve-

ment.

En effet une équations différentielles est une équations liant une fonction et ses dérivées.

La forme générale d’une telle équation dans le cas d’une seule fonction dépendant d’une

seule variable :

y(n) +A1(x)y(n−1) + · · ·+An(x)y = d(x)

où Ai(x), i = ̂1, · · · ,n sont des coefficients qui n’ont pas nécessairement constantes.

On obtient ainsi les équations à coefficients constants d’importance pratique considè-

rable et que nous étudierons
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3.2 Formulation des équations différentielles :

3.2 Formulation des équations différentielles :

3.2.1 Équations différentielles ordinaire (EDO) :

Définition 3.1.

Une équation différentielles ordinaire, également noté EDO, d’ordre n est une relation entre la

variable réelles t, une fonction inconnue t 7→ x(t) et ses dérivées x′,x′′, · · · ,x(n) au point t défini

par :

F(t,x,x′,x′′, · · · ,x(n)) = 0 (3.1)

où F n’est pas indépendante de sa dernière variable x(n), on prendera t dans un intervalle I , (I

peut être R tout entier).

La solution x en générale sera à valeur dans Rn. On dit que cette équation est scalaire si F est

à valeur dans R.

Équation différentielles normale :

On dit que l’équation différentielles est sous forme noramale (ou résoudre par rapport à la

dérivées d’ordre supérieur) si on peut l’écrire sous la forme suivante :

x(n) = f (t,x,x′, · · · ,x(n−1)). (3.2)

Équation différentielles autonome :

on appelle équations différentielles autonome d’ordre n tout équations de la forme suivante :

x(n) = f (x,x′, · · · ,x(n−1)) (3.3)

Autrement dit : f ne dépend pas explicitement de t.

• Toute équation différentielles scalaire peut être écrite comme un système d’équations

différentielles de premier ordre en introduction n− 1 fonctions définies comme :
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3.2 Formulation des équations différentielles :



x1 = x

x2 = x′

...

xn = x(n−1)

L’équation scalaire se met sous la forme du système d’EDO d’ordre 1 suivant :



x′1 = x2

x′2 = x3

...

x′n = f (t,x,x2, · · · ,xn)

• Soient U ouvert d’un espace de Banach E et I ouvert de R pour f : I ×U → E, considé-

rons une équations différentielles ordinaire du premier ordre :

x′(t) = f (t,x(t)) (3.4)

- Une solution x de (3.4) est une fonction de classe C1 sur un intervalle J ⊂ I et à

valeur dans U .

- On rappelle condition initiale de l’ équation (3.4) une valeur (t0,x0) ∈ I ×U tel que

la solution cherchée x satisfaite à la condition x(t0) = x0.

Problème de Cauchy :

Définition 3.2. On rappelle problème de Cauchy ou problème à valeur initiale le problème

qui consiste à trouver une fonction x(t) définie sur un intervalle [t0,T ] ⊂ I tel que :
x′(t) = f (t,x(t)); ∀t ∈ [t0,T ]

x(t0) = x0

(3.5)

• Une solution du problème de Cauchy sur un intervalle ouvert I ⊂ R avec condition

initiale (t0,x0) ∈ I ×U est une fonction dérivable x : I →R
n tel que :
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3.2 Formulation des équations différentielles :

i) pour tout t ∈ I , (t,x(t)) ∈ I ×U

ii) pour tout t ∈ I , x′(t) = f (t,x(t))

iii) x(t0) = x0

L’équivalence du problème de Cauchy avec la résolution d’une équations intégrale :

Théorème 3.1.

Soit f : I×U → E une application continue, I un ouvert de R etU ouvert non vide d’un espace

de Banch E et (t0,x0) un point fixe de I ×U et x une fonction définie sur J ouvert de R qui

contient t0

Alors x est une solution de problème de Cauchy (3.5) sur J si et seulement si :

i) ∀t ∈ J , (t,x(t)) ∈ J ×U

ii) x est continue sur J

iii) ∀t ∈ J , x(t) = x0+ ∈tt0 f (s,x(s))ds

Démonstration. Soit x : J→U une fonction sur J

"⇒ " Supposons que x est une solution du problème de Cauchy (3.5) alors x est dérivable

sur I et vérifie : 
x′(t)f ′t,x(t));

x(t0) = x0

En effet : ∫ t

t0

x′(s)ds =
∫ t

t0

f (s,x(s))ds⇒ [x(s)]tt0 =
∫ t

t0

f (s,x(s))ds

⇒ x(t)− x(t0) =
∫ t

t0

f (s,x(s))ds

⇒ x(t) = x(t0) +
∫ t

t0

f (s,x(s))ds

⇒ x(t) = x0 +
∫ t

t0

f (s,x(s))ds

"⇐ " Supposons que ∀t ∈ J , x vérifier
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3.2 Formulation des équations différentielles :

x(t) = x0 +
∫ t

t0

f (s,x(s))ds

Alors d’après la condition de x et f , on dérive x par rapport à t on obtient :

x′(t) = f (t,x(t)), ∀t ∈ J

et x vérifier x(t0) = x0 d’où x est la solution de problème (3.5). �

Solutions maximale et global :

Définition 3.3. (Prolongement) Soient (x, I) et (x̃, Ĩ) deux solutions d’une même équations

différentielles. On dira que (x̃, Ĩ) est un prolongement de (x, I) si I ∈ Ĩ et x̃/I = x.

Définition 3.4. (solution maximale)

Soient I1 et I2 deux intervalle sur R tel que : I1 ⊂ I2 on dit qu’ une solution (x, I1) est maxi-

male dans I2 si et seulement si : x n’admet pas de prolongement (x̃, Ĩ) solutions d’équation

différentielles tel que : I1 ⊂ Ĩ ⊂ I .

Définition 3.5. (solution globale)

Soit I un intervalle de R , une solution (x, I) est dite globale dans I si elle est définie sur

l’intervalle I tout entier

Remarque 3.1. i) En reprenant les même notations que dans les définitions précédentes,

si une solution (x, I1) peut se prolonger sur l’intervalle I2 tout entier, alors x est globale

dans I2.

ii) Tout solution globale est maximale mais la réciproque est fausse.

Exemple 3.1. (E) y′ = y2 sur U = R×R. Cherchons les solutions t 7→ y(t) de (E).

- On a d’une part la solution y(t) = 0.

- Si y ne s’annule pas, (E) s’ecrit
y′

y2 = 1, d’où par intégration

−1
y(t)

= t + c⇒ y(t) =
−1
t + c

Cette formule définit en fait deux solutions, définies respectivement sur ]−∞,−c[ et sur

]− c,+∞[ ; ces solutions sont maximales mais non globale.Dans cet exemple y(t) = 0 est

la seule solution globale de (E).
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3.2 Formulation des équations différentielles :

Régularité des solutions :

Rappelons qu’une fonction de plusieurs variables est dite de classe Ck si elle admet des

dérivées partielle continues jusqu’à l’ordre k.

Théorème 3.2.

Si f : R ×Rm ⊃ U → R
m est de classe Ck, tout solution de (E) x′(t) = f (t,x(t) est de classe

Ck+1

Démonstration. On raisonne par récurrence dur k.

Pour k = 0, f est continue

Par hypothèse x : I ⊂ R → R
m est dérivable, donc continue. Par conséquent x′(t) =

f (t,x(t)) est continue, donc x est de classe C1.

Si le résultat est vrai à l’ordre k − 1, alors x est au moins de classe Ck. Comme f est de

classe Ck, il s’ensuit que x′ est de classe Ck, donc x est de classe Ck+1 �

L’existence et l’inutilité de solutions :

Rappelons maintenant deux résultats d’existence et d’unicité pour (3.5).

1. Existence local et unicité : On suppose f (t,x) localement Lipschitzienne en (t0,x0)

par rapport à x, ce qui signifie qu’il existe une boule ouvert J ⊆ I centrée en t0 de

rayon rJ , une boule ouverte B centrée en x0 de rayon rB et une constante. L > 0

telles que :

|f (t,x1)− f (t,x2)| ≤ L |x1 − x2| , ∀t ∈ J, ∀x1,x2 ∈ B (3.6)

Sous cette hypothèse, le problème de Cauchy (3.5) admet une unique solution

dans une boule ouverte de centre x0 et de rayon r0 avec 0 < r0 < min(rJ ;rB/M;1/L) ;

où M est le maximum de |f (t,x)| sur J ×B.

Cette solution est appelée solution local

2. Existence global et unicité : Le problème de Cauchy admet une solution globale

unique Si on peut prendre dans (3.6)

J = I,B = R;
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3.2 Formulation des équations différentielles :

C’est-à-dire , si f est uniformément Lipschitzienne par rapport à x : En vue de

l’analyse de stabilité du problème de Cauchy, on considère le problème suivant :
y′(t) = f (t,x(t)) + δ(t), ∀t ∈ I

y(t0) = x0 + δ0,

Où δ0 ∈R et δ une fonction continue sur I .

Le problème (3.6) est déduit de (3.5) en perturbant la donnée initiale x0 et la

fonction f . Caractérisons à présent la sensibilité de la solution y par rapport à cas

perturbations

3.2.2 Équation aux dérivées partielles (EDP) :

Définition 3.6. (EDP d’ordre 1) Une équation aux dérivées partielles (EDP) du premier ordre

est une fonction de la forme :

F

(
x1, · · · ,xn,u,

du
dx1

, · · · , du
dxn

)
= 0 (3.7)

avec :

u : la fonction chercher

x1, · · · ,xn : les variables indépendants(
du
dx1

, · · · , du
dxn

)
:
−−−−→
grad (u) = ∇u(x) les dérives dérivées partielles du premier ordre du u.

Dans le cas de deux variables x,y on a :

F

(
x,y,u,

du
dx
,
du
dy

)
= 0

De manière générale : une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation entre une

fonction de plusieurs variables et ses dérivées.Elle est de la forme (m ≥ 1) : pour tout x ∈Ω
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3.2 Formulation des équations différentielles :

F

(
u,
du
dx1

, · · · , du
dxn

, · · · , d
mu
dxmn

)
= f (x) (3.8)

Où f est une fonction donnée définie sur Ω. L’ouvert Ω ⊂ R
n s’appelle le domaine de l’EDP.

L’indice de plus haut degré des dérivées dans (3.8) ici m est sont degré, si f = 0 l’EDP est dite

homogène. Si F et u sont des fonctions à valeurs vectorielles, alors L’EDP est dite linéaire.
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Chapitre 4

Quelques Applications des Théorèmes

du Point Fixe

4.1 Théorème de Cauchy Lipschitz

Ce théorème est une application du théorème de Picard. En effet, nous verrons qu’une

façon de l e démontrer est d’appliquer le théorème pré cédent avec E un ensemble de

fonctions et ϕ une applicati on bien choisie. Soient U un ouvert de R ×R et f : U →

R
m une application continue. On intro duit le problème de Cauchy (C) suivant : Étant

donné (t0;x0) ∈U , trouver une solution x : I ⊂R→R
m de l’équation différentielle (E)x′ =

f (t,x), (t,x) ∈U telle que t0 ∈ I et x(t0) = x0

Définition 4.1. (Cylindre de sécurité) Soient T > 0 et r0 > 0. On dit que C = [t0 − T ,t0 +

T ]×B(x0, r0) est un cylindre de sécurité pour (C) si toute solution x : I → R
m du problème de

Cauchy x(t0) = x0 avec I ⊂ [t0 − T ,t0 + T ] reste contenue dans B(x0, r0).

Définition 4.2. f est localement lipschitzienne par rapport à la variable x sur U si ∀(r0,x0) ∈

U , il existe un voisinage V de (r0,x0) dansU et une constanteK = K(V ) telle que ∀(t,x1), (t,x2) ∈

V , on ait ‖f (t,x1)− f (t,x2)‖ ≤ K‖x1 − x2‖.

Théorème 4.1. (Cauchy-Lipschitz)

Si f :U →R
m est continue et localement lipschitzienne par rapport à x sur U , alors pour tout

cylindre de sécurité C = [t0−T ,t0 +T ]×B(x0, r0) le problèm e de Cauchy (C) admet une unique
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4.1 Théorème de Cauchy Lipschitz

solution x : [t0 − T ,t0 + T ]→U .

De plus, si on pose φ(x)(t) = x0 +
∫ t
t0
f (u,x(u))du il existe p ∈N tel que la suite itérée φp(x)

converge uniformément vers la solution exacte.

Démonstration :

On commence par construire un cylindre de sécurité p our (C).

Soit V un voisinage de (t0,x0) sur lequel f est k-lipschitzienne par rapport à x, et soient

T0 > 0 et C0 = [t0 − T ,t0 + T ] × B(x0, r0) ⊂ V un cylindre. C0 est un fermé borné de Rm+1

donc compact. Et on en déduit alors que f est bornée sur C0

Soit M = sup(t,x)∈C0
‖f (t,x(t))‖, on pose T = min(T0,

r0
M )

On va montrer que C = [t0 − T ,t0 + T ]×B(x0, r0) est un cylindre de sécurité pour (C).

Soit x : I ⊂ [t0−T ,t0 +T ]→R
m avec x(t0) = x0 et x′ = f (t,x),∀t ∈ I . Supposons qu’il existe

τ ∈ [t0 − T ,t0 + T ] tel que x(τ) ∈ B(x0, r0). De plus,

supposons que J =
{
t < [t0 − T ,t0 + T ] : x(t) ∈ B(x0, r0)

}
soit non vide . On pose τ = inf J ,

alors ∀t ∈ [t0, τ] on a x(t) ∈ B(x0, r0), et de plus d(x0,x(τ)) = r0. Comme (t,x(t)) ∈ C0,∀t ∈

[t0, τ] et x′ = f (t,x) on a, par le théorème des accroissement finis,

r0 = ‖x0 − x(τ)‖ = ‖x(t0)− x(τ)‖ ≤ |t0 − τ | sup
t∈[t0,τ]

|x′(t)|

<MT ≤ r0

Donc par passage à la limite (B(x0, r0)) étant fermé on a x(t) ∈ B(x0, r0)∀t ∈ [t0, t0 + T ]∩ I .

De même on montre que x(t) ∈ B(x0, r0)∀t ∈ [t0 − T ,t0]∩ I et donc x(t) ∈ B(x0, r0)∀t ∈ I .

Dans la suite on travaille avec ce cylindre de sécurité. On remarque que par construction

on a supC |f | =M et f est K-lipschitzienne par rapport à x sur C

On note F = C0([t0 − T ,t0 + T ],B(t0,x0)) muni de la distance d = ‖ · ‖∞ et pour tout x ∈ F

on associe φ(x) définie par :

φ(x)(t) = x0 +
∫ t

t0

f (u,x(u))du

On montre d’abord l’équivalence suivante : x est solution de (C)⇔ x est un point fixe de

φ,

(⇐) Supposons que x est un point fixe de φ.Alors ∀x ∈ F on a φ(x) = x d’où x(t) = x0 +
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4.1 Théorème de Cauchy Lipschitz

∫ t
t0
f (u,x(u))du = x0. Donc f est solution du problème de Cauchy (C)

(⇒) Supp osons maintenant que x est solution de (C). On a alorsx′(t) = f (t,x(t)) et x(t0) =

x0 On peut intégrer x′ par rapport à u car x′(u) = f (ubx(u)) et u→ f (u,x(u)) est continue

sur un segment et donc intégrable sur ce même segment.Alors on obtient :∫ t

t0

x′(u)du =
∫ t

t0

f (u,x(u))du⇒ [x(u)]tt0 =
∫ t

t0

f (u,x(u))du

⇒ x(t)− x(t0) =
∫ t

t0

f (u,x(u))du

⇒ x(t) = x(t0) +
∫ t

t0

f (u,x(u))du

⇒ x(t) = x0 +
∫ t

t0

f (u,x(u))du

⇒ x(t) = φ(x)(t)

donc x est un point fixe de φ

On veut appliquer le théorème de Picard à φp (pour p bien choisi).

1. On montre d’abord que φ est une application de F dans F, pour cela on montre

que φ(x)(t) ∈ B(x0, r0)∀t ∈ [t0 − T ,t0 + T ].

Soit x ∈ F. On remarque que si t ∈ [t0 − T ,t0 + T ]

‖φ(x)(t)− x0‖ =

∥∥∥∥∥∥
∫ t

t0

f (u,x(u))du

∥∥∥∥∥∥ ≤
∫ t

t0

‖f (u,x(u))‖du

≤M
∫ t

t0

du

≤M |t − t0|

≤MT ≤ r0

Donc ∀t ∈ [t0 − T ,t0 + T ],φ(x)(t) ∈ B(x0, r0) d’où φ(x)(t) ∈ F et on a évidement la

stabilité de F par φp

2. On montre maintenant que φp est contractante.

Soient x,y ∈ F on note xp = φp(y)∀p ∈N∗. par récurrence sue p on montre qu’on

a :

‖xp(t)− yp(t)‖ ≤ Kp |t − t0|
p

p
d(x,y) (4.1)
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4.2 Le Théorème de Cauchy-Arzela

Initialisation : c’est évident dans le cas p = 0

Généralisation : Supposons que pour un certain entier p quelconque mias fixé on

ait (4.1) .Alors,

‖xp+1(t)− yp+1(t)‖ ≤
∥∥∥∥∥∥
∫ t

t0

(f (u,xp(u))− f (u,up(u))du

∥∥∥∥∥∥
≤

∣∣∣∣∣∣
∫ t

t0

K‖xp(u)− yp(u)‖du
∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∣
∫ t

t0

KKp
|u − t0|p

p
d(x,y)du

∣∣∣∣∣∣
≤ K

p+1

p
d(x,y)

∫ t

t0

|u − t0|pdu

≤ K
p+1

p
d(x,y)

[
|u − t0|p+1

p+ 1

]t
t0

≤ Kp+1 |t − t0|p+1

(p+ 1)
d(x,y)

Ce qui achève la récurrénce.

Comme |t − t0| ≤ T , on a d(xp, yp) ≤ Kp T pp d(x,y), donc φ est lipschitzienne de rap-

port KP T
p

p . Et il existe un p ∈ N∗ tel que KP T
p

p < 1(car : lim
p→+∞

KP T
p

p = 0). Donc,

pour q ≥ pφq est contractante.

3. La complétude de F

On déduit du théorème de Picard queφq admet un unique point fixe xDeφq(φ(x)) =

φ(φq(x)) donc φ(x) est un point fixe de φq, et par unicité du point fixe de φq on a

φ(x) = x. Comme les points fixe de φ sont des point fixes de φq on en déduit que

x est l’unique point fixe de φ. Ainsi x est l’unique solution de (C)

4.2 Le Théorème de Cauchy-Arzela

On reprend maintenant le problème de Cauchy pour l’équation y′ = F(t,y(t)), mias ici

on ne sait pas si F est Lipschitzienne. Le théorème de Schauder nous donnera l’existence

d’une solution, mias pas nécessairement l’unicité.

Théorème 4.2. (Cauchy-Arzela).Soient :

E un espace normé de dimonsion finie, U un ouvert de R × E, F une fonction continue de U
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4.2 Le Théorème de Cauchy-Arzela

dans E, et (t0,x0) un point de U

Alors l’équation différentielle x′ = F(t,x) a une solution au voisinage de (t0,x0), i,e . el existe

un nombre p > 0 et une fonction f : [t0 − p, t0 + p]→ E de classe C1 avec f (t0) = x0, telle que

pour tout t ∈ [t0 − p, t0 + p],

1. (t, f (t)) ∈U

2. f ′(t) = F(t, f (t))

Démonstration : SoitM > ‖F(t0,x0)‖. Quitte à remplacerU par l’ensemble ouvert {(t,x) ∈U : ‖F(t,x)‖ <M},

on peut supposer que F est majoréeen norme par M sur U . il existe donc r > 0 et h > 0 tels que

U ⊃ [t0 − h, t0 + h]×Bf (x0, r) et on choistit p = min(h, rM ) > 0

On considère l’ensemble K des fonctions M-Lipschitziennes de l’intervalle J = [t0−p, t0 +

p] dans E qui valent x0 et t0, que l’on munit de la norme uniforme.Si f et g sont dans

K et s ∈ [0,1], alors sf + (1 − s)g ∈ K , est convexe. Si.(fi)i∈N est une suite de Cuachy de

K pour la norme uniforme, alors d’après le théorème 12, il exoste une fonction continue

f : J→ E telle que fi converge uniformément vers f .

On a alors f (t0) = lim
i→+∞

fi(t0) = x0 et ∀t, t′ ∈ J,‖f (t) − f (t′)‖ = lim
i→+∞

‖fi(t) − fi(t′)‖M |t − t′ |et

donc f ∈ K . On en déduit que K est fermé pour la norme uniforme dans C0(J,E).

‖f (t)− x0‖ = ‖f (t)− f (t0)‖ ≤M |t − t0| ≤Mp ≤ r

ce qui montre que K(t) = {f (t) : f ∈ K} est contenu dans la boule Bf (x0, r), et donc K(t) est

relativement compact. Et puisque K est uniformément équicontinu, il résulte du théo-

rème 13 que K est compact.

On peut alors définir une application φ : K → C1(J,E) en posant

φ(f )(t) = x0 +
∫ t

t0

F(s, f (s))ds

En effet, si f ∈ K , alors f (s) ∈ Bf (x0, r) pour tout s ∈ J , ce qui montre que la fonction

s 7−→ F(s, f (s)) est bien définie et continue sur J à valeurs dans E, et possède une primitive

φ(f ) de classe C1, valant x0 .Puisque la fonction g := φ(f ) vérifie g ′(t) = F(t, f (t)), on a

que ‖g ′(t)‖ ≤ M, c’est-à-dire que g est M-Lipschitzienne sur J . De plus,g(t0) = x0. Donc

φ(K) ⊂ K . Enfin, comme F est uniformément continue sur le compact J × Bf (x0, r), pour
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4.3 Approche numérique du théorème du point fixe

tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que pour tout ′s′,x′ appartenant à J ×Bf (x0, r), on ait max(|s −

s′ |,‖x − x′‖) < δ⇒ ‖F(s,x)−F(s′,x′)‖ < ε
p

Alors, si f et f1 appartiennent à K et si ‖f − f1‖ < δ, on a ∀s ∈ J,‖F(s, f (s))−F(s, f1(s))‖ < ε
p

Donc,

‖φ(f )(t)−φ(f1)(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥
∫ t

t0

F(s, f (s))−F(s, f1(s))ds

∥∥∥∥∥∥
≤ |t − t0|sup‖F(s, f (s))−F(s, f1(s))‖

≤ p ε
p

= ε

pour tout t ∈ J . Ceci montre que ‖φ(f ) − φ(f1)‖ ≤ ε, i.e φ : K → K est une application

continue. Donc, d’apprès le Théorème (4.2), il existe un point fixe f ∈ K de φ, c’est-à-dire

que f est une silution au problème de Cauchy.

4.3 Approche numérique du théorème du point fixe

Dans ce qui suit, on étudie une application du théorème du point fixe en faisant appel à

une méthode itérative convergente.

Soit f : S→ Kn,n ∈N K compact

x (x1,x2, . . . ,xn) ∈ S 7→ f (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) On impose les conditions suivantes

surS et f :

S est un ensemble fermé de Kn

f est une application contractante sur S :

∃0 ≤ θ ≤ 1 tel que ∀x,y ∈ S,‖f (x)− f (y)‖ ≤ θ‖x − y‖

‖ est une norme quelconque dans KnS est stable par f : f (S) ⊂ S

Théorème 4.3. Soit S une partie fermé de Kn, et fune application définie sur S et à valeur

dans S, contractante sur S, telle que x ∈ S→ f (x) ∈ S. Alors

f admet un unique point fixe x∗ dans S.

Ce point fixe est calculable comme limite de la suite des approximations successives (x1)l≥0 x0 ∈ S quelconque

xl+1 = f (xl) , l ∈N
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4.3 Approche numérique du théorème du point fixe

pour tout indice l ∈N∗, on a les inégalités de majoration d’erreur suivantes : ‖xl − x
∗‖ ≤ θl

1−θ ‖x1 − x0‖

‖xl − x∗‖ ≤ 1
1−θ ‖xl − xl+1‖

Remarque 4.1. - Ce théorème reste vrai dans le cadre général d’un espace vectoriel quelconque

(de dimension infinie) à condition qu’il soit complet pour la norme en question.

Voici un exemple où est mis en œuvre le procédé itératif précédent :
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4.3 Approche numérique du théorème du point fixe

Exemple :

Calcul de la racine carrée d’un nombre positif.

Soit c ∈R∗+un nombre positif.

le théorème du point fixe précédent va nous permettre de développer une méthode de

calcul de
√
c et justifier sa convergence.

Pour c ∈R∗+ soit f (x) =
1
2

(
x+

c
x

)
calculons sa dérivée première : f ′(x) =

1
2
− c

2x2 =
1
2
.
x2 − c
x2

et seconde : f ′′(x) =
c

x3 .

on déduit que f ′ s’annule au seul point
√
c,que f ′(x) est négative sur ]0,

√
c[,positive sur

]
√
c,+∞[,avec décroissance de f sur ]0,

√
c] puis croissance sur [

√
c,+∞[.

Par ailleurs on remarque que
√
c est point fixe de f : f

(√
c
)

=
1
2

(
√
c+

c
√
c

)
=
√
c , sur

I = [
√
c,+∞[ la dérivée vérifié 0 ≤ f ′(x) ≤ 1

2
; il en découle que f est Contractante sur

l’intervalle [
√
c,+∞[ de constant θ =

1
2

.

En effet ∀x1,x2 ∈ I on a |f (x1)− f (x2)| = |(x1 − x2)f ′ (ξ)| avec ξ ∈]x1,x2[ selon le théorème

des accroissements finis.

D’où l’intégralité |f (x1)− f (x2)| ≤
1
2
|x1 − x2|∀x1,x2 ∈ I .

O
x

y y = x

y = x/2

•√c •

•√
c

•
x1

••

•
x0

•
x2

•

y = f (x)
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4.4 Théorème d’Inversion Local

D’après le graphe de f on a l’inclusion f (]0 +∞[) ⊂ I on peut donc appliquer le théorème

du point fixe sur l’intervalle fermé I : il existe un unique point fixe sur I pour f (c’est
√
c)

qu’on peut déterminer par :

yl quelconque ∈ I,yl+1 = f (yl) =
1
2

(
yl +

c
yl

)
, l ≥ 1

De plus pour l ≥ 2 on a l’inégalité :∣∣∣yl − √c∣∣∣ ≤ (0.5)l−1

1− 0.5

∣∣∣y2 − y1

∣∣∣ = (0.5)l−2
∣∣∣y2 − y1

∣∣∣
Par ailleurs si on prend x0 quelconque dans ]0,+∞[ alors les termes xl+1 = f (xl) pour l ≥ 0

restent dans I et la suite (xl)l≥0 converge vers
√
c d’après ce qui précédé et l’inégalité de

majoration d’erreur s’écrit alors,toujours pour l ≥ 2,
∣∣∣xl − √c∣∣∣ ≤ (0.5)l−2 |x2 − x1|.

Par exemple pour c = 2 on a,en partant de x0 = 1

x1 = 1.5

x2 = 1.4166 . . .

x3 = 1.414215686274 . . .

x4 = 1.414213562374 . . .

x5 = 1.414213562373 . . .

On constate que la convergence vers x5 = 1.4142135623731 . . . est très rapide et on vérifie

bien l’inégalité de majoration d’erreur donnée plus haut∣∣∣x5 −
√

2
∣∣∣�10−3 ≤ 0.53 |x2 − x1|�0.01

4.4 Théorème d’Inversion Local

Ce théorème est encore une application de théorème de Picard.

Proposition 4.1. Soient E un espace de Banach, u ∈ Lc(E) telle que :

‖u‖ = sup
‖x‖=1

‖u(x)‖ < 1

Alors l’application (IdE −u) est inversible, d’inverse
+∞∑
K=0

uK , ce qui est dans Lc(E).

Théorème 4.4. (Inversion Local) Soient :

E,F deux espace de Banach
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4.4 Théorème d’Inversion Local

U ⊂ E ouvert

f :U → F une application de class C1

a ∈U tel que dfa soit continue et inversible (et donc df −1
a est continue)

Alors, il existe un voisinage ouvert V de a et un voisinage ouvert W de f (a) tels que :

1. La restriction fV de f à V est une bijection de V sur W

2. L’application inverse g :W → V est continue

3. g est de classe C1 et ∀x ∈W,dgf (x) = df −1
x

Démonstration :

On muni Lc(E,F) de la norme ‖u‖ = sup‖x‖=1 ‖u(x)‖. Quite à remplacer f par la

fonction x → df −1
x [f (a + x) − f (a)], on peut se ramener au cas où a = 0, f (a) = 0 et

df0 = dfa = IdE (et donc E = F)

Comme f est de class C1 , il existe r > 0 tel que B(0, r) ⊂U et pour tout x ∈ B(0, r) on a,

‖dfx − df0‖ = ‖dfx + IdE‖ ≤
1
2

On désigne u := IdE −dfx donc dfx = IdE avec ‖|u‖| ≤ 1
2 . Alors d’après la proposition 6 dfx

est un isomorphisme bicontinu qui vérifie df −1
x =

∑+∞
n=0u

n et donc,

‖df −1
x ‖ ≤

+∞∑
n=0

‖un‖ ≤
+∞∑
n=0

1
2n

= lim
n→+∞

2n+1 − 1
2n

= 2

1. On va montre que la restriction de f à un voisinage ouvert de 0 dans B(0, r) est

une bijection sur B(0, r2 )

Soit y ∈ B(0, r2 ).On considère la fonction :

h :B(0, r)→ E

x→ y + x − f (x)

Il est clair que h est de classe C1. De plus,∀x ∈ B(0, r),‖|dhx‖| = ‖|IdE − dfx‖| ≤ 1
2

Donc d’après le théorème des Accroissements finis,

∀x,x′ ∈ B(0, r), ‖h(x)− h(x′)‖ ≤ 1
2
‖x − x′‖ (4.2)
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4.4 Théorème d’Inversion Local

En particulier, pour x′ = 0, ona ‖x − f (x)‖ = ‖h(x)− h(0)‖ ≤ 1
2‖x‖ donc,

∀x ∈ B(0, r), ‖h(x)‖ ≤ ‖y‖+ ‖x − f (x)‖

≤ ‖y‖+
1
2
‖x‖

≤ r
2

+
r
2

= r

Ainsi, h est une fonction de B(0, r) dans B(0, r) ⊂ B(0,1).Comme de plus h est 1
2

lipschitzienne d’après (....), d’après le théorème de Picard (8),∃!x ∈ B(0, r) tel que

h(x) = x, c’est-à-diref (x) = y .Comme x = h(x) et que h est à valeurs dans B(0, r), on

en déduit que x ∈ B(0, r).Alors, pour tout y ∈ B(0, r2 );∃!x ∈ B(0, r) tel que f (x) = y

On définit V := f −1(B(0, r2 ))∩ B(0, r).V est un voisinage de 0 car f (0) = 0 et f est

continue sur B(0, r).En notantW := B(0, r2 ), on a alors fV : V →W est une bijection.

2. On note g : W → V l’application inverse. On utilise de nouveau h, cette fois-ci

avec y = 0, et donc ∀x ∈U,x = h(x) + f (x). Alors ∀x,x′ ∈ B(0, r),

‖x − x′‖ ≤ ‖h(x)− h(x′)‖+ ‖f (x)− f (x′)‖

≤ 1
2
‖x − x′‖+ ‖f (x)− f (x′)‖

≤ 2‖f (x)− f (x′)‖

On en déduit que ∀y,y′ ∈W

‖g(y)− g(y′)‖ ≤ 2‖f (g(y))− f (g(y′))‖ = 2‖y − y′‖ (4.3)

g est donc lipschitzienne et par conséquent continue.

3. On fixe x ∈ V et on pose y = f (x) ∈W , il existe r ′ > 0 tel que B(y, r ′) ⊂W , et pour

tout w ∈ B(0, r ′), on pose v = g(y +w)− g(y).Donc d’après (.......),‖v‖ ≤ 2‖w‖,et

∆(w) = g(y +w)− g(y)− df −1
x (w)

= v − df −1
x [f (v + x)− f (x)]

= −df −1
x [f (v + x)− f (x)− dfx(v)]

Comme ‖|df −1
x ‖| ≤ 2, on obtient :

‖∆(w)‖ ≤ 4‖w‖ε(g(y +w)− g(y)) = 4‖w‖ε′(w)
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4.4 Théorème d’Inversion Local

Comme g est continue, lim
w→0

ε′(w) = 0, alors ‖∆(w)‖ = θ(‖w‖). Donc,g est différen-

tiable en y et dgy = df −1
x . Enfin, comme df −1

x est continue (car :f est de classe C1

et que L ∈ GL(E)→ L−1 ∈ GL(E) est continue la fonction dg : y→ dgy est continue.

Ainsi, g est de classe C1
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CONCLUSION

Ce mémoire, a été concerné a étudie les théorèmes du points fixes et application aux

équations aux dérivées partielles.

Pour cela nous avons commencé ce travail par des résultats préliminaires que nous avons

utilisés dans ce mémoire, puis on a étudié quelques théorèmes du point fixe on particu-

lier théorème de Picard, de Brouwer, de Schauder et de Schauder-Tychonoff.

Ainsi nous avons rappelé les aux équations aux dérivées partielles, et on a traité les ré-

sultats d’existence et d’unicité de ces équations à l’aide des applications du théorèmes de

point fixe.

En fin on a résoudre les aux équations aux dérivées partielles par la méthode du point

fixe.
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