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Notations genérales

e (Q),T,m) = un espace mesuré :
- T une sigma-algebre (tribu),

-m: T — [0,00] une mesure positive .
e |Q| désigne la mesure de Lebesgue de I’ensemble Q .
e On note par e le sous ensemble de () de mesure nulle.
e On note par p.p pour dire presque partout.
e L'ensemble des fonctions continues sur R” est noté par C (R").

e On dit que f € Cy(IR") si f est continue sur R”, et a support compact.

111




INTRODUCTION

Ans ce mémoire on s’intéresse principalement aux espaces de Lebesgue et a ceux

D de Morrey qui revétent une grande importante en analyse fonctionnelle et ses
applications. Ces derniéres décennies les espaces de Morrey connaissent un intense dé-
veloppement et ils sont appliqués dans différentes branches de mathématiques et on

particulier aux E.D.P.

Au 1% chapitre sont abordés les espaces de Lebesgue ou sont données quelques
propriétés sous forme d’inégalités classiques telles que celle de Holder, Minkowski, de
plus est considere la complétude et la dual de I'espace de Lebesgue L,. Toutes Ces

notions sont nécessaires aux chapitres suivants.

Dans le 2 chapitre on considere les opérateurs de Hardy et ceux du type de
Hardy. On montre qu’ils sont bornés dans différents espaces de LebesgueL,(RR"), L,(RR)
et L,(IR"). Ces derniers sont nécessaires aux définitions et aux propriétés des espaces de

Morrey.

Le 3"¢chapitre comprend les définitions et les propriétés de différents espaces de

v




Introduction

Morrey. Ont été établies plusieurs inégalités intégrales relatives a leurs propriétés et en
particulier a été prouvée leur complétude. Aussi sont donnés des exemples de fonctions
qui appartenant aux différents espaces de Morrey.

Aussi on trouve a la fin de ce chapitre deux resultats concernant 'opérateur fractionnaire

de Hardy H, ; ou il est borne dans les espaces locaux et globaux de Morrey.

A la fin on trouve une conclusion et une bibliographie.




Chapitre 1

Espaces classiques de Lebesgue

1.1 Quelques résultats d’intégration

1.1.1 Théoreme fondamentaux

Théoréme 1.1. (Convergence monotone) Soient k € IN, f; des fonctions non négatives

mesurables sur ensemble () mesurable, () CR", de plus fi(x) < fxi1)(x) p-p, et f(x) = khjg (fr(x))

tim | fidr= [ tim s | fa (1.1)

Preuve: Voir [8],[2]. O

alors :

Lemme 1.1. (Lemme de Fatou) : Soient k € IN, les fonctions fi non-négatives et mesurables
sur un ensemble mesurable Q) C IR" et presque par tout sur () existe la limite finie ou infinie

klim fe(x). Alors f(x) = 11m inf (fr(x)) est mesurable et de plus :

Jf )dx < 11m mfj fre(x dx<iglgf fr(x)dx

Preuve: Voir[8],[2]. O

Remarque 1.1. Si
lim fi(x) = +o0 sur Q, |Q|>0.

k— o0

Il
8

On pose fo(x)dx




1.1 Quelques résultats d’intégration

Théoreme 1.2. (Convergence dominée) Soient k € IN, f; des fonctions mesurables
sur ensemble () mesurable, () C IR", et p.p existe sur Q) la limite finie f(x) telle que :

klim fr(x) = f(x), s’il existe une fonction G intégrable et non négative, telle que p.p sur () :

fie(x)l < G(x (1.2)

Alors, Vk € IN les fonctions fy et la fonction f(x) sont intégrable sur Q) et

11m fk x)dx = jf (1.3)

Preuve: voir [8],[2]. O

Remarque 1.2. La plus petite possible fonction G dans (1.3) est la fonction G définie comme
suit :

G(x) =sup|f.(x)], VxeE.
nelN

Théoreme 1.3. (Théoréme de Fubini) Soit E un ensemble mesurable de R" (E C R") et
F C IR™ (un ensemble mesurable) et la fonction f(x,y) intégrable sur Ex F. Alors pour presque

tous Les x € E, f(x,vy) est intégrable sur F, pour presque tous les y € F f(x,y) est intégrable

Efo(x,y)dxdy = L(J;f(x,y)dy)dx = L(Lf(x,y)dx)dy- (1.4)

Preuve: Voir 8], [2]. O

sur E et

Remarque 1.3. Si f n'est pas intégrable sur E x F, alors les intégrales itérées peuvent ne pas

exister ou exister et étre différentes.
Preuve: Voir [1],[3]. O

Théoreme 1.4. (Densité de Cy°(Q,R) dans L,(Q))) Soient n> 1, p € [1;+00) et Q) ouvert de
R", alors C°(Q), R) est dense dans L,(Q).

Théoreme 1.5. (Théoréme de Luzin) Pour qu’une fonction f(x) définie sur un segment [a, b]
soit mesurable, il faut et il suffit que pour tout € > 0 il existe une fonction @(x) continue sur

[a,b] telle que :
[ f () % ()| < e




1.2 Définitions et inégalités intégrales

Idée de la preuve. Voir [7] Ch. V théoreme 9.0n utilise la formule de I'intégration sur la

boule B,,
J5, glxldx = o, [ g(p)p"'dp si glp)p

volume de boule unitaire.

"1 intégrable sur (0,r) avec o, = nv,, ou v, est
1.2 Definitions et inégalités integrales

1.2.1 Deéfinitions les espaces L,, ,Cp

Définition 1.1. Soient (Q), T, m) un espace mesuré, 0 < p < oo et f une fonction de () dans R,
mesurable. On dit que f € [lp = LP(Q, T,m) si; JQ |fIPdu < co. alors :

1l (0 = (L Iflpdﬂ)

La fonction |- ||, : £,(Q) R définie par :

1
p

(1.5)

W llp =11 fllp) = (L) |f|pdm)11),

est non négative et défini semi norme.
La fonction identiquement nulle nest pas la seule a satisfaire ||f||, = 0 ,et donc || - ||, n’est
pas une norme dans le sens habituel du terme et par conséquent c’est une semi-norme
sur £,(Q)). Clest a dire :

Ifll, =0=f=0{(p.p).
Donc du point de vue de I'intégrale on ne distingue pas deux fonctions égales presque
partout.
Définissons donc la relation ” ~ ” suivante sur £, : f ~ ¢ < f = g(p.p) La relation ” ~”
(p.p) définie une relation d’équivalence sur £, .

Si f € L, sa classe d’équivalence est notée temporairement par :

(fl={gel,:f~gt={geLl,: f=g(pp)

Sur la droite réelle la fonction f = 1g € [0] (1g(x) = 1 sur Q,0 si non) . Formellement ceci

revie nt & considérer I’ensemble quotient ,LP(Q, T,m):= Ep(Q, T,m)/ ~.




1.2 Définitions et inégalités intégrales

1.2.2 TI’espace de Lebesgue

Deéfinition 1.2. Soit Q) C R", un ensemble mesurable avec 0 < p < oo et soit f : 2 — C. On
dit que f € L,(Q) si :

(1) f est mesurable sur Q) .

(2) Iflle,0) = (fQ |f|”dx)1/p < 0.

Exemple 1.1. Soit :
1 si x€E,
flx)= (1.6)
-1 si xe€E/E;.
Avec E| C E,E| non mesurable, alors :
(1) n’est pas vérifiée.
(2) Wfleyie) = ([ dx)"” = |EI < oo, donc f € L,(E).
Deéfinition 1.3. Soient () C R", mesurable et soit f : QQ — C, |QQ| >0,
On dit que f € L,(Q) si :
(1) f est mesurable sur Q) .

(2) lIfllL ) = supvrailf(x)| < co.
xeQ
Remarque 1.4. On pose ||f||;_ () = 0 pour |Q] = 0.

Théoreme 1.6. (Théoréme de Riesz ) Soient () C R", un ensemble mesurable et f une

fonction mesurable sur (), alors :
I}i_{gonHL,,(Q) =Ifllr.0)- (1.7)
Preuve: Voir [1], et [3]. O

Définition 1.4. Soient () C R" un ensemble mesurable, f : Q) — C.

supvraif(x) = inf sup f(x). (1.8)
xeQ) eCQ yeQ/e

inf vrai = inf : 1.
Infvraif(x)=sup iaf f(x) (1.9)




1.2 Définitions et inégalités intégrales

Deéfinition 1.5. Pour une fonction a valeurs reelles définie sur (3 C R" et a € R,on pose :
Q,=Qu(f)={xeQ: f(x)>a}. (1.10)

Soit Q CIR" mes(QQ) =0 f : Q+— R .Alors :

supvmi(f(x))::inf{aelR:mes(Qa):O}. (1.11)
xeQ)

On commence par quelques propriétés du sup essentiel similaires a celles du sup ordi-
naire.

Lemme 1.2.

(1) Sif €Lo, alors |fI<Ifl, p-p-
(2) f=0pp. = llflls=0.

(3) sifest continue sur () C R", alors :

supvraif(x)=sup f(x).
xeQ

Corollaire 1.1. Soient QO C R" mesurable, mes(Q)) < oo, une fonction f mesurable sur Q,

1 <p<oo. Alors:
1
Iflzp@) <1917 11 f llzeo(c2)- (1.12)

(Ideé de la preuve) : On applique (1) dans Lemme 1.2.

Proposition 1.1. Soient () un ouvert non vide de R" et p tel que 1 < p < +oo.

Alors I'espace L,(()) est séparable .

Remarque 1.5. Les espaces du type L, ne sont pas en général , séparables.

1.2.3 Inégalités de Holder

Lemme 1.3. (Inégalité de Young) Soit p,q > 1, alors :

p q
Va,b >0, ab§%+%, (1.13)

1,1
avec =+ = =1.
p 9




1.2 Définitions et inégalités intégrales

Lemme 1.4. Pour O<p<1,ona:

Popd
Ya, b >0, abza—+—. (1.14)
P 9
Corollaire 1.2. Soit p,q,r > 1 tels que 1 = 117 + %, alors :
VA,B>0, (AB)' < I—:AP i %Bq. (1.15)

1 _

Preuve: Comme = + %, alors 1 = -1 + #, et on applique I'inégalité (1.11) aveca = A"

1
p p/r
et b = B" on trouve y ,

prr q’rr
4 +b —Iar i Ipa (1.16)
p/r q/r p q

(AB) =ab <

O

Lemme 1.5. Soit Q) un ensemble mesurable, si les fonctions f : O — Ret g: () — R, sont

mesurables sur (), et g est non négative, alors :

inf vraif(x)f g(x)dx < j f(x)g(x)dx < sup vraif(x)f g(x)dx. (1.17)
Q Q Q

xeQ) xeQ)

Preuve: Soit e C Q) tel que |e| =0, alors :

J fgdx = fgdxﬁsupf(x)f gdx. (1.18)
Q Q\e Q\e Q
Alors :
J f(x)g(x)dx < supf(x)J g(x)dx, (1.19)
Q Q/e Q
d’ou :
j f(x)g(x)dx <inf sup f(x)f gdx = supvraif(x)J gdx. (1.20)
Q ¥e€xeQ\e Q xeQ) Q
D’une maniére analogue on prouve l'inégalité gauche de (1.17). m]

Théoreme 1.7. (Inégalité de Holder) Soit () C R" un ensemble mesurable, et 0 < p < oo,
feL,(Q)et geLy(Q)avec1/p+1/g=1,alors:
i) Sil<p<oo

J;) fgldx < Ifllr,)llgllL, ). (1.21)

6]



1.2 Définitions et inégalités intégrales

ii) Si0O<p<1,VxeQ,g(x)=0

j fgldx > [If Il )lIgll ()- (1.22)
Q

Pour la preuve de (1.21) et (1.22) on utilise linégalité de Young (1.14) et (1.15).

Corollaire 1.3. Soit Q) un ensemble mesurable, si les fonctions f : () — C et

g:Q — C, sont mesurables sur Q) et f € L,(Q)),g € L1(Q), alors :

Lf(x)g(x)dx < Ifllcllgll, o (1.23)
Preuve:
[ rads| < [ 17glax < supvrailfeo [ Igldx <17l olglh, o (1.24)
Q Q xeQ) Q
O
Corollaire 1.4. Soit p >0, p; < 0, —00 < py < 00 et pil + p% = % ,alors :
i) Sip<p;

1/ &l ) < Wfle, )8z, 0 (1.25)

ii) Sip>p,Vxe,g(x)=0
1/ 8l ) = If e, @)lIgllLp,)- (1.26)

Pour la preuve de (1.23) et (1.24) on applique respectivement (1.19) et (1.20),

1 .1
avecpl/p+p2/p 1.

Proposition 1.2. Soit p; €]1,00[,i =1,2,...,k, et 1 <r < oo tel que :

et
k

[ 15

i=1

IfllL0) =

k
= l_[ ”fi”Lp,-(Q)‘
(Q) =l

L




1.2 Définitions et inégalités intégrales

Preuve: Par récurrence.

O

Lemme 1.6. (Inégalités de Minkowski ) Soit f,, f, € L,(Q2), alors on a l'inégalité suivante :

11 + fallr ) <Al @) + 121l ) - (1.27)
Preuve: Soit e; et e, deux ensembles tels que |e1| = |e;| = 0, on pose e = e; U e, alors
Ye>0,ona:
e .
Q/e,-
et donc
suplfi + fol <sup(|fil+1f2]) < suplfi|+sup|fa
Qe Qe Qe Q/e
= ”fl”Lw(Q) +If2llL )+ €
irelng/P |fi + fol <lfill o) + 12l ) + &
e
on fait tendre ¢ vers 0, d’ou :
g}gfl + fol <Al ) 2l )
11 + fallr ) £ 1Al ) + 12l @)
O
Théoreme 1.8. (Inégalité de Minkowski) Soit Q) € R", un ensemble mesurable,
1<p<oofeLy(Q)etgeL,(Q), alors:
IS + &l ) < MIfllL,@) + 18l ©)- (1.28)
Preuve: Voir [3]. O
Corollaire 1.5. Soient me€ N, et fy € L,(Q), pour tout k €{1,2,...,m},
1 <p<oo,alors:
m m
ka < Z”fk”Lp(Q)r (1.29)
k=1 L,(Q) k=1
Preuve: Par récurrence. O




1.2 Définitions et inégalités intégrales

Corollaire 1.6. (Inégalité de Minkowski pour les sommes infinies)

Soit fi € L,(Q) pour tout k € IN tel que Z,”fk”Lp(Q) < 0o,

k=1
alors :

(o)

ka

k=1

L

<) Ifelly 0)- (1.30)
p(Q) k=1

Preuve: On suppose que Z”fk”Lp (QQ) < o0. A l'aide du critere de Cauchy pour les séries
k=1
numériques et I'inégalité de Minkowski pour les sommes finies on montre que la somme

m
S = lefklle(Q) est une suite de Cauchy et puisque L, est complet, on déduit que :
k=1

(o]
lim S, =) NIfilly, 0
k=1
on passe a la limite quand m — co et en vertu de la continuité des semi-normes

m 00
ka —> ka, lorsque m — oo, on a:
k=1 k=1

ka < Z”fk”Lp(Q)'
k=1 L,(Q) k=1
O
Théoreme 1.9. Soit 0 <p <1, et QO CIR" un ensemble mesurable, et f,g € L,(Q), alors :
1
If + gl ) < 277 (Il ) + gllipc)- (1.31)
Preuve: On utilise I'inégalité triviale VYa, b > 0
(a+b)P <c(aP +bP), (1.32)

sip>1,c=2r"1,
etsiO<p<l,
alors ¢ = 1. On applique cette inégalité avec a = |f| et b =|g|,

on obtient :

e | I L | W T (133)

9]




1.2 Définitions et inégalités intégrales

1 1_
on applique I'inégalité (1.30), avec c = max(l, 2r 1) =2v 1, et donc

st =5 o]+ s}

1
=20 (Ifllz, ) +18llL, ) )

Lemme 1.7. Soita; >0,i=1,...,m, alors on a l'inégalité suivante :

m p m
[Zai] Sc[Zuf), (1.34)
i—1 i-1

avec ¢ = max(l,mp‘l).

Preuve: Par récurrence a partir de I'inégalité (1.30). m]

Corollaire 1.7. Soit 0 <p <1, alors

m m
1
YA =) i) (1.35)
k=1 L,(Q) k=1
Preuve: A partir du Corollairel.2, et du Lemmel.1. O

1.2.4 Inégalité intégrale de Minkowski

Théoréme 1.10. Soient E C R" et F C R" des ensembles mesurables, et f une fonction mesu-

rable sur E x F alors pour 1 <p<ooona:

| fepay

Preuve: Voir [3] P: 316 - 317. O

< f T
L,(E) JF

Théoréeme 1.11. Soient E C R™ et F C R"des ensembles , et f une fonction mesurable sur EXF

alors pour 0 <g<p<ooona

[f e 9|, < 0 G (1.36)

Ly(F)’

10




1.3 Propriétés des espaces de Lebesgue

Preuve:

v ([ s

r

= | If(xp)dy

JF

176 )
LX(E)

= =

P
LY (E)
1

F q
IF G p)lll o dy)
F Ly (E)

1

IA

(" q q
Fuf(x,y)nLg(E)dy)

IA

J

= 1f el

Li(F)

1.3 Propriétés des espaces de Lebesgue

1.3.1 Dual de Lp

Définition 1.6. On dit que | : E — C est une fonctionnelle linéaire continue sur E si :

(1) laf +Bfg=al(f)+pl(g) pour tout a,pCet f,g € E.
(2) 1) < clfllg tels que c € R

Proposition 1.3. I'application I : L,(Q) — C définie par

1) = L fF(x)g(x)dx, gL, (Q)

est une fonctionnelle linéaire continue.

Lensemble des fonctionnelles linéaires sur L,(C)est note par (L,(Q))".

1) La linéarité est évident .

2) La continuité :

1(f)l = UQf(x)g(x)dx < L 1 ()llg(0)ldx,

11

(1.37)



1.3 Propriétés des espaces de Lebesgue

par application de l'intégrale de Holder, on obtient :

O <l )llglle, @) < cllfllc, ) (1.38)

avec ¢ = ||g||Lp(Q) et +, =

Remarque 1.6. Lespace dual (L,(Q2))*est une espace vectoriel sur C norme :

1 = sup {[1CF)] < Ifllz, ) < 1}- (1.39)

1.3.2 Convergences dans L,

Deéfinition 1.7. On dite qu’une suite de fonctions mesurable f,(x) converge on mesure vers

une fonction f(x) si pour tout c >0ona:

lim | {x: £, (x) - f(x) = o} | = 0. (1.40)

n—oo
Théoréme 1.12. Si une suite de fonction mesurable f,(x) converge presque partout vers une
fonction f(x), elle converge vers la méme fonction f(x) en mesure .

Preuve : voir [7] chapitre paragraphe 4 théoreme 7.

Théoreme 1.13. Soit f,(x) une suite de fonction mesurable convergeant en mesure vers f(x).

Alors ,de cette suite on peut extraire une sous suite f,, (x) convergent vers f (x) presque partout.
Preuve: voir [7] chapitre V paragraphe 4. O

Définition 1.8. Soit f,(x) une suite de fonction de L,(Q2) on dite que (f,) converge faiblement
vers f si:

lim I(f,) = I(f) pour tout I € (L,(Q))" (1.41)
n—oo
Théoreme 1.14. Soit f € L,(Q) telle que I(f) = 0 pour toute | € (L,(Q))" alors f =0 p.p.

Théoreme 1.15. Soient 1 < p < oo et f,(x) une suite des fonctions qui converge vers f dans

LP(Q), alors :

1fll, @) < lim infllfull, ) (1.42)

12




1.3 Propriétés des espaces de Lebesgue

Théoreme 1.16. Soit 1 < p < oo,ledual de (L,(Q)) et (L,(Q2))avec }%+% =letl(f)= fo(x)g(x)dx

pour une certaine g € (L,(Q)) unique et de plus :

1211 = Mgl (- (1.43)

Preuve: voir [8] chapitre V paragraphe 4. ]

Définition 1.9. On dite qu’une suite de fonctions (f,(x)) de L,((2) converge en moyenne vers

f(x) e LP avec 1 < p < oo si 'égalité suivant est vérifie

Lim [|f, = fllz, ) = 0- (1.44)

Proposition 1.4. Si une suite de fonctions (f,(x)) de L, , 1 < p < oo converge d’ordre p en

moyenne ,de vers f(x), alors elle converge faiblement vers la méme fonction f(x).

Preuve: (A l’aide l'inégalité de Holder) on a:

b
| 10 Flgoldx < 1= gl o

par passage a la limite on obtient :
b
lim ) fu(x) = fF(Ollg(x)ldx < T [Ify = fllz (o) llgllz, )
a
et comme f, converge en moyenne vers f , alors
b
Tim [ 100~ F(llg(oldx =0,
a

d’ou

et donc f, converge faiblement vers f.

O

Remarque 1.7. Si p = 1 alors la convergence faible est vérifie ¥V g(x) mesurable et bornée ,et

donc la Proposition 1.4 est aussi vérifiée.
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1.3 Propriétés des espaces de Lebesgue

1.3.3 Complétude

Théoréeme 1.17. (Riesz-Fischer,1910)

Soient (), T,m) un espace mesuré et 1 < p < +oo . Lespace vectoriel normé (Lp;||-||,) est

complet .i.e. c’est un espace de Banach.

Preuve:

1)

2)

Cas p = o0 :Soit (f,;) une suite de Cauchy dans L,,donc pour ¢ > 0 il existe N, € N

tel que Vm,n> N, on a:

Wfm—fulle, <€ (p.p)

D’ou
| fn (%) = fu (Ol < |l fin = fullLeo-  (p-P)

Pour ¢ = L AN, € N tel que Vm,n > N,

|l = fu) 1< £ (pp) (1.45)

Alors :

| fn(x) = fu(x)|I< =, VxeQ/Ey, Ym,n > Ny, (1.46)

ou Ej est un ensemble de mesure nulle.On pose E = | J; Ex, donc (f,(x)), est de

= =

Cauchy pour tout x e QO \ E.

En passant a la limite dans (1.46) quand m — oo, on obtient :

| f(x) = fux) < =, Yx€Q/E, Vn =Ny

| =

Donc : ||f - fullr < L ¥n>Ngetcomme:f =f,+f—f,€Lo(Q).
Dot |If = fylli,, — 0.

Cas 1 < p <oco:s0it (f,) une sous suite de Cauchy de L,. Soit (f,,) une suite extraire

telle que
. 1
VI, ||fni+1 _fn,'” < Er (147)
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1.3 Propriétés des espaces de Lebesgue

posons
k +00
8k = Zlfnm _fni |, et 8= Z'fni+l _f”i .
i=0 i=0
On a
k
Igellz, = Zlfn,ﬂ ~fu, |
i= L
14
k
<) M =fulll,
i=0
k ko
=) W= full, < )=
i=0 i=0
= 1 1
SZE: - :2:>gk6Lp(X), AN, € IN.
i=0 2
On a
IgllL,x) = — fu; |

Ly (X)
< Z”' fi’li+1 _fni |||LP(X) <2
i=0

Ce qui entraine g € Lp(X), et ¢ est finie presque partout sur X.

La série :Z | fu;,,(X) = fu.(X) | est convergente (p.p) sur X donc:

fup + Z(f”i+1 (X) = f,(X)) est absolument convergente pour presque tout
i=0

xX€ X.I_)ésignons par f(x) sa somme

ona:
fno + Z an_l fn )); (p-p) Sur X,
i=0

alors :

k
f() = Hm (g () + ) (f, (X) = f, (X)) = lim () (p.p) sur X.
i=0
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1.4 Inégalités multiplicatives

D’ou : la suite (f,, )x > 1 converge p.p. vers f(x)
Il suffit montrons que f, — f dans L,(X).

L|f—fnlpdx=f lim | £, — f, P dx

kir—o0

<tlim [ 1fy,~f P dx=lf - £l
X

k—>o0

< lim ||, - fn”p

k>0

1
< lim — =0.
ko0 2k

Car la suite (f,) étant de Cauchy Ceci assure que f, — f dans L,(X)

A, ) = W+ f = fulle,x) < Wfulle, ) + 1f = fulle,x) <00 = f € Ly(X).

O
1.4 Inégalités multiplicatives
Soient U € R", U un ensemble mesurable, 0 < p; <p < p, < co. Alors
1,0y < WAL G IFIE, 0 (1.48)
et
p(p2 —
111, l | || o lIf I 1.49
S (= )(p =l I, (149
1 _
ou 0 € (0,1) est définie par I'égalité — = 0 + E
p P P2

Preuve: 1) Soit p, < co, comme £L ap = 1+512, ( 1;0‘) > 1 on applique l'inégalité de Holder

les exposants £L 5 et Lz > et on obtient :
1-a)p
P2
[irpaxs [ e ipo-aran( | Ifl”l) <], Ifl”zdx) ,
E E E
et élevant a la puissance (%}) ona:

1-a o
e, ey < WANE Sy < IFIIE, ()
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1.4 Inégalités multiplicatives

2) Soit pp = co. Alors d’aprés (1.48)ona 8 =1- % et

f F1P dx =j I£1071£10-0 dx
U U

< (L 171 dx) (L 7P dx)’}z(l_e)p

= |||f|6p||L1(U) |||f|(1_6)p||Loo(U)
= IF1? Al
d’ou

(1-0)
1 llz, ) S FIZ, (0 If 1l 0
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Chapitre 2

Operateurs de Hardy et du type Hardy

dans les espaces de Lebesgue

2.1 Cas unidimensionnel

2.1.1 Opérateur de Hardy sur Les espaces L, (0, )

Définition 2.1. Soient 1 <p < oo, f € L{°°(0,00) on définit les opérateurs de Hardy

Hy : L,y (0,00) — L, (0, 00)
o (HLf), (H ) (x j fly 1)
Hj : L, (0,00) — Ly(
[ Hyf ,(Hyf)(x J fy
Théoreme 2.1. Soient 1 < p < oo, 117 + l% =1, f une fonction mesurable non négative sur
Uintervalle (0, c0), alors
I Hif 0,00 < P I f 1L, (0,00)5 (2.2)
I Hf (0,000 < P I f 11t (0,00 (2.3)
et|lHll,, =p’ = ;27 et |Hallr, = p’ = 7.
Ce qui signifie que la constante C, = I% est optimale i.e la plus petite possible.
Preuve: voire [6], [5]. O
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2.1 Cas unidimensionnel

2.1.2 Opérateur sur L,(R)
Les résultats du Théoreme?2.1 s’étendent a I'espace L,(RR) .

Ve N . ]- 1 . s .
Théoréeme 2.2. Soient 1 <p <co, —+— =1, f une fonction mesurable non négative sur R,
p

Alors :
Il (H1 ) () [l (w y<p' Il fx) L, (®)
I(H2f) ()l = <p,||f(x)||Lp(]R)
OnalH||<p =t et|Hyl | <p’ =

Preuve: Est similaire a celle des Théoréme?2.1. m|

2.1.3 Opérateur sur les espaces L,((0,00),x%)

1

pd \ . 1 1 .
Théoreme 2.3. Soient 1 <p<oco, —+—=1,a€R, a= ?,x“ € Lp; f une fonction

mesurable non négative sur I'intervalle (0,00) , on a :

1
1. si a<—
p

-1
1
1% (H1 £)(3) llL, ((0,000x9) (? - OC) Il % £ (%) 111, ((0,00),x2) -

1
[lx® (Ho f)(x)Ir, Ooo),x"’)s(a_?) 11 £ (1L, ((0,00),x2)-

Ona || < (& - a) et [Holl < (a - %)‘1.

-1
-1 1 1
Si > <a< p la constante (}7 - a) est optimale (la plus petite possible).

1
Preuve: 1. Si a <— on pose
p

J = ||x"(H f)(x)

LP(O,oo)

J X (y)dy
0

LP(O,oo)

19




2.1 Cas unidimensionnel

y

Par le changement de variable z = . on obtient dy=xdz , y=0—-2=0,

y=x—>z=1,

1
J= J; x% f(xz)dz

L,(0,00)

1
< | I £l 0oy
0

dt
onpose t=xz ona dt=zdx etdonc dx=—,
z

1
o p
I £ (2l ) = ( [eeisuar dx)

. z‘“‘i(fom ) (1) P dt)”

=2 (Ol 00
d’ou
1
——
fsfz IE £ ()l 0,00
0

1
<(1-L2a) 1 Fenn o
( . ) Fol o

Finalement on a

1
<\ —a) 1t f L, 0,00
(P )
2. Sia>i, on pose

I=1lx*(Ho f)(*)llL, (0,00)

| sty

4

Ly(0,00)

on pose z = £ alors dy = xdz.

I =

me“f(xz)dz
1

o0
sf 6 F (<2l (0,007
1

LP(O,oo)
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2.2 Cas multidimensionnel

dt

on pose t = xz alors dt = zdx et donc dx = -

I F (32l (000 = (JO XP | fx2) P dx)”

- z‘“‘fl’(Lm P f(1) P dt)p

=z "||faf ||L (0,00)*
D’ou
zsf - Pllt“f e 000
1
1
< —1+I—7+05 ||tf ||L (0,00)

1
<(Lia) 1 FEom
(p ) Fitl o

2.2 Cas multidimensionnel

Soient x e R",r =|x [> 0,B, =qy e R%;| p |[< r}, 1 < p < oo, f une fonction mesurable non

négative sur B,. Considérons les deux opérateurs suivants : H,, : L,(R") — L,(IR"), définis

1
H0) =g |, Fwa

H, : L,(R") — L,(R"), défini par :

par:

~ 1
(H,f)(x) := IB,]

f(®)dy.
R"\B,

+ L, a un nombre réel et f(r,&) € Lp(S”‘l) (§n-1 .

Théoreme 2.4. : Soient 1 < p < oo, >

==

désigne la sphére unité dans IR"), alors

.S a<
ISzap

1 «o

-1
I [* (Huf) mnﬁ(?—;) 1% f GOl we - (2.4)
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2.2 Cas multidimensionnel

2.5 a>L%
Szap

a 1\

1
Ix 1 (Hf)(0) i, mn<(;—?) 21 £l g (2.5)

Preuve: On démontre l'ingalité (2.4) . On introduit les coordonnées sphériques (coor-

données polaires dans R"(p,&) ot p =]y |,.& = £ € S~ (S"~! désigne la sphére unité dans

B Iyl
IR" ) et on pose

flp) = flp,&)dé

sn—l
1dpJ flp,&
_ n—1
vnr”f f

ouv, = n%(F(% +1))7! est le volume de la boule unité et I est la fonction Gamma définie

par :

Alors

n—

(Hy

I(6)= f 1oL exp(—t)dt.
0
et par suite ,

N pa—n (71 ol = p %
Il x % (H,,f)(x ||L (R") = ” . " f(p)dp| dx
n n
(&) a—n
= (nv il r_J‘
o) ||
— (nvn)f rn—1+p(a—n+1)v;P lf n— 1f dp
0 rJo
1=l e
P (H (0" f))(r)

1 1 o0
=nrv} (J
0
1 ——1 &0
) =nrv, r
L,(R") 0

\ —_

p

alors

| x % (H,, f)(x
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2.2 Cas multidimensionnel

n-1
>

D’aprés (2.2) du Théoréeme2.1, on obtient

oua; =a-

1
1 L
|| r* " H)(r ) 1L, (0,00) < (17 - 011) | r*1p" 1 f(r) L, (0,00)
comme @ = ”p‘,l I%'
Ona
= -1 L=
| x|* (H, f)(x) <nrtvy (= -a; " f(r)
L,(R") p L,(0,00)
_ -1
1 - 1 17
<nvvy [=-m rAtl L (r)
p Lp(0,00)
-1 -1 00 1
1 7 (n 1, 7 p
=nrv; [=-m J rOPER f(r) 1P dr)
p 0
En vertu de I'inégalité de Holder , on a
fol=| [ e | irmens
Sn—l Sn—l

< : d Sn—l)p/
<(J;n1|fr &) | 5) (mes
= (nvn)pl/(J;nl |f(1’,5) | dé)p.

En revenant aux coordonnées cartisienns , on obtient

1 2 n -1 p [ 1 %
<npv} (—,—a) ((nvn)l"f raptn= J‘ | f(r, &) P dédr)
L, (IR") p 0 §n-1

o] ([ s

Lo

1
1 «
(17 - ;) Il 1 £ (o) Ml we) -

X" (Hy f))(x)

D’ou

-1
1 «
X1 (H, L IRns(?-;) 1% FGOl,
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2.2 Cas multidimensionnel

De maniére analogue on démontre l’ingalité (2.5).

Constante optimale : Soit A > 0 telle que

f(l f<y>dy)p|x|“deA £2(x) | x| dx,
IR”

| B|X| | B|x| R”

montrons que forcément A > ( = 1)

) Sif#0ona

p
J]R”(|B |IB|X| ) x| dx
B LR,,f” x) | x]@ dx D

a+n(p-1)
n

Etant donné que a +n(p—1) > 0 choisissons — > ¢ >0 et considérons dans I'inéga-

lité précedente la fonction

1 si x€By,

fg(x> = a l+e

|x|7"™"%" si xeR"\Bj.

1+e

,- T 1n>0etquea+n>0 puis passons aux coordonnée sphériques :

Notons que —= —
)p o 1 At g a
ldy| |x| dx+f ( J | |_7_ D d ) | x|* dx
( BM g rR\B, \VUn [ X" Jp,, g g
J f J J 1p" 1d§dp) M dxdr
L T e
v,
Jill(
—f—nli-i-n 1
Jn l(v o J pr dp) dydr.
1+e

o | ’ —pTHIEHn D .,
f j ( ) ratn- d)(dr+f J ( — r* " xdr
‘;‘ n ;5 +n

oc+n 1dr+nv ra n— nera+n ldr
_Q_nlﬁ+n ]
p

p'"” 1clp) pr“‘”_ld)(dr

d’ou

S
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2.2 Cas multidimensionnel

D’autre part
~

D= | x |¢ dx+f | x |47 x |¥ dx
R"\B;

JBl

r1
— J rarn—l
J0 Sn-1
rl o0
= f r“r”_ldxdr+j j rrne =t vdr
Jo Js,, 1 Js

n-1
nv v
n + _n

J

S a+n €

d’ot

ST B N
na+n e\ _a ﬁ+n

p p
Az M 4 Vn
a+n ' e

ENV L + ﬁ(#)p
na+n € a 1+e
- —-n=—=+n
p p

+ vy

nv,

2
& a+n

en faisant ¢ — 0 on obtient

n P np P
>l——— ) = —EF
A_(—%—§+n) (n(p—l)—a)’

p
ce qui implique que (n(p'_q%) est optimale, i.e la plus petite possible et
hp
H ny= ——

2.2.1 Opérateur du type Hardy p > 1
Définition 2.2. On appelle fonction de poids toute fonction mesurable positive.

Dans ce qui suit on cite un résultat concernant les inégalités avec poids que plusieurs

auteurs ont étudié.

Hyy: Lp((oroo)fv(x)) - Lq((O,oo),u(x)),

f = (Hyf)
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2.2 Cas multidimensionnel

(Huf)<x> —uto) [ s

Dans [4] on trouve la preuve du théoréme suivant.

Théoreme 2.5. : (Inégalités avec poids)(1960-1990). Soient f une fonction mesurable po-

sitive sur (0,00) u v deux fonction poids 1 <p < oo, 0 < g < oo, et C>0 Alors
p

(Lw(fo(t)dt)qu(x)dx)q < C( Loofp(x)v(x)dx)p. (2.6)
si est seulement si L .
s;ig(qu(t)dt)q(L vl—P’(t)dt)p <o (2.7)
oup’ = 5T

En observent que si v(x) = u(x) = x% avec &« < p — 1 on obtient (2.2) I'inégalité classique de

Hardy .
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Chapitre 3

Espaces de Morrey

3.1 Definitions et propriétés des espaces de

Morrey

3.1.1 Fonction de distribution

Définition 3.1. Soit E C IR", E ensemble mesurable, tel que f : E — C, une fonction
mesurable. La fonction Ay est dite une fonction de distribution de f,

Si:V o €[0,00), I'égalité suivante est vérifiée :
Af(o) =mes{x e E:|f(x)| >}

Remarque 3.1. de la définition on peut déduire :
(1) Ag(0) = A (o).
(2) Sif ~gAlors: Af(0)=Ag(0) sur [0,00).
(3) SippsurE |f|>|g] Alors: Af(0) = Ag(0), VYo €[0,00).

Preuve:
(1) As(o)=As (o) évidente.
(2) Soient E = (0,00), 0 € [0,00[ et g~ f,
g~f e (g#fsurE; CE Tels que:mes{E;}=0)
et (¢=fsur E/E|, = E,),
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3.1 Définitions et propriétés des espaces de
Morrey

tel que E=E; UE,.

Ag(0) = mes{x € E: [g(x)] > o)
= mes{x € Ey : [g(x)| > 0} + mes (x € Ey : |g(x)| > o)
= mes{x € Ey :1g(x)] > o}
= mes{x € E: | (x)| > o)

=mes{x € Ey:|f(x)| >0} +mes{x€E,:|f(x)|> 0o}

mes{x € E : |f(x)| > o}

= As(o)

Donc:
Af(o) = Ag4(0)
(3) On pose :

Af(o) =mes{x € E:|f(x)| > o} = mes{E,},

Ag(0) = mes{x € E :[g(x)| > o} = mes{Ey}.
Donc

()| >0 =|f(x)|>0.

Alors si

{X€E2:>XEE1}:>E2CE1
= mes {E,} < mes {Eq}

= Ag(0) < Af(0).
O

Théoreme 3.1. Soit E C R", E ensemble mesurable, f est une fonction mesurable sur E, alors
Si:

i) l1<p<oo ona:

|—
==

Wl = [~ agtoro) =~ [ " orarsio) (52)
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3.1 Définitions et propriétés des espaces de

Morrey
ii) si:p=ocoona:
1fllr,, =inf{o: Af(0) =0}, (3.3)
iii) si:p=1ona:
1 sy = 1A ()l (3.4)

Preuve: (i) pour 1 <p<oo,ona:

oo

fo o Af(o)do=| —Ag(o)do

JOG

(o 5P
L, o
Jo O {x:|f|>0}
(5P
= —U 1{x:|f|>a}dl”)d0'
Jo 9 \JE
d’aprés le théoreme de Fubini, on obtient :
© 5p IfGl 5p
1, - o
J; UJ:E {x.|f|>a}dl4da —[IE(J; > do d]/t
1
= | “If ()P dx
Jo”

1
S p
p Llf(X)l o

— 1 p
= JIfIE,

D’ou

| do
S0, = [ o

® do
po_

I, = |~ o"at) 5
1
® do\?
7, =(p [ orario 2

(ii) Pour p = co on a par défintion :
Ifll., =inf{o >0, mes{xe E: |[f(x)|> 0o} =0},

et d’aprés la définition de A¢(0),

Ifllz, = inf{o : Af(o)=0}.
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3.1 Définitions et propriétés des espaces de
Morrey

(iii) On remplace dans (3.2) p =1 on obtient :

11l = L As(o)do =IAp (),

3.1.2 Fonctions de réarrangement

Deéfinition 3.2. Soient E C R" un ensemble mesurable, f : E— C f une
fonction mesurable, on appelle réarrangement de f dans un ordre décroissant, la fonction f*
définie par :

F*(o) = inf{s €[0,00) :Af(s)< a}, Vo €[0,00). (3.5)

Remarque 3.2. De la définition on peut déduire :
) IflF=7
2) Si: g~ f sur [0,00) alors g*=f"

3) Si /\f(a) est positive, non nulle, continue et strictement décroissante alors :
f(o)= A7 (0). (3.6)

Preuve:
1) |f[" = f* évidente.

2) Soient (g ~ f) sur [0,00) et 0 € [0,00) donc 3 E; CEtq:g# f sur E; et mes{E;} =0
ona:

g'(0) =inf{s €[0,00): Ag(s) < 0}, (3.7)

car (g ~ f = Ay = Ay), alors :

¢*(0) = inf{s €[0,00): Af(s) < (;}
=f(o). (3.8)
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3.1 Définitions et propriétés des espaces de

Morrey
3) Montrons que: f*(0) = /\}1(0),
soit 0 € R.
fH(o) = inf{s €[0,00):  Ag(s) < a} = znf{s €[0,00), s> /\}1(0)}
= inf[A;(a),00),
= A5'(0)
Alors :

Quelques propriétés de la fonction f* :

1) f* >0, décroissante et continue a droite.

2) sur [0,00)

Ape(0) = As(0). (3.9)

3)
o:f*(t)(:)t:/\f(a). (3.10)
O

Théoreme 3.2. Soient 0 < p < oo, E C R" un ensemble mesurable, f est une fonction mesu-

rable sur E alors :

111, ce) = 1F M, (0,000 = I "l 0,mestEy)- (3.11)

3.1.3 Espaces de Marcinkiwiecz (Espaces faibles)

Définition 3.3. Soient 0 < p < oo, U un ensemble mesurable U C IR",
f:U— C. Pour 0 < p < oo, on dit que f € L} ! (espace de Marcinkiewicz ou espace faible)
Si:

1) f est mesurable sur U.

1
2) lIflly) = sup o(Ag(@))? <eo.

0€[0,00)

Dans le cas p = oo, ona: L* = L.

1. L’espace de Marcinkiewicz (espace faible) Ly est également désigné par WL,,.
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3.1 Définitions et propriétés des espaces de
Morrey

Deéfinition 3.4. Soit || - || une application de X dans R ot X un espace vectoriel. On dit que

|| -|| est une quasi-norme ¥Vx € X, ||x|| > 0, si :
(i) ||x|]|=0= x =0, 6 élément nul de I'espaces de X.
(ii) ||lax|| = |a]||x||, Yo € R et Vx € X.

(iii) il existe k > 1 tel que ||x + || < k(||x|| + ||y|l), pour tout x et y de X.
Proposition 3.1. Pour 0 <p < oo, L; est un espace quasi-norme.

Deéfinition 3.5. Soient 0 < p < oo, E € R", E mesurable on dit que f € L;(U), si f est mesurable

et

1 1
||f||<LZ;>(U): sup 7 f*(t)= sup t7f*(t). (3.12)

t€[0,00) te[0,mesa)

Lemme 3.1. Les définitions 3.3 et 3.5 sont équivalentes et

(1) (2)
* = * . 3.13
I = 1A, (3.13)

Quelques exemples Soit @ € R, 0 < p < 0. Alors,

1)
|x|“€ L,(B(0,r)) &= a > —g,
et
x|*e L, (‘B(0,r)) = a < —g,
2)
xl%e WL,(B(0,r)) = a > ——,
et
x|*e WL,(°B(0,r)) &= a < -,
3)
xl*e Ly(R") e a ==,
et

x| €L, (R"), VaeR.
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3.1 Définitions et propriétés des espaces de
Morrey

3.1.4 Espaces de Lorentz

Définition 3.6. Pour 1 < p < oo, on définit l'espace de Lorentz, noté L,,, par :

1) sil<r<o

1 d ’
i i0m = [ 07107 ) <o (3.14)
0
2) sir=o00
_nen® o 5ok oo
”f”Lpoo(U)—”f”L;(U)—S;‘;(I))(t fr (1)) <eo. (3.15)

Proposition 3.2. Soit 1 <p < oco. Alors

1) Il (0,000 = 11l (0,00)s

2 1
2) Il = 1175, = W1

Preuve: 1) Sir=p,alors

1f1lz,,(0,00) = (Jo (f*)p(t)dt)p = ”f*”Lp(O,oo).

D’aprés le Théoreme3.1 et 1’égalité3.9 on obtient :

1
o0 do \?
“f*”Lp(O,oo):(pJ; Gp/\?(a)—) ,

o

1 1
© do \r &0 do\r
(pJO Gp/\;(g)?) :(pjo op/\f(a)?) =[£Iz, 0,00)

alors

d’ou
1fe,, 0,000 = 1l 0,000

2) Sir = oo, voir la preuve de le Lemme précédente (3.13).

O

Remarque 3.3. En général, les espaces de Lorentz sont des espaces qausi-normés mais dans
le cas out p > 1, il est possible de remplacer la qausi-norme par une norme et donc les L,

deviennent des espaces de Banach.
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3.2 Fonction maximale (Opérateur de Hardy-Littlewood)

3.2 Fonction maximale (Opérateur de Hardy-Littlewood)

Définition 3.7. Soit f une fonction localement intégrable définie sur R" , M f est dite fonction

maximale si :

1
MU )5) = sup o L(m 1 @)ldy. (3.16)

Lemme 3.2. soit g une fonction définie sur R",Va >0

E, ={ax:|g(x)| > a} et g intégrable,alors :

Ma) <

Q|

: (3.17)
tels que : (A = flR” |g(v)|dy et AMa) désigne la mesure de E,, appelée distribution de fonction g).

Preuve:

A= lgy)dy > J lg()ldy > J ady
R" E,

a

> aJ dy = ala).
E

a

O
Lemme 3.3. Soit g € LP(Q),l <p<oo,alors:
gPdy =~ | ardi(a) (3.18)
R" 0
Ou M) désigne la mesure de E, comme définie dans le lemme (3.2), et
si g € L,(Q), alors :
lIgllz,. () = inf{a, A(a) = 0}. (3.19)

Lemme 3.4. Soit E un sous-ensemble mesurable de R" qui est recouvert par une famille de
boule (Bj), alors on peut extraire une sous suite By, B,,..., B,

(Bx (B = @ si k # 1)(finie ou infinie ) telle que :

ZlBkl > C|E|. (3.20)
k

ou C est une constante positive qui dépend seulement de la dimension n,

par exemple : C=57".

34




3.2 Fonction maximale (Opérateur de Hardy-Littlewood)

Théoreme 3.3. [5] soit f une fonction définie sur R" , alors :
a) Si f € Lp(R"), 1 <p < o0, la fonction Mf est p.p finie .
b) Si f € L{(R"), pour chaque a > 0, alors :

Cy
H(Mf)(x) > a}| < — If
on Cy = cste qui dépend de n .

c) SifeLy,(R"), 1<p<ocoet(Mf)eLy(R")alors:

IMS I, ) < Cpll fllL, ),

ou C, dépendent de p.
Preuve:
b) Montrons que si f € L1(R"), Ya >0
S(Mf)(x) > al < — If (v
]Rn

E,={x: Mf > al.

Soit x € E,, , il existe une boule B, de sorte que :

xru[xr pldy > a

f f@dy > alB,]
B(x,r)

c’est a dire que

)dx,

)dy,

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(By)y € E, forment un recouvrement de E,, alors d’apres le Lemme3.4 on peut extraire

une sous suite By, B,, ..., By, telle que :

) 1Bl = ClEq|
k

d’ou




3.2 Fonction maximale (Opérateur de Hardy-Littlewood)

et donc
o [f(@ldy = aClE,|
d’ou
Eq |<— If )dy
= irp)lay.
R

¢) Nous montrons maintenant simultanément (a) et (c) :
Soit f; (x) € L; (R") alors :
@) [f@I <A+
(i1) Mf(x) < (Mf)(x)
Conclusions
A= (x: (Mf)>a)  {x: (MA)) > 5

En effet, si x € A, : alors

NS e}
>

(Mf)(x)>a
et donc
(Mfi)(x)+5 > a,
d’ou
(Mfi)(x) > -
Alors

A@) = fx: (MF)() > al]
< {x (MA@ > S}

|f1 )dy.

D’apres le Lemme3.3 on a:

o

(Mf)Pdx = —J- aPda),

R" 0

d’ou
(e

IMFIE (R") = <Mf>de=—f )
R 0
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3.3 Espace de Morrey

Apres intégration par parties on obtient :

IMFIE, o = ~laP A(@))5 +f0 pa” ' N(a)d(a)

= pJ‘ ap_l/\(a)d(a) (car si & — oo alors AMa) — 0)
0

szvf ar 1 2= Ilayd(a)

~2cp [ a”f' e

2If
<2cp [ o [ ety

_2Cp
p
=51 |f WPy
2PC
- —”nfn”
Donc
IMSf I, @) < CpllfllL, ),

ou

1

2PCp\r

cp:( p).
p-1

3.3 Espace de Morrey

Définition 3.8. Les espaces de Morrey M2, ont été introduits par C.B.Morrey en 1938, sont

e e . . /\ . l
définis comme suit. Soient 0 < A < %, O<p<oo, feMysifelyet

£ 1y = Wiy = suP = IF Il 5s, ) < - (3.24)

xeR™,r>0

Autrement dit f € MQ sife Lé,"C(IR”) et il existe ¢ > 0 (en fonction de f )

telle que Vx € R" et r > 0
A
I, B,y < €7

La valeur minimale de c de cette égalitié est ||f||MI;\.
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3.3 Espace de Morrey

Proposition 3.3.

1) Si A=0, alors

2) Si /\:%’ alors

3) Sip =oo,alors (3.26) coincide (3.25).

Preuve: soit f € LéOC(IR”)

1) siA=0,

”f”Mg(B(x,r)) = Sup

rlf 1l 8

x€R"™,r>0

= sup||f

xeR"

”L (R")

=11 1lp g

2) On suppose que 0 < p < oo, alors nous avons Yx € R" et >0

r ”IIfIIL By < 7 P Il B, nle

1
= vullfllz.-

Donc

sup 1 P|Ifllr, (B

xeR",r>0

Par conséquent

1
f gy < 021l

1
<vullfllr,-

(*)

(3.25)

(3.26)

Maintenant soit f € Ml’,\. Par le théoreme de Lebesgue sur la différentiation des

intégrales ,pour toute f € Lé"cet pour presque tous les x € R* on a

lim — ] = mm

r—0*

1
£l B ) [1- Jpen [f@IPdp P

70" |B(x,1)|P

|B(x, 7)l

] = f ()l
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3.3 Espace de Morrey

Nous obtenons que pour presque tout x € IR",

T
£ () = Tim —2 )
=0 B )l

-1 -n
<v, supr? ||f||LP(B(x,r))
r>0

-1
g
<ol Ifl -

dou f €L, et

-1

IanSvfﬂﬂuﬁ, (%)

p
donc, d’apres (*) et (++) ona

M} = Leo,

et

1
71 g =0 Il

14

DoncM% = Loo, est valablesi0<p<ooeto< A<

<2

3) Le cas p = oo :I'inigalité pour A est vérifié seulement si A = 0 et M2 = Loo.

O

Remarque 3.4. Si A > IL; ou A <0 alors M; =6, out © = S(IR") est 'ensemble de toutes les

fonctions équivalentes a 0 sur IR".

Proposition 3.4.
(i) Pour 0 <p <1 l'espace de Morrey M;,\ est un espace quasi-norme .

(ii) Pour 1 < p < oo l'espace de Morrey M; est un espace normé.

Preuve:

1) Pour 0 < p <1 on sait que l'espace de Lebesgue L, est un espace quasi- normeé

c’est-a-dire, pour f,g € Lp(B(x, 1))

1
”f + g”Lp(B(x,r)) <2 (”f”Lp(B(x,r)) + ”g”Lp(B(x,r)))r
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3.3 Espace de Morrey

en multipliant les deux termes par r~*, puis en passant au sup par rapport ou r > 0

et x € R", on obtient

1_
1+ gllagy < 227 (11 llagy + lgllagy ) (3.28)

2) Pour 1 < p < co de la méme maniere on montre que l'espace de Morrey M{,\ est un

espace normeé.

Proposition 3.5.
(1) Pour 0 <p <1 l'espace da Morrey M;\ est un quasi-Banach .

(2) Pour 1 <p < oo l'espace de Morrey MI;‘ est un espace de Banach.
Preuve: Soit f; € MI;\ une suite de cauchy, k € N telle que
lim [Ifi = fully = 0.
k,m—oo P
Alors pour Ve >0 dky € N tel que Vk,meIN, k,m>kyetVxeR" etr>0

=i = Fulle, By < i = fullygy <. (3.29)

Donc pour Yx € R", Lim ||fy = fullL,B(x,n) =0,
k,m—o0
et comme l’espace Lé"c est complet, alors il existe une fonction f € Lé"c(IR”) telle que, pour

toutxeR"etr>0
Tim [Ific= £l 50,y = 0

par passage a la limite m — oo dans (3.29) on obtient, pour tout x e R" et r > 0

i = fllL, By <€

et i~ flly <&
d’ou
Lim [[f = fllygy = .
Donc l’'espace de Morrey Ml? est complét pour 0 < p < co. ]
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3.3 Espace de Morrey

Exemple 3.1. Sia€R, 0<p <o, 0< A< oo, alors

n
|x|“eM3<:>a:/\——,
et
1

_(on)?
M} \Ap) -

_ A-n
= sup r’\“lyl p
M/\

p xeR",r>0

_hn
[t

A-n
o1

LP(B(x,r))

_n
=sup rA H|y|" p

r>0

r>0

1
r ,
=supr (G”j p/\p_ldp)
r>0 0
1

Donc

Ot 0, = nv,, est la surface de la sphére unitaire dans IR™.

Exemple 3.2.
1) x| xpo1)(x) eM,) = a > A- 5o (=)
A
2) |x|* XCB(O,l)(x) EM; —a<A- Iﬂ). (%% %)

O CB(OJ) désigne le complémentaire de B(0, 1).

=supr
L,(B(0,r)) 3

()

(a)

U IyIA”‘”d;v)
B(0,r)
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3.3 Espace de Morrey

1)
|||y“|xB<o,1>||M3 = Sw o |||?“|XB<0,1>”L,,BM

= supr iy xsol,,,

= sup A(f |y“P|dy)
r>0 B(0,r)

_ -A ' ap ~n—1 g
=supr (o, [ p*Pp"dp
r>0 0
a+-)

1
=(0y)? supr P " <oo.
O<r<1

RS o

<:>a+2—/120, ou az/\—ﬁ.
p p

2) De maniére analogue ,on prouve (***).

Exemple 3.3.

-A -A
fllyy = max{ sup  rfll,,.,, sup 7 ||f||L,,(B(X,,))}

xelR", 0<r<1 xeR™,r>1

< max

1
P P
sup r~ )(inf sup |f|] dx] , (Sup?’_/\)“f“Lp(]Rn)
XT

0<r<1 € B(x,r)/e r>1

O<r<1 B(x,r) xelR",r>1

-1
<max< sup " (r"v,) P ||f||L P ||f||Lp(B(x,r))}

0<r<1 xeR",r>1

1
P
=max{supr 5] Wl e S0P r*nfnL,,(B(x,,»}

< max (sup rP )||f||L (R (SUP r_/\)”f”Lp(]Rn)}

O<r<«1 r>1

_max{vnnfnL Ifl, mn}

Alors on peut conclure que

IIfIIMA<maX{vn||f||L s If e, IRn}

d’oui

A
LoNL,cM,).
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3.3 Espace de Morrey

SifelL, alors f € Mz;\ si et seulement si

-A
sup r ||f||Lp(B(x,r))<Oo'

x€eR",0<r<1

On a dans l'exemple 3.1 que |x|’\_% € M;, mais on montre facilement que |x|/\_% ¢L
,d’une maniere générale M;,\ ZL,,

Soit p <0 < co. Contrairement au cas des espaces de Lebesgue L, = M;,), pour 0 < A < l—’j le
sous ensemble L% N MI;\ n’est pas dense dans MI/J\'

En particulier,la fonction |x|’\_% ne pas étre approximée par les fonctions de L%
avec une précision arbitraire. De plus la soustraction de f de toute fonction g € L' ne
peut diminuer la norme de ces fonctions dans Mé c’est-a-dire pour toute fonction g € L9,
ona:

(3.30)

et 7/ W i

Soit d’abord 1 < p < co. Alors on applique I'inégalité trlangulaire inverse (a) et pour tout

r>0

-A
-r ”g”Lp(B(O r

e F s, o 2 17

(o)
Ap

Alors }—’j — A > 01l s’ensuit que h%l ot 18Iz (B(0,r)) = 0, donc
r—0* © ’

L,(B(0

p( Lp(B(O,I’))

n

1
vpre IIgIIL (3.31)

P
p— p —
”|}’| 'M" - H|}’| (y)HLp(B(O,r))

(5] -,

P

Si 0<p<1 ,alors I'inégalité inverse implique que pour tout y > 1 et pour tout

f,g € L,(B(x, 7)) appliquée a 'inégalite

IIf +g”Lp(B(x,r)) < 7/||f||Lp(B(x,r)) + Cp(V)llg”Lp(B(xr

‘t:\'—‘

vérifie y > et ¢,(y) = (1-7)?,

1
1f =&l B, = ;(”f”LP(B(x,r)) - Cp(y)”gHLP(B(x,r)))’ (3.32)
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3.3 Espace de Morrey

pour tout g € L¢(IR")

. C(y)
N A

Par conséquent ,comme dans le cas ci-dessus ,nous obtenons cela pour quel que soit y > 1

1
Zl(ﬁ)P,
My~ y\Ap

Un argument similaire montre que pour 0 < A < Iﬂj le sous ensemble L, ﬂM; et aussi n'est

91" - 29|

pas dense dans Ml_f,\,(en particulier le sous ensemble de toutes les fonctions f € M;,\ avec
) A : : . A=z A
support compact n’ pas dense dans M, en particulier la fonction |x|” 7 ne peut pas étre
approchée par une fonction dans L, avec une précision arbitraire ,de plus la soustraction
_n . . . :
de |x|/\ ? de toute fonction g € L, ne peut diminuer la norme de cette fonction en Ml’,‘

c-a-dpour geL,sil <p<oo

—_

”IyIA_% ~3®) L(B0.) (%)p - gz, -
donc
o7 s, 2 Jim [l F s, 0

Mp r—

1
) -

La propriété de I'invariance de la translation est valable aussi dans ’espace va\' En effet

L
My

soithe R, 0< A< IL; ,alors
||f(y + h)”M/\ = sup supr " Hf(y + h)”L B(x ) PAT 1€ changement de variable z = x + h, on obtient
P xeR" r>0 p(B(xr))
)
= sup supr|f]| = 1S gy -
XeR" r>0 Lp(Bly:r) My

. A A,
On dite une autre propriéte de espace M :

VYA, putelsque 0< A, ysg, p = A, alors
4 A
Mp @ M.

Donc l'espace ne possede pas la propriété de monotonie par rapport a A.
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3.3 Espace de Morrey

e On désigne par W l'espace faible de Lebesgue.
e On désigne par WMI;\ I’espace faible de Morrey.

xeR™,r>0

2) fe WLM" = ||f||WLM/\(]Rn = Su(I)DV ”f”WLpB(O,r) < 0.
r>

Ici0<p<oo,0<AL g pour WM, A >0, pour WLMI;\ ou W(weak) est I’espace faible ou

espaces de Marcinkevich.

3.3.1 L’espace local de Morrey

Par fois dans les problemes relatifs a la théorie d’interpolation ,il est utile de considérer

les espaces dits espaces locaux de Morrey .

Définition 3.9. Soient 0 <p < oo, A >0, on dit que f € LM)l ,s1 f € Ll"c (IR") tel que

supr AIIfIIL ) < 0,
r>0

pour x fixé , x € R", dans le cas le comportement de U'expression ||f || (p(x,r)) pour petit r >0
est important seulement au voisinage de ce point.
Proposition 3.6.

1) pour A =0, alors LM,(,) =L,,.
2) pour A <0 alors LMI;\ =0.

3) pour 0<p <co,A>0, la quasi -norme ”f”LM,é est équivalente a la quasi norme

175y = sup 2 Alf il
€

3.3.2 L’espace local de type Morrey

Deéfinition 3.10. Soit 0 < r, 6 < 1, et soit w une fonction Lebesgue mesurable non-négative
sur (0, 00) pas équivalente a 0. Nous désignons par LMpg () les espaces locaux de type Morrey,

les espaces de toutes les fonctions Lebesgue mesurables dans R" avec une quasi norme finie,

Nty = 1t iy = I 30
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3.3 Espace de Morrey

Deéfinition 3.11. Soit 6 < oo, on désigne par Qg U'ensemble de toutes les fonctions w non

négatives, mesurables sur (0,0), et non équivalentes a 0, et telles que pour certains t >0

lw (7))L, (t,00) < 00

Théoréeme 3.4. pour p <0,

1

o (|£1] . 0 0
||f||LM9—[f (w] dr
p, 0 , ;

-2-3
I f @)X, WL, g L(0.00)

IA

DOm0 Do |,
S
= [r @My,
p(R™)

ellf o,

p(R™)

de méme ,pour 6 < p alors,

1flleag,o = (AO) T F @B,

En particulier, pour p = 6

1flleag, o = (A0 @ IF @, - (3.33)

Proposition 3.7. Soit 0 < p,0 < oo et soit w une fonction mesurable non négative sur (0, o),
qui n'est pas équivalente a 0, alors l'espace LM g () est non trivial si et seulement si w € Qy,

et siw€ Qg f € Ly et f =0dans B(0,t), pour certains t > r ,alors

I Merty oy = [N | < Iy 00 ey < (3.34)

0(t,00)
Preuve: Voir [4]. O
Proposition 3.8.

(1) Sil<p ,0 < oo, alors I'espace LM, () est un espace norme.

(2) Si0<p<1, 6 < oo, alors I'espace LM g () est un espace quasi-norme.

Proposition 3.9. Soit 0 < p < oo, 0 <60 < oo et soit w une fonction Lebesgue mesurable

non-négative sur (0, o).
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3.3 Espace de Morrey

(i) Si 1 <p alors I'espace local de type-Morrey LM g () est un espace de Banach.
(ii) Si 0 <p <1 alors I'espace local de type-Morrey LM, g () est un espace quasi- Banach.

Preuve: 1l faut noter que pour tout 0<p ,0 <ocoet f,g€ Lp(B(x,r)),x eR",r>0,

Lg(0,00) )

. [oNigle, s

”w(7’)||f+g”Lp(B(x,r))

Lg(0,00)

[Nl 5, + 811

< 2(%_1)+ 2(%—1)+ (

),
Lg(0,00)

‘w(f) | |f | |Lp(B(x,r))

ou

1 _ : 1 _1 :
(-1)+=0sip>tlet(i-1)+=1-1si0<p<l.
(-1)+=0si0>1et(f-1)+=4-1si0<0<1.
Donc pour tout f,geLMpg,w(,),O<p<1,0<6<1,0na:

2(117_1)++(é_1)+ (

I1f + &lleatyg g, < ety + N Mirt ) )

Pour1<p,0 <oo,et f,g€ LpB(x,,), ona:

[omf + &l it [ A + 20NN,

Lg(0,00)

< w15, . [w gl

Lo(0,00)
Donc pour tout f,g € LM, g4,
||f + g”LMpglw(‘) S ||f||LMp9’w() + ||g||LMp9,w(.)' (C)

On conclue que LM, g () est un espace normé si p,60 > 1 et quasinormési 0<p <1,
0<O<1.

Pour la complétude voir la preuve dans [4]. O

3.3.3 L’espace global de type-Morrey

Définition 3.12. Soit 0 < p < 00,0 < O < oo et soit w une fonction Lebesgue mesurable non-

négative sur (0,00) non équivalente a 0, l'espace global de type-Morrey GMyg () est défini
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comme suit : pour toute fonction f € L;,"C(IR”) avec une quasi norme,

< 00.
Lg(0,00)

||f||GMpQ'w(.) = sup ”f(x + ')“LMPQW(') - suP

w(rf Nl ey
xelR",r>0 x€R™,r>0

Définition 3.13. soit 0 < p, 6 < oo, on désigne par (), g l'ensemble de toutes les fonctions w

non négatives, mesurables sur (0, c0), et non équivalentes a 0, et telles que pour tout t > 0
lw(r)rPllL,(0,6) < o

Lemme 3.5. Soit 0 < p ,0 < oo, et w est une fonction non négative Lebesgue mesurable sur

(0,00), qui n’ est pas équivalente a 0, alors
GM,0,u() C Li“(R").

De plus, pour tous r > 0, quelque soit x e R" et ¥ f € GMg,,(.),

”f”Lp(B(x,r)) < ||f||GMp6,W(~)’

Preuve: Comme w n’est pas équivalente a 0, alors il existe p > 0 tel que

[wllzg(p,00) > 0, donc pour ¥ f € GM g 4 et pour ¥Yx € R",

If = sup|[w(n)lf]
f GMp,@,w(-) xemn,}:>0 ( ) f Lp(B(x’r)) L@(O,OO)
> ||lw(r
( )“f”LpB(x,r)) Lo(p,o0)

2 [If 11z, B 1wy p,00)-

D’ou pour quelque soit x € R"

I/ lL, Bxp) < ||w||[;(p,cx,)||f||GMp,6,w(,)-

Proposition 3.10.
(1) Si1<p,0 < oo, alors I'espace GMg,y,(.) est un espace norme.

(2) Si0<p<1, 6 <oo,alors 'espace GM, g () est un espace quasi normé.

48




3.3 Espace de Morrey

Proposition 3.11. soit 0 < p < o0, 0 < O < o0 et soit w une fonction Lebesgue mesurable
non-négative sur (0, o).

(1) Si 1 <p alors I'espace global de type-Morrey GM,g,,,(.) est un espace de Banach.

(ii) Si 0 <p <1 alors I'espace global de type-Morrey GM,q (. est un

quasi Banach.

Preuve: Supposons que fi € GMpg (), k € Netw e, g et

k};r_l;loo ”fk _fm”GMpe,w(.) =0.

Alors pour quelque ¢ > 0 il existe kg € IN tel que pour tout k,m € IN, k,m > kg et
pour tout x e R",

<§g,
Lg(0,00)

Hw(r)llfk = funllL, (B,
d’ou

<eg, (3.35)

0(p,R)

[w i~ fule ey,
pour tout 0 <p <R < co.
Alors la condition w € Q9 implique que 0 < ||w||L6(p'R) < oo pour tous 0 < a < R < oo,

sia < oo et pour tous 0 < p <R < oo sia=+oo définie par
a=inf{t>0:w est equivalentea 0 sur (f,00)}.

Donc

e> [wr i = fulln oy 2 M= Fley 19
R

(p
qui implique que
k}rllr—r)loo”f k= funllzy ey = O
pour tout x € R"” et 0 < p < co en vertu de la complétude de I'espace L,, on a:
il existe f € Li,oc tel que fy — f en Lé,"c comme k — oo,
Cela implique en particulier, qu étant donné

x € R" et 0 <R < oo la suite || fx|lzp(B(x,r)) €st bornée : pour quelque M = M(x, R) > 0,

|l fxllzp(B(x,R)) < M pour tout k € N. Donc pour tout p <r <R

(3-1)
1 = FllL sy < 27 (fellL ey *+ 1fonllz )

< Z%M,
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3.3 Espace de Morrey

et

1
Hw(r)ZﬁMH < oo.
Lo(p,0)

Par passage a la limite dans (3.35) comme m — oo et en appliquant le théoréme de la

convergence dominée, on obtient que

<e&

= C,

Lo(p,R)

“w(rmfk ~ FlL, a0y

pour tout x € R" et 0 < p < R < 00, donc pour tout k € N, k > kg

fi = Fllrgn, =sup sup [wlfi=fllyg, | <o
P xeR" 0<pR<co PRI Lo )
ce qui implique que f € GM, g, et fy = f dans GM,g (.-
Donc I'espace GM g () est complet . O

3.3.4 Conditions de coincidence et de non trivialité
Lemme 3.6. Soit 0 <p, 0 < o0 et wy,w, € Qg. Alors

LMy0,0,() = LMpo,uw,() == wallLy,, ., S llwillLy,., -
quelque soit t € (0,00) et

LMpo,0,() = LMpo,wy () == llwillLy,, ., = w2l

quelque soit t € (0, o0).
On a la méme proposition si wy,wy € Qyget l'espace LMpg ), () et l'espace LMyg () sont
remplacés respectivement par les 'espaces GMpg,4, (. GMpo,w, (.-

Pour le preuve voir [4].

Remarque 3.5. Pour une fonctions mesurable (O C R" et une fonction v non négative et

mesurable sur Q. Soit L,, () pondére de toutes les fonctions f mesurables sur () pour les quelles

ANz, ) = I fll ) < oo

De plus , soit

Il = F N, (R,

p,v(:
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3.4 L'opérateur H, et les espaces LM et GM

et
1l = 1F N, -

Rappelons que Ly, <> L, () si seulement si ,pour certains C > 0,v5(x) < Cvy(x) pour la

plupart des x € R". Dans le cas d’espace de Morrey -type locaux la condition
||w2||L9(tm) < ||w1||L9(t’w) quelque soit x sur (0,00) car la définition de ces espaces contient la

fonction ||f||L(B(o " qui n'est pas décroissante.

A

. . a1 . .
Remarque 3.6. On peut facilement dire que r™""9 € Qg si et seulement si A > 0 pour 6 < oo

A

1 . .
et A >0 pour 6 = oo; 1~ _5er951seulementsz0</\<§pour9<ooet0§/\s}%pour

0 = co.

Cela implique que 'espace LM;‘Q n'est pas trivial si seulement si
A>0 si 0<6<oo; A>0 si 0=o0, (3.36)

et 'espace GM;\Q n'est pas trivial si et seulement si

0<Ai<lsio<O<o; 0<A<’ sif=co (3.37)
p p
Exemple 3.4. Soit 0< P, O < o0. Si @ € R et la condition (3.36) est satisfaite,alors
% e LM}y &= 0 =co et a=A-"_, (3.38)
P p
u \ a>A- Iﬂ) si 0 < o,
|X| XB(O,l)(x) € LMP9 — (339)
a>A —g si 0 = oo,
et
u \ a< - l—’j si 0 < oo,
x| XCB(O,l)(x) € LMP9 — (3.40)
a< /\—g si 6 = co.

Si la condition (3.37) est satisfaite, les énoncés (3.38) -(3.40) sont également valables

avec LMI;\Q remplacé par GMI;\Q.

3.4 L'opérateur H, et les espaces LM et GM

On donne quelques résultats sans preuve concernant 'opérateur H, .
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3.4 L'opérateur H, et les espaces LM et GM

Définition 3.14. Pour x € R" et r > 0, soit B(x,r) la boule ouverte centrée en x de rayon r et
|B(x,7)| sa mesure de Lebesgue. Nous considérons , pour —oo < a < +oo l'opérateur de Hardy
H, = H, , défini comme suit f € ILll"C(IR”) par
1 n
(Hof)(x) = ————= f(y)dy,  xeR"
1B(O, [x])[" JB(o,Jx)
Lemme 3.7. Soit 1 <p; <0, 0<p,, 01,0, <00, wy € Qg , et wy € Qg,. On suppose que

les conditions (4.3), et (4.5) dans [9] sont satisfaites.

Si LM 0,,w, () €st continuellement injecté dansLM g, ., () brievement
LMp,6,,w,() = LMp,0,,0,() (3.41)
ol
a—n(L-L)
vu(r) =wo(r)r e P2 (3.42)

Alors l'opérateur H, est borné de LMy, g, v, () @ LM p,0, w,()-
De plus, si la fonction w(r)r?2 est croissante, alors Uopérateur H, est borné de LM, g, w, ()
vers GM 0, w,() avec wy € Oy, q,, donc aussi de GMyp, g, w, () vers GMy,. g, (.- (Dans le der-

nier cas, il est également supposé que wy € (), ¢, ).

Théoréeme 3.5. Soit 1 <p; <co,0<p,, 01,0, <oo.

Alors

1) pour wy € le et wy € ng et la condition (5.13) (voir [9]) pour € = 0 et pour tout
y > 1sip; =1, et pour tout € > 0 et pour tout y > 1 si p; > 1 est nécessaire pour que

Popérateur H, de LM g, () vers LM g, w(.) S0it borné.

2) pour w; € Q et wy € Q) g, la condition : pour € = 0 et pour tout y >1sip; =1, et

P16
pour tout € > 0 et pour tout y >1sipy > 1

n

t47pr +t¢|v(r)

n
wo(r)r?
Lo, (0,71)

—&
r ||L92(Tt,oo)

< 0o, (3.43)
+|lwy (r)
01(0,t)

_n n
t PU|lwy(r)re

||L€] (t,00) L
00(0,00)

est nécessaire pour que l'opérateur Hy de GM,, g, w(.) vers GMp g, () S0it borné.
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CONCLUSION

Ce travail est considere comme une introduction aux espaces de Morrey qui sont
importants en tant que notions théoriques et en tant qu’ applications dans différents
domaines de mathématiques. Récemment plusieurs travaux concernant ces espaces sont
apparus ou il est établi et prouvé que les opérateurs du types Hardy, de Riesz et d’autres
sont bornés dans ces espaces. Il serait interessant par exemple d’appliquer ces récents

résultats aux E.D.P.
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