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Notations générales

> R" est I'espace euclidien de dimension n.
>R =RU{—00,+00} = [~00, +x].
> Pour z = (21,29, -+, 2n) = (21,25, 1); £ = (&1, &2, -+, &) €RY,
(x,&) = 21& + -+ - &y, le produit scalaire dans R”.
> a = (o, -+ ,0,) € N" est un multi-indice, |a| = a5 + -+ + ay, est la
longueur de «.

Qn

> =

1 n °
_ 0
=0, = i
> D, = —id,,.

o __ Ao [672)
> 97 = 9o gon,

> [P(R) := {f : R" — C, f est mesurable et (fRn|f(:E)|pda:)% < 00},0 <

p < o0.
> L>®°(R") :={f :R" — C, f est mesurable et IM > 0 : |f(z)] < M p.p.
r € R"}.

> [} ={f mesurable sur {2 telle que f € L'(K) pour tout compact K C Q },



I’espace vectoriel des fonctions localement intégrables sur 2.

> C*(R") : I'espace des fonctions k-fois continimenttiment différentiables,
k>1.

> C®(R™) := (| C*(R") : l'espace des fonctions indéfiniment dérivables.
> (C%Q) : l’esgige des fonctions continues sur ).

> C§°(R™) : l'espace des fonctions a support compact.

> D'(R™) : le dual topologique de C§°(R™).

> S(R™) :={f € C*(R"), sulgl\xaﬁﬁf(wﬂ < o0, pour «, f € N"}.

> F(f) = f:la transform;teion de Fourier de la fonction f.

> F(f) = F~!: l'inverse de la transformation de Fourier de f.

> La formule de Leibniz : D%(fg) = > 5., (g) DB fD8g.



Introduction

Le sujet de ce mémoire est ’étude de la transformation de Fourier et
certaines de ses applications. Cette transformation devenue fondamentale
dans la science moderne.

Le mathématicien qui invente cette transformation est Jean Baptiste Jo-
seph Fourier né le 21 mars 1768 & Auxerre et mort le 16 mai 1830 a Paris.

La transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non
périodiques. La transformation de Fourier associe & une fonction intégrable
définie sur ’ensemble des nombres réels ou celui des nombres complexes, une
fonction appelée transformée de Fourier dont la variable indépendante peut
s'interpréter en physique comme la fréquence ou la pulsation. La transforma-
tion de Fourier s’exprime comme « somme infinie» des fonctions trigonomé-
triques de toutes les fréquences. Une telle sommation se présente sous forme
d’intégrale.

Sous des hypothéses assez générales, la transformation de Fourier per-

met d’exprimer une fonction comme superposition continue d’exponentielles



complexes généralement ainsi I’expression en séries de Fourier d’une fonction
périodique.
Dans cet esprit le mémoire est composé de quatre chapitres :

-Premier chapitre : Ce chapitre rassemble les définitions, les théorémes
et les espaces fonctionnels que nous utiliserons dans ce mémoire.

-Deuxiéme chapitre : Ce chapitre est consacré aux transformations de
Fourier, nous y trouverons I’ensemble des définitions et des propriétés sur L'
et L? et sur 'espace de Schwartz (S) dans P'espace R.

-Troisiéme chapitre : Dans ce chapitre nous parlons d’une maniére
générale et de leurs transformations d’'une fagon particuliere dans l’espace
R"™.

-Quatriéme chapitre : Nous avons complété ’étude théorique par une

application qui contient des exemples pour bien comprendre ce travail.



hapit 1
C I‘e

Préliminaires

Dans ce chapitre on présente quelques définitions et théorémes fondamen-

taux que nous utiliserons dans les chapitres 2 et 3.

1.1 Quelques espaces fonctionnels

1.1.1 L’espace L”
Soit = [a,b] (—oo < a < b < +00) un intervalle fini ou infini de R.

Définition 1.1.1. Soit p € R avec 1 < p < 400. On note par LP(S2) l'es-
pace des classes d’équivalence de fonctions de puissance p-intégrables sur €2

a valeurs dans C :

LP(Q) ={f : Q —> C; f mesurable et || f||r < o0},

1l ey = (/Q|f<x>ypdm)’l’.

avec



L’espace LP(QY) muni de la norme ||.||r» est un espace de Banach.
St p = +00, on a

[flloc = sup|f(z)],
€N

Sip=1,ona

p@) ={7s: [ls < oo},

St p =2, alors

[2(0) = {f: (/ab|f(t)]2dt); < +oo}.

1.1.2 Les fonctions & décroissance rapide

Définition 1.1.2. Une fonction f : R — C est dite a décroissance rapide si

pour tout p € N, on a
lim |2Pf(x)| =0.

|| =400
C’est le cas par evemple de f(x) = e 1l car lim |2Pe™Vl| = 0, mais on
|z|—+o0
montre contrairement a son nom, cette définition n’implique aucune mo-
notonie pour f méme dans un voisinage de linfini. ( prendre par exemple

f(z) = e lsinz). Une propriété utile sur Uintégrabilité des fonctions a dé-

croissance rapide est la suivante :

1
loc

Proposition 1.1.3. Si f est une fonction de L;,.(R) a décroissance rapide
alors pour tout p € N, 2?7 f(x) appartient a L*(R).

Preuve

f étant a décroissance rapide, AM > 0 tel que pour tout |x| > M on ait :
2?2 f ()] < e.

On choisit e = 1, donc |2PT2f(z)| < 1.

10



D’ou

/R 22 () |dx < /| A /| i@l
p 1
<M ASM\f(xﬂdx—i—/ 5dr < oo.

|z[>M T
=L +1
Iy < oo car f € Lj(R) et [, Sdr < 00 (f oo nt —dx c’est Uintégrale de

Riemann,).

Do 2P f(x) € L'(R).

1.1.3 Espace de Schwartz

Définition 1.1.4. On désigne l’espace S(R) ou tout simplement S, l’espace
vectoriel des fonctions de R dans C qui vérifient les deux propriétés sui-

vantes :
(i) f est indéfiniment dérivable .

(i1) f ainsi que toutes ses dérivées sont a décroissance rapide :

lim |2?f®(x)] =0,  Vp,keN. (1.1)

|z|—o00

Lemme 1.1.5. La condition (1.1) pour les fonctions indéfiniment dérivables

sur R est équivalente a la condition suivante :

Vp >0,k >0, 3 une constante Cp . telle que :

sup |2Pf®)(z)| = Cpp < 00.

—oo<r<o0

Proposition 1.1.6. L’espace S posséde les propriétés suivantes :

(1) S(R) est stable pour la multiplication par un polynéme.

11



(i) S(R) est stable pour la dérivation (i.e f € S = ' € S).
(iii) S(R) C LY(R).
Preuve

(i) Soient f € S et un polynéme P(x) =Y ,a;x" alors P(x)f € C*°.

2? (P(2)f(x))") = (Z aiasifnr)) )
=0
= xpzn: a; (CL‘if(:E))(k)
=0
En utilisant la formule de Leibniz
2P (P(x) poaZZ]'x’ Jfkj

=0 i<k

—Zm ) 2= fED (@)

lim |27 (P(z)f(z))™] = lim ZU'a ) 2P~ fI) (7))

= 0.

(ii) Par hypothese
1) f eS8 donc f e C®°R) = f € C*(R).

2) lim |2?f®)(z)] =0, Vk =0,1,--- en particulier pour ky =k + 1,

|z| =00
on aura

lim [27(f) ™ (2)] = Tim o7 fE D ()] = Tim |27 {5 (@)] =0,

d’ou le résultat.

12



(111) Pour montrer cette propriété, on utilise le lemme précédent :

27 f®) ()| < Cy, Vo € R.

k a? f®) ()
ja? f8) ()] = T2
) + 2 0)
B 14 22
@ o)
- 1+a? 1+ a2

1+ 27].

D’ou
Cpi + Cpiok

p r(k) <
() < St G

En intégrant |aP f®) (2)] < %, on obtient :

+oo +oo
/ ]:cpf(k)(xﬂdx < / Op,k + Cp+2,k: dx

0 1+ a2
T dx

14 22

= (Cp,k + Cp+2,k) /

—00

=7 < 0Q.

Alors f € LY(R).

1.2 Quelques théorémes fondamentaux

Théoréme 1.2.1. Théoréme de Fubini [5]
Soit f : R xR — R une fonction mesurable et E x F un ensemble mesurable

de R x R.

(i) Si f est positive sur E X F on a :
Jowr f@y)dedy = [ ([p (2. y)dy)de = [o([5 f(2,y)dz)d (%)

13



Ces trois intégrales valent éventuellement +o00.

(ii) Si f est intégrable sur E x F, la fonction x — f(x,y) respectivement
y — f(x,y) est intégrable pour presque par tout y (respectivement x)
et (%) est vérifiée.

(i1i) f est intégrable sur E X F' si et seulement si

[ o [ 15wl
/F dy /E |, )lda

ou

est fini .

Théoréme 1.2.2. Théoréme de la dérivabilité sous le signe somme

[3] Soit f une application : f : I x T — C avec I C R. On pose :

F(z) = / f(x.tydt,

et on fait les hypothéses suivantes :
e Pour tout x € I, t— f(x,t) est intégrable.
o tcT, x> f(x,t) est dérivable sur Lp.p.

Uz, t)| < glt).

e [l existe une fonction g € L*(R) telle que Vx € I, t,

p.p. Alors, F est dérivable sur I et :

F’(a:):/g(x,t)dt.

Ral’

Théoréme 1.2.3. Théoréme de la Convergence Dominée de Lebesgue [5]
Soit f, : X — C une suite de fonctions mesurables qui converge p.p vers f.

Sl existe une fonction g mesurable telle que :

14



o |fn(2)| < g(z) pour tout n p.p. et tout .

o [ gdx < oo. Alors, on a :

lim [ |f— fuldx =0,
X

n—0o0

et

lim fnd:v:/ fdx.

15



o, 2
C I‘e

Transformation de Fourier sur R

Nous abordons dans ce chapitre la transformation de Fourier et ses pro-
priétés pour les fonctions de L*(R) puis de S(R) et enfin par prolongement
a L*(R).

2.1 Transformation de Fourier dans L'(R)

2.1.1 La transformée et la transfomée inverse de Fourier

Définition 2.1.1. A toute fonction f de L'(R), on associe sa transformée

de Fourier F(f), notée aussi f, définie par :

VAER, F(f)N) = f(N) = \/%7 /_ " et (2.1)

Remarque 2.1.2. Certains auteurs définissent la transformée de Fourier en

remplacant le coefficient \/%7 par 1 ou par %



Il est possible d’inverser la transformée de Fourier c’est-a-dire de trouver

f en connaissant f, alors la formule d’inversion aurait la forme :

f(t) = \/Lz_w/ OOf(A)erA. (2.2)

Exemple 2.1.3. Cherchons la transformation de Fourier de la fonction sui-

vante :

1, sz <1,
fx) =

0, silz|>1.

Tout d’abord, on observe que f est réquliére par morceaux et que :

/_::O|f(x)|dx:/_lld:v:2<oo.

On a par définition :

R +

FO == [ e

1 —iAt
= — e "Mdt.
vV 2w -1

En intégrant :

) —iat !
fA) = L {_%}

2 ei’\—e”‘\/isin)\
oMW 2r 2 VX

Exemple 2.1.4. Soit f(x) = e~ *l. Déterminons la transformée de Fourier

de f.

17



On a f € C sauf en 0, en effet f est continue en 0 et

) —e " stx >0

e, st x < 0.

qui est continue par morceaux , on a également

+0o0 “+oo
/ |f(x)] dx = / el dz
—o0 7oo+oo
= 2/ e “dx
0

=2<o00= feL'(R)

On peut donc calculer f, donnée par :

1 +oo )
fO) = —— / f(t)e Pt
V2T oo
_ 1 /+OO [t =Xt gy
‘m - c

+0o0o
t(1—iX) dt + / 1+1)\
\/ 2 / V2T

1 et(1=iX) 0 e—t1+iX) +o0
—\/27'( 1—12A oo (].‘f‘l)\) 0

_\/E 1
SVl 42

En effet, comme A € R ; lim ‘e (1+iA)e {— lim |e7| =0, et pour hm ‘el “\)t‘ —
[ t—+o0 t——

lim e =0.

t——o0

18



2.1.2 Propriétés de la transformation de Fourier sur

(i)

L'(R)

Vfe L, f est bornée, continue, tend vers 0 quand A — 400 on écrit
feco.

Preuve

La fonction A\ — e ™ f(t) est continue, et de module majorée par
|f|; donc par application du théoréme de Lebesgue de continuité d’une
Pintégrale paramétrée, f(\) est continue. De plus, |f(A)| < || f]l; donc
f est bornée.

La convergence vers 0 quand A — =00 est une conséquence du théoréme

de Riemann-Lebesgue.

Formule de Plancherel : si f,g € L' alors f.g et f.g € L'et

+0o0 “+oo .

f(t).g(t)dt = f(t).g(t)dt.

Preuve

g est bornée donc f.g € L', méme chose pour f.g.

[ 1= [ e ([ a
=1/mm(/}4wﬂwm0dm

On vertu du théoréme de Fubini appliqué a e=™ f(u)g(z), on obtient

[ tr50i = [ fa)gtois

19



(iif) F(f(=0))(A) = F() (=)

Preuve

2.1.3 Transformation de Fourier et convolution

Définition 2.1.5. Soient f, et fo deux fonctions intégrables sur toute la

droite numérique. La fonction :

—0o0

s’appelle convolution de fi et f.

La fonction f est définie pour presque tous les x est intégrable. En effet,

I'intégrale double

+oo +oo
/ fi(e) fo(x — e)dedx

o —00

existe, car l'intégrale

/:o / :o |f1(e) fa(n)| dediy.

existe. Par conséquent l'intégrale

“+o0o “+oo “+o0o
f(z)dx = / dx fi(e) fa(x — €)de.

[e.o] -

existe aussi. La fonction f est notée f;* fo. Cherchons la transformée de Fou-

rier de la convolution de deux fonctions de L!'(R). En appliquant le théoréme

20



de Fubini et en posant (z —e = 7), on obtient

+oo ) +o0 +o0 .
/ f(z)e ™ dx = / ( fi(e) falx — 6)d6) e My

o0 —00

+o00 +oo
= fi(e) < folz — e)e”‘%lx) de

[e.9]

oo oo ) .
= fl (g) < f2(77)€”\77€v‘5d77) de

= fQ(n)e_M”dn. fi (6)6_2)\8618.

C-a-d.
Flfi* fo] = F[fil Flfa].

2.1.4 Reégles de calcul sur la transformée de Fourier

L’une des propriétés remarquables de la transformation de Fourier est

d’échanger la dérivation en la multiplication par un monoéme.

Proposition 2.1.6. (Transformation de Fourier et dérivation)

(i) si ¥ f(x) est dans L*(R),k = 0,--- ,n, f est n fois dérivable et on a

pourk=1--- n:

—

(NOQ) = (=iz)Ef ). (23)
(i) Si f € C*(R)(L'(R) et si toutes les dérivées f¥) k = 1,---n, sont
dans L*(R), alors pour k=1,--- ,n:

— N

FOA) = (@A) (). (2.4)
(1ii) Si f € L*(R) est a support compact alors fe C*(R).

21



Preuve
(i) La fonction h : X\ e f(x) est indéfiniment dérivable. On a h®)(\) =
(—iz)be= f(z) et |RP(N)| < |a*f(z)|. On peut donc appliquer le
théoreme pour k =1,---n, on obtient :

(i1) Montrons ce point pour n = 1, la formule pour n > 2 s’obtient en

itérant le résultat. Comme f € L'(R) on peut calculer f’ par la formule

a

Fy=tm [ e (@)

Intégrons par parties :

| e r@in= e @]+ [ e @)

—a —a

Supposons pour linstant que f(£a) ait une limite quand a — 400 .
Comme f est intégrable cette limite est nécessairement nulle.

Quand a — +oo (2.5) donne :

/Reimfl(x)dx = /(i)\)ei’\xf(x)dx

R

qui est la formule (2.4) pour k = 1.

Montrons maintenant que lim f(a) existe. On a :
a——+00

fla) = f0)+ [ 0
0
( formule issue du théoréme de dérivation de Lebesgue).

22



Comme f € Ll(R, hm fo t)dt eziste et donc lim f(a) existe.

a—+00

De la méme fagon hm f( ) existe .
a——+00

(iii) Si f € L*(R) est a support compact
+oo
‘/ o* f(x)da S/ |2* f(x)| da

s/ |2*| |£(2)] da

v [
< |a |f ()] de.

—a

Alors ¥ f(z) est intégrable et donc d’apres (i) f € C*(R).

Proposition 2.1.7. Si f appartient a C*(R) et si f, f', f" sont dans L*(R),

alorsf est intégrable .

Preuve :

—_

En vertu de (2.4), on a f@(\) = A2f()\). D’autre part hm ‘f )’ =0,

A|—=+o0

( )’ < ¢. on choisit

/_:o\f(A)!dA - /_OOM!ﬂA)\dM/_;|f<A)|dA+/OMyf(A)\dA+/A;m;m)w_

Les intégrales [* ylFOVdN et fo |F(\)|dX existent et sont finies car f(\)

est continue sur les compacts [—M;0] et [0; M]. On considére l'intégrale

M | }A()\)|(1>\.

23



De méme

-M 1
| a4

o0

On conclut que

+oo
/_ IF(\)]d) < oo.

o)

Notation. La translatée 7, f de f est la fonction définie par

Tof(x) = f(x —a).

Proposition 2.1.8. Soit f € L'(R).

—

(i) Tof (V) = e f(N).
(ii) Tof (V) = i f ().

Preuve
(i)
m) = / e f(x — a)dr.
R

On fait un changement de variables t = x — a, on aura :

/ e f(x — a)dr = / e Mt £ dt
R R
— / efi)\aefi)\tf(t)dt
R
T

24



(i)

TN = FA—a) = / e f (1) di

e—i)\a:eiaxf(x)dx
R

—

= ez f(x).

2.2 Transformation de Fourier dans S(R)

Puisque aprés le passage d’une fonction f & sa transformée de Fou-
rier f , les propriétés de dérivabilité et de décroissance a 'infini de la fonction
changent de roles, il est facile d’indiquer des classes naturelles de fonctions
que la transformation de Fourier applique dans elle-mémes. Soit S I’ensemble
des fonctions indéfiniment dérivables sur la droite numérique dont chacune
admet un systéme de constantes C,, (dépendant de la fonction f et des
nombres p, q) telles que

[ f9(2)] < Ciy. (2.6)

Montrons que si f € S, on a de méme g = F[f] € S de l'inégalité ({2.06)
il résulte tout d’abord que chacune des fonction x?f(@(x) est absolument
intégrable. En effet, comme 'inégalité (2,6) est vérifiée pour tous les p, g, on

a

Chro,
79 ()] < =520

c-a-d. la fonction 2772 f(@(z) décroit au moins aussi vite que . Ceci im-
plique, & son tour, que la fonction F|f] admet des dérivées de tous les ordres.

Enfin la sommabilité de f@(z), ¢ = 1,2,--- il résulte que g = F[f] décroit

25



a 'infini plus vite que # Considérons maintenant les fonctions

(N9 D (\) = (=i)1F [(a"f(2)) @] .

Chacune d’elles est majorée par une constante D,,, comme transformée de
Fourier d’une fonction intégrable. Donc, si f € S on a également g = F|[f] €
S. Réciproquement, soit g € S; alors, d’aprés ce qu’on vient de démontrer,

la fonction

F= [ e

[e.9]

appartient & S. Posons f(z) = %f*(—:c) Il est clair que f € S. D’autre part,

™

selon la formule d’inversion, on a

1 —+00 “+o00

9\ = o= fr(w)e™de = flw)e™™du,

T o oo _

c-a-d. g est la transformée de Fourier de la fonction f € S. Ainsi, la trans-
formation de Fourier applique la classe S sur elle-méme. Il est clair que cette

application est biunivoque.

2.3 Transformation de Fourier dans L*(R)

2.3.1 Théoréme de Plancherel

Pour plus d’analogie avec la transformation de Fourier, nous allons consi-
dérer la série de Fourier sous forme complexe, c-a-d. nous prendrons sur
le segment [—m, 7| le systéme orthogonal complet des fonctions e™* n =

0,+1,£2,--- et a chaque fonction f sommable sur [—m, 7] nous ferons cor-
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respondre la suite de ses coefficients de Fourier

1 (" -
Cn = oo /_7r f(z)e " dz, (n=0,4+1,£2,---).

Si la fonction f est non seulement sommable, mais aussi & carré sommable,

ses coeflicients de Fourier vérifient la condition

+o0
Z en]? < o0,

n=—oo

Autrement dit, le passage d’une fonction dont le carré est sommable & I’en-
semble de ses coefficients de Fourier est une application de ’espace euclidien
L? sur l'espace euclidien L?, de plus cette application est linéaire et vérifie la

relation de Parceval :

+o00 T
2 Y Jeal = [ If(@)Pda,

n=—oo

(c-a-d. ce passage ne différe que par un facteur numérique d’une application
conservant la norme). Considérons maintenant la transformation de Fourier
pour les fonctions définies sur toute la droite numérique et voyons, s’il est
possible ou non de traiter cette transformation comme un opérateur linéaire
dans L*(R). La difficulté principale réside ici dans le fait qu'une fonction
a carré sommable sur la droite numérique peut ne pas appartenir a L'(R),
c-a-d. que pour une telle fonction la transformée de Fourier au sens de la
définition peut ne pas exister. Néanmoins, pour toute fonction f € L*(R) on
peut définir la transformée de Fourier en un sens quelque peu différent. On
obtient alors le théoréme suivant qui peut étre considéré comme ’analogue

de la relation de Parseval.
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2.3.2 Théoréme (Plancherel, 1910)

Pour toute fonction f € L'(R) I'intégrale

= /_]]VV f(z)e ™ dx

est, quel que soit N € N, une fonction de A € L?(R). Lorsque N — oo, la
fonction gn converge pour la métrique de I’espace L? vers une fonction limite

g et on a

/ T lgPdA = 2n / " 1f ()P (2.7)

Cette fonction g s’appelle transformée de Fourier de la fonction f € L*(R).
Si aussi f € L'(R), la fonction correspondante g coincide avec la transformée
de Fourier de f au sens habituel.

Preuve

(a) Soit fi, fo € S. Désignons par g1, go respectivement leurs transformées

de Fourier, Alors

[ s@E@e= [ oo [ oo F

1 0

%/w [91 / foe mdft]
1 /Oo
27

91 )‘7

oo

ou l'interversion des intégrations est justifiée, car la fonction

g1 (A)mem

est absolument intégrable sur le plan (z,A). En faisant dans I’égalité

obtenue f; = fo = f et g1 = g2 = g, on en déduit que la formule (|2.7))
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est vraie pour toute fonction f € S.

Soit & présent f une fonction quelconque de L?*(R), nulle en dehors
d’un intervalle (—a, a). Elle est alors intégrable sur (—a,a) (c-a-d. ap-
partient & L'(—a,a)) et donc, sur toute la droite numérique. On en

déduit Pexistence de sa transformée de Fourier

o) = [ fe .

Soit maintenant {f,,} une suite de fonctions de S, nulles en dehors de
(—a, a), convergeant pour la norme de 'espace L?(R) vers f. Puisque f
et toutes les f, sont différentes de zéro seulement sur un intervalle fini,
la suite {f,} converge vers f aussi pour la norme de I'espace L'(R).
C’est pourquoi la suite {g,} converge vers g uniformément sur toute la
droite numérique. En outre, {g,} est une suite de Cauchy dans L?(R).

En effet, g, — g.» € S; donc en vertu de ce qu'on a déja démontré,

19000 = g0 ar =21 [ [fule) = fula) P,

[e.9]

d’ot I'on conclut que {g,} est une suite de Cauchy. Ceci implique que
cette suite est convergente dans L? et qu'elle a pour limite la méme
fonction g, vers laquelle elle converge uniformément, par conséquent,
dans 1'égalité

1
1fll* = 5 llgnll”

on peut passer a la limite pour n — oo. Ainsi donc, I'égalité (2.7)) est

vraie pour toute fonction f € L?, nulle en dehors d’un certain intervalle.
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(c) Soit, enfin, f une fonction arbitraire de L?, posons

f(@), sifz] <N,
0, silz|>N.

fn(z) =

On a ||f — fn|| = 0 pour N — oo. La fonction fy € L'(R), ce qui

implique 'existence de sa transformée de Fourier. Celle-ci est égale a

gn(A) = /Z fr(2)e ™dy = /1; f(z)e ™ dz.

Comme d’aprés la partie (b) de nos raisonnements

1
v — full? = %HQN — gu|*

Les fonctions gy convergent dans L*(R) vers une limite que nous dési-

gnerons par g. Donc, dans 'égalité

w2 = —[lgw]®.
27

on peut passer a la limite pour N — oo et on obtient alors la relation

[2.7) pour toute fonction f € L*(R).

La premiére partie du Théoréme de Plancherel est démontrée.
Si maintenant la fonction f appartient a L*(R) et L'(R) a la fois, sa

transformée de Fourier.

i = [ s i

existe au sens habituel. Dans ce cas les fonctions fy convergent vers f

dans L'(R), et donc, leurs transformée de Fourier gy convergent vers
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g uniformément or d’autre part, nous avons démontré que les fonctions
gn convergent pour la métrique de L?(R) vers une fonction que nous

I’avons désigné par g on en déduit que g coincide avec g.
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3
C I‘e

La transformation de Fourier sur R"

3.1 Transformation de Fourier sur L'(R")

Définition 3.1.1. Soit f € LY(R™), la transformée de Fourier de f, que l’on
note f ou F(f), est la fonction sur R™ définie par,

A

fO) =Ff\) = /Re—mf(a;)dx, A ER" (3.1)

o T - A=z A + -+ + x, N\, (le produit scalaire euclidien de x et ).

3.1.1 Propriétés fondamentales de la transformation de

Fourier sur L!'(R")

Théoréme 3.1.2.  a) Soit f € L'(R™). Alors,

(i) son image de Fourier f est une fonction continue bornée sur R"
et |l < 111

(i) f(€) tend vers 0 quand |€| tend vers oo (théoreme de Riemann-



Lebesgue ).

b) La transformation de Fourier échange la dérivation et la multiplica-
tion monomiale, la différentiabilité et la décroissance a l'infini; plus

précisément

(1) si M®f € L*(R") pour tout a € N" et |a| < k, alors
fe C*(R") ; de plus, on a

D*(f) = (—iM)>f.

(ii) si f € C*(R"™), avec D°f € L*(R") pour tout B € N" et |3| < k,
alors MP f € L®(R") ; de plus, on a

(iM)’f = Déf.

Preuve
a) Soit f € LY(R™).
(i) La fonction & — f(x)e™%? est continue sur R" pour presque tout
r € R*; d’autre part f(x)e %" est dominée par f(x) D’apreés le
théoréme de Lebesgue sur la continuité des fonctions définies par

des intégrales, f est continue sur R". En outre,
fOI< | [f(2)|de,
]Rn
ce qui montre que f est bornée sur R" et que
[ flleo < £

(ii) Le théoréme de Riemann-Lebesgue sera démontré dans la page 35

33



(aprés la démonstration de b).

b) Montrons la propriété d’échange.

(i)

Il suffit de montrer que si la fonction x — x; f(x) est intégrable

sur R", alors f est dérivable (par rapport a &) et

0

% f(€) = /n —izy f(x)e " dr.

Pour cela, nous notons que la fonction & — —izie ™ f(z) est
continue sur R", pour presque tout z € R"; d’autre part —iz;e~ f(x)
est dominée par |z;f(x)|; nous pouvons donc appliquer le théo-

reme de dérivation sous le signe d’intégration.

Il suffit de montrer que si 6‘9—9{1 € L'(R") N C(R"), alors

o= [ U

i€ f(€) = o (z)e " dx.

Pour cela, écrivons

/R n (af (z)e™ ™ — g, f(x)e—ixf) dr — 9 [f(2)e™] da

0xq rn 011

Rn—1

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que si f et f’

appartiennent a L'(R) N C(R) alors f(—o0) = f(4+o00) = 0. En

effet, 'appartenance de f’ a L'(R) montre que lirf Jy f'(s)ds
a—r00

existe ; 'appartenance de f" a C'(R) montre que

f(a)— £(0) = / " f(s)ds,

Par conséquent, f(400) existe; comme f € L'(R), on a forcément
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f(Fo0) = 0.

a)(ii) Il reste a démontrer le théoréme de Riemann-Lebesgue. Supposons

d’abord que f € C{°(R™). Par la seconde propriété d’échange, on a

Par suite, pour & # 0, on a

1 == 1

5T <
TALRARUE

(&) < 1851 oo

Or, d’aprés 'assertion a(i), HG/Z}HOO < ||0;f|l:- D’autre part, quand [¢|
vers 0o, I'un au moins des |¢;| tend vers oo. Donc f(€) tend vers 0.
Le cas générale se fait en utilisant la densité de D(R™) dans L'(R").
Soit donc f € L*(R™); on peut trouver une suite (f;);en d’éléments de

D(R™) tendant vers f, pour la topologie de L'(R"). Comme

If = filloe < IIF = Syl

La suite, (f;),j € N converge uniformément sur R™ vers f. Or chaque
f; appartient a Co(R") et comme Cy(R™) est fermé pour la topologie

de la convergence uniforme, on en déduit que f € Co(R™).
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3.2 La transformation de Fourier sur S(R")

3.2.1 L’espace de Schwartz

Définition 3.2.1. L’espace S = S(R™) est constitué des fonctions f appar-
tenant a C*°(R™) telles que

Va,3 € N" 3 Chp >0, |2°0° f(2)| < Cup, Vo € R™. (3.2)

Toutes les dérivées d’un élément de S tendent vers zéro a l'infini «plus vitey

que tout polyndome.

Exemple 3.2.2.
e Ci°(R™) C S(R™).
e La fonction f(z) = e 1 & € R" appartient o S.
o Plus généralement, pour z € C tel que Rez > 0, la fonction sur R,

f(x) = e appartient o S.

Remarque 3.2.3. On peut remplacer (3.2) par |z|*|0° f(z)] < Chp, pour

tous ke N, e N, z € R" ou | ‘lim |z20° f ()| = 0 pour tous o, 3 € N™.
x|—+00

Proposition 3.2.4. Voici quelques propriétés élémentaires :

(1.1) Pour tout o € N", les applications f — x®f et f +— 0% sont continues
de S dans S.

(1.2) Le produit de deux éléments de S appartient a S.
(1.3) C§°(R™) est dense dans S(R™).

(1.4) Pour tout 1 < p < 400,58 C LP(R™).
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3.2.2 Transformation de Fourier sur S(R")

Définition 3.2.5. Pour f € S, la transformée de Fourier de f, que l’on note
f ou F [, est la fonction sur R™ définie par,

A~

fy=F1) = [ e o e re, (33)
ou T+ \N=1x1 A + -+ x,\,. Cette définition a bien un sens puisque d’apres
la propriété (1.4) de la proposition e”" f e LY(R").

Remarque 3.2.6. On peut trouver chez certains auteurs une autre définition

de f dans laquelle x - \ et dz sont remplacés par 27(x - A) et (2m)"dx.

Exemple 3.2.7. Soit z € C tel que Rez > 0, soit f(x) = el on a

Fo = (%)ne_ll (3.4)

Preuve

1. On commence par le casn=1,2=60 >0, on a

df . . —qxh  —0x?
d/\()\) = / ize e " dx

donc en intégrant par partie,

ﬂ()\) _ L / e’i“ie’wdx _ L (—iN)e ™ f(z)dx

d\ 20 dx 20
A )
— _2_9 6711)\67912(&’13
N -
=——f(A
27,
de sorte que f est solution de g—f\f = —2% F, avee f(0) = i et 4y = \/Tg
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A~ 12
dont l'unique solution est f(\) = ‘/Tjef d’ot le résultat dans ce cas.

2. Casn > 1 et z =0 >0, on peut écrire, en utilisant le théoréme de

Fubini
/e_ifC)‘@_QMquj _ </ e—i:m)\le—@a:%dxl) . (/ e—iCEnAne—GIELdIn>
R a2
de sorte que f(\) = (%) e

3. Enfin, pourn >1 et z € Q= {z € C, Rez > 0} considérons a \ fizé la

fonction

o(z) = /e_ix)‘e_'z'dex.

@ est une fonction holomorphe sur 2. En effet

— 23 e w22 et holomorphe pour tout x € R™

- S1 K C Q) est compact, il existe € > 0 tel Rez > ¢ pour tout z € K
et

|€—iw>\6—z|$|2| < 6—€|z\2 c Ll(Rn)

Or on sait que pour z =0 € ]0, 400/,
™\" —ne
oo = (V7)o (35)

comme le membre de droite est également holomorphe dans €Y, cette

éqalité reste vraie pour tout z dans €.

Théoréme 3.2.8. La transformation de Fourier F est une application li-

néaire bicontinue de S sur S. Si on pose v € S,
Fo(z) = (QW)_”/e”’\v()\)d)\. (3.6)

alors F envoie S dans S et on a FF = FF = identité de S, i.e. F~ ' = F.
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Preuve

(a) On montre d’abord que Ff € C*, si f € S. En effet,
(x) pour z fixé la fonction A — e~ f(z) € C>°(R™).
(k%) VB € N, |05 (e f(2))| = |(—ix) e ™ f(x)| = |7 f(x)| € L'(R").
Donc Ff € C et

RFFN) = / e "N —ix)P f (x)da. (3.7)

On montre ensuite, par intégrations par parties successives, que pour

o, €N,
NPFFN) = / [(—D)"e™] ((—iz)?f () da
_ / D ((—iz)? f (2)) de.
On déduit que,
NS FFN)| < /|Dg (2 f(2))|dx < +o0, VA € R™,

ce qui montre F f € S(R") et que 'application f +— F f est continue
de § dans S d’apreés la formule de Leibniz.

(b) On montre maintenant que pour f € S(R"),

1
(2m)"

/ e NN = / et ( / e~ f(y)dy) d.

Mais la fonction g : (y, ) — €™ f(y) n'est pas dans L'(R} x RY),

fz) =

/ e FN)dA.

or

puisque (g(y,\)) = |f(y)| et on ne peut pas intervertir 'ordre des
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intégrations. Cependant, par le théoréme de convergence dominée,

/ e FA)AA = lim [ e F(N)a),

e—0t

et

[ e ( / w“f(y)dy) = [ ( / e““”es'”dx) F(w)dy.

Donc d’apreés ((3.4)

On effectue enfin le changement de variable z = (z — y)/2+/2) et on
obtient

/ei‘”’\f()\)d/\ = lim (2¢/7)" / e 1 flz — 2v/E2)dz

e—0t
= lim W32n/6_|22f($ — 2V/ez)dz.

e—0t

Le théoreme de convergence dominée donne alors

/ e F(N)dA = 722" f () / e 1P dz = (27)" f(2)

d’olt

/ ¢ VAN = (27)" f(2).

Corollaire 3.2.9. Soit ¢ € S(R™). On a

llze = (2m) |19l 2-
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3.2.3 Propriétés de la transformation de Fourier sur
S(R™)

On rassemble dans la proposition qui suit quelques propriétés de la trans-

formation de Fourier sur S(R™).

Proposition 3.2.10. soit ¢ et 1 dans S(R") on a
(i) [ SE)Y(E)dE = [ d(x)d(x)de,
(ii) [ (@)d(x)dz = (2m) ™ [ G(E)d(€)de
(iii) ¢ %1 € S(R™) et Flp ) = b+ = ¢. (la convolution)
(iv) ¢ = (2m) ",
(v) Db =& ot Dy = + 2.
(vi) ;6 = —D;é = L&
Preuve

(i) On a par théoréme de Fubini

o= | ( [ o )w@)dg
-/ ( / e () 5) b(@)da
~ [ oy

(i) 11 suffit d’appliquer (i) & ¢ et w = (2m) ™).
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On a [ ¢(&)w(€)de = [ ¢p(x)i(x)dr. D’autre part,

b(z) = (@) / e (€)de
— @) / eine)(€)de

D’ou le résultat.

(iif) Tout d’abord, ¢ *1) est bien définie par [ ¢(x —y)(y)dy car ¢, € L,
donc l'intégrale converge absolument. Ensuite, pour y fixé, la fonc-

tion y — &(x — y)(y) est intégrable pour tout x, et dominée par
sup| (996) [4(v)| € L', on a

20 (6 %)) = / 209 — ) (y)dy
_ / (x -y +)*06(x — y)b(y)dy

—Z / Yye88(x — y)(y)dy

-6 ) [ =0y @) -y iy
_Z (1078) * (1) (@),

Donc ¢ ¢ € S(R™).
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On a enfin par Fubini,

Fo0)(©) = [0 via)da

)
= [ v ([ <ot - wvtis) dy
e[ sy

= [emsuty [ <oz

= p(E)Y(£).

(v) Par intégration par partie on peut écrire,

— 10
Do) = [ et Lotonto = -1 [ L=t = g

(vi) Par le théoréme de dérivation de Lebesgue,

@) = [ aoais = [ g ol
- —%% [ e otwds = ~Dide)
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3.3 Transformation de Fourier sur ’espace L?(R")

Théoréme 3.3.1. Riesz-Plancherel

(i) La transformation de Fourier F (resp. la transformation de Fourier
inverse F) est prolongeable en un opérateur unitaire de L*(R") sur
L%(R™). Désignant encore par F (resp. F) ce prolongement, on a FF f =
FFf=Ff, pour tout f € L*>(R™).

(it) Si f € L*(R™), alors F [ est la limite, pour la topologie de f € L*(R"),

de la suite (gr)ren définie par

ge(&) = | flz)e™"da,

By

ot (By) est une suite d’ensembles mesurables relativement compacts

tendant vers R™.

Preuve

(i) On a S(R") est dense dans L?(R™). On applique le principe du prolon-
gement par continuité uniforme, en utilisant la complétude de L*(R™).
Les formules FFf = FFf = f sont vraies sur L2(R"), car elles le sont
sur S(R™), qui est dense dans L*(R").

(ii) Soit 1 la fonction indicatrice de By. Posons fp = 1 f. Comme f; €
LY(R™), 'image de Fourier fi de fi est égale & gg. Or f; tend vers f
et | fx| est inférieur a |f|. Le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue montre alors que la suite (f;)ren tend vers f pour la topologie
de L2(R™). L'isométrie de F, de L2(R™) sur L2(R™) montre que (f)ren
tend vers f , pour la topologie de L?*(R™).
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wPie, /]
C re

Application

4.1 Application de la transformation de Fourier

a la résolution d’EDP

4.1.1 Equation de Laplace

Considérons ’équation de Laplace a deux variables sur le demi-plan su-

périeur y > 0. Alors

0’u  0%*u

@—Fa—?ﬁ:o, —00 < x < 400,y > 0.

Soit les conditions au bord

u(z,0) = f(z), —00 < & < +o00.



Soit la fonction f € L*(R) en prenant la transformée de Fourier a la variable =

021
<i§>2a<§,y>+a—y2‘<s,y> — 0, —co<z<+4o0,y>0
024
2

25 —

qui a des solutions

a(&,y) = A(E)e 4+ B(€)e .

Nous devons deux conditions pour déterminer les fonctions A(§), B(€) en
addition a u(z,0) = f(z), —oc0 < z < +o0.

Soit g—Z(x,O) = g(z), —00 < < 00 pour g € L'(R) nous trouverons g de
telle sorte que la solution u(z,y) pour y > 0 de telle sorte que u(x,y) — 0
quand y — 0.

Prenant la transformation de Fourier

ale.0) = J(6), g—Z@,m — (o).

ou

A€+ B(E) = f(&),  €A(E) —€B(&) = 4(¢)

La résolution de

et

pour £ > 0, 4(&,y) — 0 pour y — 0 si et seulement si f(&) + £ = 0, et
pour & < 0, 4(€,y) — 0, quand y — 0 si et seulement si f(€) + L& = 0.
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Donc

) —Ef©) sie>o,
g(&) = .
&f(©) sie<o.
= —I¢1£(9).

f(§e® si€ >0,
f&)ety i€ <.

- g,

u(&,y) =

Depuis e &l = (ﬂ(ﬂﬂy%) par le théoréme de convolution .

4.1.2 Exemple dans S(R")

Soit le probléme

9u — iAu=0, dans D'(R x R"),
Up = g.

Si g € S(R"), la solution u donnée par u, = F(e ¢§) appartient a
C>*(R,S(R™)). Elle est donnée par la formule,

u(t,z) = (2m)" / eI g ) de.

Preuve
Si g € S, la formule u; montre que u; € S et que w(x) et égal au second

membre de u(t, x). Il est alors facile de voir que la fonction (¢, z) — w;(z) est
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C* sur R x R"™. Notons-la u(t,z). On a,
z*Du(t,z) = (2m)" / Dge'€e e ¢P g(¢)de
= ey [ e Dy [l de

B /eix.gpaﬁ(t’g)e—it|§|2g<€)d€‘

ol P, est un polynome en (¢.£). Il résulte du théoréme de la convergence
dominée que si t, — to, sup zer|z®D?(u(t,, z)_u(ty, z))| — 0. On montre de

maniére tout & fait analogue que pour k € N, dFu appartient & C°(R, S(R"™)).
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