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Notations

Dans tous ce quis suit, nous avons utilisera les notation suivantes :
LP(Q) = {u : Q@ — R mesurable sur Q et [, [u(t)[Pdt < +o0 avec 1 < p <
+o0}
lully = (Jy hut)leat)

C'(Q2) espace des fonctions continues dans €2,

Julloc = 5Dy )],

C*(Q) espace des fonctions u : Q — R qui sont k fois différentiables sur
), et leur dérivée a 'ordre k sont continues sur (2,

Supp(u) la fermeture dans R dans l'ensemble {t € Q u(t) # 0},

C.(Q2) ={u € C(R) :Supp(u) compact },

X’ le duale topologique de 'espace X,

C*(Q2) espace des fonctions u : @ — R qui sont infiniment différentiable
sur €2,

C3°(€2) sous ensemble de C(2) constitue de fonctions & support compacts
dans

(-,+) croche de dualité entre X et son dual X’

p.p- presque partout,

i.e. c’est-a-dire,



I?, intégrale fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a gauche,

I intégrale fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a droit,

D¢, dérivée fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a gauche,

Dy dérivée fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a droite,

°D¢, dérivée fractionnelle au sens de Caputo a gauche,

°D; dérivée fractionnelle au sens de Caputo a droite,

I* intégrale fractionnelle au sens de Riemann-Liouville & droite sur la droit
réelle,

I¢ intégrale fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a gauche sur la droit
réelle,

D¢ dérivée fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a droite sur la droit
réelle,

D% dérivée fractionnelle au sens de Riemann-Liouville & gauche sur la droit
réelle,

C.U — converge uniformément.



Introduction

Les équations différentielle d’ordre fractionnaire sont révélées récemment
des outils précieux dans la modélisation de nombreux phénoménes dans di-
vers domaines de la science et de I'ingénierie. En effet, nous pouvons trouver
de nombreuses d’applications en , électrochimie, controle, média poreux, élec-
tromagnétiques,...ext. Pour les documents remarquables traitant de 'opéra-
teur intégral et de l'opérateur différent de 'ordre fractionnaire arbitraire).
Il ya eu un développement important dans les équations différentielles frac-
tionnées au cours des derniéres années. Certains résultats pour les inclusions
différentielles fractionnaires peuvent étre trouvées dans le livre par Plotni-
kov.trés récemment, une théorie de base pour le probleme de valeur initiale
des équations différentielles fractionnelles impliquant 'opérateur différent de
Riemann-Liouville a été discutée par Vatsala Certains résultats d’existence

ont été données pour le probléme

°Diu(t) = f(t,u(t)), te(0,1), 1<a<2
u(0) +u'(0) = 0,u(1) +u/'(1) =0

Dans cette mémoire nous présentons les résultats d’existence pour le pro-

bleme précédent. Dans le chapitre 3, nous donnons deux résultats, un basé



sur le théoréme de point fixe Schauder, et un exemple pour démontre d’ap-
plications de nos principaux résultats. Ces résultats peuvent étre considérés

comme une contribution & ce domaine émergent.



Quelque outils de base
Critére de compacité sur les intervalles
bornés et non bornés

Théorie du point fixe

1. Préliminaires

1.1 Quelque outils de base

Théoréme 1.1.1 (convergence dominée de Lebesgue)|l, 2, 3|
Soit © C R un ouvert et soit une suite (u,) C L'(Q) telle que
1. uy(z) — u(z) p.p dans Q quand n — 0o
2. il existe une fonction v € L'(Q) telle que pour tout n
| un(z) |[< v(z) p.p dans 2 alors
u e L'(Q) et u, — u dans L'(Q) i.e [, |u, — uldz — 0

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Young (1912))[4] si a et b sont des nombre
réel positifs et p, q sont des nombres réels positifs tels que % + 1% =1 alors
a? b

ab < — 4+ —
P q

Théoréme 1.1.3 (Inégalité de Holder)[4] soit u € LP(2) et v € LY(Q) tel
que %%—%zlave01§p<ooalorsuv€L1(Q) et

[t < Nl ol
Q
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Théoréme 1.1.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)[4] Soit u € L*(Q) et v €
L*(Q) Alors :

[t < lulzz ol
Q

Proposition 1.1.5 (la régle intégrale de Leibniz)[5] si f est intégrable , alors

d [* bd
| 1= [ Grwsas+ e
D’une maniére générale,on a

d O b g db(t)

@ Juy T /am (L 8)ds + F(b(1). )= = —

da(t)
dt

fla(t),t)

1.1.1 Espace de fonction absolument continues
Définition 1.1.1 On dit qu’une fonction f est Absolument Continue Sur

[a,b] et on note f € AC([a, b)) si :
Ve > 0,36 > 0 tel que pur tout -Partition ((ag,bx))r sont deux a deux

disjoint de [a, b],on a

Yo (g —a) <0 = Sp_|f(b) — flax)| < e

® si f € AC([a,b])] ,alors presque partout sur [a,b], elle admet une

dérivée intégrable sur cette intervalle et

Vo elabl: fa) = fla) + o

L’espace AC([a,b]) muni de la norme || f|| = [|f|l + | /||, est un

espace de Banach

Définition 1.1.2 On note par AC"([a, b]), la classe des fonction f continu-
ment dérivables jusqu’a l'ordre (n-1)sur [a,b] avec f*~! € AC([a,b]) En
particulier AC*([a,b]) = AC([a, b))
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Définition 1.1.3 On dit qu’une fonction f est absolument continue sur
[a,+o0et on note f € AC([a;+0o0]) si elle est absolument continue sur

chaque compact de [a, +00]

1.2 Critére de compacité sur les intervalles bornés et non bor-
nés
Définition 1.2.1 (I'équi-continué¢) On dit que 'ensemble M C C([a,b],R)

est équi-continue si

Ve > 0,30, Vt1,ty € [a,b] : [t1 — ta] < = |u(ty) — u(ty)] < €,Yu € M

Théoréme 1.2.1 (Ascoli-Arzéla)[6] soit M C C([a,b],R). M est relative-
ment compact si et seulement si
1. M est borné,

2. M est équi-continu

1.3 Théorie du point fixe
Définition 1.3.1 Soit T une application d'un espace de Banach X dans lui
méme. On dit que T est une contraction s’il existe un nombre 0 < k < 1
tel que
[Tz —Ty|| < klle —yll,Ve,y € X

Théoréme 1.3.1 (de Banach) |7, 8] Une contraction d’'un espace de Banach

X dans lui méme a un unique point fixe dans X.

Définition 1.3.2 Soit X un espace de Banach. On dit que l'opérateur T :
X — X est compact si I'image de tout borné dans X est relativement

compact dans X

Définition 1.3.3 Soit X un espace de Banach. On dit que l'opérateur T :

X — X est complétement continue s’il est compact et continu .
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Théoréme 1.3.2 (de Schauder)[9, 7]
Soit C sous-ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de
Banach X et soit T': ' — C'un opérateur complétement continu. Alors

T admet au moins un point fixe dans C.

Définition 1.3.4 Soit X un espace de Banach et soit S C X vérifiant X C

U,es B(w,€). Alors 'ensemble S est appelé e-réseau .

Définition 1.3.5 (totalement borné) Soit X un espace de Banach et soit
S C X. On dit que S est totalement borné(précompact)si pour tout € >
0,il existe e-réseau fini pour S.(i.e) dx; € S,i = 1,...,n tels que :S C
Ui B(i,€).

Proposition 1.3.3 (Fréchet)[10] Une partie S d’un espace de Banach X est

relativement compact si et seulement si elle est totalement bornée.

Proposition 1.3.4 Une partie d’un espace de Banach est compact si et

seulement si elle est précompact et fermé.




Fonctions élémentaires

Intégrale fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville

Dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville quand 0 < a < 1
Dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville dans le cas général

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2. Calcule fractionnaires

Proposition 2.0.1 (formule de Dirichlet)[11] Si I'une des deux intégrales

suivantes est absolument convergente , alors on a

b 43 b b
/[/f(ﬂf,y)dy]d:vZ/ /ffv y)dz | d
® Comme cas particulier de la formule (II.1), on obtient

t
/w—t /t—s (t,s)ds|d

\@

2.1 Fonctions élémentaires

b
/ z —t)*(t — s)Pg(t, s)dt]ds.

On appelle quelques fonctions spéciales qui jouent un roéle important dans

la calcule fractionnaire.

L’une des fonctions de base du calcule fractionnaire est la fonction gamma

d’Euler.

Cette fonction est tout simplement la généralisation de la factorielle &

tous les nombre réels.
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Définition 2.1.1 La fonction gamma d’Euler est définie par 'intégrale conver-

gente suivante dite d’Euler de seconde type

+o00
['a) = / t* e tdt,a > 0

0

pour @« € R/Z~, on a

1. T(1) =1

r(1/2) = 7

I'(0") = +o00

pour a > 0 :I'(aw+ 1) = al'(«)
pour o < 0 :I'(1 — a) = —al'(—a),
['(n)=(n—1)! pour n>1

pour @ > 0 : lim ol'(ar) =1,

a—07F

oo N Oy Ou R ol b

T'(a+1)
a(a+1)(a+2)...(a+n—1)

pour tout & >0, et n € Non a: I'(a) =
+oo

9. I'(a) = [ t*te~'Int dt,Va >0
0
Définition 2.1.2 La fonction Béta est définie par 'intégrale suivante dite

d’Euler du premier type
1
B(a, ) = /ta‘l(l — )7 ldt, o, B > 0
0

Proposition 2.1.2 ([12, 11]) La fonction Béta vérifier les propriétés sui-

vantes :

1. pour a,f > 0 B(a, ) = Fl“(?(iifﬁﬁ))

2. B(a, ) = B(f,«) (symétrique)

Proposition 2.1.1 ([12, 11])
La fonction gamma I'(.) posséde les propriétés fondamentales suivantes :
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+o0 71'/2

3. B(a,f) = [ —L£ldt=2 [ (sint)** '(cost)”'at
0 0

(14t)e+?

4. (a+ p)B(a, f+ 1) = fB(c, B).

2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Proposition 2.2.1 [12, 13, 11] pour n € N*, I'intégrale d’ordre n est donnée

par la formule suivante :

T

]dx17dx272dx3... 71f(t)dt _ ﬁ/(gg — (@)t

a

ou f € L'(a,b).
on peut généraliser, d’'une maniére naturelle, la formule précédente

pour n = « qui est un nombre réel quelconque par la définition suivante .

Définition 2.2.1 L’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-
Liouville
d’une fonction f : (a,b) — R est définie par :

t

I¢u(t) = ﬁ / (t — ) u(s)ds,t > a
et ,
o u(t) = ﬁ / (5 — )" “u(s)ds, ¢ < b

t
pour vu que les parties intégrales existent (on prend par exemple u €
L*([a,b])o , u € C([a,b],R)) pour o = 0, on pose
I°, = Id, Popérateur identité,

IY) = Id, Topérateur identité.

® Si a =n € N*, la définition (2.2.1) coincide avec I'intégrale d’ordre n
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qui est donnée dans la proposition (2.2.1)

t
Rt = ! 5 /(t 8" lu(s)ds,t € [a,B,n € N
et
b
Rut) = ! 5 /(s 4" Nu(s)ds, t € [a,b],m € N

m Exemple 2.1 pourt > a,a> 0,8 > —1,0n a

(o] r 1 (e
L I8 (t — a)f = s (t — a)°t?,

(0% r «
2. I (b— 1) = s (b — 1)+,

® Sia =0, on écrit
t) st t>0
Ig+u(t) — [U/*C)Oa]() 51
0st t<0

avec g (t) = %et u* g est le produit de convolution qui est définie

par la formule suivante :

—+00

(1% ) (@) = / w( — y)pa(y)dy

—0o0

® De la linéarité de l'intégrale , on peut vérifier facilement que 'opéra-
teur 7 est linéaire.
Le résultat suivant donne le caractére borné de 'opérateur intégrale
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de l'espace LP([0,7],R)
vers 'espace LP([0,T],R) ou 1 < p < oco. Il convient de mentionner ici

que des résultats similaires ont été présentés dans |13, 11].

Lemme 2.2.2 Soit 0 < a < 1let 1 <p < oco. pour tout u € LP([0,T],R), on a

Ta

126+ ull oo,y < m”“”mqo,ﬂ) (1.2)
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Preuve : Sip=1,on a

T
a 1 o
| 155 ull o,y = W/ (E—T) 1u(T)alT de
0
T
1 a 1
SF—/ /5—7 (7)| dr | de
0
. T
F—/ / —T)a_1d€ dr
0 T
- /| (T =)
CT(a+1) uT T)ar
0
Ta

< m”unLl([a,T]). (1.3)

Maintenant supposons que 1 < p < oo et v € L([0,T]), ot % + % =1 On a,

en utilisant I'inégalité de Holder :

]/OTv(e)/Og(a— ) de5|—|/ / Yu(e — 7)drde |
g/o ]v(5)|/0 | e — 1) | drde
:/OTT“_ldT/TT |l v(e) ||ule —7) | de

= /OT T“‘ldr(/TT | o(e) [ dg)é(/TT ule — 7) P| de)}

«

T
< o | lzrqoall v llzaqom) (I.4)

On considére la fonctionnelle H, : L([0,T],R) — R définie par

H,(v) = /0 [/08(5 — 1) (7)) | drlv(e)de (I.5)

D’apres (1.4), il est évident que H, € (L9([0,7]),R)'on H, € (L([0,T]),R)
désigne le dual de Pespace H, € (L?([0,T]),RY). De plus, par (1.4),(2.2.3) et
le théoréme de représentation de Riesz, il existe w € LP(]0,T],R) tel que

/OTW(S)U(E)ds = /OT[/OE(S — 1) u(r)dr]v(e)de (L6)
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et

[e%

T
”wHLP([O,T]) < EHU’HLP([O,T}) (L.7)
pour tout v € (L%([0,T],R), ainsi, on a par (1.6)

1 1

v = T / (e — 1) Mu(r)dr = Iou(e)
0

pour ¢ € [0,7] ce qui signifie que

1 e

’|I€+u|’LP([O,T}) = m”wnmqo,:ﬁ]) < m““”mqo;ﬁ]) (1.8)

et ceci d’aprés (1.7). En combinant (I1.3) et (I.8) on obtient l'inégalité (I1.2)
La démonstration est achevée.
Proposition 2.2.3 ([11, 12]) Soit @ > 0, on a
1. I%u(a) =0 pour u € C([a.b]),
2. I : C([a,b]) — C([a,b]) est bien défini

Preuve :
1)Evident d’aprés la définition de 'intégrale fractionnaire.
2) Soit u € C([a,b]) et soit t1,ty € [a,b] tels que t; — t5. On suppose par

exemple que ty < tq, alors

a —I%u L — ) uls 3—L — 8)* Lu(s)ds
() = It < s [ (0= 9" utds = s [ (=) )

IN
ﬂ‘
=
|
NG
|
<
no
|
NG
o
L
=
2
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Donc [I%u(ty) — I%u(ts)| = 0 quand t; — ¢
D’ou le résultat .
Proposition 2.2.4 ([12, 11]) L'opérateur 1%, AC([a,b]) — AC([a,b]) est

bien défini
Preuve : Soit u € AC(]a, b]).

Etape 1 :12,u(t) est dérivable presque partout puisque

t

*u(t) = % / (t — 5)° u(s)ds

«

alors

d 1 d / a-1 / /
Gt = 5 [ =) [u<a>+ / u<7>dT]ds

Et d’apres la formule de Dirichlet

d. . 1.d | - 1 d [ / -
a]ﬁu(t) = Wa/(t—s) u(a)ds—km%/u(ﬂds [/ (t —s) ds] dr

~ufa) d (t—a)" 1 d / , / a1
- fod —l—F(a)E/u(t)[/(t—s) dsldr
= 138 (t—a)* '+ ﬁ% /u’(t)[/ (= 1)(t — 5)° " ds]dr
= —(t _ a)ailu a Lu’ Nt — 1) 2dr
(t—a)"
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Et on conclut en utilisant la proposition (2.0.1)
Etape 2 : D(I% u) est intégrable .

on a d’apreés le résultat précédent

d t—a)* "
EI;+U(7§) = %U(a) + I:;Jru/(t).
On pose
v(t) = d/(t)et h(t) = %u(a); les fonctions v et h sont intégrables sur

[a, b] et puisque

d « —
SIult) = o(t) + h(t),

alors D(I% u) est intégrable.

Théoréme 2.2.5 (propriété du semi-groupe)|12] Soit o, 8 > 0 et u € L*([a.b])
alors :
I3 ([(’iu) = [:fb’u
2. I (10 w) = I Pu

Preuve : on a

o 1%y - | — )t tS—Tﬁ_IUT 7)ds
m ) = g [ =97 = (e

a a

En vue de la proposition (2.0.1), les intégrales existent, et par la formule
de Dirichlet, on obtient

o (1% y :—1 [ —8)* Ys — 1) tu(r)dsdr
B L) = Fr / / (t = )" (s = 1)° tu(r)dsd

- u(T —8)* (s — )P lds)dr
- i ] O = =) sy

a T
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La substitution s = 7 + u(t — 7) nous donne

t

a 18 ——1 | —7) a-l -1 T
B Llt) = e [ 10 / (=)= ) [t =)t =) e | a

a
1

/f 7)ot /(1—u)”_1ﬂﬂ‘1du dr
0

D’aprés la proposition(2.1.2), on a

O\H
Q
=
S
=
|
=3
£
=
=

Ainsi, on a

1
1 at+B8— a
B Llt) = gy [ FOE =0 = 1
0

presque partout sur [a,b|

D’apreés la proposition (2.2.3), si u € C([a,b]) alors I%u € C([a,b]), par
conséquence 1% 17, € C([a,b]) et I%7"u € O([a,b]). Puisque ces deux fonc-
tions continues coincident presque partout, il doivent coincider partout, de
la méme maniére, on montre que I~ — Ibﬁ,u(t) = Ibo‘fﬁ u(t)

Proposition 2.2.6 ([11]) Si 0 < a@ < 1,1 < p < % alors les opérateurs

d’intégrations fractionnaires I, et I;* sont bornés de LP dans L? avec

p
—ap

q= 1

Proposition 2.2.7 (Intégration par parties)[12, 11| soit v € LP([a,b]),v €
L4([a, b)) tels que }D + % <1+ a,alorsona

b b
/(I " u(t )v(t)dtZ/(Ig_v(t))u(t)dt. (2.1)

Preuve :

Etape 1 : les deux intégrales précédentes sont convergentes.
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En effet, d’aprés 'inégalité de Holder

b
/ (Ié"—v(t))U(t)dt‘ < [lullze M5= ol

1,01 _
avec o + 5 = 1

Mais la question qui se pose est :a-t’on ||~ v, < 400
D’aprés (2.2.6), alors

ve L(a,b) = Ij-v € LT ([a,b]) = || Iio]| o < +00

I—aq

Or on sait que si p; > ps > 1 soit que si p; > po > 1, alors
LPr C LP? et ||u||pre < c||luf|zer, Vu € LP* pour un certain € > 0

par conséquent || v||,r < ||I§‘_v||L 1 car ;- >p' & % +% <l+oa.

I—aq

Etape 2 : Montrons I'égalité (2.1) On a

b(]j+u(t))v(t)dt: ’ % t(t—s)a_lu(s)ds v(t)dt
a o (@) Jq

On utilise la formule de Dirichlet, donc on obtient

_ / " u(s) {ﬁ / - s)“‘lv(t)dt} ds

_ / " uls) [0 0(s)] ds

d’ott le résultat.

Théoréme 2.2.8 Soit a > 0. Supposons que (uy,),>1 une de fonction conti-

nue uniformément convergente sur [a,b|, alors

(minioo I5vun)(t) = (154 niriloo U )

En particulier la suite de fonction (/& wy)n>1 est uniformément conver-

gente.

Preuve : On note la limite de la suite (u,),>o par u. Il est bien connu que

u est continue On trouve alors
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<t gyl — et =)
1
Fa gy e~ 0 =)

ce qui implique que

|]3+Un -1

. oo<— n oob_ “
a+u‘ — F(Oz—l—l)”u u” ( CL)

qui converge vers zéro lorsque n — +oo uniformément pour tout ¢t € [a, b].

2.3 Deérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville quand

0<a<l1

Définition 2.3.1 Les dérivées fractionnaire a gauche et a droite d’ordre

0 < a < 1 de la fonction u : [a, b] — R sont par

D2 u(t) = F(ll—a)%/a (t — 5)~u(s)ds
d 11—«
= LI, te o)
Dy u(t) = T 1_ Q)%/t (s —t) “u(s)ds
_ _%J,}—a ), telab)

Il y’a différence fondamentale entre les dérivées d’ordre entier et les
dérivées d’ordre fractionnaire : les premiers sont opérateurs locaux par

contre ces dernier ne me sont pas . le sens u de lo mot local ici est
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comme suite : pour calculer D"u(t) pour n € N, il suffit de savoir
u dans un voisinage asser petit de t.cela découle de la représentation
classique de D™u(t) comme une limite d’'un quotient des différences
.tout fois, pour calculer Dg‘+u(t) pour a ¢ N, la définition nous devons

connaitre u tout au long de U'intérval [a, t]

Lemme 2.3.1 [11, 12] soit u € AC([a,b]) et 0 < a < 1. Alors D%, u existe
presque partout sur [a, b]. De plus D% u € LP([a,b]) pour 1 < p < é et

D5 ult) = = (11_a) < (tf_(“cz)a + / " (s) (- s)_‘"ds) (2.2)

Preuve :

Etape 1 :si u € AC([a,b]), alors D¢ u existe presque partout. En ef-
fet :d’aprés (2.2.4), si e € AC([a,b]) alors I'm*u € AC([a,b)], et donc
DI;; “u = D¢, u a existe presque partout .

Etape 2 : si u € AC([a,b]), alors I'égalité (2.2) est vérifice. On a

1 d [ o
ma/a(t—s) u(s)ds

:ﬁ%/j [u(a)+/s o (r )dT] (t— s)°ds

:ﬁ% {f(a). / / )(t - s) “des}
- = [ +%/ / ()=t
|

!
ua) 4 / t u'(s)—@(;_ﬂ;am}

Du(t) =

et ceci, en utilisant la formule de Dirichlet.
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Etape 3 :D%u € L”([a,b],R) pour 1 < p <1
On a
b 1 p
/ | D& f(t)|Pdt = /a T —a) { / 1 (s)(t — O‘ds} dt,
et puisque

r(1-a) / Uf B ads]pdtﬁm—_a/ Vf )t —s)” "‘ds} dt
<ty o= | 4]

1 ’ —Q !
<t ey ] O
(b_a) ap+1
= Sy W <o

De plus f fa ) ~dt < oo nous donne.

D21 e [ 2D OO < o

D’ou le résultat.

Notation : pour # < 0, on introduit la notation suivante.

Df+ = ](:‘FB

2.4 Deérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville dans

le cas général

Définition 2.4.1 la dérivée fractionnaire aux sens de Riemann-Liouville &

gauche d’ordre o > 0 d’une fonction f est définie par

D2 f(t) = D T2 f(t)

dn n—o
= %I STAf(t)

1 d" ' n—o—1
:m%/Q(t—s) f(s)ds, t >a

Icin=la]+1
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On a une autre définition de la dérivée fractionnaire a droite au sens de

Riemann-Liouville Dy* f(t) qui est donnée par la formule suivante

Dy f(t) = (=1)"D" L= f (1)

’I’Ldn n—o
= (1) R )
(1

- T /1t (s — )" f(s)ds ¢ < b

Pour a = n, on a.
1- D, f = D f
2- Dg f = (~1)"D"f

L’opérateur DY, est linéaire.
L’exemple suivant nous donne comment calculer de la dérivée frac-

tionnaire d’'un monodme.

m Exemple 2.2 1. Pour v et g > —1

rE+1)

U ey

(t—a)
2. pourt>a,aa—1>0,o0na

DSt — )" = (o)

3. si C' est une constante , alors

C
DY (C=———(t—a)”
at F(l—oz)( (I)
4. pourt > 0,a >0, on a

Lt —a)* =0

Proposition 2.4.1 |11, 12] Soit f € L'([a,b]), alors on a .

;’+12‘+f = f
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Preuve : Puisque f € L'([a,b]) alors d’apres (2.0.1), I% f € L'([a,b]). On a
donc
DR I3 (1) = DL TP 12, (1)
= Dy 1T f(t)
o+ a+.f< )
= f(t)

Lemme 2.4.2 [12, 13| L’équation différentielle
Da+u( ) 0

admet comme unique solution

n

E: —J
ci(t—a)*,
J=1

onc;eR,j=1,2..,n

Preuve : On a
Diiu(t) =0« D"IT “u(t) =0

e I (t) =) ¢t —a)

= DI u(t) = Y e Drye(t— a)

n—1

r(j+1 o
= ult) = ; () —(le n a)+ 1) (t—ay

=)= o5 I Sl —ap e

n

= u(t) = Z c;(t —a) et
= u(t) =Y ¢t —a)*?

j=1
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Inversement, on a

n n

u(t) =Y ej(t —a)*7 = Du(t) = De > it —a)*

j=1 j=1
a*u Z CJ o
D% uft Z ¢;.0=0
Proposition 2.4.3 [12, 13| si D% u(t) € L'([a,b]), alors
L DY u(t) = u(t +ch (t —a)®

onc; R, j=1,2,...,n

Preuve : On a d’aprés le lemme précédent que

Diu(t) =0 < u(t) + z”: c;(t —a)* (2.3)
puisque
DY u(t) )+ Z ci(t —a)® a=j
est équivalente a
S DY u(t) zn:c] t—a)” =
j=1

on pose

y(t) = I Dgrult) — u(t)
Alors d’apres la relation (2.3), on obtient
D% y(t)=0<= DY (I Dyvu(t) —u(t)) =0
< D3+ at a+u(t) - D3+U(t) =0
<~ D3+u<t) — D3+u(t) =0
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Théoréme 2.4.4 [11, 14| Supposons que D2, f, D%, g existent alors

/ (D2, £(1)) g(t)dt = / £(t) (D2 g(t)) dt
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Preuve : on a

/ (D2, £(1)) g(t)dt =

ﬁ/j% Uat(t - s)_af(s)ds} o(t)dt

- [t =9 esta]

t=b

t=a

- e [ [ s

g(b)

b
- s [ s

g(b)

= 2O o= syt
_ ﬁ / b [ / o s)_ag'(t)dt] f(s)ds

g(b)

~ T ey ],

+ / b {—ﬁ / . s)ag'<t>dt} f(s)ds

g(b)

b
_ m_a)/a(b_s) ° f(s)ds
+ / -Dg ¢/(s)] f(s)ds

g(b)

b
“T1_a) / (b= s) fs)ds
b
4 / (D5 g(s)) f(s)ds

g(b)

T r(1—a) /ab(b — ) "f(s)ds
+ /a” {D{f‘g(s) — F(f(f)a) (b— s)a} f(s)ds
(

b)

__9 ’ —5) “f(s)ds
- s [ =9

a

g(b)

b b
+ [ s s6as = 522 [0 s

| (D5 g(s)ats) (51
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Théoréme 2.4.5 soit a > 0. Supposons que (U,),>1 est une suite de fonc-
tions continues uniformément convergente sur [a,b] et que D¢, U, existe
pour tout n. De plus, supposons (D¢, U,),>1 converge uniformément sur
[a, +¢€,b], pour tout € > 0 alors, pour tout ¢ € [a, ]

(lim D°.U,(t) = (D% lim ))

n—-+o00 n—-+00

Preuve : La démonstration est basée sur la définition de la dérivée d’ordre

fractionnaire ainsi que le Théoréme(2.2.8)

2.5 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
Définition 2.5.1 La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens Caputo d’une

fonction f € AC([a,b],R) est définie par

“DELf(t) = [T D" £(2)
1

S / (t— )" f(s)ds ¢ > a

Dy-f(t) = (=1)" Lz D" f(t)

_—(_1)n bs— n—a=l ) (g)ds
_F(n—oz)/t( t) ™ (s)ds t<b

® L’opérateur D%, est linéaire.

® ([11, 12]) Si @ = n € N, alors
L Dy f=[", et
2. eD f = (—1)n {0,

En particulier; si @« = 0, on a CD2+f =° Dg,f =f



2.5 Deérivée fractionnaire au sens de Caputo 31

Proposition 2.5.1 [12, 13] Supposons que f € AC"(a,b]), alors

(t—a)*

EPL (D)= Dy (f(t) - Zf(k)(a)T>

pourn —1l1<a<n

La quantité

—_

n—

*)(q
Poalfral(t) = S 1@ gy

den

ol

=0

est appelée le polynéme de Taylor d’ordre n centré au point a

Preuve : On a

DR [F(6) ~ Puslfal ()] = DI (7(1) — Pacalf al(0)
_ L e P d
= o =9 = Pl fal(a)ds

En utilisant l'intégration par parties, on trouve que

J—/@—@”“%ﬂ@—alm¢@m5

S (t — g)m-)
_/EL—L—%Dﬂ@—D&AMd@Wk

Donc
@ﬂmm—RHumwﬂ—H;%w/mﬂfZ;@U@—DﬂAMQ®W”
1 * n—a _ a
- e | = 0D ~ PP 0l
1 @ o
=f@t;;33l<x—ﬂ DF(t) — DP, [, al(t))dt

= 27 D(f() — o[ a (@)
on refait 'opération n fois,on obtient
I770(f(x) = Pooalf,al(x) = 170" D™(f () = Paoalf, al(x))
— 1D (f(2) — Pailf,al(@)
=12 I"°D" f(x) = I I D" P, [ f, a] (x)
= I I D" f(x)
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car D"P,_1[f,a](z) = 0. gegi implique que

ot (f(2) = Paca|f, af(2)) = D15 f(2)
= D" 12 D" f ()
= "D f(x)
= D+ f ()

Corollaire 2.5.2 [11, 12, 13] Supposons que D%, f et D2, f existent. Alors

‘DS f(x) = D f(x) — (x —a)™,  tc]a,b]

Dy f(t) = Dy f(t) =
En particulier, si 0 < a < 1, on a

D2 f(t) = D f (1) — =1t —a) e, tefal

f(b)
['(1l—a)

Preuve : D’aprés la proposition précédente, on a

ch?*f(t) = Dl?*f@) - (b - t)l_av te [CL, b]

n—1 ,p
Dy () = D3 ()~ S0 T Do
k=0 ’
n—1
_ Do f(k)(a) k—a
=Dy f(z) - 2 m(m —a)
Lemme 2.5.3 [12, 13| Soit f € C([a,b]) Alors
Do 1% f = f
Preuve : Puisque
n—1 ;
[ pYe] _ o f(])(a) Jj—«a
(“Dg+ [)(z) = Dgi f(x) — ; m(m —a)
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alors, en remplacant f par I%, f, on trouve :

n—1 —a

ca TO N r—a
(DI ) () = DI ;Pj_aﬂ 15.1)9(a) = DI (2) = (2)
car (1%, f)U)(a) = 0; d’out le résultat.
Corollaire 2.5.4 [11, 12] Sous les hypothéses du corolaire (2.5.2); on a
CD3+f = Df}
si et seulement si
f®(a) =0
pour k=0,1...n—1
Preuve : immédiatement

» Exemple 2.3 soit f(z) = (z — a)? pour certain 3 > 0 alors

CDg+f(ZE) _ { 0 si pBe {O, 1,2....n — 1}

O _a)e,  si BeNet fxn, oufgNet B

® o

ou C est une constante.

cDY.C =0

Lemme 2.5.5 |11, 13| L’équation différentielle

CDa+U( ) 0
admet une unique solution
n—1
u(t) = c¢i(t—a)
j=0

avec c; € R, 7 =0,1,2,...,n—1.
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Preuve : Puisqu’on a
‘Diu(t) = I"7*D"u(t)
alors

‘Diu(t) =0=I"""D"u(t) =0
= D""(I"7*D")u(t) = D"*(0)

= D"u(t) =0
n—1
= u(t) = ci(t —a)
=0
Inversement,si
n—1
u(t) =) c¢i(t—a)
7=0
alors
n—1
‘Dgiu(t) = Dgi () ¢t —a)’)
§=0
n—1
=1""*D"(y c¢j(t—a))
7=0
n—1
=1"""» ¢;D"(t—a)
7=0
= 1""%(0)
=0

=l ()
u a .
195D u(t) = ult) — j,( Vit — ay
7=0
et .
o @ (p ,
oD alt) = u(t) - (-0 =P o - oy
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En particulier, si 0 < a <1 et u € AC([a,b],R) alors
ar (“Dgrult)) = u(t) — u(a)
et
I (D5 u(t)) = u(t) — u(b)
Preuve : On a d’aprés le lemme précédent que
n—1
[Dgru(t) = o] & [ut) = ) c;(t —a)] (2.4)
j=0
puisque
n—1
IZDYu(t) =u(t)+ )y ¢t —a)
7=0

alors, en posant
y(t) = I3+ “Dgru(t) — u(t)

on obtient, d’apreés la relation (2.4)

DY y(t) = 0 < DY (1% D% u(t) — u(t)) =0
¢ DY 1% D% u(t) —° D% u(t) =0

&° D%u(t) = Deu(t) = 0

Théoréme 2.5.7 [14, 11| Supposons que D, f,°Dy* g existent, alors

[ Dz sogi = [ 1OCD; ge)dt + 01 50) - F@) g0
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Preuve : D’aprés (2.2.2) et (2.4.4) on a :
b b
[ e sangoa = [ 2o - 00— - <lato
f(a)

CLb b
:/a (D;‘Jrf(t))g(t)dt—r(l_a)/a(t—a)_ag(t)dt

_ / (D2 F(D)g(t)dt — f(a)[}=*g(a)

b
:/ (Dy-g(t) f(t)dt — f(a)I,=%g(a)

= [EDgat0) + 120 07010 - S gl

g9(b)

= [enpaunsma+ 2= [ -0 - rn-e

b
— [ ge) @t + g4I 11 0) - FLgla)



Introduction
Résultats d’existence et d’unicité
Dépendance des solutions aux para-

meétres

3. Existence de solutions pour un probleme

D’aprés X.Su et S.Zhang [15]
Résumé
On étudie ici I'existence, 'unicité et la dépendance continues des solutions
pour un probléme aux limite non linéaire associés a une équation différentielle

fractionnaire .

3.1 Introduction

Les équations différentielle fractionnaires ont acquis une importance consi-
dérable au cours des trois derniéres décennies,en raison principalement de
leurs diverses applications dans de nombreux domaines de la science et de
I'ingénierie. L’analyse des équations différentielles fractionnaires a été réali-
sée par divers auteurs.En ce qui concerne la recherche de solution et aussi
de nombreuses applications pour les équations différentielles fractionnaires
,;nous nous référons a Kilbas, Srivastava et Trujillo [16] et les références qui
s’y trouvent. Les problémes aux limites associés aux équations différentielles
fractionnaires ont été discutés dans (|17, 18, 19, 20],). Bai et Lu [18] ont
utilisé des théorémes de point fixe sur un céne pour obtenir 'existence et la

multiplicité de solutions positives pour un probléme de type de Dirichlet de
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I’équation différentielle non linéaire fractionnaire

Dgou(t) + f(t,u(t)) =0, t€ (0,1), 1 <a <2
w(0)=u(1)=0

ott f:[0,1] x[0,00) = [0,00) est continue et D, est la dérivée fractionnaires
au sens de Riemmen-Liouville. Cependant, comme il a été mentionné dans
[19], la dérivée fractionnaire au ses de Riemmen-Liouville n’est pas adaptée
a des valeurs aux limites qui sont non nulles. Ainsi Zhang [19] a étudie I'exis-

tence et la multiplicité de solution positive du probléme

°Dgiu(t) = f(t,u(t)), t€(0,1), I <a<2

u(0) +«'(0) = 0,u(l) +u/'(1) =0
avec la dérivée fractionnaire au sens de Caputo D, et un fonction positive
continue f : [0,1] x [0,00) — [0,00). L’existence de solutions de I’équation

différentielle non linéaire fractionnaire
°Dgu(t) = g(t,u(t)), t€(0,1), 1 <a <2
u(0) =a #0,u(l)=5#0

a 6té discuté en utilisant la méthode de | transformée de Laplace dans [7] ,ou
g :10,1] x R — R est une fonction continue donnée. En utilisant le théoréme
de point fixe de Schauder, Su [20] a montré un résultat d’existence pour le
probléme
Dgyu(t) = f(t,v
D u(t) = f(t,u
u(0) =u(l) =v(0) =v(1) =
onl<aof<2,uv>0a—v>1,—pu>1fg:[0,]]xRxR—=R
sont des fonctions données. Motivés par les résultats précédents,les auteurs
présentent dans ce travail un probléme aux limites associé a une équation dif-
férentielle fractionnaire impliquant ses conditions aux limite plus générales

et un terme non linéaire dépendant de la dérivée fractionnaire de la fonction
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inconnue

“Dgyu(t) = f(t,u(t), Dg,u(t)) te€0,1],
a1u(0) — ao/(0) = A, byu(l) + bt/ (1) = B

(3.1)

ounl<a<20<pB<1,a,b; >0,1=1,2,1 = ajb;y + a;by + azb; > Oetf :
[0,1] x R x R — R est continue. Ils ont imposé une condition de croissance
sur la fonction f pour montrer un résultat d’existence pour (3.1). Quand f est
lipschitzienne par rapport aux deuxiéme et troisiéme variables, I'unicité de la
solution et la dépendance de la solution a 'ordre « de 'opérateur différentiel,

des valeurs limites A et B, et du terme non linéaire f sont également abordés.

Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous avons d’abord imposer une condition de crois-
sance sur f ce qui nous permet d’établir un résultat d’existence de la solution,
et puis d’utiliser la condition de Lipschitz sur f pour montrer un théoréme
d’unicité pour le probléme (3.1). L’approche ici est basée sur les théorémes
de point fixe de Schauder et de Banach. Soit C(|0, 1]) I'espace des fonctions

continues a valeurs réelles définies sur [0,1]. On définit I'espace

X ={ueC([0,1,R) avec °DJuc C([0,1],R)}

muni de la norme

= D
Jull = mmax |u(t)] + max °Dyu(t)].
On peut facilement vérifier-que (X, ||.||) est un espace de Banach (voir [20],
lemme 3.2) Maintenant, on présente la fonction de Green pour le probléme

aux limites associé & I’équation différentielle fractionnaire .

Lemme 3.2.1 Soit 1 < a < 2. Supposons que ¢ : [0,1] — R est une fonction

continue. Alors la solution unique de
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‘Diu(t) =g(t,u(t), te(0,1), l<a<?2 (32)
a1u(0) — ast/(1) = 0,  bra(1) + bou/(1) = 0 '

est L
ut) = [ Gt.9)9(s)ds
0
avec
( 1 CLle albl
— |(t = Ocl__l_ al__l_ O‘lt
o [ = B - )
1 a2b2 _ 1 a1b2 |
_ 1 —35)™ 2 _ _ 1 — « 2t <t
TS Bt e S YO Ry B R
12 1 asby a1b1
— =1 a—1 1 a—lt
gl st = B g _
1 asby 1 a1by
_ 1 — a—2 _ _ 1 — 5)® 2t t <
ey | 0 VYT oy e s
icil = albl + a1b2 + (Izbl
Preuve :
On a d’aprés le lemme (2.5.6)
12.°Dgu(t) = I%g(t ) + chtf =TI
Donc
u(t) +co+ et = I g(t)

S u(t) = —co — it — I8 g(t)

S u(t) = —cop — it — ﬁ /0 (t —5)* tg(s)ds,

et on utilisant les conditions aux limites, on obtient

co = %[%/{) (1 — s)o‘_lg(s)ds + %/{) (1 - S)Q_QQ(S)CZS]
et
c = %[%/ﬂ (1—s)" 1g(5)d5 + F(ozb2— 0 /0 (1—s)" 29<8)d8]
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par conséquant, on a

ut) = =i [ =i + e [0 gt
- et | =+ s [= 9 etas

+ ﬁ /0 (t —s)*1g(s)ds,

de la méme maniére, on peut obtenir la solution du probléme aux limites

avec conditions non homogénes suivantes

Lemme 3.2.2 La solution unique de

D2 u(t) =0, t € (0,1),
a1u(0) — az/(0) = A, byu(l) + bt/ (1) = B

(3.3)

est
u(t) _ (bl + bg)lA + CLQB i &1B l— blAt

Dans ce qui suit, on pose

go(t) _ (b1 + bg)lA + CLQB i CL1B l— blAt

Lemme 3.2.3 Le probléme (3.1)est équivalent & 1’équation intégrale non li-
néaire

u(t) = /0 G(t,5) f(s,u(s)," D u(s))ds + o(t) (3.4)

Preuve : Soit u une solution générale du probléme (3.1). Alors u = w+¢
ot w est la solution du probléme (3.2) en remplagant g(t) par f(t, u(t),° Déﬁu(t))
et ¢ est la solution du probléme (3.3), Ici

w(t) = /0 G(t,5) f(s,ul(s),” DI u(s))ds

En effet puisque Ici

“Dyw(t) = f(t,u(t),* Dy, u(t))
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Alors, d’apreés le lemme (2.5.6), on obtient

u(t) = —co — et + I, f(t,u(t),” D0+u( )

En effet :

“Dasw(t) = f(t,u(t),” Dy, ult))

g DRew(t) = I3 £ u(t), Dl ut)

= w(t) + co+ et = I, f(t,u(t),° D0+u( )
= w(t) = —co — ert + I, f(t,u(t),” Dy, u(t))

En utilisant les conditions aux limites homogénes, on trouve :

w(t) = = (ulf F(L (1) D)) + b g F(Lu(L), . D u(1))
— b f(L (1), D (1) + oI f(Lu(D), £ DY u(1))]
+ I8 f(1,u(1).f Du(1))

qu’on peut la mettre sous la forme

w(t) = / G(t, 5)f (s, u(s) DE. u(s))ds

La solution du probléme (3.1) est sous la forme

/Gts s,u(s). DPu(s))ds + o(t)

Inversement, Soit u la solution de I’équation intégrale(3.4). On dénote le coté

droit de I’équation (3.4) par

CLle - alblt

o(t) = I £ (6, u(t).* Dyu(t) + —22 g (1, u(1),° DY u(1))
(bl + b2)A + CLQB
[

—agby — a1bot
%I&ﬁ (1, u(1),° Dy (1)) +

n (a1 + Bl) + blAt
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En utilisant la remarque (2.4)(2.5)(2.5), les lemmes (2.5.5)(2.5.3)(2.5.3),le
théoréme (2.2.2) et la proposition (2.5.1), on obtient

(1) = DI 70, ult). D) — P (1, u(1) D (1)
=02 ot (1, (1) DY () + WE A
= 15 u®). D) — P 1 11, u(1). D ()
“152 mB—bA

I (1, w(1),° Dysu(1)) + =—
Et d’aprés la proposition (2.5.1) , On trouve aprés un calcul que
*Dgu(t) = Dg: [o(t) — v(0) — v'(0)¢]

= Dy I+ f(t, u(t), D0+u( )
- f(tvw( ) D0+U( ))

c’est a dire

“Divu(t) = f(t,u(t),” Dy,u(t)).

On peut vérifier facilement que les conditions aux limites
a10(0) — agv'(0) = Abjv(1) — b’ (1) = B

Sont satisfaites. Par conséquent, u est une solution du probléme (3.1). Le
lemme (3.3) indique que la solution du probléme (3.1) coinside avec le point

fixe de 'opérateur T définit par

1
Tu(t) = [ Gt (s uls) Deusds +ot) (39
0
Avant dénoncer les résultats principaux de cette section, on aura besoin de
ces deux lemmes

Lemme 3.2.4 Pour tout ¢ € [0,1], on a

! 2[-’-@2[)2
t,s)ds < =22
| 16 < 2
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Preuve : En remplacant ’expression de la fonction de Green et en utili-

sant la relation de Chasles, on obtient

Auaugmhgf%5</kt—@ahu+ fIA<1—ga1@

alblt ! 1 1 agbg /1 _9
1—s5)"""d d 1—5)*""d
l /O( s) S+F(a—1)5+ l 0( s) s

bt [!
+ L2 / (1—5)*"2ds
L Jo
1 agbl + alblt 1 a2b2 + albgt

ta
Ter" T T Yt
1 agbl + Clel a/2b2 + Cllbg
<—11
—rm)(+ T )
. 21 + CLQbQ

M)

Lemme 3.2.5 Pour tout ¢t € [0, 1], on a

/‘at”‘ds—r

Preuve : En remplacant ’expression de la dérivée de la fonction de Green

et en utilisant la relation de Chasles, on obtient

! 8G 1 ! a1b1 !
el < - _ o)a—2 o1
/0 |6t (t,s)|ds < F(a—l)/o (t —s)* “ds+ (o )/ (1—s)*""ds
a1by : a2
+ o — 1)/0 (1 —5)"""ds

ta_l a1b1 a162
= - -
['(a) II(a+1) II(«)
1 Cllbl a1b2
< 1
<ttt T
2
[(a)

<

On donne maintenant un premier résultat d’existence.

43
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Théoréme 3.2.6 Supposons que

. maXiejo,1] |f(t,z,y)]
11m
(J2]+]yl)—oo |z + |y

<K (Hy)

avec

_ )
o 41 + a2b2

Alors le probléme (3.1) admet au moins une solution .

Preuve : La démonstration de ce théoréme est basé sur le théoréme de point

fixe de Schauder pour cela, on pose

h(z,y) = maxte[0,1]|f<t(37a y))|

et on choisit )
e=1/2 <K — lim M)
(jzl+ly)—oo (|2] + |y])

il résulte de la condition (H;) qu'il existe une constante d; > 0 tel que
h(z,y) < (K = e)(f| + |yl) pour ||+ |y| = d,

Soit M = max(h(z,y) : |x| + |y| < dy) et on choisit dy > d; telque M/dy <
K —e.

On obtient donc h(z,y) < (K —€)ds. pour |z|+ |y| < do. Par conséquant,
h(z,y) < (K —e€)c, (Jo] + [y|) < ¢ pour tout ¢ < dola| + Jy| = d

Soit k1 = maxepoqy |@(t)], ke = maxeo 1 [¢'(t)], k= (maxky, ky/T'(2—
B)), ds=2Kk/e et maz{ds,ds} On définit 'ensemble

W ={ueX;|ul<d}

Alors W est un ensemble convexe, fermé et borné de X'. De plus, pour tout
ue W,
h (u(t),c D@u(t)) < (K —&)d

Etape 1 : T : X — X est bien défini En effet, puisque T est défini par
I’équation intégrale (3.5), alors T vérifie le probléme aux limites suivant
CD8+ (TU)('[I) = f(t7u(t)7c Dngu(t)) 7t € (07 1)
a1(Tu)(0) — ax(Tu)' (0) = A, by(Tu)(1) + by(Tu) = B

(3.6)
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Oﬁl<0&§2,0<ﬁ§l,aib2‘20 1=1,2, l:a1b1+a1b2—i—a2b1>0,
f:]0,1] x R x R — R est continue. Done, on a

Tult) = Ig, f(t, ult). D, u(t))

M[&ifﬂ,u() Dj u(1))
;:fﬁﬁﬁii:j%l?%fjgil (], u(1),° ZDO+1L(1)-%<P(t))
donc
(T (1) = I3 (0, 0(0).€ D) = 5215 40, (1) D)
allb%g;l (1, u(1), Dwﬂ)HM

et

"Dy, (Tu)(t) = L7 (Tu) (1)

= 5P F (b u(t). D)) — B (1, (). DYu(1)

[
b B—-0A
— LRI RF(L (1) DYu(1) + I e

alors de la continuité de la fonction f, on peut montrer, en utilisant le théo-
réme de convergence dominé de Lebesgue, que Tu,° Déi(Tu) e C([0,1))
Etape 2 : L'opérateur T envoi W dans lui-méme,i.e., T(W) C W, en effet :

pour tout u € W, on a

[Tu(t)] < !@(t)H/O (G(t,5)h(u(s),C Dyyus))|ds

1
<k +dK - 5)/ |G(t, s)|ds
0

21 + (Igbg

<k +dK—e¢) o)
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De méme, pour 0 < < 1, on a

DR T = 1000 = [ [ T
<t [ =97 (161 + [ s mhtatns Dt >|dr)
<y ) e 0o [ ([ i)
<1 U I

et pour § = 1

()] = | [ Gt nf (s u(e) Diuls))ds + ')
<190+ [ 15200 huls) Dl

< ks +d(K —5/[ (t,s)|ds

<k +dK — )F(a)

D’ou,

IT()I'(2 = B)
gd%er(K—a)%:d

| Tu || < 2k + d(K —¢)

par conséquent, T : W — W
Etape 3 : T est un opérateur continu En effet : pour u,, n=0,1,2...et u € W
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tels que lim, o0 || up, —u ||=0, on a

[T, (1)~ Tut) = | / (t,5) (£ (5 un(3).© Disuua(s)) = (s, u(s). Disu(s) ) s

< max ‘f (t, un(t D0+un( ) — ft,u 0+u / |G(t,s)|ds

t€[0,1]
21 + a2b2
- N te[o 1]

ax |t un(t),” Do un(t)) = f(t,u(t),C Dy ult))]

et pour 0 < < 1,0na

Dy (Tun)(£) = Dge (Tu)(1)] = ]ﬁ / (t =) (Tun)'(s) = (Tu) (s)

< - ([ ot s

— f(r,u(r),” Dgyu(r))|dr)ds
< max | f(t,un(t),” D0+un< ) — f(t,u(t), Do-s—“( )|

tel0,1

| e
y m/ (t— ) 6(/ 192 s, m)ldr)ds
< max | f(t,un(t), D0+Un< ) — [t u(t),” D0+u( )|

t€lo,1

2 ¢ B
xm/o“”) s

;max U Dy — U
< Fr i 2 0 0) DYy 6) = (8, (). D

et pour S =1,0n a

(Tua) (8) = (Tu) ()] = | /Ol%t,s) (£(5,un(s).5 DFun(s) = f(s,u(s).° D u(s))) ) s

— U/ B S S

< e |6 ua(0) D)) = 18, (0. D) / % )l
2

< iy I (6 ua(0) D) = £6u(0) Du(t)|

Alors en vue de la continuité uniforme de la fonction f sur [0, 1] x [—d, d]

[—d, d], on obtient que T est continue.
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Etape 4 : L'opérateur T est compact En effet ,soit ¢,7 € [0,1] tels que
t <7 et soit N = maxejo)uew |f(t, u(t),° D0+u( )|+ 1. Alors on a

[Tu(t) = Tu(r)| = I/ ) $))f (s, u(s),” Dgyu(s))ds + (1) — o(7)|

<N/|Gts Ts|d8+/ |G(t,s) — G(T,s)|ds

#1609 - Gl 9)lds) + 1of6) — o0

(1—s)2 1 —(t —s)o! oy aabi (1 =s)r!
<ni[ — + (= 6

))ds

albg (]_ — 8)a_2
I T(a—1)

T(r—s)! aiby (1 —8)271  aby (1 —5)*72
+/t O P I U)o el 'y S B P s

+ [ -0 e+ 2 e ¢ foto) - oto)

B T (r—s)>! . bt —s)ot . ayby [t (1—s)! .
=N eyt [ Sy 0 [ SR
+ CleQ /0 (]_ — S) ds)] i (7‘ o t) |alB — blA|

[ Ia—1) l
N Tt a1by a1bs la1 B — by A|
M T ey ) T 0T

et pour 0 < f<1lona
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Dy, (Tu)(t) =Dy, (Tu)(7)]

i |/ (4= )7 [ G 5.001(0.u(0) D u(0)db + ¢ (5)a

+w%)ﬂ&—l(7—$ﬁ(oig@0VWW@)lhuwww+¢wﬂﬁl
1 ! oG .
< il [ 697 S 05000 Do)

_/O (r— 5)°7( O ‘Z_G(S,e)f(e u(6),C DL, u(0))d6)ds|

—5) s

_/0 (T_S)—ﬂ(/o %—f(s 0)f(0,u(0), Dy, u(6))do)ds|
1 ¢ 8

+r(1—5)‘ 0 (t= 9/ (s)ds

i[“‘@ﬂ (5)ds] + \/ s = [ (s P s

2N —s) P —(r—5s S —2N TT Pds
= T(i- ) A(“ o ))d+Fﬂ—B) /( o
\alB — b Al \alB b1 Al
IT(1— 8 /( —(r =) IT(1— B / )ds
|CblB — blA| 1— 1—
< (R + = A
et pour S =1,o0na
(Tw)'(t) — (Tw)'(1)] = !/ Gy(t,s)f (s, u(s),” Dgyu(s))ds + ¢'(t)

_A‘%hﬁﬂ u(s)," Dgu(s))ds = /(1)

s ([ s [ oas)

N a-1_ ja-1 T— a—1
(o) (T 7+ 2(r =)

IN

IN
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Maintenant, en utilisant le fait que les fonctions 7¢ — t& 771 — =1 et
7178 — #1-8 sont uniformément continues sur l'intervalle|0,1], on conclut que
T(W) est un ensemble équi-continu. Evidemment,il est uniformément borné
puisque T (W) C W. par conséquent,par le théoréme d’ascoli-Arzéla, T' est
compact. Le théoréme du point fixe de Schauder affirme ’existence d’une

solution dans W pour le probléme(3.1) le corollaire suivant est évident

Corollaire 3.2.7 On suppose qu’il existe deux fonctions positives a, b € C([0, 1], R)
telles que
[t 2, 9)] < )z’ +0)yl°, 0<p,0<1

Alors,il existe au moins une solution pour le probléme, aux limites (3.1)

Preuve : En effet, on a

Ao |f(t,z,y)| < - a(t)|z[P + b(t)|y|®
(J2|+]y))—+o0 2| + |y (Jz|+yl)—-+oo 2| + [y]
. [P + |y|?
<max{[| @ [[o, | 0 [}  lim

(J2l+]y)—+oo || + |y]

=0< K
m Exemple 3.1 On considére le probléme
“Du(t) = (t— L3 (u(t) +¢ D¢ u(t)), 0<t<1
u(0) = A,/ (1) =B

) = \/TE, un calcul simple montre que
t— 4Pl +y < B

En utilisant le fait que T'(

Ir '
K — ﬁ = \/?% puisque | f(t,z,y

|z +y
1
lim — 8 <K= ﬁ
(x|l +lyh)—+oo |z| + ly| 8 8

3
2
t

le théoréme (2.2.5) assure l'existence d’une solution pour ce probléme "

Théoreme 3.2.8 Supposons que la fonction f satisfait la condition

’f(taxbyl) - f(t7$27y2)| S L(|$1 - :C2| + |y1 - y2‘)

pour tout : ¢ € [0,1], 21,22, 71,y2 € R avec une constante L vérifiant
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0 < L < K. Alors le probléme aux limites (3.1) admet une solution unique
ue X

Preuve : On a déja vu dans la section précédente que la continuité de f
entraine que T'u,° Déﬂ(Tu) € C([0,1,R);(i.e) T : X — X est bien défini.
Pour appliquer le théoréeme du point fixe de Banach on a besoin de vérifier

que T est une contraction En effet,pour tout u,v € X', on a

Tutt) = Tol0)] = | [ G616 Deu(s) = 6006 D)

SLHu—vH/IG@$Ws
0

2l + asby L
S@ I
IT ()

et pour 0 < < 1,0na

u—uv |

1 t B / /
m/o (t = )7 ((Tw)'(s) — (Tw)'(s))ds]

1 ! oG
< i 0= 1t Dt
~ (7 vlr) Do) )ir)ds

§L||u—v||r(+_ﬁ)/o(t—s) 5(/0 %f(s )dr)ds

“DE. Tu(t) —* D To(t)] =

et pour 5 =1,o0na
|(Tu)'(t) = (Tv)'(t)| = I/0 %(t $)(f(5),u(s),° Dgyu(s)) = f(5,v(s),” Dg.)))ds|

e
<Ll|u—w / —(t,s)|ds
| I i 5 (& 5)]

par conséquent,

| Tu—Tv ||< L(—=——
0%
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Donc, le théoréme du point fixe de Banach nous assure ’existence d’un unique

point fixe qui est I'unique solution du probléme (3.1)

3.3 Dépendance des solutions aux parameétres

la présente section est consacrée a I’étude de la dépendance de la solution
aux parameétres a, A B et f pour le probléme (3.1), & condition que la fonction

f(t,x,y) est lipschitzienne par rapport a x et y

Théoréme 3.3.1 Supposons que les conditions du théoréme (3.2.8) sont

satisfaite. Soit wug, us les solutions, respectivement, du probléme (3.1), et

CDSEu(t) = f(t,u(t).c Doyult)), te(0,1)
a1u(0) —au’(0) = A, biu(l) + b/ (1) = B

oul<a—e<2Alors || u; —uy ||=o(e)

Preuve : soit G1(t, s) = G(t,s) et

ﬁ[(t _ S)Ot*E*]. _ aglbl (1 _ S)afefl _ allbl (1 _ S)Oﬁf*lt]
Gs(t, s) = ey [ R (L = 8) R = R (1= )2 ], sis <t
ﬁ[_aglbl(l — s)ememl — mibi(] _ gja—e-ly]
\+F(a—15—1) [—a2b2 (] — g)omem2 — @b (] — g)* =2, sit <,

la fonction de Green associée au probléme (3.3.1) Alors

1
wlt) = [ Gilt:9)f ((s.m5) Divr(s)) s + (0
0
et .
us(t) = /0 Ga(t,5)f (5,w(5).C Dya(s) ) ds + o(1)
Tout d’abord, on montre que

/0 |G1(t, s) — Ga(t, s)|ds = 0(5),/0 \%(t, s) — %(t, s)lds = o(e) (3.7)
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Observant que

['(a) ['(a—ce¢)
CLle alblt ! (1 — S)ail (]. — 3)047571
— + / | Mo — ) |ds
CLQbQ &1b1t / | B (1 — S)a_€_2 |d8
(o — 1 MNa—e—1)

et

e 0G5 Pt—s)2"2  (t—s)oe?
A'?F@”%“Bfmgwsgl|r@—1)_r@—e—nus

1 1 — a—1 1 — a—e—1
+CL1[)1/ ‘< 8) _( S) ’dS

I'a—¢)

_ _ a—e—2
Cble/ ‘ _ (1 S) ’ds
a—l MNa—e—1)

on va estimer les intégrales précédentes En effet, on a

t(t—S)a (t_sasl t_Soz 1_(t_8)a—€—1 )
[ e e <[ 15 M)
a e—1 (t _ S)a—e—l
S s e

— a—1 a:ozfefl dﬂ?
r<a>/o "’ |

ot L /tu Joe1g

— — S S
M) Ta—9),

1 1 1 1 1 1
< ——(

1 II'(ov — € + 6e)| )
ala—e)l(a)  (a—e)l(a)'(a—c¢)
= EMla

pour certain ; avec 0 < #; < 1 et par de simples calculs, on trouve aussi

oo e taola=:

(o — e+ 1+ 0¢)

by bty (S0 e
['a—e¢)

= €M2,

l l>ﬂa+mwa—a+n



3.3 Dépendance des solutions aux paramétres 55

pour certain #y avec 0 < 02 <let

a2b2 albgt 1 — S)a_€_2 asbe a1bat F/(Oé — &+ 96)
ds <
/‘ a—l Ta—e—Dl* =+ )T ara-9
= 5.]\437

pour certain A3 avec 0 < 03 < 1 Donc, on a
1
/ Go(t5) — Golt, 5)|ds < (M + My + Ms)
0

De méme, on a

—5)%7 (t—s) 1 IT(a—e—1+4 0e)]
ds < = eM;
/‘ a—l To—e—n =G Ta- =9 '~ M
pour certain 0] avec 0 < 0] < 1 et
aby [ (1 —s)*t (1 —s)eet arby |I(a—e+1+4 6e)| ,
— ds < =clM.
/‘ [Na—e¢) ds < e l F(a+1)F(a—e+1)> =Mz

pour certain 0 avec 0 < 05 < 1 et
a1 by - (1 —5)xe2 arby [T (v — € + O¢)]| ,
ds < =cM
/' a—l To—e—D) = TTaas ) ~ M

pour certain #5 avec 0 < 05 < 1 Donc, on a

/ \aGl 632 (t,s)|ds < e(M! + M} + M})

De plus,

) = (0] = | [ Gult: 901t D5
/GﬂsﬂHM)DwMD%
l/nkﬁsﬂf@ud)CD&U&@MS—Gﬂtﬁfwuﬂ@fD@uﬂ$»%l
/W&tstuﬂ)Dwm»—Gw@ﬂmM$%ﬁm@n

1
<ilwm—wl [ G+ 1111 [ 16309 - Gatt s)as
0 0

(21 —+ GQbQ)L

1
< ER S = |+ [ 16t s) = Gatt )l
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ou

[ = sup {maX | f (£, ua(t), Dy uz (1))}

0<e<a—1 t€[0,1

pour 0 < 8 < 1,o0n a

|CD§+U1(t) —° D§+u2( )| < F(ll— 3 / (t—s) (/ |6G1 (1, u1(7),° Dngul(T))

O 4 ) (7 a(r).f Do) s
1 t aGl
gm/ou—s /| (5, 7)f (7. w3 (7). D (7))
(?Gl

(5 ) (7, us(7).C DY us(T))|dr
/ |8G1 (5,7) f (7, ua(T),¢ DS us(7))

——(5,7) f (1, us(7)," Dgyua(r))|d7)ds

1
SLHUI_UZHF(l /t—s /|%ST|dT

1 oG oG
U g [ =97 152 om) = S mlamas
< 2L
“ = |
6’G1 06,
i =97 15 - S s i
et pour =1, o0n a
oG oG _0G
|u1<>—u2<>|<L||u1—u2u/ ot sds + 11011 [ 15k - e )l
<2l w1 [ s aG2<t,s>|ds

il en résulte que pour 0 < 8 < 1, on a

i =a | £ =l 17 1 g [ =97 152 = S e

+A I/0 |G (t, s) — Galt, 5)|ds]
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et pour =1, o0n a

8G1 0G5
= 1< T N[ 1252 00) = St i

ST [ 164(05) — G, s
0
par conséquent,conformément a (3.7), on obtient
[l ur — s [|= ofe)

ce qui termine la démonstration

Théoréme 3.3.2 supposons que les conditions du théoréme (3.2.8) sont sa-

tisfaite. Soit uy,us les solutions, respectivement ,des problémes
°Dg,u(t) = f(t,u(t), Dy u(t)),t € (0,1)
a1u(0) — asu/(0) = A, pu(l) + bu/(1) = B
et
‘D% u(t) = f(t,u(t), Db ut),te(0,1)
a1u(0) — agu’(0) = A+e1, biu(l) + bt/ (1) = 5+ &9
Alors

| ur — us ||= o(max{e1,e2})

Preuve : soit

bi+b)A+asB | aB—bA
oty = 2)l e

oo(t) = (by + b)) (A + 811) + as(B + &) " a1 (B + e9) l— b (A +51)t

Alors
wt) = [ G(t.5)f(s.1(5) Da(9)ds +1(0)

et

wlt) = [ 60,50 (sva(5) Difua()ds + galt)
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Ainsi, on obtient

|m@%—m@HSLHUrﬂmHAIG@$W&+Wﬂﬂ—wﬂm

L(2L + agbg) (bl -+ b2)€1 + a9€9 |CL1€2 — b151|
< A7 ere) _
S T M) muell z L
et pour 0 < <1, o0na
1 oG
D s (t) ~€ Dfus(t)] < L | s - uﬂr(Lﬁg/' /\ (s, 7)ldr)ds
1 _
+ m/o (t = 5) 7l (t) — @h(t)]ds
2L 1 la1ea — bieq|
< /= _
Ste-pr@ T e
et pour =1, on a
uy(t) — ua(t)] < L || ur — uz II/ =, (&, 8)[ds + [1() — ¥5(2)]
|G152 bl€1|
< — L |
= F(oz) || Uy — Uz || I

par conséquent,

1 (b1 + 52)81 + 9&2 i |a152 — b1€1’

— <
I =we lf = =777 l l
1 ‘a162—61€1|
M YO R —
max{€1,82}<b1—|—b2+a2+a1+b1+ 1 a1+bl)
- 1-L/K l l re—-p) |1

par conséquent, la conclusion du théoréme (3.2.8) s’ensuit

Théoreme 3.3.3 Supposons que les conditions du théoréme sont satisfaite.

Soit uy,us des solutions, respectivement, des problémes :
°Dg.u(t) = f(t,u(t), Dgult)),t € (0,1)
a1u(0) — au'(0) = A, bu(l) +bu/(1) = B

et
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“Dg.u(t) = f(t,u(t)* Dysult)) +¢ ¢ € (0,1)
a1u(0) — au/(0) = A,  byu(l) + bu/(1) = B
Alors

w1 = s ||= o(e)

Preuve : Notons que

/Gts (w1 (s). DP, un(s))ds + o(t)

un(t) = / G(t, 5)((t, ua(s).C DE.Us(s)) + £)ds + (1)

0
Donc,

1
) = us(®)] <Ll —wa | [ Gt 9)lds + Gt )lds
0

L<2L + agbg) 6(2l -+ a2b2)

< AT T e _
S R v

et pour 0 < < 1,0na:

°D u () = Dyus(t)] < L || ug — us |

(11 / /| (s,7)|dT)ds
+ = ! /t /| )|dr)d
=7 s) (s,7)|dT

2e

_ 2L
~I2-p)l(e)

[y —us || +

I'(2-p)(a)

et pour =1, 0n a

40 01 <l o | [ 15l e [ 1570 olas
< = |
ST )

Alors,

£ 2l—i—a2b2 2
[ —us [|< 1-L/K ( IT() - F(Q—B)F(Oz))

et on obtient le résultat désire.



Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité
des solutions du probléme aux limites associé a une équation différentielle
non linéaire d’ordre fractionnaire au sens de Caputo . Ces résultats ont été
obtenus par d’applications de la théorie de point fixe, en particulier on a
utilisé le principe de contraction de Banach et le théoréme de point fixe de
Schauder .
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