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Notations

Dans tous ce quis suit, nous avons utilisera les notation suivantes :
Lp(Ω) = {u : Ω −→ R mesurable sur Ω et

∫
Ω
|u(t)|pdt < +∞ avec 1 ≤ p <

+∞}
‖u‖p =

(∫
Ω
|u(t)|pdt

) 1
p

C(Ω) espace des fonctions continues dans Ω,
‖u‖∞ = supt∈[a,b] |u(t)|,
Ck(Ω) espace des fonctions u : Ω −→ R qui sont k fois différentiables sur
Ω, et leur dérivée a l’ordre k sont continues sur Ω,
Supp(u) la fermeture dans R dans l’ensemble {t ∈ Ω u(t) 6= 0},
Cc(Ω) = {u ∈ C(Ω) :Supp(u) compact },
X′ le duale topologique de l’espace X,
C∞(Ω) espace des fonctions u : Ω −→ R qui sont infiniment différentiable
sur Ω,
C∞0 (Ω) sous ensemble de C∞(Ω) constitue de fonctions à support compacts
dans Ω

〈·, ·〉 croche de dualité entre X et son dual X′

p.p. presque partout,
i.e. c’est-a-dire,
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Iαa+ intégrale fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a gauche,
Iαb− intégrale fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a droit,
Dα
a+ dérivée fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a gauche,

Dα
b− dérivée fractionnelle au sens de Riemann-Liouville a droite,

cDα
a+ dérivée fractionnelle au sens de Caputo a gauche,

cDα
b− dérivée fractionnelle au sens de Caputo a droite,

Iα− intégrale fractionnelle au sens de Riemann-Liouville à droite sur la droit
réelle,
Iα+ intégrale fractionnelle au sens de Riemann-Liouville à gauche sur la droit
réelle,
Dα

+ dérivée fractionnelle au sens de Riemann-Liouville à droite sur la droit
réelle,
Dα
− dérivée fractionnelle au sens de Riemann-Liouville à gauche sur la droit

réelle,
C.U → converge uniformément.



Introduction

Les équations différentielle d’ordre fractionnaire sont révélées récemment
des outils précieux dans la modélisation de nombreux phénomènes dans di-
vers domaines de la science et de l’ingénierie. En effet, nous pouvons trouver
de nombreuses d’applications en , électrochimie, contrôle, média poreux, élec-
tromagnétiques,...ext. Pour les documents remarquables traitant de l’opéra-
teur intégral et de l’opérateur différent de l’ordre fractionnaire arbitraire).
Il ya eu un développement important dans les équations différentielles frac-
tionnées au cours des dernières années. Certains résultats pour les inclusions
différentielles fractionnaires peuvent être trouvées dans le livre par Plotni-
kov.très récemment, une théorie de base pour le problème de valeur initiale
des équations différentielles fractionnelles impliquant l’opérateur différent de
Riemann-Liouville a été discutée par Vatsala Certains résultats d’existence
ont été données pour le problèmecDα

0+u(t) = f(t, u(t)), t ∈ (0, 1), 1 < α ≤ 2

u(0) + u′(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0

Dans cette mémoire nous présentons les résultats d’existence pour le pro-
blème précédent. Dans le chapitre 3, nous donnons deux résultats, un basé
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sur le théorème de point fixe Schauder, et un exemple pour démontre d’ap-
plications de nos principaux résultats. Ces résultats peuvent être considérés
comme une contribution à ce domaine émergent.



Quelque outils de base
Critère de compacité sur les intervalles
bornés et non bornés
Théorie du point fixe

1. Préliminaires

1.1 Quelque outils de base

Théorème 1.1.1 (convergence dominée de Lebesgue)[1, 2, 3]
Soit Ω ⊂ R un ouvert et soit une suite (un) ⊂ L1(Ω) telle que
1. un(x) 7−→ u(x) p.p dans Ω quand n 7−→ ∞
2. il existe une fonction v ∈ L1(Ω) telle que pour tout n
| un(x) |≤ v(x) p.p dans Ω alors
u ∈ L1(Ω) et un 7−→ u dans L1(Ω) i.e

∫
Ω
|un − u|dx 7−→ 0

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Young (1912))[4] si a et b sont des nombre
réel positifs et p, q sont des nombres réels positifs tels que 1

q
+ 1

p
= 1 alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q

Théorème 1.1.3 (Inégalité de Hôlder)[4] soit u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω) tel
que 1

p
+ 1

q
= 1 avec 1 ≤ p <∞ alors uv ∈ L1(Ω) et∫

Ω

|uv| ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lq
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Théorème 1.1.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)[4] Soit u ∈ L2(Ω) et v ∈
L2(Ω) Alors : ∫

Ω

|uv| ≤ ‖u‖L2‖v‖L2

Proposition 1.1.5 (la règle intégrale de Leibniz)[5] si f est intégrable , alors

d

dt

∫ t

a

f(t, s)ds =

∫ t

a

d

dt
f(t, s)ds+ f(t, t)

D’une manière générale,on a

d

dt

∫ b(t)

a(t)

f(t, s)ds =

∫ b(t)

a(t)

d

dt
f(t, s)ds+ f(b(t), t)

db(t)

dt
− f(a(t), t)

da(t)

dt

1.1.1 Espace de fonction absolument continues
Définition 1.1.1 On dit qu’une fonction f est Absolument Continue Sur
[a, b] et on note f ∈ AC([a, b]) si :
∀ε > 0,∃δ > 0 tel que pur tout -Partition ((ak, bk))k sont deux à deux
disjoint de [a, b],on a

Σn
k=1(bk − ak) < δ =⇒ Σn

k=1|f(bk)− f(ak)| < ε

R si f ∈ AC([a, b])] ,alors presque partout sur [a, b], elle admet une
dérivée intégrable sur cette intervalle et

∀x ∈ [a, b] : f(x) = f(a) +

∫ x

a
f ′(t)dt

R L’espace AC([a, b]) muni de la norme ‖f‖ = ‖f‖∞ + ‖f ′‖L1 est un
espace de Banach

Définition 1.1.2 On note par ACn([a, b]), la classe des fonction f continu-
ment dérivables jusqu’à l’ordre (n-1)sur [a, b] avec fn−1 ∈ AC([a, b]) En
particulier AC1([a, b]) = AC([a, b])
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Définition 1.1.3 On dit qu’une fonction f est absolument continue sur
[a,+∞]et on note f ∈ AC([a; +∞]) si elle est absolument continue sur
chaque compact de [a,+∞]

1.2 Critère de compacité sur les intervalles bornés et non bor-

nés
Définition 1.2.1 (l’équi-continué) On dit que l’ensemble M ⊂ C([a, b],R)

est équi-continue si

∀ε > 0,∃δ, ∀t1, t2 ∈ [a, b] : |t1 − t2| < δ ⇒ |u(t1)− u(t2)| < ε,∀u ∈M

Théorème 1.2.1 (Ascoli-Arzéla)[6] soit M ⊂ C([a, b],R). M est relative-
ment compact si et seulement si

1. M est borné,
2. M est équi-continu

1.3 Théorie du point fixe
Définition 1.3.1 Soit T une application d’un espace de Banach X dans lui
même. On dit que T est une contraction s’il existe un nombre 0 < k < 1

tel que
‖Tx− Ty‖ ≤ k‖x− y‖,∀x, y ∈ X

Théorème 1.3.1 (de Banach) [7, 8] Une contraction d’un espace de Banach
X dans lui même a un unique point fixe dans X.

Définition 1.3.2 Soit X un espace de Banach. On dit que l’opérateur T :

X −→ X est compact si l’image de tout borné dans X est relativement
compact dans X

Définition 1.3.3 Soit X un espace de Banach. On dit que l’opérateur T :

X −→ X est complètement continue s’il est compact et continu .
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Théorème 1.3.2 (de Schauder)[9, 7]
Soit C sous-ensemble convexe, fermé, borné et non vide d’un espace de

Banach X et soit T : C −→ Cun opérateur complètement continu. Alors
T admet au moins un point fixe dans C.

Définition 1.3.4 Soit X un espace de Banach et soit S ⊂ X vérifiant X ⊂⋃
x∈S B(x, ε). Alors l’ensemble S est appelé ε-réseau .

Définition 1.3.5 (totalement borné) Soit X un espace de Banach et soit
S ⊂ X. On dit que S est totalement borné(prècompact)si pour tout ε >
0,il existe ε-réseau fini pour S.(i.e) ∃xi ∈ S, i = 1, ..., n tels que :S ⊂⋃n
i=1B(xi, ε).

Proposition 1.3.3 (Fréchet)[10] Une partie S d’un espace de Banach X est
relativement compact si et seulement si elle est totalement bornée.

Proposition 1.3.4 Une partie d’un espace de Banach est compact si et
seulement si elle est prècompact et fermé.



Fonctions élémentaires
Intégrale fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville
Dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville quand 0 < α < 1

Dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville dans le cas général
Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2. Calcule fractionnaires

Proposition 2.0.1 (formule de Dirichlet)[11] Si l’une des deux intégrales
suivantes est absolument convergente , alors on a

b∫
a

[

x∫
a

f(x, y)dy ] dx =

b∫
a

[

b∫
y

f(x, y)dx ] dy (II.1)

R Comme cas particulier de la formule (II.1), on obtient

b∫
a

(x− t)α[
t∫

a

(t− s)βg(t, s)ds]dt =
b∫
a

[

b∫
s

(x− t)α(t− s)βg(t, s)dt]ds.

2.1 Fonctions élémentaires

On appelle quelques fonctions spéciales qui jouent un rôle important dans
la calcule fractionnaire.

L’une des fonctions de base du calcule fractionnaire est la fonction gamma
d’Euler.

Cette fonction est tout simplement la généralisation de la factorielle à
tous les nombre réels.
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Définition 2.1.1 La fonction gamma d’Euler est définie par l’intégrale conver-
gente suivante dite d’Euler de seconde type

Γ(α) =

+∞∫
0

tα−1e−tdt, α > 0

pour α ∈ R/Z−, on a

Γ(α)− Γ(−α) = − π

sin πα

Proposition 2.1.1 ([12, 11])
La fonction gamma Γ(.) possède les propriétés fondamentales suivantes :

1. Γ(1) = 1

2. Γ(1/2) =
√
π

3. Γ(0+) = +∞
4. pour α > 0 :Γ(α + 1) = αΓ(α)

5. pour α < 0 :Γ(1− α) = −αΓ(−α),
6. Γ(n) = (n− 1)! pour n ≥ 1

7. pour α > 0 : lim
a→0+

αΓ(α) = 1,

8. pour tout α > 0, et n ∈ N on a : Γ(α) = Γ(α+1)
α(α+1)(α+2)...(α+n−1)

9. Γ′(α) =
+∞∫
0

tα−1e−t ln t dt,∀α > 0

Définition 2.1.2 La fonction Bêta est définie par l’intégrale suivante dite
d’Euler du premier type

B(α, β) =

1∫
0

tα−1(1− t)β−1dt, α, β > 0

Proposition 2.1.2 ([12, 11]) La fonction Bêta vérifier les propriétés sui-
vantes :

1. pour α,β > 0 B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)

2. B(α, β) = B(β, α) (symétrique)
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3. B(α, β) =
+∞∫
0

tα−1

(1+t)α+β
dt = 2

π/2∫
0

(sin t)2α−1(cos t)2β−1dt

4. (α + β)B(α, β + 1) = βB(α, β).

2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Proposition 2.2.1 [12, 13, 11] pour n ∈ N∗, l’intégrale d’ordre n est donnée
par la formule suivante :

x∫
a

dx1

x1∫
a

dx2

x2∫
a

dx3...

xn−1∫
a

f(t)dt =
1

(n− 1)!

x∫
a

(x− t)n−1f(t)dt

où f ∈ L1(a, b).

on peut généraliser, d’une manière naturelle, la formule précédente
pour n = α qui est un nombre réel quelconque par la définition suivante .

Définition 2.2.1 L’intégrale fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Riemann-
Liouville

d’une fonction f : (a, b) −→ R est définie par :

Iαa+u(t) =
1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1u(s)ds, t > a

et

Iαb−u(t) =
1

Γ(α)

b∫
t

(s− t)α−1u(s)ds, t < b

pour vu que les parties intégrales existent (on prend par exemple u ∈
L1([a, b])o , u ∈ C([a, b],R)) pour α = 0, on pose
I0
a+ = Id, l’opérateur identité,
I0
b− = Id, l’opérateur identité.

R Si α = n ∈ N∗, la définition (2.2.1) coïncide avec l’intégrale d’ordre n
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qui est donnée dans la proposition (2.2.1)

Ina+u(t) =
1

(n− 1)!

t∫
a

(t− s)n−1u(s)ds, t ∈ [a, b], n ∈ N

et

Inb−u(t) =
1

(n− 1)!

b∫
t

(s− t)n−1u(s)ds, t ∈ [a, b], n ∈ N

� Exemple 2.1 pour t > a, α > 0, β > −1, on a

1. Iαa+(t− a)β = Γ(β+1)
Γ(β+α+1)

(t− a)α+β,
2. Iαb−(b− t)β = Γ(β+1)

Γ(β+α+1)
(b− t)α+β.

�

R Si a = 0, on écrit

Iαa+u(t) =

{
[u ∗ ϕα](t) si t > 0

0 si t ≤ 0

avec ϕα(t) = tα−1

Γ(α)et u∗ϕα est le produit de convolution qui est définie
par la formule suivante :

(u ∗ ϕα)(x) =
+∞∫
−∞

u(x− y)ϕα(y)dy

R De la linéarité de l’intégrale , on peut vérifier facilement que l’opéra-
teur Iαa+ est linéaire.
Le résultat suivant donne le caractère borné de l’opérateur intégrale
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de l’espace Lp([0, T ],R)
vers l’espace Lp([0, T ],R) ou 1 ≤ p <∞. Il convient de mentionner ici
que des résultats similaires ont été présentés dans [13, 11].

Lemme 2.2.2 Soit 0 < α < 1 et 1 ≤ p <∞. pour tout u ∈ Lp([0, T ],R), on a

‖Iα0+u‖Lp([0,T ]) ≤
Tα

Γ(α + 1)
‖u‖Lp([0,T ]) (I.2)
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Preuve : Si p = 1, on a

‖ Iα0+u‖L1([0,T ]) =
1

Γ(α)

T∫
0

∣∣∣∣∣∣
ε∫

0

(ε− τ)α−1u(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣dε
≤ 1

Γ(α)

T∫
0

 ε∫
0

(ε− τ)α−1 |u(τ)| dτ

dε
=

1

Γ(α)

T∫
0

|u(τ)|

 T∫
τ

(ε− τ)α−1dε

dτ
=

1

Γ(α + 1)

T∫
0

|u(τ)|(T − τ)αdτ

≤ Tα

Γ(α + 1)
‖u‖L1([o,T ]). (I.3)

Maintenant supposons que 1 < p <∞ et v ∈ Lq([0, T ]), où 1
p

+ 1
q

= 1 On a,
en utilisant l’inégalité de Hölder :

|
∫ T

0

v(ε)

∫ ε

0

(ε− τ)α−1u(τ)dτdε | =|
∫ T

0

v(ε)

∫ ε

0

τα−1u(ε− τ)dτdε |

≤
∫ T

0

| v(ε) |
∫ ε

0

τα−1 | u(ε− τ) | dτdε

=

∫ T

0

τα−1dτ

∫ T

τ

| v(ε) || u(ε− τ) | dε

≤
∫ T

0

τα−1dτ(

∫ T

τ

| v(ε) |q dε)
1
q (

∫ T

τ

| u(ε− τ) |p| dε)
1
p

≤ Tα

α
‖ u ‖LP ([0,T ])‖ v ‖Lq([0,T ]) (I.4)

On considère la fonctionnelle Hu : Lq([0, T ],R)→ R définie par

Hu(v) =

∫ T

0

[

∫ ε

0

(ε− τ)α−1u(τ) | dτ ]v(ε)dε (I.5)

D’après (I.4), il est évident que Hu ∈ (Lq([0, T ]),R)′où Hu ∈ (Lq([0, T ]),R)′

désigne le dual de l’espace Hu ∈ (Lq([0, T ]),RN). De plus, par (I.4),(2.2.3) et
le théorème de représentation de Riesz, il existe ω ∈ Lp([0, T ],R) tel que∫ T

0

ω(ε)v(ε)dε =

∫ T

0

[

∫ ε

0

(ε− τ)α−1u(τ)dτ ]v(ε)dε (I.6)
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et
‖ω‖Lp([0,T ]) ≤

Tα

α
‖u‖Lp([0,T ]) (I.7)

pour tout v ∈ (Lq([0, T ],R), ainsi, on a par (I.6)

1

Γ(α)
ω(ε) =

1

Γ(α)

ε∫
0

(ε− τ)α−1u(τ)dτ = Iα0+u(ε)

pour ε ∈ [0, T ] ce qui signifie que

‖Iα0+u‖Lp([0,T ]) =
1

Γ(α)
‖ω‖Lp([0,T ]) ≤

Tα

Γ(α + 1)
‖u‖Lp([0,T ]) (I.8)

et ceci d’après (I.7). En combinant (I.3) et (I.8) on obtient l’inégalité (I.2)
La démonstration est achevée.

Proposition 2.2.3 ([11, 12]) Soit α > 0, on a
1. Iαa+u(a) = 0 pour u ∈ C([a.b]),
2. Iαa+ : C([a, b]) −→ C([a, b]) est bien défini

Preuve :

1)Évident d’après la définition de l’intégrale fractionnaire.
2) Soit u ∈ C([a, b]) et soit t1, t2 ∈ [a, b] tels que t1 −→ t2. On suppose par
exemple que t2 < t1, alors

|Iαa+u(t1)− Iαa+u(t2)| ≤

∣∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

t1∫
a

(t1 − s)α−1u(s)ds− 1

Γ(α)

t2∫
a

(t2 − s)α−1u(s)ds

∣∣∣∣∣∣
= 1

Γ(α)

[
t2∫
a

(t1 − s)α−1u(s)ds+
t1∫
t2

(t1 − s)α−1u(s)ds

−
t2∫
a

(t2 − s)α−1u(s)ds

]

≤ 1

Γ(α)

t2∫
a

((t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1)‖u‖∞

+
1

Γ(α)
(

t2∫
t1

(t1 − s)α−1ds)‖u‖∞

≤ ‖u‖∞
Γ(α + 1)

[(t1 − a)α − (t2 − a)α]
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Donc
∣∣Iαa+u(t1)− Iαa+u(t2)

∣∣→ 0 quand t1 −→ t2

D’où le résultat .

Proposition 2.2.4 ([12, 11]) L’opérateur Iαa+AC([a, b]) → AC([a, b]) est
bien défini

Preuve : Soit u ∈ AC([a, b]).

Étape 1 :Iαa+u(t) est dérivable presque partout puisque

Iαa+u(t) =
1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1u(s)ds

alors
d

dt
Iαa+u(t) =

1

Γ(α)

d

dt

t∫
a

(t− s)α−1u(s)ds.

Comme f ∈ AC([a, b]), on obtient

d

dt
Iαa+u(t) =

1

Γ(α)

d

dt

t∫
a

(t− s)α−1

u(a) +

s∫
a

u′(τ)dτ

ds
=

1

Γ(α)

d

dt

t∫
a

(t− s)α−1u(a)ds+
1

Γ(α)

d

dt

t∫
a

(t− s)α−1

 s∫
a

u′(τ)dτ

 ds
Et d’après la formule de Dirichlet

d

dt
Iαa+u(t) =

1

Γ(α)

d

dt

t∫
a

(t− s)α−1u(a)ds+
1

Γ(α)

d

dt

t∫
a

u′(τ)ds

 t∫
τ

(t− s)α−1ds

 dτ
=
u(a)

Γ(α)

d

dt

(t− a)α

α
+

1

Γ(α)

d

dt

t∫
a

u′(t)[

t∫
τ

(t− s)α−1ds]dτ

=
u(a)

Γ(α)
(t− a)α−1 +

1

Γ(α)

d

dt

t∫
a

u′(t)[

t∫
τ

(α− 1)(t− s)α−1ds]dτ

=
(t− a)α−1

Γ(α)
u(a) +

1

Γ(α)
u′(τ)(t− τ)α−2dτ

=
(t− a)α−1

Γ(α)
u(a) + Iαa+u

′(t)



2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville 19

Et on conclut en utilisant la proposition (2.0.1)
Étape 2 : D(Iαa+u) est intégrable .
on a d’après le résultat précédent

d

dt
Iαa+u(t) =

(t− a)α−1

Γ(α)
u(a) + Iαa+u

′(t).

On pose
v(t) = u′(t)et h(t) = (t−a)α−1

Γ(α)
u(a) ; les fonctions v et h sont intégrables sur

[a, b] et puisque

d

dt
Iαa+u(t) = v(t) + h(t),

alors D(Iαa+u) est intégrable.

Théorème 2.2.5 (propriété du semi-groupe)[12] Soit α, β ≥ 0 et u ∈ L1([a.b]),
alors :

Iαa+(Iβa+u) = Iα+β
a+ u

1.2. Iαb−(Iβb−u) = Iα+β
b− u

Preuve : on a

Iαa+I
β
a+u(t) =

1

Γ(α)Γ(β)

t∫
a

(t− s)α−1(

t∫
a

(s− τ)β−1u(τ)dτ)ds

En vue de la proposition (2.0.1), les intégrales existent, et par la formule
de Dirichlet, on obtient

Iαa+(Iβa+u(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

t∫
a

t∫
τ

(t− s)α−1(s− τ)β−1u(τ)dsdτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

t∫
a

u(τ)(

t∫
τ

(t− s)α−1(s− τ)β−1ds)dτ
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La substitution s = τ + µ(t− τ) nous donne

Iαa+I
β
a+u(t) =

1

Γ(α)Γ(β)

t∫
a

f(τ)

 1∫
0

[(t− τ)(1− µ)]α−1
[
µ(t− τ)β−1(t− τ)

]
dµ

dτ
=

1

Γ(α)Γ(β)

t∫
a

f(τ)(t− τ)β+α−1

 1∫
0

(1− µ)α−1µβ−1dµ

 dτ

D’après la proposition(2.1.2), on a

B(α, β) =

1∫
0

(1− µ)α−1µβ−1dµ =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

Ainsi, on a

Iαa+I
β
a+u(t) =

1

Γ(α + β)

1∫
0

f(τ)(t− τ)α+β−1dτ = Iα+β
a+ u

presque partout sur [a,b]
D’après la proposition (2.2.3), si u ∈ C([a, b]) alors Iαa+u ∈ C([a, b]), par
conséquence Iαa+I

β
a+ ∈ C([a, b]) et Iα+β

a+ u ∈ C([a, b]). Puisque ces deux fonc-
tions continues coïncident presque partout, il doivent coïncider partout, de
la même manière, on montre que Iαb− − I

β
b−u(t) = Iα+β

b− u(t)

Proposition 2.2.6 ([11]) Si 0 < α < 1, 1 < p < 1
α

alors les opérateurs
d’intégrations fractionnaires Iαa+ et Iαb− sont bornés de Lp dans Lq avec
q = p

1−αp

Proposition 2.2.7 (Intégration par parties)[12, 11] soit u ∈ Lp([a, b]), v ∈
Lq([a, b]) tels que 1

p
+ 1

q
≤ 1 + α , alors on a

b∫
a

(Iαa+u(t)) v(t)dt =

b∫
a

(
Iαb−v(t)

)
u(t)dt. (2.1)

Preuve :

Étape 1 : les deux intégrales précédentes sont convergentes.
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En effet, d’après l’inégalité de Hölder∣∣∣∣∫ b

a

(Iαb−v(t))u(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ‖u‖Lp‖Iαb−v‖Lp′
avec 1

p
+ 1

p′
= 1

Mais la question qui se pose est :a-t’on ‖Iαb−v‖Lp′ < +∞
D’après (2.2.6), alors

v ∈ Lq([a, b]) =⇒ Iαb−v ∈ L
q

1−αq ([a, b]) =⇒ ‖Iαb−v‖L q
1−αq

< +∞

Or on sait que si p1 > p2 ≥ 1 soit que si p1 > p2 > 1, alors
Lp1 ⊂ Lp2 et ‖u‖Lp2 ≤ c‖u‖Lp1 ,∀u ∈ Lp1 pour un certain ε > 0

par conséquent ,‖Iαb−v‖Lp′ ≤ ‖Iαb−v‖L q
1−αq

car q
1−αq > p′ ⇔ 1

p
+ 1

q
< 1 + α.

Étape 2 : Montrons l’égalité (2.1) On a∫ b

a

(Iαa+u(t))v(t)dt =

∫ b

a

[
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1u(s)ds

]
v(t)dt

On utilise la formule de Dirichlet, donc on obtient∫ b

a

[
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1u(s)ds

]
v(t)dt =

∫ b

a

1

Γ(α)
u(s)

[∫ b

s

(t− s)α−1v(t)dt

]
ds

=

∫ b

a

u(s)

[
1

Γ(α)

∫ b

s

(t− s)α−1v(t)dt

]
ds

=

∫ b

a

u(s) [Iαb−v(s)] ds

d’où le résultat.

Théorème 2.2.8 Soit α > 0. Supposons que (un)n≥1 une de fonction conti-
nue uniformément convergente sur [a,b], alors

( lim
n 7−→+∞

Iαa+un)(t) = (Iαa+ lim
n7−→+∞

un)

En particulier la suite de fonction (Iαa+un)n≥1 est uniformément conver-
gente.

Preuve : On note la limite de la suite (un)n>0 par u. Il est bien connu que
u est continue On trouve alors
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|Iαa+un(t)− Iαa+u(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

a

[un(s)− u(s)](t− s)α−1ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

a

|un(s)− u(s)|(t− s)α−1ds

≤ 1

Γ(α)
‖un − u‖∞

∫ t

a

(t− s)α−1ds

≤ 1

Γ(α + 1)
‖un − u‖∞(t− a)α

≤ 1

Γ(α + 1)
‖un − u‖∞(b− a)α

ce qui implique que

|Iαa+un − Iαa+u|∞ ≤
1

Γ(α + 1)
‖un − u‖∞(b− a)α

qui converge vers zéro lorsque n→ +∞ uniformément pour tout t ∈ [a, b].

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville quand

0 < α < 1
Définition 2.3.1 Les dérivées fractionnaire à gauche et à droite d’ordre
0 < α < 1 de la fonction u : [a, b] 7−→ R sont par

Dα
a+
u(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

(t− s)−αu(s)ds

=
d

dt
I1−α
a+ u(t), t ∈ [a, b]

Dα
b−u(t) = − 1

Γ(1− α)

d

dt

∫ b

t

(s− t)−αu(s)ds

= − d

dt
I1−α
b− u(t), t ∈ [a, b]

R Il y’a différence fondamentale entre les dérivées d’ordre entier et les
dérivées d’ordre fractionnaire : les premiers sont opérateurs locaux par
contre ces dernier ne me sont pas . le sens u de lo mot local ici est
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comme suite : pour calculer Dnu(t) pour n ∈ N, il suffit de savoir
u dans un voisinage asser petit de t.cela découle de la représentation
classique de Dnu(t) comme une limite d’un quotient des différences
.tout fois, pour calculer Dα

a+u(t) pour α /∈ N, la définition nous devons
connaitre u tout au long de l’intérval [a, t]

Lemme 2.3.1 [11, 12] soit u ∈ AC([a, b]) et 0 < α < 1. Alors Dα
a+u existe

presque partout sur [a, b]. De plus Dα
a+u ∈ Lp([a, b]) pour 1 ≤ p < 1

α
et

Dα
a+
u(t) =

1

Γ(1− α)

(
f(a)

(t− a)α
+

∫ t

a

u′(s)(t− s)−αds
)

(2.2)

Preuve :

Étape 1 :si u ∈ AC([a, b]), alors Dα
a+u existe presque partout. En ef-

fet :d’après (2.2.4), si e ∈ AC([a, b]) alors I1−α
a+ u ∈ AC([a, b)], et donc

DI1−α
a+ u = Dα

a+u a existe presque partout .
Étape 2 : si u ∈ AC([a, b]), alors l’égalité (2.2) est vérifiée. On a

Dα
a+u(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

(t− s)−αu(s)ds

=
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

a

[
u(a) +

∫ s

a

u′(τ)dτ

]
(t− s)−αds

=
1

Γ(1− α)

d

dt

[
f(a).

∫ t

a

dt

(t− s)α
+

∫ t

a

∫ s

a

u′(τ)(t− s)−αdτds
]

=
1

Γ(1− α)

[
u(a)

(t− a)α
+
d

dt

∫ t

a

∫ s

a

u′(τ)(t− s)−αdτds
]

=
1

Γ(1− α)

[
u(a)

(t− a)α
+
d

dt

∫ t

a

u′(s)
(t− τ)1−α

(1− α)
dτ

]
=

1

Γ(1− α)

(
u(a)

(t− a)α
+

∫ t

a

u′(s)(t− s)−αds
)

et ceci, en utilisant la formule de Dirichlet.
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Étape 3 :Dα
a+u ∈ Lp([a, b],R) pour 1 ≤ p ≤ 1

a

On a∫ b

a

|Dα
a+f(t)|pdt =

∫ b

a

1

Γ(1− α)

[
f(a)

(x− a)α
+

∫ t

a

f ′(s)(t− s)−αds
]p
dt,

et puisque

1

Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ t

a

f ′(s)(t− s)−αds
]p
dt ≤ 1

Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ b

a

f ′(s)(t− s)−αds
]p
dt

≤ 1

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− a)−αp
[∫ b

a

ds

]p
dt

≤ 1

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− a)−αp+1‖f ′‖pL1dt

=
(b− a)−αp+1

Γ(1− α)
‖f ′‖pL1 <∞

De plus
∫ b
a

f(a)
(x−a)α

dt <∞ nous donne.

‖ Dα
a+f ‖

p
LP
≤
∫ b

a

f(a)

(x− a)α
dt+

(b− a)−αp+1

Γ(1− α)
‖ f ′ ‖pL1<∞

D’où le résultat.
Notation : pour β < 0, on introduit la notation suivante.

Dβ
a+ = I−βa+

2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville dans

le cas général
Définition 2.4.1 la dérivée fractionnaire aux sens de Riemann-Liouville à
gauche d’ordre α > 0 d’une fonction f est définie par

Dα
a+f(t) = DnIn−αa+ f(t)

=
dn

dtn
In−αa+ f(t)

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds, t > a

Ici n = [α] + 1
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On a une autre définition de la dérivée fractionnaire à droite au sens de
Riemann-Liouville Dα

b−f(t) qui est donnée par la formule suivante

Dα
b−f(t) = (−1)nDnIn−αb− f(t)

= (−1)n
dn

dtn
In−αb− f(t)

=
(−1)n

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ b

t

(s− t)n−α−1f(s)ds t < b

R Pour α = n, on a.
1- Dα

a+f = Dnf

2- Dα
b−f = (−1)nDnf

R L’opérateur Dα
a+ est linéaire.

L’exemple suivant nous donne comment calculer de la dérivée frac-
tionnaire d’un monôme.

� Exemple 2.2 1. Pour α et β > −1

Dα
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−a

2. pour t > a, α− 1 > 0 , on a

Dα−1
a+ (t− a)α−1 = Γ(α)

3. si C est une constante , alors

Dα
a+C =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α

4. pour t > 0, α > 0, on a

Dα
a+(t− a)α−1 = 0

Proposition 2.4.1 [11, 12] Soit f ∈ L1([a, b]), alors on a .

Dα
a+I

α
a+f = f
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Preuve : Puisque f ∈ L1([a, b]) alors d’après (2.0.1), Iαa+f ∈ L1([a, b]). On a
donc

Dα
a+I

α
a+f(t) = Dn

a+I
n−α
a+ Iαa+f(t)

= Dn
a+I

n−α+α
a+ f(t)

= Dn
a+I

n
a+f(t)

= f(t)

�

Lemme 2.4.2 [12, 13] L’équation différentielle

Dα
a+u(t) = 0

admet comme unique solution

u(t) =
n∑
j=1

cj(t− a)α−j,

où cj ∈ R, j = 1, 2, ..., n

Preuve : On a

Dα
a+u(t) = 0⇔ DnIn−αa+ u(t) = 0

⇔ In−αa− u(t) =
n−1∑
j=0

cj(t− a)j

⇒ Dn−α
a+ In−αa+ u(t) =

n−1∑
j=0

cjD
n−α
a+ (t− a)j

⇒ u(t) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j − n+ α + 1)
(t− a)j−n+α

⇒ u(t) =
n∑
j=1

cj
Γ(j)

Γ(j − n+ α)
(t− a)j−n+α−1

⇒ u(t) =
n∑
j=1

c
′

j(t− a)j−n+α−1

⇒ u(t) =
n∑
j=1

cj(t− a)α−j
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Inversement, on a

u(t) =
n∑
j=1

cj(t− a)α−j ⇒ Dα
a+u(t) = Dα

a+

n∑
j=1

cj(t− a)α−j

⇒ Dα
a+u(t) =

n∑
j=1

cjD
α
a+(t− a)α−j

⇒ Dα
a+u(t) =

n∑
j=1

cj.0 = 0

Proposition 2.4.3 [12, 13] si Dα
a+u(t) ∈ L1([a, b]), alors

Iαa+D
α
a+u(t) = u(t) +

n∑
j=1

cj(t− a)α−j

où cj ∈ R, j = 1, 2, ..., n

Preuve : On a d’après le lemme précédent que

Dα
a+u(t) = 0⇔ u(t) +

n∑
j=1

cj(t− a)α−j (2.3)

puisque

Iαa+D
α
a+u(t) = u(t) +

n∑
j=1

cj(t− a)α−j

est équivalente à

Iαa+D
α
a+u(t)− u(t) =

n∑
j=1

cj(t− a)α−j

on pose

y(t) = Iαa+D
α
a+u(t)− u(t)

Alors d’après la relation (2.3), on obtient

Dα
a+y(t) = 0⇐⇒ Dα

a+(Iαa+D
α
a+u(t)− u(t)) = 0

⇐⇒ Dα
a+I

α
a+D

α
a+u(t)−Dα

a+u(t) = 0

⇐⇒ Dα
a+u(t)−Dα

a+u(t) = 0



28 Chapitre 2. Calcule fractionnaires

Théorème 2.4.4 [11, 14] Supposons que Dα
a+f,D

α
a+g existent alors∫ b

a

(Dα
a+f(t)) g(t)dt =

∫ b

a

f(t) (Dα
b−g(t)) dt
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Preuve : on a∫ b

a

(Dα
a+f(t)) g(t)dt =

1

Γ(1− α)

∫ b

a

d

dt

[∫ t

a

(t− s)−αf(s)ds

]
g(t)dt

=

[
1

Γ(1− α)
g(t)

∫ t

a

(t− s)−αf(s)ds

]t=b
t=a

− 1

Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ t

a

(t− s)−αf(s)ds

]
g′(t)dt

=
g(b)

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− s)−αf(s)ds

− 1

Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ t

a

(t− s)−αf(s)ds

]
g′(t)dt

=
g(b)

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− s)−αf(s)ds

− 1

Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ b

s

(t− s)−αg′(t)dt
]
f(s)ds

=
g(b)

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− s)−αf(s)ds

+

∫ b

a

[
− 1

Γ(1− α)

∫ b

s

(t− s)αg′(t)dt
]
f(s)ds

=
g(b)

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− s)−αf(s)ds

+

∫ b

a

[−Dα
b−g
′(s)] f(s)ds

=
g(b)

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− s)−αf(s)ds

+

∫ b

a

(cDα
b−g(s)) f(s)ds

=
g(b)

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− s)−αf(s)ds

+

∫ b

a

[
Dα
b−g(s)− g(b)

Γ(1− α)
(b− s)−α

]
f(s)ds

=
g(b)

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− s)−αf(s)ds

+

∫ b

a

[Dα
b−g(s)] f(s)ds− g(b)

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− s)−αf(s)ds

=

∫ b

a

(Dα
b−g(s)g(s)) f(s)ds.
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Théorème 2.4.5 soit α > 0. Supposons que (Un)n≥1 est une suite de fonc-
tions continues uniformément convergente sur [a, b] et que Dα

a+Un existe
pour tout n. De plus, supposons (Dα

a+Un)n≥1 converge uniformément sur
[a,+ε, b], pour tout ε > 0 alors, pour tout t ∈ [a, b]

( lim
n→+∞

Dα
a+Un(t) = (Dα

a+ lim
n→+∞

))

Preuve : La démonstration est basée sur la définition de la dérivée d’ordre
fractionnaire ainsi que le Théorème(2.2.8)

2.5 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
Définition 2.5.1 La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens Caputo d’une
fonction f ∈ AC([a, b],R) est définie par

cDα
a+f(t) = In−αa+ Dnf(t)

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1fn(s)ds t > a

cDα
b−f(t) = (−1)nIn−αa+ Dnf(t)

=
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

(s− t)n−α−1f (n)(s)ds t < b

R L’opérateur cDα
a+ est linéaire.

R ([11, 12]) Si α = n ∈ N, alors

1. cDα
a+f = fn, et

2. cDα
b−f = (−1)nf (n).

En particulier ; si α = 0, on a cD0
a+f =c D0

b−f = f



2.5 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo 31

Proposition 2.5.1 [12, 13] Supposons que f ∈ ACn([a, b]), alors

cDα
a+f(t) = Dα

a+

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
(t− a)k

k!

)

pour n− 1 < α < n

La quantité

Pn−1[f, a](t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

den
(t− a)k

est appelée le polynôme de Taylor d’ordre n centré au point a

Preuve : On a

Dα
a+ [f(t)− Pn−1[f, a](t)] = DnIn−αa+ (f(t)− Pn−1[f, a](t))

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1)(f(s)− Pn−1[f, a](s))ds

En utilisant l’intégration par parties, on trouve que

J =

∫ t

a

(t− s)n−α−1(f(s)− Pn−1[f, a](s))ds

=

∫ s

a

(t− s)(n−α)

n− α
(Df(s)−DPn−1[f, a](s))ds

Donc

In−αa+ [f(x)− Pn−1[f, a](x)] =
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α

(n− α)
(Df(t)−DPn−1[f, a](t)))dt

=
1

(n− α)Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α[Df(t)−DPn−1[f, a](t)]dt

=
1

Γ(n− α + 1)

∫ x

a

(x− t)n−α[Df(t)−DPn−1[f, a](t)]dt

= In−α+1
a+ D(f(x)− Pn−1[f, a](x))

on refait l’opération n fois,on obtient

In−αa+ (f(x)− Pn−1[f, a](x)) = In−α+n
a+ Dn(f(x)− Pn−1[f, a](x))

= Ina+I
n−α
a+ Dn(f(x)− Pn−1[f, a](x))

= Ina+I
n−α
a+ Dnf(x)− Ina+In−αa+ DnPn−1[f, a](x)

= Ina+I
n−α
a+ Dnf(x)
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car DnPn−1[f, a](x) = 0. çeçi implique que

Dα
a+(f(x)− Pn−1[f, a](x)) = DnIn−αa+ f(x)

= DnIna+I
n−α
a+ Dnf(x)

= In−αa+ Dnf(x)

=c Dα
a+f(x)

Corollaire 2.5.2 [11, 12, 13] Supposons que Dα
a+f et Dα

a+f existent. Alors

cDα
a+f(x) = Dα

a+f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α, t ∈ [a, b]

cDα
b−f(t) = Dα

b−f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(b)

Γ(k − α + 1)
(b− t)k−α, t ∈ [a, b]

En particulier, si 0 < α < 1, on a

cDα
a+f(t) = Dα

a+f(t)− f(a)

Γ(1− α)
(t− a)−α, t ∈ [a, b]

cDα
b−f(t) = Dα

b−f(t)− f(b)

Γ(1− α)
(b− t)1−α, t ∈ [a, b]

Preuve : D’après la proposition précédente, on a

cDα
a+f(x) = Dα

a+f(x)−
n−1∑
k=0

fk(a)

k!
Dα[(x− a)k]

= Dα
a+f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α

Lemme 2.5.3 [12, 13] Soit f ∈ C([a, b]) Alors

cDα
a+I

α
a+f = f

Preuve : Puisque

(cDα
a+f)(x) = Dα

a+f(x)−
n−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j − α + 1)
(x− a)j−α
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alors, en remplaçant f par Iαa+f , on trouve :

(cDα
a+I

α
a+f)(x) = Dα

a+I
α
a+f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j−α

Γ(j − α + 1)
(Iαa+f)(j)(a) = Dα

a+I
α
a+f(x) = f(x)

car (Iαa+f)(j)(a) = 0 ; d’où le résultat.

Corollaire 2.5.4 [11, 12] Sous les hypothèses du corolaire (2.5.2) ; on à

cDα
a+f = Dα

a+f

si et seulement si
f (k)(a) = 0

pour k = 0, 1..., n− 1

Preuve : immédiatement

� Exemple 2.3 soit f(x) = (x− a)β pour certain β ≥ 0 alors

cDαa+f(x) =

{
0

Γ(β+1)
Γ(β+1−α)

(x− a)β−α,

si β ∈ {0, 1, 2..., n− 1}
si β ∈ N et β ≥ n, ou β /∈ N et β ≥ n

�

R on a
cDα

a+C = 0

où C est une constante.

Lemme 2.5.5 [11, 13] L’équation différentielle

cDα
a+u(t) = 0

admet une unique solution

u(t) =
n−1∑
j=0

cj(t− a)j

avec cj ∈ R, j = 0, 1, 2, ..., n− 1 .
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Preuve : Puisqu’on à

cDα
a+u(t) = In−αa+ Dnu(t)

alors

cDα
a+u(t) = 0⇒ In−αa+ Dnu(t) = 0

⇒ Dn−α(In−αa+ Dn)u(t) = Dn−α(0)

⇒ Dnu(t) = 0

⇒ u(t) =
n−1∑
j=0

cj(t− a)j

Inversement,si

u(t) =
n−1∑
j=0

cj(t− a)j

alors

cDα
a+u(t) =c Dα

a+(
n−1∑
j=0

cj(t− a)j)

= In−αDn(
n−1∑
j=0

cj(t− a)j)

= In−α
n−1∑
j=0

cjD
n(t− a)j

= In−α(0)

= 0

Lemme 2.5.6 [11, 12] Si u ∈ ACn([a, b],R), alors

Iαa+
cDα

a+u(t) = u(t)−
n−1∑
j=0

u(j)(a)

j!
(t− a)j

et

Iαb−
cDα

b−u(t) = u(t)−
n−1∑
j=0

(−1)(j)u
(j)(b)

j!
(b− t)j
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En particulier, si 0 ≤ α ≤ 1 et u ∈ AC([a, b],R) alors

Iαa+(cDα
a+u(t)) = u(t)− u(a)

et

Iαb−(cDα
b−u(t)) = u(t)− u(b)

Preuve : On a d’après le lemme précédent que

[cDα
a+u(t) = o]⇔ [u(t) =

n−1∑
j=0

cj(t− a)j] (2.4)

puisque

Iαa+
cDα

a+u(t) = u(t) +
n−1∑
j=0

cj(t− a)j

alors, en posant

y(t) = Iαa+
cDα

a+u(t)− u(t)

on obtient, d’après la relation (2.4)

cDα
a+y(t) = 0⇔c Dα

a+(Iαa+
cDα

a+u(t)− u(t)) = 0

⇔c Dα
a+I

α
a+

cDα
a+u(t)−c Dα

a+u(t) = 0

⇔c Dα
a+u(t)−c Dα

a+u(t) = 0

Théorème 2.5.7 [14, 11] Supposons que cDα
a+f ,

cDα
b−g existent, alors∫ b

a

(cDα
a+f(t))g(t)dt =

∫ b

a

f(t)(cDα
b−g(t))dt+ g(b)I1−α

a+ f(b)− f(a)I1−α
b− g(a)
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Preuve : D’après (2.2.2) et (2.4.4) on a :∫ b

a

(cDα
a+f(t))g(t)dt =

∫ b

a

[Dα
a+f(t)− f(a)

Γ(1− α)
(t− a)−α]g(t)dt

=

∫ b

a

(Dα
a+f(t))g(t)dt− f(a)

Γ(1− α)

∫ b

a

(t− a)−αg(t)dt

=

∫ b

a

(Dα
a+f(t))g(t)dt− f(a)I1−α

b− g(a)

=

∫ b

a

(Dα
b−g(t))f(t)dt− f(a)I1−α

b− g(a)

=

∫ b

a

[cDα
b−g(t) +

g(b)

Γ(1− α)
(b− t)−α]f(t)− f(a)I1−α

b− g(a)

=

∫ b

a

(cDα
b−g(t))f(t)dt+

g(b)

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− t)−αf(t)dt− f(a)I1−α
b− g(a)

=

∫ b

a

(cDα
b−g(t))f(t)dt+ g(b)I1−α

a+ f(b)− f(a)I1−α
b− g(a)
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3. Existence de solutions pour un problème aux limite associés à une équation différentielle non linéaires d’ordre fractionnaires

D’après X.Su et S.Zhang [15]
Résumé

On étudie ici l’existence, l’unicité et la dépendance continues des solutions
pour un problème aux limite non linéaire associés à une équation différentielle
fractionnaire .

3.1 Introduction

Les équations différentielle fractionnaires ont acquis une importance consi-
dérable au cours des trois dernières décennies,en raison principalement de
leurs diverses applications dans de nombreux domaines de la science et de
l’ingénierie. L’analyse des équations différentielles fractionnaires a été réali-
sée par divers auteurs.En ce qui concerne la recherche de solution et aussi
de nombreuses applications pour les équations différentielles fractionnaires
,nous nous référons à Kilbas, Srivastava et Trujillo [16] et les références qui
s’y trouvent. Les problèmes aux limites associés aux équations différentielles
fractionnaires ont été discutés dans ([17, 18, 19, 20],). Bai et Lu [18] ont
utilisé des théorèmes de point fixe sur un cône pour obtenir l’existence et la
multiplicité de solutions positives pour un problème de type de Dirichlet de
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l’équation différentielle non linéaire fractionnaireDα
0+u(t) + f(t, u(t)) = 0, t ∈ (0, 1), 1 < α ≤ 2

u(0) = u(1) = 0

où f : [0, 1]× [0,∞)→ [0,∞) est continue et Dα
0+est la dérivée fractionnaires

au sens de Riemmen-Liouville. Cependant, comme il a été mentionné dans
[19], la dérivée fractionnaire au ses de Riemmen-Liouville n’est pas adaptée
à des valeurs aux limites qui sont non nulles. Ainsi Zhang [19] a étudie l’exis-
tence et la multiplicité de solution positive du problèmecDα

0+u(t) = f(t, u(t)), t ∈ (0, 1), 1 < α ≤ 2

u(0) + u′(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0

avec la dérivée fractionnaire au sens de Caputo cDα
0+et un fonction positive

continue f : [0, 1] × [0,∞) → [0,∞). L’existence de solutions de l’équation
différentielle non linéaire fractionnairecDα

0+u(t) = g(t, u(t)), t ∈ (0, 1), 1 < α ≤ 2

u(0) = α 6= 0, u(1) = β 6= 0

a été discuté en utilisant la méthode de l transformée de Laplace dans [7] ,où
g : [0, 1]×R→ R est une fonction continue donnée. En utilisant le théorème
de point fixe de Schauder, Su [20] a montré un résultat d’existence pour le
problème 

Dα
0+u(t) = f(t, v(t), Dµv(t)), t ∈ (0, 1),

Dβ
0+v(t) = f(t, u(t), Dvu(t)), t ∈ (0, 1)

u(0) = u(1) = v(0) = v(1) = 0

où 1 < α, β < 2, µ, v > 0, α − v ≥ 1, β − µ ≥ 1, f, g : [0, 1]× R× R → R
sont des fonctions données. Motivés par les résultats précédents,les auteurs
présentent dans ce travail un problème aux limites associé à une équation dif-
férentielle fractionnaire impliquant ses conditions aux limite plus générales
et un terme non linéaire dépendant de la dérivée fractionnaire de la fonction
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inconnue

cDα
0+u(t) = f(t, u(t),cDβ

0+u(t)) t ∈ [0, 1],

a1u(0)− a2u
′(0) = A, b1u(1) + b2u

′(1) = B
(3.1)

où 1 < α ≤ 2, 0 < β ≤ 1, ai, bj ≥ 0, i = 1, 2, l = a1b1 + a1b2 + a2b1 > 0etf :

[0, 1] × R × R → R est continue. Ils ont imposé une condition de croissance
sur la fonction f pour montrer un résultat d’existence pour (3.1). Quand f est
lipschitzienne par rapport aux deuxième et troisième variables, l’unicité de la
solution et la dépendance de la solution à l’ordre α de l’opérateur différentiel,
des valeurs limites A et B, et du terme non linéaire f sont également abordés.

3.2 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous avons d’abord imposer une condition de crois-
sance sur f ce qui nous permet d’établir un résultat d’existence de la solution,
et puis d’utiliser la condition de Lipschitz sur f pour montrer un théorème
d’unicité pour le problème (3.1). L’approche ici est basée sur les théorèmes
de point fixe de Schauder et de Banach. Soit C([0, 1]) l’espace des fonctions
continues à valeurs réelles définies sur [0,1]. On définit l’espace

X = {u ∈ C([0, 1],R) avec cDβ
0+u ∈ C([0, 1],R)}

muni de la norme

‖u‖ = max
t∈[0,1]

|u(t)|+ max
t∈[0,1]

|cDβ
0+u(t)|.

On peut facilement vérifier-que (X, ‖.‖) est un espace de Banach (voir [20],
lemme 3.2) Maintenant, on présente la fonction de Green pour le problème
aux limites associé à l’équation différentielle fractionnaire .

Lemme 3.2.1 Soit 1 < α ≤ 2. Supposons que g : [0, 1]→ R est une fonction
continue. Alors la solution unique de
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cDα
0+u(t) = g(t, u(t)), t ∈ (0, 1), 1 < α ≤ 2

a1u(0)− a2u
′(1) = 0, b1u(1) + b2u

′(1) = 0
(3.2)

est
u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)g(s)ds

avec

G(t, s) =



1

Γ(α)

[
(t− s)α−1 − a2b1

l
(1− s)α−1 − a1b1

l
(1− s)α−1t

]
+

1

Γ(α− 1)

[
−a2b2

l
(1− s)α−2 − 1

Γ(α− 1)
− a1b2

l
(1− s)α−2t

]
, s ≤ t

1

Γ(α)
[−a2b1

l
(1− s)α−1 − a1b1

l
(1− s)α−1t]

+
1

Γ(α− 1)

[
−a2b2

l
(1− s)α−2 − 1

Γ(α− 1)
− a1b2

l
(1− s)α−2t

]
, t ≤ s

ici l = a1b1 + a1b2 + a2b1

Preuve :

On a d’après le lemme (2.5.6)

Iαa+
cDα

0+u(t) = Iαa+g(t)⇔ u(t) +
n−1∑
j=0

cjt
j = Iαa+g(t)

Donc

u(t) + c0 + c1t = Iαa+g(t)

⇔ u(t) = −c0 − c1t− Iαa+g(t)

⇔ u(t) = −c0 − c1t−
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s)ds,

et on utilisant les conditions aux limites, on obtient

c0 =
a2

l
[
b1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1g(s)ds+
b2

Γ(α− 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2g(s)ds]

et

c1 =
a1

l
[
b1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1g(s)ds+
b2

Γ(α− 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2g(s)ds]
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par conséquant, on a

u(t) = −a2

l
[
b1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1g(s)ds+
1

Γ(α− 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2g(s)ds]

− a1

l
[
b1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1g(s)ds+ [
b2

Γ(α− 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2g(s)ds]

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1g(s)ds,

de la même manière, on peut obtenir la solution du problème aux limites
avec conditions non homogènes suivantes

Lemme 3.2.2 La solution unique decDα
0+u(t) = 0, t ∈ (0, 1),

a1u(0)− a2u
′(0) = A, b1u(1) + b2u

′(1) = B
(3.3)

est
u(t) =

(b1 + b2)A+ a2B

l
+
a1B − b1A

l
t

Dans ce qui suit, on pose

ϕ(t) =
(b1 + b2)A+ a2B

l
+
a1B − b1A

l
t

Lemme 3.2.3 Le problème (3.1)est équivalent à l’équation intégrale non li-
néaire

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s),cDβ
0+u(s))ds+ ϕ(t) (3.4)

Preuve : Soit u une solution générale du problème (3.1). Alors u = w+ϕ

où w est la solution du problème (3.2) en remplaçant g(t) par f(t, u(t),cDβ
0+u(t))

et ϕ est la solution du problème (3.3), Ici

w(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s),cDβ
0+u(s))ds

En effet puisque Ici

cDβ
0+w(t) = f(t, u(t),cDβ

0+u(t))
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Alors, d’après le lemme (2.5.6), on obtient

u(t) = −c0 − c1t+ Iα0+f(t, u(t),cDβ
0+u(t))

En effet :

cDβ
0+w(t) = f(t, u(t),cDβ

0+u(t))

⇒ Iα0+,
cDα

0+w(t) = Iα0+f(t, u(t),cDβ
0+u(t))

⇒ w(t) + c0 + c1t = Iα0+f(t, u(t),cDβ
0+u(t))

⇒ w(t) = −c0 − c1t+ Iα0+f(t, u(t),cDβ
0+u(t))

En utilisant les conditions aux limites homogènes, on trouve :

w(t) = −a2

l
(b1I

α
0+f(1, u(1),cDβ

0+u(1)) + b2I
α−1
0+ f(1, u(1), ,cDβ

0+u(1))

− a1

l
t[b1I

α
0+f(1, u(1),cDβ

0+u(1)) + b2I
α−1
0+ f(1, u(1), ,cDβ

0+u(1))]

+ Iα0+f(1, u(1),cDβ
0+u(1))

qu’on peut la mettre sous la forme

w(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s),cDβ
0+u(s))ds

La solution du problème (3.1) est sous la forme

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s),cDβ
0+u(s))ds+ ϕ(t)

Inversement, Soit u la solution de l’équation intégrale(3.4). On dénote le coté
droit de l’équation (3.4) par

v(t) = Iα0+f(t, u(t),cDβ
0+u(t)) +

−a2b1 − a1b1t

l
Iα0+f(1, u(1),cDβ

0+u(1))

+
−a2b2 − a1b2t

l
Iα−1

0+ f(1, u(1),cDβ
0+u(1)) +

(b1 + b2)A+ a2B

l

+
(a1 +B) + b1A

l
t
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En utilisant la remarque (2.4)(2.5)(2.5), les lemmes (2.5.5)(2.5.3)(2.5.3),le
théorème (2.2.2) et la proposition (2.5.1), on obtient

v′(t) = DIα0+f(t, u(t),cDβ
0+u(t))− a1b1

l
Iα0+f(1, u(1),cDβ

0+u(1))

− a1b2

l
Iα−1

0+ f(1, w(1),cDβ
0+u(1)) +

(a1B − b1A)

l

= Iα−1
0+ f(t, u(t),cDβ

0+u(t))− (a1b1)

l
Iα0+f(1, u(1),cDβ

0+u(1))

− a1b2

l
Iα0+f(1, w(1),cDβ

0+u(1)) +
a1B − b1A

l

Et d’après la proposition (2.5.1) , On trouve après un calcul que

cDα
0+v(t) = Dα

0+ [v(t)− v(0)− v′(0)t]

= Dα
0+I

α
0+f(t, u(t),cDβ

0+u(t))

= f(t, w(t),cDβ
0+u(t))

c’est à dire

cDα
0+u(t) = f(t, u(t),cDβ

0+u(t)).

On peut vérifier facilement que les conditions aux limites

a1v(0)− a2v
′(0) = Ab1v(1)− b2v

′(1) = B

Sont satisfaites. Par conséquent, u est une solution du problème (3.1). Le
lemme (3.3) indique que la solution du problème (3.1) coinside avec le point
fixe de l’opérateur T définit par

Tu(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s),cDβ
0+u(s))ds+ ϕ(t) (3.5)

Avant dénoncer les résultats principaux de cette section, on aura besoin de
ces deux lemmes

Lemme 3.2.4 Pour tout t ∈ [0, 1], on a∫ 1

0

|G(t, s)|ds ≤ 2l + a2b2

lΓ(α)
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Preuve : En remplaçant l’expression de la fonction de Green et en utili-
sant la relation de Chasles, on obtient∫ 1

0

|G(t, s)|ds ≤ 1

Γ(α)

(∫ t

0

(t− s)α−1ds+
a2b1

l

∫ 1

0

(1− s)α−1ds

+
a1b1t

l

∫ 1

0

(1− s)α−1ds+
1

Γ(α− 1)
ds+

a2b2

l

∫ 1

0

(1− s)α−2ds

+
a1b2t

l

∫ 1

0

(1− s)α−2ds 43

+
1

Γ(α + 1)
(tα +

a2b1 + a1b1t

l
) +

1

Γ(α)

a2b2 + a1b2t

l

≤ 1

Γ(α)

(
1 +

a2b1 + a1b1

l
+
a2b2 + a1b2

l

)
=

2l + a2b2

lΓ(α)
.

Lemme 3.2.5 Pour tout t ∈ [0, 1], on a∫ 1

0

∣∣∣∂G
∂t

(t, s)
∣∣∣ds ≤ 2

Γ(α)

Preuve : En remplaçant l’expression de la dérivée de la fonction de Green
et en utilisant la relation de Chasles, on obtient∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)|ds ≤ 1

Γ(α− 1)

∫ 1

0

(t− s)α−2ds+
a1b1

lΓ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1ds

+
a1b2

lΓ(α− 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2ds

=
tα−1

Γ(α)
+

a1b1

lΓ(α + 1)
+

a1b2

lΓ(α)

≤ +
1

Γ(α)
(1 +

a1b1

l
+
a1b2

l
)

≤ 2

Γ(α)

On donne maintenant un premier résultat d’existence.
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Théorème 3.2.6 Supposons que

lim
(|x|+|y|)→∞

maxt∈[0,1] |f(t, x, y)|
|x|+ |y|

< K (H1)

avec
K =:

lΓ(α)

4l + a2b2

Alors le problème (3.1) admet au moins une solution .

Preuve : La démonstration de ce théorème est basé sur le théorème de point
fixe de Schauder pour cela, on pose

h(x, y) = maxt∈[0,1]|f(t(x, y))|

et on choisit
ε = 1/2

(
K − lim

(|x|+|y|)→∞

h(x, y)

(|x|+ |y|)

)
il résulte de la condition (H1) qu’il existe une constante d1 > 0 tel que

h(x, y) ≤ (K − ε)(|x|+ |y|) pour |x|+ |y| ≥ d1

SoitM = max(h(x, y) : |x|+ |y| ≤ d1) et on choisit d2 > d1 telque M/d2 ≤
K − ε.

On obtient donc h(x, y) ≤ (K− ε)d2. pour |x|+ |y| ≤ d2. Par conséquant,
h(x, y) ≤ (K − ε)c, (|x|+ |y|) ≤ c pour tout c < d2|x|+ |y| ≥ d1

Soit k1 = maxt∈[0,1] |ϕ(t)|, k2 = maxt∈[0,1] |ϕ′(t)|, k = (max k1, k2/Γ(2−
β)), d3 = 2Kk/ε et max{d2, d3} On définit l’ensemble

W = {u ∈ X; ‖ u ‖≤ d}

Alors W est un ensemble convexe, fermé et borné de X . De plus, pour tout
u ∈ W ,

h
(
u(t),cDβ

0+u(t)
)
≤ (K − ε)d

Étape 1 : T : X → X est bien défini En effet, puisque T est défini par
l’équation intégrale (3.5), alors T vérifie le problème aux limites suivantcDα

0+(Tu)(t) = f(t, u(t),cDβ
0+u(t)) , t ∈ (0, 1)

a1(Tu)(0)− a2(Tu)′(0) = A, b1(Tu)(1) + b2(Tu)′ = B
(3.6)
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où 1 < α ≤ 2, 0 < β ≤ 1, aibi ≥ 0 i = 1, 2, l = a1b1 + a1b2 + a2b1 > 0,
f : [0, 1]× R× R→ R est continue. Donc, on a

Tu(t) = Iα0+f(t, u(t),cDβ
0+u(t))

+
−a2b1 − a1b1t

l
Iα0+f(1, u(1),C Dβ

0+u(1))

+
−a2b2 − a1b2t

l
Iα−1

0+ f
(

1, u(1),cDβ
0+u(1) + ϕ(t)

)
donc

(Tu)′(t) = Iα−1
0+ f(t, u(t),C Dβ

0+u(t))− a1b2

l
Iα0+f(1, u(1),cDβ

0+u(1))

− a1b2

l
Iα−1

0+ f(1, u(1),C Dβ
0+u(1)) +

a1B − b1A

l

et

cDβ
0+(Tu)(t) = I1−β

0+ (Tu)′(t)

= Iα−β0+ f(t, u(t),cDβ
0+u(t))− a1b1

l
Iα−β+1

0+ f(1, u(1),cDβ
0+u(1))

− a1b2

l
Iα−β0+ Ff(1, u(1),cDβ

0+u(1)) + I1−β
0+

a1B − b1A

l

alors de la continuité de la fonction f, on peut montrer, en utilisant le théo-
rème de convergence dominé de Lebesgue, que Tu,cDβ

0+(Tu) ∈ C([0, 1])

Étape 2 : L’opérateur T envoi W dans lui-même,i.e., T (W) ⊂ W , en effet :
pour tout u ∈ W , on a

|Tu(t)| ≤ |ϕ(t)|+
∫ 1

0

|G(t, s)h(u(s),cDβ
0+u(s))|ds

≤ k1 + d(K − ε)
∫ 1

0

|G(t, s)|ds

≤ k1 + d(K − ε)2l + a2b2

lΓ(α)
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De même, pour 0 < β < 1, on a

|cDβ
0+(Tu)(t))| = I1−β

0+ (Tu)′(t) =
∣∣∣ 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(Tu)′(s)ds
∣∣∣

≤ 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β
(
|ϕ′(s)|+

∫ 1

0

∂G

∂s
(s, τ)h(u(τ)),cDβ

0+u(τ)|dτ
)

≤ K2

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−βds+ d(K − ε) 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β
(∫ a

0

|∂G
∂s

(s, τ)|dτ
)

≤ k2

Γ(2− β)
+ d(K − ε) 2

Γ(2− β)Γ(α)

et pour β = 1

|(Tu)′(t)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s, u(s),cDβ

0+u(s))ds+ ϕ′(t)
∣∣∣

≤ |ϕ′(t) +

∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)h(u(s),cDβ
0+u(s))|ds

≤ k2 + d(K − ε)
∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)|ds

≤ k2 + d(K − ε) 2

Γ(α)

D’où,

‖ Tu ‖ ≤ 2k + d(K − ε)(2l + a2b2)Γ(2− β) + 2l

lΓ(α)Γ(2− β)

≤ d
ε

K
+ d(K − ε) 1

K
= d

par conséquent, T :W →W
Étape 3 : T est un opérateur continu En effet : pour un, n=0,1,2...et u ∈ W
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tels que limn→∞ ‖ un − u ‖= 0, on a

|Tun(t)− Tu(t)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

G(t, s)
(
f(s, un(s),C Dβ

0+un(s))− f(s, u(s),cDβ
0+u(s))

)
ds
∣∣∣

≤ max
t∈[0,1]

∣∣∣f(t, un(t),cDβ
0+un(t))− f(t, u(t),cDβ

0+u(t))
∣∣∣ ∫ 1

0

|G(t, s)|ds

≤ 2l + a2b2

lΓ(α)
max
t∈[0,1]

|f(t, un(t),cDβ
0+un(t))− f(t, u(t),cDβ

0+u(t))|

et pour 0 < β < 1, on a

|cDβ
0+(Tun)(t)−c Dβ

0+(Tu)(t)| =
∣∣∣ 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(Tun)′(s)− (Tu)′(s)
∣∣∣

≤ 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β
(∫ 1

0

|∂G
∂s

(s, τ)(f(τ, un(τ),cDβ
0+un(τ))

− f(τ, u(τ),cDβ
0+u(τ))|dτ)ds 43

≤ max
t∈[0,1]

|f(t, un(t),cDβ
0+un(t))− f(t, u(t),cDβ

0+u(t)|

× 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G
∂s

(s, τ)|dτ)ds

≤ max
t∈[0,1]

|f(t, un(t),cDβ
0+un(t)− f(t, u(t),cDβ

0+u(t)|

× 2

Γ(1− β)Γ(α)

∫ t

0

(t− s)−βds

≤ 2

Γ(2− β)Γ(α)
max
t∈[0,1]

|f(t, un(t),cDβ
0+un(t)− f(t, u(t),cDβ

0+u(t))|

et pour β = 1, on a

|(Tun)′(t)− (Tu)′(t)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)

(
f(s, un(s),cDβ

0+un(s)− f(s, u(s),cDβ
0+u(s)))

)
ds
∣∣∣

≤ max
t∈[0,1]

∣∣∣f(t, un(t),cDβ
0+un(t))− f(t, u(t),cDβ

0+u(t))|
∫ 1

0

∣∣∣∂G
∂t

(t, s)|ds

≤ 2

Γ(α)
max
t∈[0,1]

|f(t, un(t),cDβ
0+un(t))− f(t, u(t),cDβ

0+u(t))|

Alors en vue de la continuité uniforme de la fonction f sur [0, 1]× [−d, d]×
[−d, d], on obtient que T est continue.
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Étape 4 : L’opérateur T est compact En effet ,soit t, τ ∈ [0, 1] tels que
t < τ et soit N = maxt∈[0,1],u∈W |f(t, u(t),cDβ

0+u(t)|+ 1 . Alors on a

|Tu(t)− Tu(τ)| = |
∫ 1

0

(G(t, s)−G(τ, s))f(s, u(s),cDβ
0+u(s))ds+ ϕ(t)− ϕ(τ)|

≤ N(

∫ t

0

|G(t, s)−G(τ, s)|ds+

∫ τ

t

|G(t, s)−G(τ, s)|ds

+

∫ 1

τ

|G(t, s)−G(τ, s)|ds) + |ϕ(t)− ϕ(t)|

≤ N [

∫ t

0

(τ − s)α−1 − (t− s)α−1

Γ(α)
+ (τ − t)(a1b1

l

(1− s)α−1

Γ(α)

+
a1b2

l

(1− s)α−2

Γ(α− 1)
))ds

+

∫ τ

t

(
(τ − s)α−1

Γ(α)
+ (τ − t)(a1b1

l

(1− s)α−1

Γ(α)
+
a1b2

l

(1− s)α−2

Γ(α− 1)
))ds

+

∫ 1

τ

(τ − t)(a1b1

l

(1− s)α−1

Γ(α)
+
a1b2

l

(1− s)α−2

Γ(α− 1)
ds] + |ϕ(t)− ϕ(τ)|

= N [

∫ τ

0

(τ − s)α−1

Γ(α)
ds−

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
ds+ (t)(

a1b1

l

∫ 1

0

(1− s)α−1

Γ(α)
ds

+
a1b2

l

∫ 1

0

(1− s)α−2

Γ(α− 1)
ds)] + (τ − t) |a1B − b1A|

l

= N [
τα − tα

Γ(α + 1)
+ (τ − t)( a1b1

lΓ(α + 1)
+

a1b2

lΓ(α)
)] + (τ − t) |a1B − b1A|

l

et pour 0 < β < 1 on a
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cDβ
0+(Tu)(t)−cDβ

0+(Tu)(τ)|

.

=
1

Γ(1− β)
|
∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

∂G

∂s
(s, θ)f(θ, u(θ),cDβ

0+u(θ))dθ + ϕ′(s)dθ|

+ ϕ′(s))ds−
∫ τ

0

(τ − s)−β(

∫ 1

0

∂G

∂s
(s, θ)f(θ, u(θ),CDβ

0+u(θ))dθ + ϕ′(s))ds|

≤ 1

Γ(1− β)
|
∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

∂G

∂s
(s, θ)f(θ, u(θ),cDβ

0+u(θ))dθ)ds|

−
∫ t

0

(τ − s)−β(

∫ 1

0

∂G

∂s
(s, θ)f(θ, u(θ),CDβ

0+u(θ))dθ)ds|

−
∫ t

0

(τ − s)−β(

∫ 1

0

∂G

∂s
(s, θ)f(θ, u(θ), ∂G∂s(s, θ)f(θ, u(θ),cDβ

0+u(θ))dθ)ds|

+
1

Γ(1− β)
|
∫ t

0

(τ − s)−β(

∫ 1

0

∂G

∂s
(s, θ)f(θ, u(θ),CDβ

0+u(θ))dθ)ds

−
∫ τ

0

(τ − s)−β(

∫ 1

0

∂G

∂s
(s, θ)f(θ, u(θ),cDβ

0+u(θ))dθ)ds|

+
1

Γ(1− β)
|
∫ t

0

(t− s)−βϕ′(s)ds

−
∫ t

0

(τ − s)−βϕ′(s)ds|+ 1

Γ(1− β)
|
∫ t

0

(τ − s)−βϕ′(s)ds−
∫ τ

0

(τ − s)−βϕ′(s)ds|

≤ 2N

Γ(1− β)Γ(α)

∫ t

0

((t− s)−β − (τ − s)−β)ds+
2N

Γ(1− β)Γ(α)

∫ τ

t

(τ − s)−βds

+
|a1B − b1A|
lΓ(1− β)

∫ t

0

((t− s)−β − (τ − s)−β)ds+
|a1B − b1A|
lΓ(1− β)

∫ τ

t

(τ − s)−βds

≤ (
2N

Γ(2− β)Γ(α)
+
|a1B − b1A|
lΓ(2− β)

)(τ 1−β − t1−β + 2(τ − t)1−β)

et pour β = 1 , on a

|(Tu)′(t)− (Tu)′(τ)| = |
∫ 1

0

G′t(t, s)f(s, u(s),cDβ
0+u(s))ds+ ϕ′(t)

−
∫ 1

0

G′τ (τ, s)f(s, u(s),cDβ
0+u(s))ds− ϕ′(τ)|

≤ N

Γ(α− 1)

(∫ t

0

((t− s)α−2 − (τ − s)α−2)ds+

∫ τ

t

(τ − s)α−2ds

)
≤ N

Γ(α)
(τα−1 − tα−1 + 2(τ − t)α−1)
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Maintenant, en utilisant le fait que les fonctions τα − tα ,τα−1 − tα−1 et
τ 1−β − t1−β sont uniformément continues sur l’intervalle[0,1], on conclut que
T (W) est un ensemble équi-continu. Évidemment,il est uniformément borné
puisque T (W) ⊆ W . par conséquent,par le théorème d’ascoli-Arzéla, T est
compact. Le théorème du point fixe de Schauder affirme l’existence d’une
solution dans W pour le problème(3.1) le corollaire suivant est évident

Corollaire 3.2.7 On suppose qu’il existe deux fonctions positives a, b ∈ C([0, 1],R)

telles que
|f(t, x, y)| ≤ a(t)|x|p + b(t)|y|θ, 0 < p, θ < 1

Alors,il existe au moins une solution pour le problème, aux limites (3.1)

Preuve : En effet, on a

lim
(|x|+|y|)→+∞

maxt∈[0,1] |f(t, x, y)|
|x|+ |y|

≤ lim
(|x|+|y|)→+∞

a(t)|x|p + b(t)|y|θ

|x|+ |y|

≤ max{‖ a ‖∞, ‖ b ‖∞} lim
(|x|+|y|)→+∞

|x|p + |y|θ

|x|+ |y|
= 0 < K

� Exemple 3.1 On considère le problèmecD
3
2

0+u(t) = (t− 1
2
)3(u(t) +c D

1
2
0+
u(t)), 0 < t < 1

u(0) = A, u′(1) = B

En utilisant le fait que Γ(3
2
) =

√
π

2
, un calcul simple montre que

K = lΓ(α)
4l+a2b2

=
√
π

8
puisque |f(t, x, y) = |t− 1

2
|3|x+ y| ≤ |x|+|y|

8

lim
(|x|+|y|)→+∞

|x|+|y|
8

|x|+ |y|
=

1

8
< K =

√
π

8

le théorème (2.2.5) assure l’existence d’une solution pour ce problème �

Théorème 3.2.8 Supposons que la fonction f satisfait la condition

|f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)| ≤ L(|x1 − x2|+ |y1 − y2|)

pour tout : t ∈ [0, 1], x1, x2, y1, y2 ∈ R avec une constante L vérifiant
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0 < L < K. Alors le problème aux limites (3.1) admet une solution unique
u ∈ X

Preuve : On a déja vu dans la section précédente que la continuité de f
entraine que Tu,cDβ

0+(Tu) ∈ C([0, 1],R) ;(i.e) T : X → X est bien défini.
Pour appliquer le théorème du point fixe de Banach on a besoin de vérifier
que T est une contraction En effet,pour tout u, v ∈ X , on a

|Tu(t)− Tv(t)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

G(t, s)(f(s), u(s),cDβ
0+u(s))− f(s, v(s),cDβ

0+v(s)))ds
∣∣∣

≤ L ‖ u− v ‖
∫ 1

0

|G(t, s)|ds

≤ (2l + a2b2L)

lΓ(α)
‖ u− v ‖

et pour 0 < β < 1, on a

|cDβ
0+Tu(t)−c Dβ

0+Tv(t)| = 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β((Tu)′(s)− (Tv)′(s))ds|

≤ 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G
∂s

(s, τ)(f(τ, u(τ),cDβ
0+u(τ))

− f(τ, v(τ),cDβ
0+v(τ)))dτ)ds

≤ L ‖ u− v ‖ 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

∂G

∂s
(s, τ)dτ)ds

≤ 2L

Γ(2− β)Γ(α)
‖ u− v ‖

et pour β = 1 , on a

|(Tu)′(t)− (Tv)′(t)| = |
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)(f(s), u(s),cDβ

0+u(s))− f(s, v(s),cDβ
0+)))ds|

≤ L ‖ u− v ‖
∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)|ds

≤ 2L

Γ(α)
‖ u− v ‖

par conséquent,

‖ Tu− Tv ‖≤ L(
4l + a2b2

lΓ(α)
) ‖ u− v ‖≤ L

K
‖ u− v ‖
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Donc, le théorème du point fixe de Banach nous assure l’existence d’un unique
point fixe qui est l’unique solution du problème (3.1)

3.3 Dépendance des solutions aux paramètres

la présente section est consacrée à l’étude de la dépendance de la solution
aux paramètres α, A B et f pour le problème (3.1), à condition que la fonction
f(t, x, y) est lipschitzienne par rapport à x et y

Théorème 3.3.1 Supposons que les conditions du théorème (3.2.8) sont
satisfaite. Soit u1, u2 les solutions, respectivement, du problème (3.1), etCDα−ε

0+ u(t) = f(t, u(t),cDβ
0+u(t)), t ∈ (0, 1)

a1u(0)− a2u
′(0) = A, b1u(1) + b2u

′(1) = B

où 1 < α− ε ≤ 2 Alors ‖ u1 − u2 ‖= o(ε)

Preuve : soit G1(t, s) = G(t, s) et

G2(t, s) =



1
Γ(α−ε) [(t− s)

α−ε−1 − a2b1
l

(1− s)α−ε−1 − a1b1
l

(1− s)α−ε−1t]

+ 1
Γ(α−ε−1)

[−a2b2
l

(1− s)α−ε−2 − a1b2
l

(1− s)α−ε−2t], sis ≤ t

1
Γ(α−ε) [−

a2b1
l

(1− s)α−ε−1 − a1b1
l

(1− s)α−ε−1t]

+ 1
Γ(α−ε−1)

[−a2b2
l

(1− s)α−ε−2 − a1b2
l

(1− s)α−ε−2t], si t ≤ s,

la fonction de Green associée au problème (3.3.1) Alors

u1(t) =

∫ 1

0

G1(t, s)f
(

(s, u1(s),cDβ
0+u1(s)

)
)ds+ ϕ(t)

et

u2(t) =

∫ 1

0

G2(t, s)f
(
s, u2(s),cDβ

0+u2(s)
)
ds+ ϕ(t)

Tout d’abord, on montre que∫ 1

0

|G1(t, s)−G2(t, s)|ds = o(ε),

∫ 1

0

|∂G1

∂t
(t, s)− ∂G2

∂t
(t, s)|ds = o(ε) (3.7)
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Observant que∫ 1

0

|G1(t, s)−G2(t, s)|ds ≤
∫ t

0

|(t− s)
α−1

Γ(α)
− (t− s)α−ε−1

Γ(α− ε)
|ds

+ (
a2b1

l
+
a1b1t

l
)

∫ 1

0

|(1− s)
α−1

Γ(α)
− (1− s)α−ε−1

Γ(α− ε)
|ds

+ (
a2b2

l
+
a1b1t

l
)

∫ 1

0

|(1− s)
α−2

Γ(α− 1)
− (1− s)α−ε−2

Γ(α− ε− 1)
|ds

et ∫ 1

0

|∂G1

∂t
(t, s)− ∂G2

∂t
(t, s)|ds ≤

∫ t

0

|(t− s)
α−2

Γ(α− 1)
− (t− s)α−ε−2

Γ(α− ε− 1)
|ds

+
a1b1

l

∫ 1

0

|(1− s)
α−1

Γ(α)
− (1− s)α−ε−1

Γ(α− ε)
|ds

+
a1b2

l

∫ 1

0

|(1− s)
α−2

Γ(α− 1)
− (1− s)α−ε−2

Γ(α− ε− 1)
|ds

on va estimer les intégrales précédentes En effet, on a∫ t

0

|(t− s)
α−1

Γ(α)
− (t− s)α−ε−1

Γ(α− ε)
|ds ≤

∫ t

0

|(t− s)
α−1

Γ(α)
− (t− s)α−ε−1

Γ(α)
|ds

+

∫ t

0

|(t− s)
α−ε−1

Γ(α)
− (t− s)α−ε−1

Γ(α− ε)
|ds

=
1

Γ(α)

∫ t

0

|xα−1 − xα−ε−1|dx

+ | 1

Γ(α)
− 1

Γ(α− ε)
|
∫ t

0

(t− s)α−ε−1ds

≤ 1

Γ(α)
(

1

α− ε
− 1

α
) + | 1

Γ(α)
− 1

Γ(α− ε)
| 1

α− ε

= ε(
1

α(α− ε)Γ(α)
+

|Γ′(α− ε+ θε)|
(α− ε)Γ(α)Γ(α− ε)

)

= εM1,

pour certain θ1 avec 0 < θ1 < 1 et par de simples calculs, on trouve aussi

(
a2b1

l
+
a1b1t

l
)

∫ 1

0

∣∣∣(1− s)α−1

Γ(α)
− (1− s)α−ε−1

Γ(α− ε)

∣∣∣ds ≤ ε(
a2b1

l
+
a1b1t

l
)
|Γ′(α− ε+ 1 + θε)|

Γ(α + 1)Γ(α− ε+ 1)

= εM2,



3.3 Dépendance des solutions aux paramètres 55

pour certain θ2 avec 0 < θ2 < 1 et

(
a2b2

l
+
a1b2t

l
)

∫ 1

0

∣∣∣(1− s)α−2

Γ(α− 1)
− (1− s)α−ε−2

Γ(α− ε− 1)

∣∣∣ds ≤ ε(
a2b2

l
+
a1b2t

l
)
Γ′(α− ε+ θε)

Γ(α)Γ(α− ε)
= εM3,

pour certain θ3 avec 0 < θ3 < 1 Donc, on a∫ 1

0

|G1(t, s)−G2(t, s)|ds ≤ ε(M1 +M2 +M3)

De même, on a∫ t

0

|(t− s)
α−2

Γ(α− 1)
− (t− s)α−ε−2

Γ(α− ε− 1)
|ds ≤ ε(

1

(α− ε− 1)Γ(α)
+
|Γ′(α− ε− 1 + θε)|
Γ(α− 1)Γ(α− ε)

) = εM ′
1

pour certain θ′1 avec 0 < θ′1 < 1 et

a1b1

l

∫ 1

0

|(1− s)
α−1

Γ(α)
−(1− s)α−ε−1

Γ(α− ε)
|ds ≤ ε(

a1b1

l

|Γ′(α− ε+ 1 + θε)|
Γ(α + 1)Γ(α− ε+ 1)

) = εM ′
2

pour certain θ′2 avec 0 < θ′2 < 1 et

a1b2

l

∫ 1

0

|(1− s)
α−2

Γ(α− 1)
− (1− s)α−ε−2

Γ(α− ε− 1)
|ds ≤ ε(

a1b2

l

|Γ′(α− ε+ θε)|
Γ(α)Γ(αα− ε)

) = εM ′
3

pour certain θ′3 avec 0 < θ′3 < 1 Donc, on a∫ 1

0

|∂G1

∂t
(t, s)− ∂G2

∂t
(t, s)|ds ≤ ε(M ′

1 +M ′
2 +M ′

3)

De plus,

|u1(t)− u2(t)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

G1(t, s)f(t, u1(s),cDβ
0+u1(s))ds

−
∫ 1

0

G2(t, s)f(t, u2(s),cDβ
0+u2(s))ds

∣∣∣
≤
∫ 1

0

G1(t, s)(f(t, u1(s),cDβ
0+u1(s))ds−G1(t, s)f(t, u2(s),cDβ

0+u2(s)))ds|

+

∫ 1

0

|G1(t, s)f(t, u2(s),cDβ
0+u2(s))−G2(t, s)f(t, u2(s),cDβ

0+u2(s))|

≤ L ‖ u1 − u2 ‖
∫ 1

0

|G1(t, s)|ds+ | ‖ f ‖ |
∫ 1

0

|G1(t, s)−G2(t, s)|ds

≤ (2l + a2b2)L

lΓ(α)
‖ u1 − u2 ‖ +| ‖ f ‖ |

∫ 1

0

|G1(t, s)−G2(t, s)|ds
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où

| ‖ f ‖ | = sup
0≤ε≤α−1

{max
t∈[0,1]

|f(t, u2(t),cDβ
0+u2(t))|}

pour 0 < β < 1, on a

|cDβ
0+u1(t)−c Dβ

0+u2(t)| ≤ 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β
(∫ 1

0

|∂G1

∂s
(s, τ)f(τ, u1(τ),cDβ

0+u1(τ))

− ∂G2

∂s
(s, τ)f(τ, u2(τ),cDβ

0+u2(τ))|dτds

≤ 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G1

∂s
(s, τ)f(τ, u1(τ),cDβ

0+u1(τ))

− ∂G1

∂s
(s, τ)f(τ, u2(τ),cDβ

0+u2(τ))|dτ

+

∫ 1

0

|∂G1

∂s
(s, τ)f(τ, u2(τ),cDβ

0+u2(τ))

− ∂G2

∂s
(s, τ)f(τ, u2(τ),cDβ

0+u2(τ))|dτ)ds

≤ L ‖ u1 − u2 ‖
1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G1

∂s
(s, τ)|dτ)ds

+ | ‖ f ‖ | 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G1

∂s
(s, τ)− ∂G2

∂s
(s, τ)|dτ)ds

≤ 2L

Γ(2− β)Γ(α)
‖ u1 − u2 ‖

+ | ‖ f ‖ 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G1

∂s
(s, τ)− ∂G2

∂s
(s, τ)|τ)ds

et pour β = 1, on a

|u′1(t)− u′2(t)| ≤ L ‖ u1 − u2 ‖
∫ 1

0

|∂G1

∂t
(t, s)|ds+ | ‖ f ‖ |

∫ 1

0

|∂G1

∂t
(t, s)− ∂G2

∂t
(t, s)|ds

≤ 2L

Γ(α)
‖ u1 − u2 ‖ +| ‖ f ‖ |

∫ 1

0

|∂G1

∂t
(t, s)− ∂G2

∂t
(t, s)|ds

il en résulte que pour 0 < β < 1, on a

‖ u1 − u2 ‖ ≤
1

1− L/K
[| ‖ f ‖ | 1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G1

∂s
(s, τ)− ∂G2

∂s
(s, τ)|dτ)ds

+ | ‖ f ‖ |
∫ 1

0

|G1(t, s)−G2(t, s)|ds]
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et pour β = 1, on a

‖ u1 − u2 ‖ ≤
1

1− L/K
(( | ‖ f ‖ |

∫ 1

0

|∂G1

∂t
(t, s)− ∂G2

∂t
(t, s)|ds

+ | ‖ f ‖ |
∫ 1

0

|G1(t, s)−G2(t, s)|ds 43

par conséquent,conformément a (3.7), on obtient

‖ u1 − u2 ‖= o(ε)

ce qui termine la démonstration

Théorème 3.3.2 supposons que les conditions du théorème (3.2.8) sont sa-
tisfaite. Soit u1,u2 les solutions, respectivement ,des problèmes{

cDα
0+u(t) = f(t, u(t), cDβ

0+u(t)), t ∈ (0, 1)

a1u(0)− a2u
′(0) = A, b1u(1) + b2u

′(1) = B

et{
cDα

0+u(t) = f(t, u(t), cDβ
0+u(t), t ∈ (0, 1)

a1u(0)− a2u
′(0) = A+ ε1, b1u(1) + b2u

′(1) = β + ε2

Alors
‖ u1 − u2 ‖= o(max{ε1, ε2})

Preuve : soit

ϕ1(t) =
(b1 + b2)A+ a2B

l
+
a1B − b1A

l
t

ϕ2(t) =
(b1 + b2)(A+ ε1) + a2(B + ε2)

l
+
a1(B + ε2)− b1(A+ ε1)

l
t

Alors
u1(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u1(s),cDβ
0+u1(s))ds+ ϕ1(t)

et

u2(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u2(s),cDβ
0+u2(s))ds+ ϕ2(t)
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Ainsi, on obtient

|u1(t)− u2(t)| ≤ L ‖ u1 − u2 ‖
∫ 1

0

|G(t, s)|ds+ |ϕ1(t)− ϕ2(t)|

≤ L(2L+ a2b2)

lΓ(α)
‖ u1 − u2 ‖ +

(b1 + b2)ε1 + a2ε2

l
+
|a1ε2 − b1ε1|

l

et pour 0 < β < 1, on a

|cDβ
0+u1(t)−C Dβ

0+u2(t)| ≤ L ‖ u1 − u2 ‖
1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G
∂s

(s, τ)|dτ)ds

+
1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β|ϕ′1(t)− ϕ′2(t)|ds

≤ 2L

Γ(2− β)Γ(α)
‖ u1 − u2 ‖ +

1

Γ(2− β)

|a1ε2 − b1ε1|
l

et pour β = 1, on a

|u′1(t)− u′2(t)| ≤ L ‖ u1 − u2 ‖
∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)|ds+ |ϕ′1(t)− ϕ′2(t)|

≤ 2L

Γ(α)
‖ u1 − u2 ‖ +

|a1ε2 − b1ε1|
l

par conséquent,

‖ u1 − u2 ‖ ≤
1

1− L/K
(
(b1 + b2)ε1 + a2ε2

l
+
|a1ε2 − b1ε1|

l

+
1

Γ(2− β)

|a1ε2 − b1ε1|
l

)

≤ max{ε1, ε2}
1− L/K

(
b1 + b2 + a2

l
+
a1 + b1

l
+

1

Γ(2− β)

a1 + b1

l
)

par conséquent, la conclusion du théorème (3.2.8) s’ensuit

Théorème 3.3.3 Supposons que les conditions du théorème sont satisfaite.
Soit u1,u2 des solutions, respectivement, des problèmes :cDα

0+u(t) = f(t, u(t), cDβ
0+u(t)), t ∈ (0, 1)

a1u(0)− a2u
′(0) = A, b1u(1) + b2u

′(1) = B

et
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cDα
0+u(t) = f(t, u(t),cDβ

0+u(t)) + ε , t ∈ (0, 1)

a1u(0)− a2u
′(0) = A, b1u(1) + b2u

′(1) = B

Alors
‖ u1 − u2 ‖= o(ε)

Preuve : Notons que

u1(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(t, u1(s),cDβ
0+u1(s))ds+ ϕ(t)

et
u2(t) =

∫ 1

0

G(t, s)(f(t, u2(s),C Dβ
0+U2(s)) + ε)ds+ ϕ(t)

Donc,

|u1(t)− u2(t)| ≤ L ‖ u1 − u2 ‖
∫ 1

0

|G(t, s)|ds+ εG(t, s)|ds

≤ L(2L+ a2b2)

lΓ(α)
‖ u1 − u2 ‖ +

ε(2l + a2b2)

lΓ(α)

et pour 0 < β < 1, on a :

|cDβ
0+u1(t)−c Dβ

0+u2(t)| ≤ L ‖ u1 − u2 ‖
1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G
∂s

(s, τ)|dτ)ds

+
1

Γ(1− β)

∫ t

0

(t− s)−β(

∫ 1

0

|∂G
∂s

(s, τ)|dτ)ds

≤ 2L

Γ(2− β)Γ(α)
‖ u1 − u2 ‖ +

2ε

Γ(2− β)Γ(α)

et pour β = 1, on a

|u′1(t)− u′2(t)| ≤‖ u1 − u2 ‖
∫ 1

0

|∂G
∂t
|ds+ ε

∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)|ds

≤ 2L

Γ(α)
‖ u1 − u2 ‖ +

2ε

Γ(α)

Alors,

‖ u1 − u2 ‖≤
ε

1− L/K

(
2l + a2b2

lΓ(α)
+

2

Γ(2− β)Γ(α)

)
et on obtient le résultat désire.



Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité
des solutions du problème aux limites associé à une équation différentielle
non linéaire d’ordre fractionnaire au sens de Caputo . Ces résultats ont été
obtenus par d’applications de la théorie de point fixe, en particulier on a
utilisé le principe de contraction de Banach et le théorème de point fixe de
Schauder .
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