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Introduction

La théorie des échelles de temps a été introduite par Stéphan Hilger dans
sa thése de doctorat en 1988. Cette théorie permet d’unifier I’analyse discréte
et I'analyse continue. Une échelle de temps T est un sous-ensemble fermé
arbitraire de R. Si T = R, les équations aux échelles de temps deviennent
des équations différentielles. Si T = Z, les équations aux échelles de temps
deviennent des équations aux différences finies.

Le calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étu-
die la généralisation des notions de dérivation et d’intégration a des ordres
arbitraires (& des ordres non-entiers). Les équations différentielles fraction-

naires ont ét¢ largement appliquées en physique, en chimie, en biologie,...etc
(voir[2, 12, 13]).

En 2014, Khalil et al. [11] ont présenté une nouvelle définition de la déri-
vée fractionnaire dénommeée la dérivée fractionnaire conforme (voir Définition
2.1). En particulier, Benkhettou et al. [6] ont étendu cette définition & une
échelle de temps arbitraire, qui est une extension naturelle du calcul frac-
tionnaire conforme (voir Définition 2.2).

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions et théo-
remes de 'analyse fonctionnelle, et nous présentons les résultats principaux
sur la différentiabilité, I'intégration et la fonction exponentielle sur les échelles
de temps.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques définitions et résul-
tats concernant le calcul fractionnaire conforme sur des échelles de temps
arbitraires.

Dans le troisiéeme chapitre, nous étudierons des équations dynamiques
fractionnaires conformes linéaires d’ordre o € (0, 1] avec des conditions aux
limites linéaires :, nous donnons quelque résultats d’éxistence de solutions
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des problémes aux limites associés.

Dans le quatriéme chapitre, nous établirons un théoréme d’existence pour
I’équation dynamique fractionnaire conforme non-linéaire sur les échelles de
temps avec condition initiale :

29(1) = f(t,2°(1)), pour tout ¢ € I = [a, b, "

z(a) = .

Ici, T est une échelle de temps bornée, J = [a, 0(b)]T avec a,b € T, 0 < a < b,
9 € R, xf) (t) désigne la delta dérivée fractionnaire conforme de = d’ordre
a€ (0,1l entet f: I xR — R est une fonction continue.

Nous introduirons la notion de tube-solution associé a (1). Cette nouvelle
notion est équivalente a la notion de sous- et sur-solution introduite par B.
Bendouma et A. Hammoudi [5]. L’objectif de cette méthode est de prouver
que si une solution x € C%(J, R) existe, alors elle est incluse dans un tube so-
lution, i.e. on peut trouver des fonctions v € C%(J,R) et M € C%(J, [0, 00)))
telles que

|z(t) — v(t)| < M(t) pour tout t € J.

Mots Clés : Calculs sur les échelles de temps, calcul fractionnaire conforme
sur des échelles de temps, équation dynamique fractionnaire conforme, condi-
tions aux limites, tube-solution, théoréme du point fixe de Schauder.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et théoremes de
I’analyse fonctionnelle, et nous présentons les résultats principaux sur la diffé-
rentiabilité, 'intégration et la fonction exponentielle sur les échelles de temps.
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [1, 7, 8, 9, 10].

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1 (Norme) Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle une
norme sur E toute application ||.|| : E — R* telle que

(i) ||lz]] =0 <z =0.
(i1) Ve € E.VA e K || Az|| = |A| ||z -
(i13) Vo,y € E ||z +y| < |lz|| + |ly|| (Inégalité triangulaire).

Définition 1.2 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel E muni d’une
norme ||.| noté (E,||.||) sera appelé un espace vectoriel normeé.

Exemple 1.1.1 On définit une norme sur ’espace vectoriel C ([a,b] ,R) de
la maniére suivantes

[flloo = sup [f ()]

z€la,b]

Définition 1.3 (FEspace de Banach) On appelle espace de Banach tout es-
pace vectoriel normé complet sur les corps C ou R.
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Exemple 1.1.2 Soit I := [a,b] un intervalle de R. C(I,R) est l’espace de
Banach des fonctions x continues définie de I dans R avec la norme

[]lo0 = sup [ ()]
tel

Définition 1.4 Le sous ensemble S de l’espace normé X est dit borné si il
existe M tel que
||| < M pour tout x € S.

Définition 1.5 L’ensemble S de l'espace vectoriel X est dit convexe si pour
tout x,y € S
Ax+(1—X) €S, VAe|o,1].

Définition 1.6 Soit F : (E,|.||p) = (F,||.||p) une application. On dit que
F' est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées
de F i.e. F (bornée) est bornée.

Définition 1.7 Soienta € E et T : (E,||.||g) = (F,||.]|z)- On dit que T est
continue au point a si et seulement si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0, pour
r€e€FE, ona

|z —allp <9 implique T (x) =T (a)|| <e.

Alors DUopérateur T est dit continu sur E, ou simplement continu si il est
continu en tout point de E.

Définition 1.8 Soient E et F deux espaces de Banach et T : E — F est
une fonction continue. On dit que T est compacte si T(E) est compact. On
dit que T est completement continue si T'(B) est compact pour tout sous-

ensemble borné B C E.

Définition 1.9 (Ensemble équicontinue) Un ensemble F de C([a,b],R) est
dit équicontinu, si pour tout € > 0 il existe 0 > 0, tel que, pour tout ti,ts €
[a,b],|[te —t1| < on a:

I f(t2) — f(t)]| <&, pourtout f € F.

Définition 1.10 (Ensemble uniformément borné) F est dit uniformément
borné dans C([a,b],R) s’il existe un nombre réel M > 0 tel que ||yl < M
pour tout y € F.
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Théoréme 1.1 (Arzela-Ascoli) Soit B C C([a,b],R), B est relativement
compact dans C([a,b],R) si et seulement si :

(a) B est uniformément borné.

(b) B est équicontinu.

Théoréme 1.2 (Théoreme du point fize de Schauder) Soit C un sous-ensemble
convexe, fermé, borné, non vide d’un espace de Banach E et A: C — C une
application compact i.e (A(C) est compact). Alors A admet au moins un
point fize (i.e il existe un point xo dans C' tel que f(xo) = xg).

1.2 La théorie des échelles de temps

Dans cette section, nous présentons les notions de base concernant les
échelles de temps, la différentiabilité et l'intégration des fonctions sur les
échelles de temps.

Définition 1.11 Une échelle de temps T est un ensemble non vide fermé de
l’ensemble de nombre réels R.

Par exemple, les ensembles R, Z et N sont des échelles de temps, tandis que
les ensembles Q, R\ Q, C et |0; 1[ ne sont pas des échelles de temps.

On sous-entend que la topologie de T est induite par celle de R.

Définition 1.12 Soit T une echelle de temps. Pourt € T, On définit :

i) L’opérateur de saut-avant o : T — T par o(t) : =inf{s € T :s > t}.

i1) L’opérateur de saut-arriere p: T — T par p(t) : =sup{s € T : s < t}.
i11) - La fonction de granulation en avant pn: T —[0,00) par u(t) : =o(t) —t.
iv) - la fonction f7: T — R par

fot) = (foo)(t)= f(o(t)), pourtoutteT.

Définition 1.13 Soit T échelle de temps, t € T :

1) Sio(t) >t, on dit que t est un point dispersé a droite (rs).

2) Sio(t)=tett<supT, on dit que t est un point dense a droite (rd).

3) Sip(
) i p(

t) <t, on dit que t est un point dispersé a gauche (ls).
4 )

Sip(t)=tett>infT, on dit que t est un point dense a gauche (ld).
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5) Si un point est dispersé a droite et a gauche,(i.e p(t) <t < o(t)), on dit
qu’il est isolé.

6) Si un point est dense & droite et & gauche,(i.e t=o(t)=p(t)), on dit qu’il
est dense.

Exemple 1.1 Soit T une échelle de temps, t € T.

1. Pour T=R, on a: o(t) = p(t) =t.

Done, chaque point de R est dense : u(t) =v(t) =0 .

2. PourT=Zona: ot)=t+1 e p(t)=t—1.
Done, chaque point de Z est isolé et on a : p(t) = v(t) = 1.

Définition 1.14 Soit T une échelle de temps, t € T. St T admet un maxi-
mum M dispersé & gauche, on pose T* =T — {M?}, sinon TF = T.
- Soit a,b € T tel que a < b, on définie l'intervalle [a,b] dans T par :

la,b] = [a,b]lr =[a,b)NT={teT:a<t<b}

Définition 1.15 Une fonction f : T — R est dite régquliére, si sa limite a
droite existe en tout point dense a droite de T, el sa limite d gauche existe
en tout point dense & gauche de T.

Définition 1.16 Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est
continue en tout point dense a droite de T, et si sa limite a gauche existe et
finie en tout point dense & gauche de T.

On note :

— L’ensemble des fonctions f : T — R qui sont rd-continues sur T par

Cra = Cpq(T) = Cy(T, R).

Théoréme 1.3 Soit f: T —-Retg: T —R ona:

1. Si f est continue, alors f est rd-continue.

2. 51 f est rd-continue, alors f est réquliére.

3. L’opérateur de saut a droite o est rd-continue.

4. Si f est rd-continue (resp. réguli¢re), alors f o o est rd-continue (resp.
réquliére).

5. Si f est rd-continue (resp. réguliere ) et g est continue, alors g o [ est
rd-continue (resp. réquliére).
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1.2.1 Différentiation

Définition 1.17 Soit f : T — R une fonction et soit t € T*. On dit que
f est A-différentiable en t s’il existe un nombre réel f2(t) € R tel que pour
tout € > 0, il existe un voisinage U de t (i.e, U = (t — 0,t +0) N'T pour
certain 6 > 0) tel que

| f7(t) — f(s) — A (o(t) — s)| <ela(t) — s, pour touts € U.

On appelle f2(t) la A-dérivée de f en t.
Si f est A-différentiable en tout t € T, alors f& : T — R est appelée la
delta dérivée de f sur TF.

- L’ensemble des fonctions f : T — R qui sont différentiables et ses dérivées
sont rd-continues sur T par

Clg = CLy(T) = CLyg(T,R).

Exemple 1.2 Soit f: T — R une fonction
1. Pour T=R. on a o(t) =t alors :

720 = m {0 gy
s—t t—s
2. Pour T=R. onao(t)=t+1 alors:

flo(t) — f(E)
IOE Tt

ot A lopérateur de différence .

= ft+1) = f(t) = Af(1)

Théoréme 1.4 Soit f: T — R une fonction et soit t € T".
1) Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.

2) Sit est dispersé a droite et f est une fonction continue en t, alors f est
différentiable en t et
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3) Sit est dense a droite alors f est A-différentiables en t, si seulement si
)~ 1 (s)

existe et finie. Dans ce cas on a
st t—s

fA(t) _ hmf(t) — f(S) )

s—t t—s

4) Si f est A-différentiable en t, alors
o) =f) +n@) 2. (1.1)

Exemple 1.3 Soit f: T — R une fonction définie par :
1. f(t) = a pour tout t € T,ol o € R est constante. alors f>(t) = 0.
2. f(t) =t pour tout t € T, alors f2(t) = 1.

Théoréme 1.5 Soient f,g : T — R deux fonctions A-différentiables en
t € T* alors :

1) f4g:T—R est A-différentiable en t ot
(f +9)2 () = f2(t) + g°(t).
2) Pour tout constante « € R. af : T — R est A-différentiable en t et
(@f)™ (t) = af™ (1).

3) fg:T — R est A-différentiable en t ot

(fPA®R) = fAR)gt)+F(o(t)g> (1) = f(H)g™ () + 2 (B)g(o(t). (1.2)
4) Si F(£)F7 (£) £ 0, alors % est A-différentiable en t et

A
) O=Frew

5) Sig(t)g? (t) # 0, alors g est A-différentiable en t et

A A _ A
([) (t):f (t)g(t) ft)g>(t)

p 90 ®) (1)
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Exemple 1.4 Soit f: T — R une fonction définie par f(t) =t%, on a :

A = };IEE f(a:éi; : f(s) = }9112 %2__:2 =o(t) +t pour toutt € T*

1.SiT=R,onaoc(t)=tetp(t) =t, alors :
fA() = f(t) =2t.
2.8 T=hZ,onao(t)y=t+hetp(t)=t—h alors:
fA(t) =2t + h.
Pour h=1 (i,eT=7) on a f2(t) = Af(t) =2t + 1.

1.2.2 Intégration

Définition 1.18 La fonction F : T — R est dite la A-antidérivée de f :
T —R sz
FA(t) = f(t), pour chaquet € T".

- On définit lintégrale de Cauchy par :
b
/ f)A(t) = F(b) — F(a), pour tout a,beT.

Définition 1.19 Soit f : T — R une fonction réguliére , on définit [’intégrale
indéfinie par :

[ roaw =rFo +
ot ¢ est une constante arbitraire et F est la A-antidérivée de f.

Théoréme 1.6 Toute fonction rd-continue posséde une A-antidérivée. En
particulier si tg € T, alors la fonction F définit par :

t
F(t) :/ f(r)AT,  pour tout teT,
to

est une A-antidérivée de f.

Théoréme 1.7 Tout fonction continue f sur [a,b] est A-intégrable.
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Théoréme 1.8 Si f € C,.d et t € T, alors

o(t)
/t F(D)A(T) = u(t) F(2).

Thé?réme 1.9 Sia,b,ce 'l]}‘, a€eR et Jl:,g e C,d, alors :
L [laft)+g@®)]At =a [ f(O)AL+ [ g(t)At.

2. [P F()At = — [ f(t)At.

3. [P ft)At = [CF)AL+ [ F(1)AL.

4 [ Fo()g> (AL = (Fg)(b) — (fg)(@) — [} FPa()AL.
5. [P ft)At =0,

6. Si |f(t)] < g(t) sur [a,b], alors | [0 F(H)AL < [T g(t)At.

Théoréme 1.10 Soient a,b € Tet f € C,.d

1.5 T =R, alors
b b
[ rwse= [ s

ot l'intégrale a droite est 'intégrale usuelle de Riemann.
2. Si [a,b] ne contient que des points isolés, alors

Z p(t)f(t)  sia<bd

b t€la,b)
/ fO)At=< 0 st a=b
¢ = ut)f(t) sia>b
tela,b)

3.5 T=17 alors

b t=a
/ f)At=<¢ 0 st a=b
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Exemple 1.5 Soit T une échelle de temps :
1. Soit a,b €T, on a :

b b
/ cAt:c/ 1At = ¢(b— a).

2. On calculons fot sAs sur T :

-Pour T=R on a :

-Pour T=7 on a :

t—1

/OtsAs:Zs:t“;”.

s=0

1.2.3 la fonction exponentielle

Définition 1.20 Pour h > 0, on définit les nombres complexes de Hilger ,
aze réel et axe imaginaire de Hilger

—1
C, = {ZGC,Z%T}
—1
R, = {ZG(C}“ZGR,Z>T}
Zn = {z¢€ C,i <Im(z) <

h
Pour h=0, on aCy=C, Ry =R, Zy=C

}

SHI

Définition 1.21 On définit
— L’addition & dans Cj, par

2@ w=z+w+ zwh pourz,w € Cy.

— La soustraction © sur Cy par

o @ (Cw) = — = eC
ya w ==z w) = ourz.,w .
14+ wh p ’ h

@Z:1+zh

St h=0,o0ona zhw=z4+w e zOw=z—w
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Définition 1.22 Une fonction p: T — R est dite régressive si :
1+ p(t)p(t) #0, VteT*
On note L’ensemble des fonctions régressives et rd-continues par :
R =R(T) =R(T,R)

et on note par R™ = {p : T — R : 1+ u(t)p(t) > 0} pour tout t € T
l’ensemble des fonctions régressives positives.

Définition 1.23 On définit dans R(T)
— L’addition & par :

(p® q)(t) = p(t) + q(t) + u()p(t)q(t); pour tout t € T*, et p,q € R.

- La soustraction © par :

1o0(0) = (o)) = {4 pour toutt € T et g € R(T)

Définition 1.24 Sip € R, alors on définit la fonction exponentielle par :

ep(t,s) = exp </ 5#(7)(]9(7'))A7') pour t,s € T

Ou &, - Cp, — Zy, est la trnsformation cylindrique définie par :
1 .
a9z =17 log(1 + zh) sih>0
z st h=20

Ou log désigne le logarithme nipérien .
Donc on a

ep(t,s) = exp (/sp log(1 —L'ELT(;—)MT))AT) pourt,s €T

Théoréme 1.11 :Sip, ¢ € R, alors
1. eo(t,s) =1 et eyt t)=1
2. ey(a(t),s) = (L4 p(t)p(t))ey(t, s)
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1
3. e(t.9) = egp(t, s)
4. ep(t,s) = ep(i D = egp(s, 1)
ep(t, s)ep(s, 1) = ey(t,r)
: ep<t7 S)GQ<t7 S) = Q;D@q(t’ S)
ep(t,s)
7. eq(t, S) - €p®q<t7 3)
L \% p)
5 <ep(t, s)> Tt s)

ep(t,r)

9 eplto(s)ep(sr) = 77 50

Remarque 1.1 1. Soit p € R et tg € T fizé, la fonction e,(.,ty) est
définie comme la solution unique du probléeme de Cauchy :

y>(t) = p(t)y(t), y(to) = 1.

2. On a
epA(t, s) =p(t)ep(t, s).

Exemple 1.2.1 Soit T une échelle de temps et p € R, calculons e,(t,s).On
a

) = o | e wran)

— oxp ( /:log“zéﬁ;)p“”m) pour t,5 €T

— Pour T=R,u(t) =0. On a :

e,(t,s) = exp ( / t p(T)AT) .

Sip est une constante, alors e,(t,s) = e?=°) et ey(t,s) = 1, ePt=e,(t,0) =
e’' et ey(t,0) = e’
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— Pour T=7, ut)=1ona:
ep(t,s) = exp (/ log (1 + p(7)) AT) = exp (2_: log (1 +p(7‘))>
~ e (mgﬁu + p<r>>) ~TIa + o).

T=s T=s

Si p est une constante, alors
ep(t;s) = II2, (1+p) = (1+p)" et ep(t.0) = (1+p)"ea(t,0) = 2.



Chapitre 2

Calcul fractionnaire conforme sur
les échelles de temps

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et résultats concer-
nant le calcul fractionnaire conforme sur des échelles de temps arbitraires.
Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [4, 5, 6].

2.1 Delta dérivée fractionnaire conforme

Définition 2.1 ( La dérivée fractionnaire conforme) Soit f : [0,00) — R
une fonction et soit o € (0,1]. La dérivée fractionnaire conforme d’ordre «
de f est définie par :

F@(#) = Tim ft+et'=) = f(t)

e—0 g (21)

pour tout t > 0. Si f((t) existe et est finie, on dit que f est a-differentiable
en t.

Si f est a-differentiable dans un intervalle |0, a[, a > 0, et lim,_o+ f(@ ()
existe, alors la dérivé fractionnaire conforme de f d’ordre o en t = 0 est
défini comme

F@0) = lim f(1).

t—0t

Définition 2.2 (La delta dérivée fractionnaire conforme) Soit f : T — R
une fonction, t € T, et soit o €]0,1]. Pourt > 0, on définit le réel f(Aa)(t)
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(supposons qu’il existe) vérifiant : pour tout € > 0, il eriste un voisinage
Vo CT (ie,Vy:=]t—6,t+[NT) det, § >0, tel que

[f(a(t)) — f(s)]t'* — XJ) (1) [o(t) — s]| < e€|o(t) —s| pour tout s € V.
(2.2)
- On appelle féa) (t) la delta dérivée fractionnaire conforme de f d’ordre «
en t, et on définit la delta dérivée fractionnaire conforme de f en 0 par

S7(0) = lim f7(0).
-On dit que f est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o sur T*
si f\(t) eiste pour tout t € T".

Remarque 2.1 (i) Sia=1, ona f& = fA
(ii) Sia =0, nous notons f = f.
(i1i) Si T =R, alors fgl) = ) est la dérivée fractionnaire conforme de
[ d’ordre a(voir Définition 2.1).

Nous introduisons I'espace suivant :

C%([a, b, R) = {f delta dif férentiable fractionnaire conforme
dordre a sur [a,bly et £ € Cry(la,blr,R)}.

Théoréme 2.1 Soit a €]0,1] et f : T — R une fonction et soit t € T*".
Alors on a :
(i) Si f est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o ent > 0,
alors f est continue en t.
(11) Si f est continue en t et t est dispersé a droite, alors [ est delta
différentiable fractionnaire conforme d’ordre o en t et

féa) (t) _ f(a(t/)t)(t; f(t> tl—a _ tl_afA(t).

(11i) Sit est dense a droite, alors [ est delta différentiable fractionnaire
JO=1(5) 41-a

(t—s)
FO=f(s) y1-a

conforme d’ordre o en t si et seulement si la limite lim,_y;

existe et est finie, dans ce cas on a fé‘a) (t) = limg_; i =t f/(t).

(iv) Si f est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o en t,

alors  f(o(t)) = () + (u(t)toLFL ().
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Preuve 2.1.1 (i) Soit f : T — R une fonction et soit t € T*, supposons que
f est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o ent > 0. Alors, il
eriste un voisinage V; de t tel que

(Flo®) = F) 1 = 1) (o(t) = )| < elo(t) =
pour s € V;. Done,
£ = £ )] < |(Ft) = £5) = @) (o(8) = )27 | + (F (1)) = F(1))
+ |18 0] o) = 9l 1=~ 1,
pour tout s € Vy N |t — €, + €[ et, comme t est dense a droite,
£ = |70 = £6) = SO0 ((8) = )| + |80 (¢ = 9)°
O]

< €+ |to‘_1|

d’ou la continuité de f en t.
(17) Supposons que f est continue en t et t est dispersé a droite. Alors,

o) R O N £ 3) B O o) e A P

sot o(t)—s W B pu(t)

Soit € > 0 et a €]0, 1], il existe un voisinage V; de t tel que

o) S0y HO) S
oft) —s p(t) a
pour tout s € V;. Donc
— (s l—a_f(a(t))_f(t)l—aa s clo(t) — s
’[f(tf(t)) fs)lt T (o(t) = s)| < €lo(t) — s

pour tout s € Vy. Alors on a
(o) o f(O'(t)) B f<t) —a __ 4l—a A

(1i1) Supposons que f est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre
aent ett dense a droite. Soit € > 0 donné. Comme f est delta différentiable
fractionnaire conforme d’ordre o en t, il existe un voisinage Vy de t tel que

[f (o) = f()]t = @) (o (t) — s)| < e|o(t) — s| pour tout s € V.
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Comme o(t) =t, on a

Mtl—a — (Aa)(t) < € pour tout s € V;, s # t.
— S

e )~ 505

(o) . - S) 1—a

=1 t .
fA ( ) Slir% (t . S)

la réciproque, soit t € TF est dense & droite et lim,_,; %tl_a = A (avec
A<o0.)
Soit e > 0, il existe un voisinage V; de t tel que |(f(t) — f(s))t™> — A(t — s)| <
€|t — s| pour tout s € V;. Comme o(t) =t, on a

|(f(a(t)) = fs)t' ™ = Ao (t) — 5)| < elo(t) — s|.

D’aprés la définition de la delta dérivée fractionnaire conforme, on a A =
féa)(t), alors

t —_
F() =lim Mtka.

s—t (t — s)

(1v) supposons que [ est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre
a ent.
- Sio(t)=tonap(t) =0, alors

Flo(®) = F(£) = F(t) + 2 () £ (2)

~ Sio(t) >t et f est continue en t, et d’apres (iii) on a

Flo(®) — f(t) =t f (1))

donc

Flo(6) = f(t) + 2 £ (plt).

Exemple 2.1.1 Soit o € (0,1]. Les fonctions suivantes f,g,h : T — R
définies par f(t) =t, g(t) = X\, A € R et h(t) = e,(t,a), p € R,, sont delta
différentiables fractionnaires conformes d’ordre o avec

1) =t
2. g5(t) =0;
3. B (t) = top e,(t, a).
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Théoréme 2.2 (Les propriétés de delta dérivée fractionnaire conforme)
Soit f,g: T — R sont delta différentiables fractionnaires conformes d’ordre
a. Alors,

(i) La somme [+ g est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre
aet (f+9)8 =18+ ;

(1) Pour toute constante X € R, \f est delta différentiable fractionnaire
conforme d’ordre o et ()\f)(AO‘) = )\féa) ;

(111) Si f et g sont continues, alors le produit fg est delta différentiable
fractionnaire conforme d’ordre o et

(f9) = 19+ (foa)gh) = FP(goo) + fg$;

(v) Sig(t)g(o(t)) # 0, tout point t € T" et si f et g sont continues, alors
f/g est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o

AN 09— £l
(g)A ~ glgoo) (2:3)

Preuve 2.1.2 Soit a €)0, 1]. Supposons que f et g sont delta différentiables
fractionnaires conformes d’ordre o en t € T".
(1) Soit € > 0. Alors il existe les voisinages V, et U; de t tel que

1F(o(6) = F)E = 1) (o) = 5)]| <
et

l9(o(t) = g(s)]t"~ = g (e (1) - 5)
Soit W, =V, NU,. Alors

lo(t) —s|  pour tout s €V,

lo(t) —s|  pour tout s € U,.

1 +9)((8) = (f + ()™ = [1£70) + g8 (1)] (0(t) = )| < elor(t) — s

pour tout s € Wy. Donc, f+ g est delta différentiable fractionnaire conforme
d’ordre o en t et

(f+ 90 = £ + 90 ).
(17) Soit € > 0. Alors

[f (o) = f()]t = @) (o(t) — 8)| < e|o(t) — s| pour tout s € V.
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1l s’ensuit que
(ANE() = ANEI =ML D) = )| < dX][o(t)=s| pour tout s € V.

Donc \f est delta différentiable fractionnaire conforme d’ordre o en t et

AN = Af.

(1ii) Sit est dispersé a droite, alors

@y [FO@) = fO)1a] 9(a(t)) = g(t) 1o
1) ) = [ LA 0e] g oty 4 | 27D 200

= X (W)g(o(t) + F(H)S ().

Si t est dense a droite, alors

1980 =ty [O=IE o] )y | KO =0 e

t—s s—t t—s
= X)) + g (O F (1) = 7 (0)g(o (1) + g8 (8) £ (1)

Exemple 2.1.2 Soit f: T — R une fonction définie par f(t) =t*, on a :

bopley g JO0) = f(8) 0 (@) =8 1-a

1. SiT=Ronao(t)=t, alors :
Ot) = fO(t) = 208170 = 2272,
2. SiT=hZ, onaoc(t)=t+h, alors :
Ft) = (2t + hytte.

Pour h=1 (i.e T=7) on a féa)(t) = (Af@))t> = (2t + D)t ow
A est lopérateur de différence.

Remarque 2.2 - Si T =R, la A-dérivée équivaut a la dérivée au sens clas-
stque et les équations aux échelles de temps deviennent des équations diffeé-
rentielles.

- ST =7, les équations aux échelles de temps deviennent des équations aux
différences finies.
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2.2 Delta a-intégrale fractionnaire conforme

Maintenant, nous introduisons delta a-intégrale fractionnaire conforme
(ou delta a-intégrale fractionnaire) sur les echelles de temps.

Définition 2.3 Soit f : T — R une fonction réguliére et 0 < a« < 1. On
définit delta a-intégrale fractionnaire de f par :

/f(t)A“t :z/f(t)to‘lAt.

Définition 2.4 Soit f : T — R une fonction réguliére et 0 < a« < 1. On
définit delta a-intégrale fractionnaire indéfinie de f d’ordre o par :

F(t) = / e
On définit delta a-intégrale fractionnaire de Cauchy par :
b
/ f(t)A%t = F(b) — F(a) pour tout a,b € T.

Exemple 2.2.1 Soit T=R, o = 3, et f(t) =t. Alors

103 08 08
/ f(t)Aat:/ t.tz—lAt:/ t2dt = 6.
1 1 1

Théoréme 2.3 Soit o € (0,1]. Si f: T — R est une fonction rd-continue,
alors il existe une fonction F': T — R tel que :

FXX) (t) = f(t), pour tout t & T".
- La fonction F' est appelée la fonction a-primitive de f.

Théoréme 2.4 Si f : T — R est une fonction rd-continue et t € T%, alors

o(t)
/t F(5)A%s = F(Ou(t)e.
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Preuve. D’aprés le Théoréme 2.4( précédent), il existe une a-primitive F' de
f,etona:

FOu) = f(t),  F(o(t)) — F(t) = F @)ty
et
o(t)
/t f(AT = F(o(t) — F(t)

= pOES e
= u e,

Théoréme 2.5 Soit T une échelle de temps, a,b € T avec a <b .

Si féa) (t) > 0 pour tout t € [a,b]N'T, alors f est une fonction croissante sur
la, 0] N'T .

Preuve. Soit fga)(t) > 0 pour tout t € [a;b] et soit s,t € T avec a < s <
t<b,on a

/ f(r)AT >0 et / F(r)AT = F(t) — £(s).
Diott f(t) — f(s) > 0, alors f(t) > f(s).

Donc f est croissante.

Théoréme 2.6 Sia,b,ce T, NeR, a € (0,1], et f,g € C.q(T,R). Alors,
b b b
@) [0 +g@iat=x [ soaces [ gmace;
b a
. . AY = — A%
(i) / F(t)Act / f(H)At;
b c b
fiii) / F()A = / F(#)A% + / F(H)A
(iv) / " F(t)A% =0;

(v) sl existe g : T — R avec |f(t)| < g(t) pour tout t € |a, by, alors
‘ K f(t)Aat) < [Pg(t)Act;

b
(vi) si f(t) > 0 pour tout t € [a, b, alors / f(t)A%t > 0.



Chapitre 3

Problémes dynamiques
fractionnaires conformes linéaires

Dans ce chapitre, nous étudions I’équation dynamique fractionnaire conforme
linéaire d’ordre a € (0, 1] avec des conditions aux limites linéaires :

2 (t) — 1 p(t) w(a(t)) = g(t), tel=la,blr,
(3.1)
apz(a) — box(o(b)) = Ao,

Ici, T est une échelle de temps bornée, J = [a, o (b)]r avec a,b € T, 0 < a < b,
x(Aa) (t) désigne la delta dérivée fractionnaire conforme de x d’ordre o € (0, 1]
ent, —p € R,, g € C4(I,R) et ag, by, \op € R.

Nous obtenons l'expression de la fonction de Green fractionnaire pour ce
probléme linéaire.

Une solution de (3.1) sera une fonction z € C%(J, R) satisfaisant (3.1).

3.1 Théoréme (cas général)

Théoréme 3.1 Soit —p € R, et ape_,(c(b),a) # by. Si g € CY4(I,R), alors
probléme (3.1) a une solution unique v € C%(J,R), donnée par

_ PR Y OR)
=) = [a,0(b)]r Glt, 5)g(s)A%s + ape—p(a(b),a) — by’

ted, (3.2)
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ot G est la fonction de Green (fractionnaire) donnée par

Glt.s) e_p(s,1) age—p(a(b), a), a<s<t<oa(b),
yS) =
aOe—p(g(b>’ a/) - bO bO7 a S t S s S O-(b)’
(3.3)
Preuve.

Soit x est solution du probléme (3.1), on a :

[a0ep(t.0)] = 2 (Wey(t, @) ~ PO (1, a)a(o (1)),
= e_p(t,a)g(t).

On intégré les deux cotés de cette égalité sur [a,t|; et on obtient

z(t)e_p(t,a) — z(a) = /[ ) e_p(s,a)g(s)A%s. (3.4)

Donc,
z(t) = e_p(a, z(a e_p(s,a)g(s)A%s 3.5
0 =efan) ()4 [ epfsanats) @)
Par (3.1) et (3.5), on obtient

B bo o (s .ala(s) Al Xoe—p(o(b),a)
#(a) = apge—p(a(b),a) — by /[G,U(b)]ﬂ‘ -»(5,0)9(s)A% + age—p(a(b),a) — by
(3.6)

Maintenant en substituant (3.6) a (3.5), on obtient

= boe—p(a,?) e_p(s,a)g(s)A*s +e_,(a e_p(s,a)g(s)A%s
o) = e [ eals e wefan) [ eyt
boe—_p(a,t) o (s ala(s)A%s Xoe—p(o(b), 1)
a0t (0 (b)) — b /Wbm (8 )g(8) A%+ o), @) — by
Noe_p(o(b), 1) |

B age_p(a(b),a) — by ape_p(o(b),a) — by <a0 /[a’t]T e_p(a(b),a)e_p(s,t)g(s)A%s

+ by / e_p(s, t)g(s)Aas)
[t.o(0)]r

_ $)als)A%s )\oe_p(O'(b), t)
N /[fw(b)hr Gl s)gle)A%s + age—p(o(b),a) — by
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3.2 Cas particuliers

On peut déduire du théoréme précédent, les résultats suivants (pour les
cas particuliers : initiale (a9 = 1,bp = 0), terminale (ag = 0,0y = 1) et
périodique (ag =by =1, =0) :

Corollaire 3.1 Le probleme de Cauchy ( a valeur initiale)

2 (t) — tep(t) w(o(t) = g(t), tel;

z(a) = x.

(3.7)

avec —p € R,, z9 € R, et g € C%(I,R), admet une solution unique v €
C%(J,R), donnée par

z(t) == / Gi(t,s)g(s)A%s + zpe_p(a,t), teJ, (3.8)
[a,0(b)]r

ot Gy est la fonction de Green donnée par
1, <
Gr(t,s) = e_p(s,t) (3.9)
0, a<t<s<ob).
Si —p € R, par (3.9), il est clair que Gy > 0 sur J x J.
Corollaire 3.2 Le probléme a valeur terminale
) (1) =t p a(o(t) = g(t), teET
z(o(b)) = z1.

(3.10)

avec —p € Ry, =1 € R, et g € C%4(I,R), admet une solution unique v €
C%(J,R), donnée par

(1) ::/ Gr(t, $)g(8)A% + me_(a(b), 1), ted  (3.11)
[a,0(b)]7
ot Gr est la fonction de Green donnée par
0, a<s<t<o(b),
Gr(t,s) = —e_p(s,t) (3.12)

1, a<t<s<o(b),
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Corollaire 3.3 Le probleme périodique

20(t) — top(t) w(o(t)) = g(t), tel

z(a) = z(a(b)).

avec —p € Ry, e_p(0(b),a) # 1 et g € C%(1,R), admet une solution unique
x € C%(J,R), donnée par

(3.13)

z(t) == / Gp(t,s)g(s)A%s, teJ, (3.14)
[a,0(b)]r

ot Gp est la fonction de Green (fractionnaire) donnée par

(st e_p(o(b),a), a<s<t<ob),
Gr(t,5) = — 2l " (3.15)
eplo(b),a) =1 | a<t<s<o(b),
3.3 Exemples
Exemple 3.1 Soit T = [—1,5|NZ , on considére le probléeme
x(f)(t) = —t5 z(o(t)) + 23, pour tout t € I = [1,3]r, (3.16)
z(1l) =0.

Alors, ce probleme est sous la forme (3.7), avec o = %, p(t) = -1, g(t) =
25, a=1,b=3,00b)=3+1=4,J = [1,4]p et 79 = 0.
Comme —p € R, (Z,R), alors la fonction e; (.,.) existe et donnée par

e1(s, t) =2°7F pour tout t, s € Z.

Par le Corollaire 3.1, la solution de (3.16) est
x(t) = / G (t, S)S%QSAQS +0.e1(1,t), te,
[0,0(3)]x

ou Gy est la fonction de Green donnée par

1, 1<s<t<o(3), A 1<s<t<4
Gi(t,s) = ei(s,t) —
0, 1<t<s<o(3). 0, 1<t<s<4.
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D’ou
x(t) = Gi(t, s)s3i2°A%s + Gi(t,s)s32°A% + 0.e1(1, 1)
[L,t]r [t, 4]
= / 257t.8%25A%S :/ 2237t_5%3%71A3
[lvt]T [l,t]]‘
s=t—1
= / 22 A =270 Yy 40
[1,t]’n‘ s—1
22—t
= (4t —-1).
(- 1)

Exemple 3.2 Soit T une échelle de temps bornée, on considére le probléme :

3.17
z(0) = x(o(1)). (3.17)

Alors, ce probléme est sous la forme (3.13), avec 0 < a < 1, p(t) = -3,
gt) =5t a=0,b=1,J = [0,0(1)]r.

Comme —p =3 € R, (T,R), alors la fonction e (.,.) existe. Par le Corollaire
3.3, la solution de (3.17) est

{ x(Aa)(t) = —3x(o(t)) +5t'7,  pour tout t € I = [0, 1]r,

2(t) = / Gr(t, s)g(s)A%s, ¢ € J,
[0,0(1)]

ou Gp est la fonction de Green donnée par

BN (OO SRR
P\t 5) = e3(0(1),0) — 1 1, 0<t<s<o(l).
D’ou
z(t) = Gp(t,s)g (S)Ao‘s—i—/ Gp(t,s)g(s)A%s
0,81 [to (L)
_ [ a0, ., ) e,
a /[Ot] es(o(1),0) — ’ A +4,a(1)] 63(0(1)u0)—15 8

L e 0 (st
- 5/ es(o(1).0) =1 =° +5/[w(% ealo(1).0) =1
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-Sia =1 e T est un intervalle réel, on a x
e3(s,t) = 3678 e3(0(1),0) = € et

()

A

(&

:x}

3(s—t)

( ) / 63(3715)€3d J
x(t) = b —ds+ 5/ S
[0,t] 63 —1 [t,1] 63 —1

5 —3t
_ 36 |:/ 63(S+1)d8+/ 635d8:|
e’ =1 /oy [t.1]

w | ot

1

J = 10,1],



Chapitre 4

Equation dynamique fractionnaire
conforme non-linéaire

Dans ce chapitre, nous établirons un théoréme d’existence pour I’équation
dynamique fractionnaire conforme non-linéaire sur les échelles de temps avec
condition initiale :

29(t) = f(t,2°(1)), pour tout ¢ € I = [a, bz, "
4.1
z(a) = xo.

Ici, T est une échelle de temps bornée, J = [a, o (b)]r avec a,b € T, 0 < a < b,

zo € R, x(Aa) (t) désigne la delta dérivée fractionnaire conforme de x d’ordre
a€ (0,1l entet f: I xR — R est une fonction continue.

Pour obtenir un théoréme d’existence pour probléme (4.1), nous introduirons
la notion de tube-solution associé¢ a (4.1). Cette nouvelle notion est équiva-
lente & la notion de sous- et sur-solution introduite par B. Bendouma et A.
Hammoudi [5].

4.1 Théoréme d’existence.

Une solution du probléme sera une fonction z € C%(J,R) satisfaisant
(4.1). Introduisons la notion de tube-solution pour le probléme (4.1). C’est a
partir de cette notion que nous obtiendrons notre résultat d’existence.

Définition 4.1 Soit (v, M) € C%(J,R) x C%(J,[0,00)). On dira que (v, M)
est un tube-solution de (4.1) si
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(i) (x —vo(t)) <f(t,x) —vX”) < M"(t)]\/[gl)(t) pour tout t € I el pour
tout x € R tel que |x — v (t)| = M(t),
(i1) U(Aa)(t> = f(t,v7(t)) et ng)(t) = 0 pour tout t € I tel que M?(t) =0,
(iii) |wo — v(a)| < M(a),
Remarque 4.1 (1) Sia =1 et T est un intervalle réel, notre définition
de tube solution est équivalente a la notion de tube solution introduite

par B. Mirandette [14] pour d’équations différentielles ordinaires du
premier ordre.
(2) Si T est un intervalle réel, notre définition de tube solution est équiva-

lente a la notion de tube solution introduite par B. Bayour et D. F. M.
Torres [3]

On notera
T(v,M) ={z € CYL(J,R) : |x(t) — v(t)| < M(t) pour tout t € J}.
Nous avons besoin des lemmes auxiliaires suivants :

Lemme 4.1 Soit une fonction r € C%(J,R), telle que r(Aa)(t) < 0 sur
{tel:r(o(t)) >0}. Sir(a) <0, alors r(t) <0 pour tout t € J.

Preuve.
Supposons qu’il éxiste un t € J tel que r(¢) > 0. Dans ce cas, il existe un
to € J, tel que r(tg) = maxye s r(t) > 0, car r est continue sur J. Si p(tg) < to,

alors T(Aa) (p(to)) existe, car u(p(ty)) = to— p(to) > 0 et puisque r € C%(J, R).

Alors,

r(to) — r(p(to))
to — p(to)
et comme 7(ty) = (o (p(tg))) > 0, alors par hypotheése, rga) (p(ty)) > 0, d’ou
la contradiction.

Si tg = p(to) > a, alors il existe un intervalle [t1, p(ty)) tel que r(o(t)) > 0
pour tout t € [ty, p(tp)) N T. Ainsi,

0 rito) = rlt) = rlplta) < rlt) = [ i{()A% <o,

[t1 7p(t0))|’ﬂ]‘

O (plte)) = (p(to)) = > 0,

ce qui contredit la maximalité de r(tp).
Finalement, le cas ty = a est impossible. En prenant ty = b, par ce qui pré-
céde, on trouvrait que r(b) < 0, ce que nous méne directement & la conclusion.
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Lemme 4.2 Soitaw € (0,1] etz : T — R est delta différentiable fractionnaire
conforme d’ordre o en t > 0. On sait que la fonction |.| : R\ {0} — [0, 00)
est différentiable. Sit = o(t), alors

TR OF: 0]
| (t)A - \x(t)|

Preuve.
D’aprés la Definition 2.2 et les Théorémes 2.1 et 2.2, on a que

e 1O = 26 1

()5 = i S

EOP — )P 1

S —s Ol R
B — ) 1,
S o= (2Ol )

tl—a

L a(t) 2%

O3] = Jal)]

= 2:c(t)x(Aa)

On peut déduire du Corollaire 3.1, le lemme suivant

Lemme 4.3 Le probléme de Cauchy ( 4 valeur initiale)

x(a) at'=* z(o = our tou :
(A )(t) +at (o(t)) =g(t), pour toutt € I; (42)

avec xy € R, et g € C%(1,R), admet une solution unique x € C%(J,R),
donnée par

x(t) = / Gi(t,s)g(s)A%s + zpeq(a,t), teJ, (4.3)
[a,0(b)]T

ou Gy est la fonction de Green donnée par

1, a<s<t<o(b),
Gr(t,s) = eq(s,t) (4.4)
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Afin de démontrer notre théoréme d’existence, nous aurons recours au
probléme modifié suivant.

20 + a tt 2(0(t) = f(t,T(0(t) + a 17 T(o(t), tel,

(4.5)
z(a) = o,
ou
MO (¢ +v(t), si |lx —w(t)] > M(t),
b :{ O R CTES U
x(t), si|z—w(t) < M(t).
Définissons 'opérateur F; : C'(J,R) — C(J,R) par :
Fi(x)(t) = Gi(t,s) (f(s,2(0(s))) + o s~ T(o(s))) A% + zoeala, t),
[a,b)T
ol
1, a<s<t<hb,
Gl(ta S) = ea(sat)
0, a<t<s<hb.

G est la fonction de Green du probléme de Cauchy (4.2).

Proposition 4.1 Si (v, M) € C%4(J,R) x C%(J,[0,00)) est un tube-solution
de (4.1), alors Uopérateur F, : C(J,R) — C(J,R) est compact.

Preuve :La preuve est donnée en plusieures étapes.
Etape 1 : F; est continu.
Soit {zp, }nen une suite de C(J,R) convergeant vers z € C'(J,R). Alors pour
tout t € J, on a:

Filwalt)) - Fala(®)]
Gyl(t,s 8, Tp(o(s))) — f(s,z(o(s
< [ 169 (150 7lo ) ~ Fo, o)

+als' 0| [F(0(s)) — F(o(s))]) A%
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ou

A _ _ l—a| 11—«
M = max|Gr(t, s)| = max|ea(s,t)| = ea(b, a) et max|s™%| = (o(b)) .

Puisqu’il existe une constante R > 0 tel que ||Z||c(sr) < R, il existe un indice
N tell que [|Z,||cr) < R pour tout n > N. Ainsi, f uniformément continue
sur J X Bg(0). Alors pour € > 0 donné, il existe un § > 0 tel que z,y € R o

Ealfa 6alfa

ly —z] < < N (D) _a)<0(b))1_a,|f(87y) — f(s,2)| < m7

pour tout s € I. Par hypothése, il est possible de trouver un indice N >N
tel que ||7;, — ZT||c(sr) < 6 pour n > N. Dans ce cas,

Filan(t) = Fi(2(1))]

o1 eal™® (o(b))“ea'™ .
= Ma /[a,a(b))jr (QM(U(b) —a) " 2M (o (b) — a)(U(b))lc“) A

<e

ce qui nous convainc de la continuité de F.

Etape 2 : L’ensemble F;(C(J,R)) est relativement compact.

Considérons une suite {y, }nen de F1(C(J,R)) pour tout n € N il existe une
suite (z)nen € C(J,R) tell que y,, = Fi(x,(t)) pour tout n € N. Nous avons

IN

EACAIO
[a

/ ) UG 8)| (1f (s, Talo(s))| +a s [Ta(o(s))]) As + eala, ) |zo|

IN

Ma! / (a6 + 0 o (o)) As + ool

Puisque
Zn(s)] < R, pour tout s € J et tout n € N.

Comme I x B(0,R) est un ensemble sur J x R et f étant continue sur
I x B(0,R), nous pouvons déduire Iexistance d'une constante A > 0, telle
que

|f(5,Zn(s)] < A, pour tout s € I et toutn € N.
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Donc,
(D] = [F1 (@) (O] < M| (b= a)(A+ BR) + o] | < +o0.

Ainsi, la suite {yn}, oy est uniformément bornée sur C(J, R).
D’autre part, pour tout t; < t, € J, on a

i () (12) = Fi () (1)

< [, 1600029 = Gat,9) | (566 Tlo ) + @ 5 o)) |4
# [ 1t 9) = G, ) | (166 o) + 0 8170 Tl () 47

+/[t " IGz(tz,s>—Gz(t1,s)l\(f(s,ﬁ(a(s))>+asl—a x—n((;(S)))‘A%
+ |wolleala, ta) — eala, t1)]

< /[ ) 57 ea(s, ta) — ea(s, )] (\f(S,x_n(a(s)))| L pl-a !x_n(a(s))|)As
+ /[;11t2]1r 50471 ’604<37t2)‘ (‘f(s,x_n((j(S)))’ + blfa ’x_n(0'<$))’>AS

+ ’onea(aatQ) - ea(aatl)l
< leala,t2) = eala, 1) [ D @™ (A(b = @) + 57 R) + |z
+ Ma*™ <A +b' R) |ty — t],

1
ea(a, s)

Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on obtient que 'ensemble F; (C(J,R)) est
relativement compacte dans C'(J,R). Ainsi, F; est compacte.

ot D := maxger{ }. Dong, la suite {y, }nen est équicontinue.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat d’existence suivant.

Théoréme 4.1 Soit f : I x R — R une fonction continue. Si (v, M) €
CY%(J,R) x C%(J,[0,00)) est un tube-solution de (4.1), alors le probleme
(4.1) posséde une solution x € C%4(J,R) NT (v, M).

Preuve.
Par la Proposition 4.1, Popérateur F; est compacte. Ainsi, par le Théoréme



4.1 Théoréme d’existence. 37

du point fixe de Schauder, F; admet un point fixe. Le Lemme 4.3 nous
assure que ce point fixe est une solution du probléme (4.5). Il suffit donc de
démontrer que pour toute solution z de (4.5), x € T'(v, M).
Considérons 'ensemble B := {t € I : |x(o(t)) —v(o(t))| > M(o(t))}. Sit €
B={teB:t=oc(t)}, alors par le Lemme 4.2, nous avons

(2lo(®) = o(o(®) (a5 @) —v(1))
2(o(0)) = v(o ()]

Sit € B est disperé a droite, nous avons que

(Ju(t) — v(t)| — M(t)X

(Ja(t) — v(t)| — M(t)X = ~ MO(1).

(2(0(1) = v(o (1)) (2(o(1)) = v(o(t) = (&(t) = v(1) 10 _ 4@
. p(B)lalo(®) —o(o (D) N
(w(o () = vlo®) (+£' (1) =)

|2(a(t)) = v(o(t))]

Nous allons montrer que (|z(t) — v(t)] — M(t))(Aa) < 0 pour tout sur 5.
Si{te B:M(o(t)) > 0}, alors par hypothése du tube-solution, on a

(Jo(t) — v(t)] — M(t)X

(#(o(t) = v(o®)) (FEF(0) +a £ @(o(t) - 2(o(1)) — (1))
2o () — (o ()

- ML)
~ (@o(t) = (o) (1) o8 ()
N M(o(1))

+a t7(M(o(t) — |z(a(t) — v(o(t))]) — MS (1)
MeO)MI() . )

Moy MW

< 0.
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De plus, si M(o(t)) = 0, alors par hypothése du tube-solution, on a

(Jo(t) — v(t)| — M(t)¥
@@@D—v@@m(ﬂtﬂd®»+afﬂ*@@&D—xw@»—v?@ﬂ

= (0 () —v(o ()]
- M)

En posant r(t) = |z(t) — v(t)] — M(t), il en résulte que ’I“(Aa) < 0 pour tout

= t
t € {t € I:r(o(t)) > 0}. De plus, par hypothése du tube-solution, et
x(a) = g, alors r(a) < 0. Ainsi, les hypothéses du Lemme 4.1 sont satis-
faites, ce qui démontre le théoréme.

4.2 Exemples
Dans cette partie nous donnons quelques exemples d’applications.

Exemple 4.2.1 On considere le probléme :

1 2t — 1 —2°(o(t
APy = 22Oy,
Vi (4.7)
z(3) =1.
Ce probleme est un cas particulier de (4.1), avec a = 1 et f(t,2°(t)) =
2t — 1 —a°(o(t))

7 .1l est clair que [ est une fonction continue. On peut vé-
rifier que (v, M) = (0,1) est un tube-solution pour (4.7). En effet, ona
w3 (#) = 0, MP (1) = 0, et |zg—v(3)] = [1] < M(}) = 1.

Pour x € R tel que |x — v(t)| = (), alors x =1 ou x = —1, et on a pour
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tEIZ[%,l]T

w=o0) (fe0) - 18) = )

—2\/1_5 St x =

= t—l
stx =1,

O

1
t) pour toutt € I = [5, 1].

1
D’aprés le Théoreme 4.1, le probleme (4.7) admet une solution z € C?/([3,0(1)]r, R)
telle que |z(t)| < 1 pour tout t € [, 0(1)]r.

Exemple 4.2.2 On considére I’équation différentielle fractionnaire suivante :

— cos(3x(t)) + Vel, pour tout t € I =[1,2], (4.8)

Ce probleme est un cas particulier de (4.1) avec 0 < a < 1, T est un intervalle

(1) :
—cos(5x(t)) + Vet. Il est clair que f

est une fonction continue sur [1,2] x R. On peut vérifier que (v, M) = (1,1)

est un tube-solution pour (4.8). En effet, nous avons v'®(t) = 0, M@ (t) = 0,

et |xo—ov(l)| = 1| < M(1) = 1.

Pour z € R tel que |z —ov(t)| = M(t), (i.e.,|x—1] =1) alorsz =0 ou x = 2,

et nous avons pourt € I =[1,2]

réel contenant I et f(t,x(t)) = —

()

— cos(

(&~ ot)) (F(t ) — o) = (2 — 1) (—
1—Vet six= 0,

—3+Vet sixz= 2,
<0=M@E)MD(t) pour toutt € I.

() +VE).

2

D’aprés le Théoréme 4.1, le probleme (4.8) admet une solution v € C*([1, 2], R)
telle que |z(t) — 1| <1 pour tout t € [1,2].



Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons des résultats d’existence de solutions
pour des équations dynamiques fractionnaires conformes linéaires d’ordre o €
10, 1] sur les échelles de temps. Aussi, nous présentons un résultat d’existence
de solutions pour d’ équation dynamique fractionnaire conforme non linéaire
d’ordre «a €]0,1] sur I’échelle de temps, ce résultat est obtenu grace a la
notion de tube solution et théoréme de point fixe de Schauder.
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