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INTRODUCTION

‘objectif de ce travail est de présenter, des résultats d’existence et d'unicité des
L solutions continues pour quelques types d’équations intégrales (Fredholm, Vol-
terra et Urysohn) d’ordre fractionnaires.

Parfois il y a intérét a réduire la résolution dun probléme initial ou aux limites & des
conditions locales ou non locales & la résolution dune équation intégrale. C’est pour-
quoi, la question de prouver l'existence des solutions d’une équation intégrale. Pour
cette raison, on peut utiliser les théorémes de point fixe pour montrer ’existence des

solutions des équations intégrales.

Dans ce mémoire en appliquant des théorémes de point fixe tels que le théo-
réme de Banach, Schauder et de Leray-Schauder. Etant donnés un ensemble M et un
opérateur T : M — M, ces théorémes donnent certaines conditions sous lesquelles T'

admet un point fixe dans M.

La théorie du point fixe est au coeur de l'analyse non linéaire appliquée aux

équations intégrales puisqu’elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théorémes



d’existence dans beaucoup de problémes non-linéaires différents. Les théorémes du
point fixe sont les outils mathématiques de base en montrant I'existence des solutions
dans divers genres d’équations.

les équations intégrales jouent un réle treés important dans ’analyse fonctionnlle,

ainsi que dans la résolution des problémes de la physique.

Ce mémoire se compose en quatre chapitres .

Dans le premier Chapitre (intitulé "Préliminaire"), nous donnons notions,
définitions, et dans la derniére section on donne une introduction & la théorie du
point fixe et quelques théorémes du point fixe (Le théoréme du point fixe de Banach,

Schauder et Leray-Schauder ).

Le deuxiéme chapitre est une introduction a la terminologie et & la classifi-
cation des équations intégrales, tel que on va présenter une classification pour les
équations intégrales linéaires et non-linéaires, comme on a donné des exemples sur

ces équations,

Dans Le troisiéme chapitre Nous présentons, des résultats d’existence des
solutions continues pour ’équation intégrale de type de Urysohn d’ordre fractionnaire
suivante : . ult, 5, 2(s))

z(t) = a(t) —l—/o st, tel0, 7], 0<a<l.
ol z(t) est une fonction inconnue et a(t) € C([0, 1]).

Et de type Volterra d’ordre fractionnaire suivante :

1 ! AN o ds
x(t) = xo — g(z) + m/l (log ;) f(s,z(s), Dlx(s))?, tel1,T].

Le quatriéme chapitre est consacré a la réducation dun probléme aux limites

a une équation intégrale d’ordre fractionnaire de type Volterra-Fredholm suivante :



b

F(Oz)/o (T — 5)* tg(s)ds.

~ (a+Db)



Mots clés : équations intégrales, équations intégrales de type Fredholm et Vol-
terra, équations intégrales non-linéaires de type Urysohn, espace de Banach, Le théo-

rémes du point point fixe, opérateur intégral.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des théorémes uti-
lisés dans ce mémoire.
Soit C' = (I =: [a,b],R) Tespace de Banach des fonctions continues de I vers R

muni de la norme

1Yl = supflly(®)l : t € I}.

L'(I) désigne la classe des fonctions intégrables de Lebesgue sur U'intervalle I = [a, b]

menu de la norme |jul|p, = [;|u(t)|dt.

1.1 Quelques définitions et théorémes

Définition 1.1. Soit C'(I,R) ’espace des fonctions continues d’un intervalle compact
I dans R de U'espace de Banach X, M un sous ensemble de C'(I,R).

1. M est dit équicontinu si est seulement si :
Ve > 0,30 > 0,Vty,to € 1 :
[t —tof| <6 = || f(tr) — f(t2)| <&, Ve M.

2. M est dit uniformément borné si et seulement si :
Je>0:|[f(D)| <e, Vtel et VfeM.

Théoréme 1.1. [22] (Ascoli Arzela) Un sous ensemble M de C(I,R) est relati-
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vement compact si :
- M est uniformement borné.

- M est équicontinu.

Théoréme 1.2. [7](Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit G un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesque dx et soit (f,) une suite de
fonction de L'. On suppose que

a) fo(x) — f(x) p.p. sur G

b)Il existe une fonction positive g € L' telle que pour chaquen, | f,(z)] < g(z) p.p. sur G.
Alors f € LMG) et ||fu — fllzr — 0, quand n — +oc.

1.2 Notions sur les opérateurs

Définition 1.2. (Opérateur Linéaire) Soit T un opérateur d’un espace normé E
dans un espace normé I, on dit que T est linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

pour tout py1, po dans E et A dans K = (R ou C).

i) Y1, w2 € E ona, T(p1+ ¢2) =T(p1) + T(p2).
it) Voe Eet A€ K on a, T(Ap) =T (p).

Définition 1.3. (Opérateur borné ) Soit T un opérateur Linéaire d’un espace
normé E dans un espace normé F, on dit que T est borné s’il existe une constante

positive C, telle que :
T (x)||lr < Cllz||g, pour tout z € E.

Définition 1.4. Soit E un espace de Banach et T : E — E un opérateur.

1. T est dit continu si pour toute suite (z,)nen dans E tel que (z,)nen converge

vers x dans E, la suite (Tx,)nen converge vers Tx.
2. T est dit compact, si pour tout borné B de E, T'(B) est relativement compact.

3. T est dit complétement continu si'l" est continue et si l'image de tout borné

B de E est relativement compact.
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4. Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Définition 1.5. (Opérateur intégrale linéaire )
Soit K : C(I) x C(I) — R une fonction continue, l'opérateur intégral linéaire T sur
C(I) est définit par :

T:peCI)—>TpeC()

To(x) = /IK(x,t)w(t)dt, xel,

ot la fonction K(x,t) s’appelle noyau de 'opérateur intégrale T

1.3 Quelques concepts sur le calcul fractionnaire

Définition 1.6. (/16/) L’intégrale fractionnaire d’ordre o € Ry de la fonction h €
LY([a,b],R,) est défini par :

*h(t) :L) / (t — 5)"h(s)ds,

Mo
ou I'(.) est la fonction Gamma. Sia =0 on écrit I“h(t) = h(t) * pa(t), avec po(t) =
% pourt >0, et p,(t) =0 pourt <0, et o, — 6(t) quand o — 0, o & représente
la fonction delta.
Définition 1.7. (/16/)La dérivée fractionnaire de Caputo
La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o« > 0 de la fonction h €
L'([a,b],R,) est défnie par :

1

(DL = oy [ (= O s,

oun=[a]+1.
Proposition 1.1. (/16]) soient o, 5 > 0. Alors on a
(1) 1% : L*([a,b],Ry) — L'([a,b],R,) et si h € L*([a,b],Ry), alors
I¢IPh(t) = IPI°h(t) = I**Ph(t).
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(2) L’opérateur d’intégration fractionnaire 1% est linéaire.

(3) I°h(t) = I;h(t) = h(t) ou Iy est lidentité.

(4) La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est égale a Zéro.
(5) DS est non inverse a droit de IS c-a-d 18°DS # 1, mais “DY1S = 1.

(6) La dérivée fractionnaire de Caputo et de Riemann-Liouville sont linéaire.

Lemme 1.1. (/16]) soit o > 0, alors ’équation différentielle
“Deh(t) =0,

admet les solutions

h(t):CO+Clt+Cgt2+"'—I—Cn,ltn_l,CiER,iZO,l,Q,"- ,n—l,n: [Oé]—|—1

Lemme 1.2. ([16]) soit o > 0, alors
I%DOh(t) = h(t) + co + 1t + cot? + -+ + ey gt"

pourc; e Ri=0,1,2,--- ,n—1,n=[a]+1

Définition 1.8. ([16/)L’intégrale fractionnaire de Hadamard L’intégrale frac-
tionnaire de Hadamard d’ordre a € (0, 1] pour la fonction h : [1,00) — R est définie

comme :

I (1) = ﬁ / (g £y M g

Définition 1.9. ([16/)La dérivée fractionnaire de Hadamard La dérivée frac-

tionnaire de Hadamard d’ordre o« € (0, 1] pour la fonction h : [1,00) — R est définie

comme :

D) = <1t_ n < /1 (1og§)a@ds).
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Corollaire 1.1. ([16]). Soit « > 0 and n = [a] + 1.
Alors léquation différentielle (TDh)(t) = 0 admet les solutions h(t) = > _"

7j=1
pour tout t € J.

ouc; € R(j=1,...,n) sont des constantes arbitraires.
—_——
En particulier, quand 0 < o < 1, Iéquation (FD*h)(t) = 0 est vérifiée si et seulement

si : h(t) = c(logt)*™* pour tout c € R

Proposition 1.2. [16] Soit o, § > 0. Alors nous avons
(i) wI*: L'([a,b],Ry) — L'([a,b],Ry), et si h € L'([a,b],Ry), alors

aIGTPR(t) =g T5TCh(t) =5 I°FPR(2).

(ii) L’opérateur d’intégration fractionnaire gI® est linear.

Définition 1.10. La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard dordre 0 < o < 1

pour une fonction continue [1,+00) — R est définie par :

DY (It)—;/tl EM_15"< )2 n-1<a<
1T _F(n—a) 1 ogs xss,n a<n,

d n
ou o" = (t£> .n=[a] +1.
1.4 Quelques théorémes de point fixe
Introduction
Les théorémes de point fixe sont un résultat qui permet d’affirmer qu'une fonction

f admet sous certaines conditions un point fixe. Ces théorémes se réveélent étre des

outils trés utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution

cj(logt)>=7
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des équations différentielles et intégrales.

Un de ces théoreme est le théoréme de ’application contractante prouvé par Ba-
nach en (1922) dit qu’une contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme
admet un point fixe unique. Ce théoréme donne un comportement régulier du point
fixe par rapport aux parameétres. De plus, il fournit un algorithme d’approximation
du point fixe comme limite d’une suite itérée. Mais d’une part, montrer que la fonc-
tion est contractante peut entrainer de laborieux calculs. D’autre part, les conditions
sur la fonction et I'espace étudiés restreignent le nombre de cas auxquels on peut

appliquer le théoréme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930, est plus topologique et
affirme qu'une application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui
n’est pas nécessairement unique. Il n’est pas donc nécessaire d’établir des estimées
sur la fonction, mais simplement sa continuité. Ceci nous donne la possibilité de trai-
ter plus de cas qu’avec le Théoréme de Banach (par exemple, 'identité).

Le théoréme de Leray-Schauder, est aussi appelé théoréme de continuité, représentent
un outils puissant d’existence en étudiant les équations d’opérateur. Par des moyens
de théoréme de continuité nous pouvons obtenir une solution d’équation donnée si

nous commencons par une des solutions de I’équation simple.

Définition 1.11. Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach E dans lui-
méme, alors pour tout x € E, tel que x = T(x), s’appelle un point fize de l'opérateur
T.

Définition 1.12. Soit (X,d) un espace métrique. une application T : X — X est
dite Lipschitzienne s’il existe une constante k > 0 (appelée constante de Lipschitz)
telle que :

d(T(z),T(y)) < kd(z,y) pour tout x,y € X.
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une application Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz 0 < k < 1 est appelée

contraction.

Théoréme 1.3. [10] (Théoréme du point fize de Banach).
Soit (X, d) un espace métrique complet. une application T : X — X est une contrac-

tion avec la constante de Lipschitz k. Alors T a un point fixe unique v € X.

Théoréme 1.4. [10/(Théoréme de point fize de Schauder).
Soit X un espace de Banach, K C X un ensemble convexe, fermé, borné et non vide,
et soit T : K — K un opérateur complétement continue. Alors T admet au moins

un point fize.

Théoréme 1.5. [10] (Altérnative non linéaire de Leray-Schauder).

Soit K un ouvert, borné d’un espace de Banach X et N : K — X wune application
continue et compacte. Alors

ou (i) N admet un point fize dans K.

ou (i) 1l existe x € OK, il existe t € [0,1] : x = tN(z).



Chapitre 2

Introduction a la théorie des

équations intégrales

Dans ce chapitre, on donne les définitions et les types des équations intégrales et

leurs classifications, avec une introduction a la théorie de ces équations.

2.1 Introduction

les principaux fondateurs de la théorie d’équation intégrales sont Vito Volterra
(1860 -1940), et Ivar Fredholm (1866 - 1927), ainsi que David Hilbert (1862 - 1943) et
Erhard Schmidt (b.1876). Volterra était le premier & avoir identifier 'importance de
la théorie et pour la considérer systématiquement, mais la contribution de Fredholm
a permis le franchissement (environ 1900), (plutét qu’évitant), de la difficulté liée
a la disparition du déterminate des coefficients. néanmoins, la priorité de Volterra
généralement aurait été reconnue si son premier papier sur le sujet (1896) avait
été présenté différemment. Mais Volterra au lieu de déduire ses résultats par les
mémes méthodes qu’il a employées pour leur découverte (qui étaient identiques a
ceux utilisées plus tard tellement avec succeés par Fredholm) a simplement édité une

vérification de sa solution [26].
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Une équation intégrale est une équation dans laquelle 'inconnu, généralement est

une fonction d’'une ou plusieurs variables, se produit sous signe intégral.

LLK@ww@MMZAM@+f@)

Cette définition plutot générale tient compte de beaucoup de différentes formes spé-
cifiques et dans la pratique beaucoup de types distincts surgissent. Dans la théorie
classique d’équations intégrales on distingue les équations de Fredholm (Ivare Fred-
holm (1866-1927), mathématicien Suédois).

ﬂ@—A/IH%MMw=f@)

et les équations de Volterra (Vito Volterra (1860 — 1940), mathématicien Italien).

o) =2 [ Kag)ely) = 1)

Dans une équation de Fredholm les régions d’intégrations sont fixées, tandis que
dans une équation de Volterra une région est variable. Quelques équations intégrales
s’appellent singuliéres, quelques auteurs appellent une équation singuliére si I'intégral
ne peut pas étre interprétée comme d’habitude (c’est-a-dire : dans le sens de Riemann

ou de Lebesgue ), mais doit étre considéré en tant que intégral de valeur principale.

Définition 2.1. On appelle équation intégrale toute équation de la forme

LéK@ww@szkﬂ@+f@% 2.1)

ot 2 est un espace mesuré, f(x) une fonction mesurable donnée sur §); X\ un scalaire
donné qui peut étre réel ou compleze et K(x,y,(y)) une fonction mesurable sur €3
appelée noyau de ’équation intégrale.

Avec toutes ces données, notre probléme est de chercher la fonction ¢ qui satisfait
léquation (2.1).
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2.2 Classification des équation intégrales

Les équations intégrales sont classées par leurs caractéristiques selon trois ca-
ractéristiques de base décrient leur structure globale, il est utile de les citer avant
d’entrer dans les détails.

1. limites d’intégration

Toute équation intégrale a limites constantes est appelée équation de Fredholm.

Ap(z) / Ko, 9, o)) = f(x) a<a<h

Si I'un des deux limites d’intégration est variable, ’équation devient une équa-

tion de Volterra.

2. L’opérateur intégral T,
L’équation définit par
Ty =f.

est dite une équation de premier espéce.
Si I'équation est définit par
p—Tyo=f.

Cette équation est dite une équation de deuxiéme espéce.
C’est-a-dire
Le type (espéce) d’une équation se rapporte a la localisation de la fonction
inconnue. Pour les équations de premier espéce, la fonction inconnue apparait
uniquement & l'intérieur du signe intégral. Cependant pour les équations de
seconde espéce, la fonction inconnue apparait également a ’extérieur du signe
intégral.

3. Le second membre de ’équation,
Si f = 0 I’équation est une équation homogéne. Sinon cette équation est dite

équation non-homogene.
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2.2.1 Equations intégrales de Volterra

Définition 2.2. On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde

espéce une équation de la forme

o) = J@) + A [ Kt gl

ot p(x) est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fonctions connues

et X un parameétre réel.

1. Une équation de la forme :

/ " K(at,p(t))dt = f(z),

ot p(x) est une fonction inconnue est appelée équation intégrale de Volterra

non linéaire de premier espece .

2. On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une

équation de la forme :

o) = 1)+ | " K (e, t)p(t)dt,

ot (x) est une fonction inconnue et K (x,t) et f(x) sont des fonctions connues

et X un parametre réel.

3. Si f(x) =0 léquation s’écrit

p(r) = /\/x K(x,t)p(t)dt.

elle est appelée équation intégrale linéaire homogéne de Volterra de seconde

espeéce.
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4. Une équation a une inconnue p(x), de la forme :

[ K@0pd = )

est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de premier espeéce.

Exemples des équations intégrales de Volterra
Equations intégrales linéaires mon homogénes de Volterra de la seconde et premier

espéce
u(z) = 2% +sinz + 1+ )\/ (2 —tyu(t)dt, 0=2>+1+ )\/ (2% — t)u(t)dt.
0 0

Equation intégrales linéaires homogénes de Volterra de la seconde et premier es-
péce

(@) = A /O “(@? — Hu®)dt, 0= /0 C(@? — Hu(t)dt.

2.2.2 Equations intégrales de Fredholm

Définition 2.3. On appelle une équation intégrale de Fredholm non linéaire de se-

conde espéce une équation de la forme

W@—A/lﬂ%tﬂmﬁzf@%

ot p(x) est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fonctions connues et
A un parametre réel.

Si f(x) = 0 léquation s’écrit

o(x) = )\/ K(z,t,o(x))dt.

Elle est dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espéce homogeéne,

s1 dans le cas contraire.
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Si f(x) # 0 elle est dite équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espéce
non homogene.
1. On appelle une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une

équation de la forme

() — A / K (e, 0)p(t)dt = f(2),

ot p(z) est une fonction inconnue et K(x,t) et f(x) sont des fonctions connue
et X un paramétre réel.

Si f(x) =0 et I?(:L’, t) = AK(z,t) Uéquation s’écrit

gp(z):/ l?(x,t)gp(t)dt.

Elle est dite équation intégrale de Fredholm de seconde espéce homogene si dans
le cas contraire f(x) # 0 Elle est dite équation intégrale de Fredholm linéaire
de seconde espéce non homogéne.

2. Une équation de la forme

/ K(x,t)p(t)dt = f(x).

Est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de premier espeéce.

2.3 Exemples des équation intégrales de Fredholm

Equation intégrales linéaire non homogénes de Fredholm de la seconde et premier

espece

1 1

(2% —t)u(t)dt, 0=a2>+sinz+1+ )\/ (2% — t)u(t)dt.

u(z) :x2+sinx+1—|—)\/
-1

-1
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Equations intégrales linéaires homogéne de Fredholm de la seconde et premier espéce

1

u(z) = )\/_ (2% — t)u(t)dt, 0= )\/ (2% — t)u(t)dt.

1 -1

2.3.1 Equation intégrale de Uryshon :

On appelle équation intégrale de Uryshon, une équation de la forme :

o) = f@)+ [ Klpplt)dr, te 0

ou K, f sont des fonctions arbitraires. Ou

o) = f(2) + / K (e, y)F(p(t))dt, t € Q.

tel que F' est une fonction non linéaire.
Remarque : On dit qu'une équation intégrale est singuliére si 'une ou les limites

d’intégration sont infinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage des limites de

I'intégration.



Chapitre 3

Existence de solutions pour
I’équations intégrales non linéaire
d’ordre fractionnaires de Urysohn et

Volterra

Introduction

Le but de ce chapitre consacré a les applications de certaines théorémes de point
fixe (Le théoréme du point fixe de Banach, Schauder) sur les équations intégrales
(celles de Volterra, et celles de Urysohn) a fin de prouver I'existence et l'unicité des

solutions continues de ces équations.

Le contenu de ce chapitre est basé sur les articles [15, 5].
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3.1 Reésultats d’éxistence pour I’équation intégrale

non-linéaire d’ordre fractionnaire de Urysohn

Notre premier résultat d’existence consacré a l’existence de solutions continues
pour l'équation intégrale non-Linéaire d’ordre fractionnaire de Urysohn est donne

par le théoréme suivant :

Théoréme 3.1. Considérons [’équation intégrale non linéaire d’ordre fractionnaire
de type Urysohn suivante :

x(t):a(t)+/0t %ds, te[0,T), 0<a<l, (3.1)

<

ou x(t) est une fonction inconnue et a(t) € C([0,1]). Supposons que

(h1) a(-) € C(]0,1]) et a(0) > 0.

(ha) La fonction & valeurs réelles u(t, s, z) est continue sur [0,T]* x Ry et non-
décroissante par rapport a ses 3 variables, séparément.

(hg) Si0 <t <t <T, alors a(ts) — alt;) + 280 (45 — 1) > 0.

(hy) Il existe une fonction p € C([0,T)), positive sur [0, T| qui satisfait l’inégalité
suivante

a,(t)—i—/o %ds < olt), te[0,T].

Alors (3.1) a une solution continue et positive sur [0, T].

Preuve

Considérons le sous-ensemble 2 de C([0,77]), donné par :
QO = {2(-) € C(0.T)), 0 < a(t) < p(t), t € [0,T]}.

Il est clair que Q7 est un ensemble non-vide, fermé et convexe de C([0,77]). De plus,

Qr est est uniformément borné par ||¢|le = sup |p(t)].
te[0,7
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Considérons 'opérateur intégral défini sur C'(]0, 7)) par :

Fx(t) = a(t) +/ ((tt_ssg;tl(si) S.

0

Il est claire que, les points fixes de l'opérateur F' sont des solutions de (3.1).

Nous montrons que F satisfait les conditions du théoreme du point fixe de Schauder.
La preuve sera donnée dans plusieurs étapes .

Etape 1 ' : Qp — Qp est continue.

Soit (2,(+)), une suite dans Q7 converge vers x(-). Puisque Q7 est un sous-ensemble
fermé de C([0,T7), alors z(-) € Qr. La continuité uniforme de la fonction u(-, -, -) sur
[0, T]% % [0, ]|¢]|oo] implique que Ve > 0, In > 0 tel que si [|z,(-) — z(-)|| < 7, alors

on a

sup |Fx,(t) — ds

te[0,7)

Fa(t) < / (EUPssefo [ulh 5, 2a(5)) — ult, 5 2(5))])

(t—s)io

< /OT (%e) ﬁds = €.

Par conséquent, nl_l)r_{loo |Fx, — Fx||o = 0. Alors, nous avons montré que F' est conti-
nue.

Etape 2 F(Qr) C Qp.

Pour tout ¢, s € [0, 77, la fonction x — u(t, s, z) est non décroissant, alors Vz(-) € Qr,

grace a I'hypothése (hy) on a
alt) + /0 —(Sf_ssff D js < aft) + /0 —“(f_s . ‘)ﬂ(ﬂ)
<), te [O,T].

(3.2)
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De plus, en utilisant les hypothéses (hy), (ho) et (hs), on obtient
Pult, s, 2(s)) b u(t,0,0)
Fz(t) =a(t — 2 Cds > aft —d
x(t) a()+/0 t— )= S_a()+/0(t—8)10‘8
ta
> a(t) + u(t,0,0)— (3.3)

o

:Mm+(qw_am+umamt

«

)2@@20

En utilisant (3.2), (3.3) et la continuité de z(-), on conclut que Fz(.) € Qp quelque

soit z(-) € Q.
Etape 3 F(Qr) est relativement compact.
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Soient ty,ts € [0,T], on suppose que t; < to, alors on a

(tQ — S)lfa (tl — S)lfa

Falts) — Fa(t)| < la(ty) — a(t)] + /01 u(ty, s, (s)) “<t1’3vx(3)>ds’(3.4)

< lalty) —at)] + /Otl u(ts, s,x((:Q))_;)ftl(jf;, s,x(S))dS‘
n /0? u(ty, s, z(s)) <(t2 —13)1—0‘ (K —13)1—°“> ds

< Ja(ts) — a(ty)] + / > Ju(ts, s,x((;))_;)ti(_t;, s 2

0

i1 1 1

+ U(tl,tla ||90”oo)/0 ((tl _ 8)1_0‘ - <t2 _ 8)1_0‘) ds
t2 1

+ ultatallele) [

< a(ty) — a(ty)] +/2 |U(t27S,x<(tz))_;)7~16(12,$,x(s))ds

0

ulty, ty, ||90||oo)(

- . £ — 15+ (ty — t1)%)
u(ts, o, o o

Puisque la fonction u(t, s, x) est uniformément continue sur [0, T]* x [0, |¢||«], on a

lim |u(te, s, x(s)) — u(ti, s, z(s))| =0

to—tq
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uniformément dans s € [0,7] et x(-) € Qp. Par conséquent, on a

[ ) = sl s,

(t2 = s)™ (3.5)

< sup lu(ts, s, x(s)) — u(ty, s,ac(s))|t—2 — 0 quand t; — to.
s€[0,T],z€[0,]l¢loo] «

En utilisant la continuité de a(t) avec (3.4) et (3.5), on conclut que : t}ig%z |Fa(ty) —
Fz(ty)| = 0. Par conséquent, F(€r) est un sous-ensemble équicontinu de C'([0, 7).
Comme Q7 et par conséquent F'(Qr) est uniformément borné et puisque F'(2r) est
équicontinue, alors d’aprés le théoréme d’Ascoli Arzela, on conclut que F(€Qr) est
relativement compact de C([0,T7).

En conséquence de étapel a étape 3 avec le théoréme d’Ascoli-Arzéla, on résult que
F : Qp — Qp est continu et compact de C([0,T7).

En utilisant le théoréme de point fixe de Schauder, on conclut que l'opérateur F' a

au moins un point fixe dans 27 qui est une solution de (3.1) dans C([0,7]).

Exemple 3.1.1. Considérons l’équation intégrale non-linéaire d’ordre fractionnaire

avec la loi de puissance de non-linéarité suivante :
tq 8 n
x(t) = a(t) —|—/ Mds, 0<a<l, tel0,T], (3.6)
0

ot T, > 0 deuzx nombres réels positifs arbitraires et a(t) € C([0,T]) est satisfait
les conditions a(0) > 0 et la fonction a(t) + (%) est non-décroissante. Il est clair
que sous ces conditions, (3.6) satisfait les conditions (hy), (ha) et (hs) du théoréme
précédent . Il reste de vérifier que la condition (hy) est aussi satisfaite. A cette fin,on
considére la fonction constante donnée par p(t) = Ry, pour tout t € [0,T], ot Ry

est un nombre réel positif satisfaisant la condition suivante

a+3

T T
lalloe + — + R}—— < Rr.
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Noter que puisque

, e To+s
lim [la]|e +— + R"
R—+o00 «

— R = —o0,

linégalité si-dessous a toujours une solution. Par conséquent la condition (hy) est

ausst satisfaite. Par conséquent, (3.6) a une solution continue et positive sur [0, T].

3.2 Reésultats d’existence et d’unicité pour 1’équa-
tion intégrale non linéaire d’ordre fractionnaire

de Volterra

Notre deuxiéme resultat d’existence et d’unicité de solutions continues consacré
a l'équation intégrale non-linéaire d’ordre fractionnaire de Volterra, la preuve est
basé sur le théoréme de point fixe de Banach. On considére 1’équation intégrale non

linéaire de Volterra

I AN N ds
z(t) = xo — g(x) + mfl (log g) f(s,z(s), Dlw(s))?, te1,T]. (3.7)

Théoréme 3.2. Supposons f : [1,T] x R* — R et g : C([1,T],R) sont continues
et vérifiées les conditions suivantes :
(H1) I existe K, € RY, Ky, K3 € (0,1) telque

|f(t»uav) - f(taa>fi;>‘ S K1|U - ﬂ‘ + K2|U _fi;|7

l9(z) — g(0)] < K|z — .

St

Ky, (log(t))~ <1

=K
e T(a+1)
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alors (3.7) a une solution unique x € C([1,T],R).

preuve : Définissons 'opérateur P : C([1,T],R) — C([1,T],R) comme suit :

P =0 g(e) + s [ (os?) "m0,

2 (t) = [t w0 — g(z) + 112 (1), 20 (1)).

Il est clair que les points fixes de P sont des solutions de (3.7). Soit z,y € C([1,T],R),

alors nous avons

1 K AN ds

(P2)(0) = (PYO] < lot) — g + 1 [ (log D) Tals) = 29|
ol (] it

< Kallo =yl s [ (1082) 1alo) = 0%

et
2(0) = (1)) < 176 2(6),20(0)) ~ F 0, 2(0), 2 (6)
< Kufo(t) — y(O)] + Kalz(t) — 2,(1)] (3.9)
< Tl (0) - ylt)

En remplagant (3.9) dans Iinégalité (3.8), on obtient

S

1 K P t\ "l ds
< Ksllz — yllo + —— log — )z =yl

Ki  (log(t)"
< (Kot 2 RO oy

(P20~ (o)) < Kl = vl + s o [ (082) leto) — )2
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donc
[Pz — Pylloo < Bll7 — ylloo;

alors 'opérateur P est une contraction, d’aprés le théoréeme du point fixe de Banach,

P a un point fixe unique z € C([1,T],R), qui est une solution unique de (3.7).



Chapitre 4

Réducation dun probléme aux

limites a une équation intégrale

4.1 Introduction

le but de ce chapitre est expliquer par une application comment un probléme
aux limites peut s’écrire, comme une équation intégrale. C’est pourquoi, la question
de prouver l'existence des solutions d’un probléme aux limites se reéduit & prouver
I’existence de solutions d’une équation intégrale. Pour cette raison, on peut utiliser
les théorémes de point fixe pour montrer ’existence des solutions des équations in-

tégrales.

Le contenu de ce chapitre est basé sur 'ouvrage [1](page 117-124).
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4.2 Application

Dans cette section nous présentons un résultat d’existence et d’unicité de solutions

au probléme aux limite suivant :
D%(t) = f(t,y(t),c D(t)), pour tout t € J :=[0,T], 0 < a <1, (4.1)

ay(0) +by(T) = ¢, (4.2)

ol °D? est la dérivé fractionnaire au sens de Caputo, f : J x R x R — R fonction
donnée et a,b et ¢ sont des constantes réelles avec a + b # 0.

Le premier résultat est basé sur le principe de contraction de Banach.

4.2.1 Existence de Solutions

Définition 4.1. Une fonction uw € C(J) est dite solution de probléme (4.1)-(4.2) si
u satisfait l’équation (4.1) et les conditions (4.2) sur J.

Pour I'existence de solutions au probléme (4.1)-(4.2), nous avons besoin du lemme

auxiliaire suivant.
Lemme 4.1. Soit 0 < a <1 et g:J — R une fonction continue y est une solution
du probleme aux limite
“D(t) = g(t), pour tout t € J, 0 < a <1,
ay(0) +b(T) = ¢,

si et seulement si y est une solution de ’équation intégrale d’ordre fractionnaire

de type Volterra-Fredholm suivante :

W) = 5 e | =90 - s [T =9 s
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.ou g € C(J,R) satisfait 1’équation

g(t) = ft,y(t), g(t)).

Théoréme 4.1. Supposons les hypothéses suivantes
(H1) la fonction f:J xR xR — R est continue.

(H2) il existe constantes K >0 et 0 < L <1 tellque
|f<t7uvv> - f(taﬂ76>| < K|u —ﬂ| + L|U _6|
pour tout u,v,u,v € R et t € J.

St
KT< ‘b|
(1= L)(e) +1 (1 Tlar by) <1 (4.3)

alors il existe une unique solution pour le probléme aux limites (4.1)-(4.2) sur

J.

Preuve :
Définissons l'opérateur N : C'(J,R) — C(J,R) par :

c 1 ¢ a1 b g a-1
a+b+m/g (t—s) g(s)ds—m/o (T—s5)*""g(s)ds (4.4)

ou g € C(J,R) satisfait I’équation

N(y(t)) =

g(t) = ft,y(t), g(t)).

Il est claire que, les points fixes de 'opérateur N sont des solutions de probléme
(4.1)-(4.2). Soit u,w € C(J,R). En suite pour ¢t € J on a
(Nu(t)) = (Nw)(t)

1 t a1 b T . ot o . .
— s [ =9 ) s — e [ = 9 () — s
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ou g,h € C(J,R) teleque
et

Alors pour t € J, ona
[(Nu)(t) = (Nw)(t)] <

! t —8)* Y (g(s)=h(s))|ds i ! Y (a(s)— h(s)lds
iy [t -ntsplas W [ o) - noias, (19

d’aprés (H2) nous avons,

l9(t) = h(@)] = [f(t, u(t), g(t)) — f(t,w(t), h(t))]
< Klu(t) —w(t)| + Llg(t) — h(t)],
donc,

9() = h{D) < oyl = wlo)

D’aprés (4.5), pour t € J, on a

[(Nu)(t) = (Nw)(t)] <

T ) 97 ) wls)as
b5 g T,
’ |a+b|(1—L)F(a)/0 (T = 5)" Ju(s) — w(s)ld
KT* 1b]
= (1-L)T(+1) (1 + m) [ — 0] -
Alors, \
KT~ b
INu — Nwl||s < TESANCES) (1 + m) = W]

D’aprés (4.3), opérateur N est une contraction, alors par le principe de contraction
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de Banach N a un point fixe unique qui est la solution unique de probléme (4.1)-
(4.2).
le deuxiéme résultat est basé sur 'alternative non linéaire de Leray-Schauder.
Théoréme 4.2. Supposons (H1),(H2) et Uhypothése suivante :
(H3) il existe p,q,r € C(J,R) avec r* = sup,c; r(t) < 1 telle que

|f(t,u,w)| < p(t) + q(t)|u| + r(t)|w], pourt e Jetu, weR.

14
M1 1 4.

ot ¢* = sup,c;q(t) et M = a T*? alors le probleme aux limites (4.1)-(4.2) a

(e
(ot 1)’
aux moins une solution.

Preuve : Considérons 'opérateur N défini en(4.4). Nous montrons que N satisfait
aux hypotheses du théoreme du point fixe de Leaury Schauder. La preuve sera donnée
dans plusieurs étapes .

Etape 1 : N est continue. Soit u, est une suite telle que u,, — u dans C (J,R) pour
tout t € J
N (un) (1) — N(u)(t)] <

o T
(@) /0 (T =5)"gu(s) = g(s)lds, (4.7)

1 t o1
[ = ) — g+ s

[
et comme g,, g € C(J,R) telle que
gn(t) = f(t,un(t), gn(t))

g9(t) = f(t,u(t), g(t)),

par (4.1) on a
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190 (t) = 9(O)] = [ [ (£, un(t), 9a (1)) = f (T, ult), 9(1))|
< Klun(t) = u(t)| + Llga(t) = 9(t)].

Donc

gn(t) — g(1)] < rf‘m\um —u(t)),

puisque u,, — u, alors g,(t) — g(t) quand n — oo pour tout t € J.
Soit o > 0 telleque |g,(t)] < o et |g(t)| < o, alors on a :

(t = 5)""Hgn(s) — g(s)] < (t = )" [lgn(s)| = lg(s)]]

< 20(t — s)""l.

Pour tout ¢ € J, La fonction s — 20(t — s)*! est integrable dans [0, 7], alors le

théoréme de convergence dominé de Lebesgue et (4.7) implique que :

|N(un)(t) — N(u)(t)] = 0n — oo,
|V (u,)(t) — N(u)(t)]|o — 0 quand n — oo,

donc, N est continue.

Etape 2 N transforme les bornés en des bornés dans C(.J, R)

I1 suffit de montrer que pour tout p > 0 exist un constante positif ¢ telleque : pour
tout u € B, = {u € C(J,R) : ||u]|oc < p} nous avons, || N(u)|le < £.

Pour u € B,, on a pour tout, t € J,

1 ! a—1 0] ! — ) Ya(s)ds
la + b| +m/o (t=8)" lols)lds + \a+b\F(Oz)/o el ()ledg).
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Pour tout t € J on a :

()] = [/, ult), ()]
< p(t) +q@)ul)] +r()|g(®)|
<p(t) +a(®)p+r(®)g(t)]
<p Hqp+riglt)]

Alors,

P +qp x
< — = .
l9(t)] < =5 =M

Donc(4.8) implique que

|| M*T* |b| M*T*
+b T(a+1) Ja+bl(a+1)

(V)] <

Par Coséquence,

Ie] M*T* bl MET
+b  Tla+1) |a+bT(a+1)

IVl <

Etape 3 N transforme les ensembles bornés en ensembles équicontinus de C/(J, R).

Soit t1,t € J, t1 <ty et soit u € B, alors :

IN () (1) — N(u)(t)] < \ﬁ / (b2 — )™ — (11 — £ Vg(s)ds

’ ‘ﬁ /t [t — 5)° g s)ds
< %(t; — 14 2(ty — 1)),

Donc, [|N(u)(t1) — N(u)(t2)|lc — 0, quand ¢, — to.

En conséquence de Etapel a Etape 3 avec le théoréme d’Ascoli-Arzéla, on résult que
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N : C(J,R) — C(J,R) est complétement continu.

Etape 4 : Estimations & priori.

Nous montrons maintenant qu’il existe un ensemble ouvert U C C(J,R), avec
u # AN(u), pour A € (0,1) et v = AN(u) pour certains 0 < A < 1. Donc, pour

tout t € Jon a

c Ab T

A a1 a—1
u(t) = )\a 7 + m fo (t—s)*tg(s)ds + m o (T'—s)*"lg(s)ds.
c| 1 a1 10| g a1
@0 € i+ e [ =9 laolds + s [T =9 a(e)lds
(4.9)
Aditionellement,
lg(O)] = | f(t,ult), ()]

< p(t) + q(®)]u(®)| +rt)]g()]

<p' " u)| +77g(t)|
Donc

g < 720" + ¢"u(®)).

Par conséquent |,

+a b
yu(t)|§|alc| n P (1+ 1 )

+b  (1—r)T(a+1) la + b
T t — 5)* u(s)|ds
e [ =9 ol

bla* : — 5)* Hu(s)|ds
+(1—r*)\a+b|r(a)/0 (L= )" Juls)|d

|c] pTe < 1] ) 7|l s /t 1
< 1+ + t—s5)*"'d
=Ta+ o (1 —m)T(a+1) la+o]) " 1 — () 0( s)* s

1b]q* || u| oo /T .
T — s)*1q
(1—)]a+ bT(a) J, (T — )" ds

o ld oy (H o )+ ¢ (1+ o )nun
“la+0b (1—r)T(a+1) la + b 1—r)I(a+1) la + b >
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Alors, Vt € J on a :

oo < =4 I (1 L )+ o1 (1 + ﬂ) Jul
T a+b (1 —r)T(a+1) la+b ) (1—r)(a+1) la + b o

Alors, Vt € J,

|| . || || .
li=1(1 M| < 1 M
el [ (+]a+b| s I e R e P R

par conséquent,
+ M
et (U )

[ufloo < ( ||_>

U={uecCR): |lullo <M +1}.

i
=l

(4.10)

Soit

Par notre choix de U il n'y a pas u € 90U telque u = AN(u) pour A € (0,1).
Conséquence du théoréme de Learay-Schauder, nous déduisons que N a uén point

fixe u dans U qui est une solution du probléme(4.1)-(4.1).

Exemple 4.2.1. Considérons le probleme au limites suivant :

‘Dry(t) = ! . J=10,1], (4.11)

106442 (14 y(n)] + :D3y(1)))

y(0) + y(1) = 0. (4.12)
Soit
1

+ —
S 0) = e o

tedJ, u, veR.

1l est clair que la fonction f est continue.
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pour tout u,v,u,v € R et t € [0,1],

£ (t,0) = F68,D) < 1oy (fu =] + o = 7))

1
par K = L = ——. Alors, la condition
10e2

KT® B\ 3 - 3
(1= L)T(a+1) (1 o b|> T 2102 — DI (102 —vr

est satisfait pour a = b =T = 1,¢c =0, et a = % On déduit par le théoreme de
contraction du Banach que le probleme (4.11)-(4.12)admet une unique solution dans

J.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats en théorie du point fixe dans
des espaces de Banach, et on a appliqué quelques théorémes du point fixe (principe
de contraction de Banach qui garantit 'existence et I'unicité de solution, Schauder et
Leray-Shauder et assurent l'existence de solution) sur quelques équations intégrales
d’ordre Fractionnaires de type Fredholm, Volterra et de Urysohn.

A chaque fois il y a intérét a réduire 1’étude de I'existence et 'unicité de solutions dun
probléme initial ou aux limites & des conditions locales ou non locales a la résolution

dune équation intégrale.
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