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Notations

A est 'adhérence de A .

diam(A) diamétre de 'ensemble (A).

e B(a,r) est la boule ouverte de centre a et de rayon r .

I est 'application identité

e (([a,b]) 'espace des fonctions continues sur [a, b]

C'([a, b]) T'espace des fonctions continues et dérivable sur [a, b]

I? f lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f.

¢D* désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a.



L’objectif

L’objectif de ce mémoire est ’étude de quelques théorémes du point fixe et leurs
application dans des espaces métriques ott bien de Banach car elle est fourni les
nécessaires outils pour avoir 'existence des solutions dans divers types d’équations
et nombreux problémes non linéaire. Parmi ces théoémes le théoréme du point fixe
de Banach qui affirme qu'une contraction définie dans un espace métrique complet
admet un unique point fixe comme limite d’une suite itéré. Contrairement les autres
théoémes comme (Brouwer, Shauder, kranoselskii )assurent seulement lexistence
sans indiquer comment les déterminer. La théorié du point fixe est fondamentale
en mathématique et surtout en analyse, de nombreux probléme intervenant en phy-
sique, chimie, biologie sont modélieés par des systémes d’équations différentielles ou
des équation intégrales. Ces systéme peuvent s’écrire sous forme d’équations abstraite
f(x)=x ou f est définie d’un ensemble dans lui méme. De plus plusieurs problémes

pour certains applications non linéaire se raméne dé cette théorie.



Introduction

L’histoire des points fixes sur les espaces métriques & commencé par les travaux
de Banach publie en "1922". Il a établi I'existence et 1'unicité du point fixe d'une
contraction dans un espace métrique complet par suite & appliqué son théoréeme
connu sous le nom principe de ’application contractante a la résolution des équations
intégrales mais puisque cette théorie est plus large les recherches mathématiques ont
pris déférente direction en s’inspirant du principe de Banach, elles sont basées sur :

1. T'etude d’existence et d’unicité du point fixe

2. la construction d’un algorithme pour le calcul

3. la convergence et la stabilité de cet algorithme en question .
aprés Banach, Brouwer & donner un résultat de topologie algébrique concernant le
théoréme du point fixe sous forme plus simple ce théoréme exige uniquement la conti-
nuité de 'application d’un intervalle fermé borné dans lui méme dans un convexe
compact dans un espace euclidien dans lui méme aussi. En suite en 1930 Schau-
der établi une généralisation du théoréme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une
application continue sur un convexe, compact admet un point fixe qui n’est pas néces-
sairement unique. De plus on a présenté I’extension la plus naturelle d’une contraction
nous observons d’'une part que les contractions et les applications contractantes les
isométries sont des applications non expansive d’autre part dans un espace métrique
ou Banach ou bien de Hilbert toute application non expansive admet au moins un
point fixe. on a vue la section de I'alternative non linéaire de Leray-shauder pour des
applications contractantes qui est basée sur ’existence du point fixe la derniére elle

est invariant par homotopie. En 1955 et pour la premieére fois Krasnoselskii
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a élaboré sont théoréme du point fixe qui affirme que dans un convexe compact toute
application qui se met sous la forme d’une somme de deux applications dont I'une est
contractante est 'autre compact admet un point fixe.Ce théoréme est trés efficace
dans la résolution des équations différentielles non linéaires. Ce mémoire est réparti
en trois chapitres :

- Le premier chapitre est consacré a quelques définitions concernant les espaces
métriques, compacts et de Banach aussi la convexité d’un ensemble.

- Le deuxiéme chapitre nous présentons quelques théorémes du point fixe de Ba-
nach, Brouwer et celui de Schauder et Krasnoselskii et nous abordons le théoréme du
point fixe pour des application non-expansive et l'alternative non linéaire de Leray-
Shauder pour des application contractantes.

- Le dernier chapitre nous intéressons a 1’étude d’existence et d’unicité de solu-
tion pour une équation différentielle fractionnaire non linéaire avec des conditions
intégrales aux limites , nous avons vu aussi quelques définitions concernant le calcul
fractionnaire comme la dérivé et 'intégrale fractionnaire aux sens de caputo.

Nos résultat sont basées sur ’application de deux théorémes du point fixe de Banach
et de Krasnoselskii. puis dans ’application sur I’alternative non linéaire de Leray-
Schaulder pour les applications contractantes on commence par une présentation de
probléme de Dirichlet homogéne d’ordre deux. De plus on a appliqué le théoréme

concernant les application non expansive.



Chapitre 1
préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats pré-

liminaires nous utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Espace métrique

Définition 1.1. une distance(métrique) sur un ensemble E # &, est
une application d : E x E — RY vérifiant :

1. dz,y) =0 =y, Vz,ye F

2. d(x,y) =d(y,z), Ve,y € E

3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y), Vr,y,z € E

Définition 1.2. Un espace métrique est un couple (E,d) ot E est un

ensemble et d est une distance.

Définition 1.3. (Boule) Soit (X,d) un espace métrique, a un point de
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X etr >0, on définit la boule (ouverte) de centre a et rayon r par :

B(a,r) ={z € X : d(a,x) <r}

1.2 Sous-ensemble ouvert

Définition 1.4. Le sous ensemble U de l’espace métrique (X, d) est dit

ouvert si :

VeeU,dr >0 telque B(x,r) CcU

1.3 Sous-ensemble fermé

Définition 1.5. Le sous ensemble F' de l’espace métrique (X, d) est dit

fermé si son complémentaire C% est ouvert.

1.4 Adhérence d’un sous ensemble

Définition 1.6. Soit A C X, un sous-ensemble de l’espace métrique X

on définit l'adhérence A de A par :
A={r € X :Vr>0 Bz, r)NA+# I}

Proposition 1.1.

1. A est fermé = A=A
2. A= {r € X : 3 une suite (x,), C A telle quelim (x,) = x}

n—oo
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1.5 Voisinages

Définition 1.7. Soit (X, d) un espace métrique et a € X .
On dit que V C X est un voisinages de a dans X s’il existe un ouvert

UcCcX telqueacUCV.

1.6 Suite de Cauchy

Définition 1.8. Une suite (z,)nen est dite suite de Cauchy dans E si :

Ve >0dng € N :Vn > ng, Ym > ng, ||z, — xn| < ¢

Définition 1.9. On dit qu’une suite (x,)nen dans E converge vers{ € E

si : Ve >0, Ing, Vn > ng, ||z, —I|| <e
Remarques 1.1.

— Toute suite convergente est de Cauchy.

— Toute suite de Cauchy est bornée.

1.7 Espace métrique complet

Définition 1.10. L’espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite
de Cauchy dans X converge dans X.

1.8 Espace de Banach

Définition 1.11. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel

normé complet
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1.9 Espace de Hilbert

Définition 1.12. On appelle produit scalaire sur [’espace vectoriel E
toute forme bilinéaire, symétrique non dégénérie, définie positive autre-

ment dit, toute application ¢ de E X E dans R vérifiant :

1. ¥(x,y) € E%, 0 : (z,y) = ©(x,y) est linéaire.

2. ¥(x,y) € E*, p(x,y) = ¢(y,x)
3. o(z,x) =0=2=0

4. Vx € E\{0}, p(z,x) > 0.

Définition 1.13. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni
d’un produit (u,v) scalaire et qui est complet pour la norme

1
lull = (u,v)>

1.10 Application Lipschitzienne

Définition 1.14. Soient (X, d,)et(Y,d,) deuz espaces métriques

et f: X — Y une application. On dit que [ est Lipschitzienne s’il existe
k > 0 telle que :

Va,y € X, dy(f(x), [(y)) < kdu(z,y). (1.1)
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1. Le plus petit réel k qui vérifie (1.1)est appelé constante de Lip-
schitz.
2. Sik €10,1] , application f est dite contractante.

3. Si k=1, Uapplication f est dite non-expansive.

1.10.1 Application contractive

Définition 1.15. Soit (X, d) un espace métrique, l'application
f: X — X est dite contractive si :

A(f(x), f(y)) < d(x,y) Va,y € Xavee w #

1.11 Compacité

Définition 1.16. soient E un ensemble quelconque et A une partie de

E. Un recouvrement de A est une famille (B;)ic; Des parties de E

ACUBZ

Définition 1.17. Soit (E,||.||) un espace normé. On dit que E est re-

vérifiant :

lativement compact si pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de

E par des partie de E dans le diamétre est inférieure a €.

Corollaire 1.1. Soit (E, ||.|) est un espace vectorielle normé sur R ou
C de dimension fini. Les parties relativement compactes de E sont les

parties bornées.
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Définition 1.18.

1. Un espace normé (E,||.||) est dit compact s’il est relativement com-
pact et complet.
2. Une partie A d’un espace normé (E,||.||) est dite compacte si le

sous-espace normé (A, ||.||a) est complet.

Théoréme 1.1. Soit (E, ||.||) un espace vectorielle normé sur R
ot C de dimension fini. Alors les parties compactes de E sont les parties

fermées et bornées de E.

1.11.1 Applications compactes

Définition 1.19. Soient E un espace de Banach et Q C E, f . F — F
une application.
a. On dit que f est compacte si f(€)) est compact
b. L’application f est dite totalement bornée si f(A) est relativement
compacte pour tout sous ensemble bornée A de E
c. L’application f est dite completement continue si [ est continue

et totalement bornée.

Remarques 1.2. Toute application continue et compacte est compléte-

ment continue. La réciproque est vraie st §) est borné.
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1.12 Convexité
Définition 1.20. On dit que C' C E est un ensemble conveze si :
vVt €[0,1], V(a,b) € C*, t xa+ (1 —t)xbe C

Théoréme 1.2. Soient (X, dyx) et (Y,dy) deuz espaces métriques avec
Y complet.

Alors l'ensemble Cy(X,Y) est complet pour la distance uniforme

dso(f, 9) = sup{dy (f(z), g(z))}

rzeX

Cy(X,Y) est l'ensemble des fonctions continues et bornées de X dans
Y.

1.13 La fonction Gamma :

Définition 1.21. L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est

la fonction Gamma d’Euler I'(z), qui est définie par lintégrale suivante :
+00
['(z) = / t*leldt, 2 > 0
0

avec I'(1) = 1, I'(0") = 400, ['(2) est une fonction strictement décrois-

sante pour 0 < z < 1.
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1.14 D’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.22. Soit f : [a,b] — R. l'intégrale fractionnaire d’ordre o

au sens de Riemann-Liouville de f est définie par la formule suivante :

10 = 7 [ (4= e

Ou « est un nombre réel positif.

1.15 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.23. Soient a > 0, n € N* avecn — 1 < a <n et f une
dn

fonction telle que %f € |a, b].

La dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo est définie

par :

C a_; ! _TnfaflnT -
D" = o [ =

- e (G)

Définition 1.24. Un espace uniformément convexe est un espace de
Banach ou seulement selon les auteurs, un espace vectoriel normé tel

que pour tout € > 0 il existe un & > 0 pour lequel, pour tout couple (x,y)

Tr+vy

de vecteurs (||z|| < Tet |ly]| <1 ||z —y| >¢e) = — <1-90. ou

encore pour tout € > 0, il existe un n > 0 pour lequel, pour tout couple

(x,y) de vecteurs
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T -+

[z = yll > emax(flz]], lyl]) =

Y

H < (1 - n) max(all, lyl):



Chapitre 2

Quelque résultats de la théorie du

point fixe

2.1 Théoréme du point fixe du type de Banach

Ce théoréme est dit principe de l'application contractante, il est la
base de la théorie du point fixe, Ce principe garantit ’existence d’un
unique point fixe pour toute application contractante d’un espace mé-

trique complet dans lui méme.

Théoréme 2.1. :(Théoréme du point five de Banach) [8]

Soit (E,d) un espace métrique complet et soit T : E — FE une applica-
tion contractante avec la constante de contraction k alorsT a un unique
pointe five x € E. De plus nous avons la propriété suivante qui est im-
portante :

sixzg € B et x, =Tz, 1 tel que lim x, = x

n—oo

et d(z,,z) < E"(1— k) td(z1,20),n > 1 x étant le point fize de T.
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Preuve :

L’existence : soit y € E . Considérons la suite (x,),>1 donnée par :

o =Y

x, =T(x,-1),n>1

on doit prouver que(zx,)est une suite de Cauchy dans E. pour m < n,

on utilise I'inégalité triangulaire :
AT, Tp) < ATy Tir1) + d(Tima1, Tipao) + -+ - + d(Tp—1, T0)
puisque 71" est une contraction, on a :
d(xp, 2p1) = d(Tap1, Txp) < kd(p-1, 7))

pour p > 1

En répétant cette inégalité, on obtient :

( m + karl <+ knil)d(ﬂfo, xl)
k™ ( +k+- kn_m_l)d(l‘(), 331)
E™(1 — k) td(xg, 21)

(T, ) <

IA

IA

on déduit que (z,), est de Cauchy dans £

que est complet, donc (z,,), converge vers x dans E par ailleurs puisque
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T est continue, on a :

r= lim z, = lim T(x,_1) = (T lim z,_1 = T:c) .

n—oo n—oo n—oo

Donc x est un point fixe de T' (i.e.Tx = x)

L’unicité : supposons x = T'x et y = Ty alors :
d(z,y) = d(Tz, Ty) < kd(z,y)

ce qui implique que d(z,y) = 0 i.e. x =y (puisque k < 1)

Remarques 2.1. Les hypothéses du théoreme du point fixe de Banach
sont réellement nécessaire si nous en négligeons seulement une, alors il

se peut que le point fize n’existe pas.

Exemple 2.1.1.
1. si I n'est pas stable par f(x) = Va2 +1 sur I = [0,1] . On a [

est fermé dans R donc il est complet (car R est complet).De plus

fl(z) = \/%—I—l < 1, ce qui implique que

max | f'(z) |< 1, donc f est contractante sur [0,1]. Mais I n'est

pas stable parf car £([0,1]) = [1,v/2].

les conditions suffisantes du théoreme de Banach ne sont pas toutes

remplies. On vérifie, par l'absurde, que f n’admet pas un point fixe.
2. Si f n’ est pas contractante : f(x) = Va2 + 1 sur I = [0, +o0l.

On a f([0,4o00]) C [0,+o0[ et I est un fermé dans R. Alors I
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est complet (fermé dans un complet est complet). Mais f n’est pas

contractante, car sup | f'(z) |= 1 donc f n'est pas contractante.
x€[0,400]

sin x

3. St E n’est pas complet : T(x) = sur B

2 1
T =0 0. T et sup | T = &< 1, ators T e
contractante. Mais T n’admet pas un point fixe car E n’est pas fermé

On a T(]0

dans R donc E n’est pas complet.

2.2 Théoréme du point fixe de type Brouwer-Schauder

Dans cette partie, nous allons actuellement présentés les théorémes du
point fixe pour une application continue dans les espaces de Banach en
dimension finie et infinie. En particulier, nous présentons les théorémes

de Brouwer, Schauder.

2.2.1 Théoréme du point fixe de type Brouwer

Le Théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de la topologie
algébrique. Il fait partie de la grande famille des théorémes du point fixe.
I1 existe plusieurs formes de ce théoréeme selon le contexte d’utilisation.
Ce théoréeme donne I'existence d’un point fixe pour une fonction continue

sur une boule fermée dans un espace de dimension finie.

Théoréme 2.2. Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R"
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et f: K — K une fonction continue. Il existe x € R" tel que :

f(x) ==.

Preuve :
Si f est continue de [a, b] dans lui méme, la fonction
g — f(x)—x est continue, et prend en a la valeur f(a)—a > 0 et en b la
valeur f(b) —b < 0. Alors par le théoréme des valeurs intermédiaires, la
fonction g s’annule en un point xg, qui est un point fixe de f. De méme
dans le plan, Les parties compactes et convexes sont les disques fermés
ou bien les boules fermées, la forme du théoréme de Brouwer prend la

forme suivante

Exemple 2.2.1. (Théoreme de Brouwer en dimension 1 ) L’intervalle
[0, 1] posséde le point fixe considérons une fonction continue

F0,1] 00,1  puisque  F([0,1]) C [0,1]

nous avons :f(0) >0 et f(1) < 1.

Si f(0) # 0 et f(1) #1

nous définissons une fonction continue

g:[0,1] = R

r— flr)—2x

puisque  f([0,1]) C [0, 1]
nous avons : f(0) >0 et f(1) <1.f(0)#0 et f(1)#1.
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Puisque g continue et que g(0) > 0 et g(1) < 0, nous pouvons ap-
pliquer le théoreme des valeurs intermédiaires. Cect nous garantit [’exis-
tence d’un point a € [0, 1]
tel que g(a) =0 donc aussi f(a) = a

Contre Exemple :

la fonction f définie par

f:R—R

r—x+1

est continue,mais n’a pas un point fixe.

Théoréme de Brouwer en dimension deux

Si K, le domaine de définition de T" est d’intérieur vide, c’est un seg-
ment. Sinon, K est semblable a une boule unité fermée.
Le terme se semblable signifie qu’il existe un homéomorphisme ¢ de la
boule unité vers K.
L’équation définissant le point fixe peut encore s’écrire :
Sih=Toy, h(z)==x.
Autrement dit .
on peut supposer que K est la boule unité fermée.
On peut de plus choisir la norme de maniére quelconque.

Si on choisit celle qui associe la valeur absolue de la plus grande coor-
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donnée, cela revient a dire que 1’on peut choisir pour compact K.
'ensemble [—1, 1] x [—1, 1] sans perte de généralité.

Si I'on définit la fonction F' comme suit :

F:[-1,1] x [-1,1] = [-1,1] x [-1,1]
r— F(x) =h(z) —x

Cela revient a montrer que la fonction F' atteint le vecteur nul sur
[—1,1] x [-1,1].

Si F. pour k = 1,2, sont les deux fonctions coordonnées de F', cela re-
vient & montrer I'existence d'un point xy, tel que F; et F, admettent
toutes deux pour zéro la valeur z.

La fonction Fj est une fonction de [—1,1] x [—1, 1].

dans [—1,1] sur {—1} x [—1,1]. elle est positive en revanche sur

{—=1} x [—=1,1]. elle est négative.

Ceci laisse penser que la courbe de niveau 0 est une ligne qui part d’'un
point {—1} x [—1, 1] pour finir sur un point de {—1} x [—1,1].

Le méme raisonnement appliquée a Fy laisse penser que la courbe de
niveau 0 est cette fois-ci une ligne qui part d’un point {—1} x [—1,1]
pour terminer sur un point de {—1} x [—1,1].

Intuitivement. il semble évident que ces deux lignes de niveaux doivent
nécessairement se croiser et ce point de croisement est un point fixe de

Top
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2.2.2 Le Théoréme de Schauder

Théoréme 2.3. [9] Soient E un espace de Banach et K C E conveze
et compact.

Alors toute application continue f : K — K posseéde un point fize.

Preuve :
Soit f : K — K une application continue.comme K est compact
f est uniformément continue, donc, si on fixe
e>030>0:Ve,y e Konait ||f(z) — f(y)|| <e
dés que ||z — y|| < 9§, De plus, il existe un ensemble fini des points
x1,...,%, C K tel que les boules ouvertes de rayon 0 centrées aux z;

recouvrent K, ie

Kc |J Blaj)
1<J<P

Si on désigne L := Vect(f(x;))1<j<p, alors L est de dimension finie, et
K* = KN L est compact convexe de dimension finie.

pour 1 < 5 < p, on définit la fonction continue
Y E — R par

0 i |z —z;|| > 6

U= e
oz

et on voit que v; est strictement positive sur B(z;,d) et nulle dehors.

S1non
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p
On a donc, pour tout = € K, ij(z) > 0, et donc on peut définir sur

J=1
K les fonction continues positives ¢; par

pour lesquels on a ngj(x) = 1, pour tout x € K. on pose, alors,
] 1

pour z € K, g Z ©;(x . g est continue (car elle est la somme

des fonctions contlnues ), et prend ses valeurs dans K* (car g(x) est un
barycentre des f(z;)).

Donc si on prend la restriction g : K* — K*, par le théoréme (la boule
B, ala propriété du point fixe pour tout n € N), g posséde un point fixe
y € K*. De plus

fly)—y=1f

)=

— f(xy)]

)=Ln
o

Or si p;(y) # 0 alors || y — z; ||< 6, et Donc
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p
1 () =yl < Z% W) = )l <D ewily) =
j=1

Donc, pour tout entier m on peut trouver un point y,, € K tel que
1 (Ym) — ymll <27
Et puisque K est complet, de la suite y,,, m € Z on peut extraire une
sous-suite y,,, qui converge vers un point y* € K. Alors f étant continue.
la suite (f(ym,)) converge vers f(y*), et on conclut que f(y*) = y*, i.e.y*
est un point fixe de f sur K.

2.3 Théoréme du point fixe de Kranoselskii

On a vu précédemment deux théorémes principaux de la théorie du
point fixe & savoir le théoréme de Schauder et théoréme de 'application

contractante de Banach, Kranoselskii a combiné ces deux théoremes.

Théoréme 2.4. (Théoréme du point fize de Kranoselskii )
Soit F un ensemble non vide, fermé, et convexe d’un espace de Banach
X.T1 et T sont deux applications de F' dans X telles que :

1. T\(x)+ Th(y) € F, Va,y € F.

2. 'I1 est une contraction.

3. Ty est compacte et continue.
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Alors, Ty + Ty admet un point fize dans F', autrement dit :
dxe F:Ti(x)+Thzx) =2z

Preuve :
Supposons que les applications T; et T, satisfont les hypothéses du

théoréme. En particulier, il existe k € [0, 1] tel que :

1T (2) = Ta(y) || < kllw = yll avec 2,y € F

Ceci donne :

(I =T0)(x) = (I =T) W) = [lz =yl = [IT1(2) = Ta()[|(1 = k)| kx —yk]|

et [[({=T1)(z)—(I-Th(y)|| < lz—yl+Ti(z)-T1(y)]| < 1+k)[lz—yl.
Par conséquent, [ — Ty — F(I — T1)(F') est un homéomorphisme et
(I —T1)~t existe puisque (I —T1)(F) est continue. De plus on remarque

que pour tout y € F', I’équation
z = Ti(z) + To(y)

a une solution unique x € F selon le théoréme du point fixe de Banach.
De cette derniére équation nous concluons que Ty(y) € (I —T1)(F') pour
tout y € F et que (I=T1)" Ty : F — F est bien définie comme étant une

application continue. Puisque 75 est une application compacte, il s’ensuit
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que (I —Ty) 'y : F — F est aussi une application compacte. Finale-
ment, le théoréme du point fixe de Schauder généralisé nous garantit la
conclusion du théoréme.

Pour plus de détails, nous recommandons toute personne intéressée
par les théorémes du point fixe de parcourir le livre [8] par Smart ot des
résultats supplémentaires et beaucoup plus de références peuvent étre

trouvées.

2.4 Théorémes du point fixe pour des applications

non-expansives

Dans cette section, nous présentons I’extension la plus naturelle d’une

contraction.

Théoréme 2.5. Soient C' un ensemble non vide, fermé et convexe d’un
espace de Banach E et F : C' — C une application non-expansive avec

F(C) est compact dans C. Alors F' admet un point fize.

Preuve :

Soit xg € C, pour tout n € N* — {1}, on définit la suite d’applications

1 1
n n

comme C' est convexe et xg € C

Alors F,, : C'— C, de plus F,, est contractante.
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En effet, Va,y € C

IFo) = Fa)] = (1= 3) 17 (@) = )

1
<{1-=—)lz—yl
n

On applique le théoréme (2.1) pour chaque F), (n fixé) et on en déduit
qu’il existe un unique point fixe z,, € C' de n € N* — {1}

Donc
r, = Fu(x,) = (1 — %) F(x,) + %xo

De plus, comme F(C') est un sous ensemble compact de C' alors il existe
une partie d’entiers S et u € C tels que F(x,) — u quand n — +o0
dans S

Ty = (1 — %) F(x,) +%x0 — u quand n — 400 dans S

Par continuité, F(x,) — F(u) quand n — +oo dans S, d’ott u = F(u).
Le théoréme suivant de Browder et Gohde affirme que le résultat du
théoréme reste valable, si H est un espace de Banach uniformément

convexe.

Théoréme 2.6. (théoréeme de Browder et Gohde)

Soient E un espace de Banach uniformément conveze, et C' un sous en-
semble non vide fermé, convexe, borné de E.

Alors toute application non-expansive

T :C — C admet au moins un point fize dans C'.
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Le lemme suivant nous assure qu’on peut toujours approximer une appli-
cation non-expansive définie sur un ensemble convexe borné d’un espace

de Banach par une application contractante.

Lemme 2.1. Soient C' un ensemble convexe, bornée d’un espace de Ba-
nach E et F : C — C une application non-expansive. Alors pour tout

e > 0 il existe une application contractante

F.:C—-C:VxeC|F(z)— F.(x)| <e¢

Théoréme 2.7. Soient C' un sous ensemble fermé, bornée et conveze
d’un espace de Banach E et F' : C'— C' une application non-expansive

alors :
inf{||z — F(x)|,z € C} =0.

Preuve
Soit F. définie comme dans le lemme (2.1), Papplication F. est contrac-

tante et admet un unique point fixe noté
Le = Fs(335>

lze = Fe() || = [|Fe(2e) = F(z:)]|
= ellz = F(z)|]
< ediam(C')
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La conclusion se fait a partir de la propriété caractéristique de la borne

inférieure.

Théoréme 2.8. Soit C' un sous ensemble compact, convexe d’un espace
de Banach E et F': C' — C une application non expansive.

Alors F' admet un point fize dans C.

Preuve :
Evidement la borne inférieure discutée dans le théoréme précédent est

atteinte.

inf {||x — F(z)||,z € C} =0 telque Izg € C : ||zg — F(x0)|| =0

Cest a dire, dzg € C' : g = F(x9).

2.5 Alternative non linéaire de Leray -Schauder pour

des application contractantes

Dans cette section on va voir que la propriété d’existence du point
fixe pour les applications contractantes est invariante par homotopie.

Soit (E, d) un espace métrique complet et U un sous-ensemble ouvert de
E.

Définition 2.1. Soit F : U — E et G : U — E deux application

contractantes,ou U est la fermeture de louvert U dans E.
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On dit que F' et G sont homotopes s’il existe une application
H:U x [0,1] = E qui vérifié les propriétés suivantes :

1. H-,0)=G et H(-,1) = F.

2. x# H(x,t) pourx € U ett €|0,1].

3. il existe une constante o € [0, 1] tellque :
d(H(z,t),H(y,t)) < ad(x,y),Vz,y € Uet € [0,1]
4 1l existe une constante M > 0 tellque :
d(H(z,t), H(z,s)) < M|t —s|, Vo€ Uett,secl01]

Théoréme 2.9. Soit (E,d) un espace métrique complet et U un ouvert
de E, supposons que F : U — E et G : U — E soient deux applications
contractantes homotopes et que G admet un point fizes dans U.

Alors F' admet un point fize dans U.

Preuve :
Considérons 'ensemble A = {A € [0,1] : z = H(z,\)}
pour un certain x € U ou H est une homotopie entre F et GG décrit
dans la définition précédente.
Notons que A est non vide, puisque G admet un point fixe 0 € A.
Nous allons montrer que A est a la fois ouvert et fermé dans le convexe
[0, 1], ce qui entraine que A = [0, 1]
par conséquent, I admet un point fixe.

Nous montrons d’abord que A est fermé dans [0,1] Pour avoir ce résultat,
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soit

(An)o2y C Aavec N\, = X € [0,1] quand n — +o0

Montrons que A € A.
Comme A, € A pour n € N*, alors il existe xz,, € U tell que

x, = H(xpy, A\y), alors pour n,m € N*, on a :

(T, Tp) = d(H(2p, \n), H(Zm, Am))
< d(H(wp, M), H(Tn, Am)) + d(H (T, M), H (20, M)
< M\, — Ap| + ad(zp, xp,)

Ce qui donne que

M
< —- — .

Comme (), est une suite de Cauchy, alors (x,), est une suite de
Cauchy, et puisque X est complet alors il existe z € U avec lim x,, = .

n—0o0
De plus x = H(xz, \) car

d(xn, H(x,\)) = d(H(xp, \n), H(x, X))

< M|\, — A + ad(z,, x).

Donc A € A, d’ott A est fermé dans [0,1]
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Maintenant, nous montrons que A est ouvert dans [0, 1].
Soit A\p € A
Alors il existe zg € U tel que xyg = H(xg, Ag)-

Fixons € > 0 qui vérifie
< (1—a)r
- M
ou r < d(xg,0U)
ou d(zg,0U) = {inf d(xy,z),z € OU}
Fixons

A €A — &g, A0+ €]

Alors pour x € B(xg, 1)

d(xo, H(x, \)) < d(H (xz, o)), (H(x, X\o) + d(H(x, X\o), H(x,\))
< Oéd(SU(),ZU) + M|)\ — )\0|

<ar+(1—a)r=r.

Alors pour chaque A €]\g — €, \g + €], on obtient :

H(-,\) : B(xg,r) — B(xg,r)

En appliquant le théoréme (2.1), on déduit que H(-, \) admet un point
fixe dans B(xg,7).Donc A € A pour tout A\ €|\g — e, \g + £[ c’est a dire

A est un voisinage de \y.On conclut que A est un ouvert dans [0, 1].

Théoréme 2.10. Soient U un sous-ensemble ouvert d’un espace de Ba-
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nach X. uw €U et F: U — X une contraction avec F(U) borné .
Alors l'une des deux propriétés suivantes est vérifice :

Al. F admet un point five dans U

A2. il existe X €]0,1[ et u € OU tel que u = AF(u) .



Chapitre 3

Applications

3.1 Equation différentielle fractionnaire

3.1.1 Etude de I’existence et I'unicité de solutions d’une équa-

tion différentielle fractionnaire

Dans ce chapitre, nous étudions I'existence et 1'unicité de solutions
pour une équation différentielle fractionnaire non linéaire avec des condi-
tions intégrales aux limites.

Nos résultats sont basés sur 'application de deux théorémes du point
fixe.

— Le théoréme du point fixe de Banach.

— Le théoréme du point fixe de Krasnoselskii.
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3.1.2 Présentation du probléme

Nous considérons I'équation différentielle fractionnaire non linéaire

avec des conditions intégrales aux limites :

Dy () = (t (D). te T =[0.1] (3.1)
y(0) = / y(s)ds (3.2)

y(1) = / (1 — ) y(s)ds (3.3)

ou “D* désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre « :

l<a<2,0<p<1let f:][0,1] x R — R une fonction continue

3.1.3 Préliminaires

Pour I'étude de nos problémes, nous avons besoin de quelques défini-

tions et propriétés de calcul fractionnaire.[7] [10]

Lemme 3.1. [10] Soit o > 0 , alors I’équation différentielle
“Dh(t) =0

admet une solution

h(t)=co+ct+et’ +...+c "}

c €Rii=1,....netn=Ia]+1, ([a est la partie enti¢re de )
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Lemme 3.2. [10] soit a > 0, alors
ICDh(t) = h(t) = co+ it + eot> + ... +¢,_ "1 (3.4)

ouc; €Ri=1,....,netn=[a]+1
Lemme 3.3. Soit 1 < a < 2 et soit h : J X R — R une fonction

continue .

Alors, le probleme au limites :

“D(t) = h(t),t € J (3.5)
y(0) = / y(s)ds (3.6)
y(1) = / (1 - 5y y(s)ds (3.7)

W) = / (1~ s h(s)ds + / 1 [%1}(0{) / (W P — 8 ()
(

~ (1_5)a+( 2p % )> 1—5)01 h(s)ds

NI (@) mal'(a)  aol'(«

(-8

En appliquant le lemme(3.2), le probléme (3.5 - 3.7) se réduit a une

D’ou

Preuve :
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équation intégrale équivalente :

y(t) = [gh(t) +co + it (38)
1

— Ta) /0 (t —8)" "h(s)ds + ¢y + 1t

En appliquant le lemme(3.2), le probléme (3.5)-(3.7) se réduit a une
équation intégrale pour certaines constantes ¢y, c; € R.

En intégrant et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :

/01 y(s)ds = ﬁ /01 (/Os(s — T)O‘_lh(r)d7> ds + co + %

_ % /01 /:((5 = ) h(r)dr)ds + e + 5

) ﬁ/{)l (# Hz; Yh(s)ds + co + %)

1 (1 —g)
:—/( s) h(s)ds—i—co—l-ﬁ
0

['(«) o) 2
_ [0 7T+ co+ 2
—/0 oT(0) h(T)dT + co + 5 (3.9)

En appliquant (3.8), on trouve :

y(0) = co
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et par (3.9), nous arrivons a

y(0) = /0 (L;(;))ah(T)dT +co + %

Alors

= — 1(1_7-)a T)dT
e = 2/0 h(r)d (3.10)

Maintenant, nous opérons (3.7) et (3.8), on obtient :

/01(1—3)5 L s)ds = =— // (1—5)""Y(s — r)* Lh(r)drds
+co/0 (1—s)" d8+cl/0 (1—s)""tsds

c’est-a-dire :

L 1 — 8)* 1 h(s)ds + ¢ c:L o — )Y s = M) h(r)drds
o L = e+ a = s [ [ =0 = hara

1 1
+CO/ (1— s)ﬁ_lds+01/ (1—s)""Lsds

0 0
Apres la simplifications, on obtient :
1 1 1 1 pl
m/o (1—5)*"th(s)ds 4+ co+c1 = o) / / (1— 8" (r — ) h(r)drds
L,

ﬁ B(B+1)



3.1 Equation différentielle fractionnaire 44

Ce qui peut s’écrire sous la forme :

<1 _ %) co + (1 - m) - ﬁ/ﬂl /:(1 — ) N — 5)0 h(r)drds

1 ! a—1
_ W/o (1= 5)"1h(s)ds (3.11)

Si (1 1) | (1 ! ) lors (3.11) devient
101 pose = - =1, (& = -~ |, alors . evient :
N g) B(B+1)

Y1Co + Vo1 = / / (1—1s) ﬂ 1 — 5)* 1 h(r)drds

—m/0<1—s>a h(s)ds

En utilisant (3.10), on obtient :

o = 7111 / / (1= (r = s)* ' h(r)drds — %1}(@) /01(1 — 5)* " h(s)ds

272
+ ol (a )/0 (1 —s)*h(s)ds (3.12)

Une combinaison de (3.8), (3.10) et (3.12), nous donne :

y(t):ﬁ /O (t = 9" h(s)ds + — Fl(a) /O / (1= )7 (r — )" h(r)drds

- %Fl(a) /01(1 ~ o) ks + [71@21?2(0&) - aﬁf@)] /01(1 ~ )
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l.e.

0) = s [=or s+ [ [ [a-o o har

ot * oty ~ o) 00 o

3.1.4 Résultat d’existence et d’unicité

Notre premier résultat d’existence est basé sur le théoréme de I'appli-

cation contractante de Banach.

Théoréme 3.1. Supposons que la fonction f:[0,1] x R — R est conti-

nue et qu’il existe une constante k > 0 telle que

(Hl) . ’f(?f,ﬂf) o f(tay)| < k|£€—y‘,t € [07 1],$,y SHIN

Si kA < 1, alors le probleme auz limites (3.1)-(3.3) admet une solu-

tion unique, o

o B(8, ) I 2yl 2
= ey Tl A Tt 1) e 1 2) e+
Preuve :

On définit Uopérateur F', lorsque t € [0, 1] par :

1

Fe) = s [ s + [ [ [ -

(1— 8)0‘_1 29 2t o
N ') " (710&’(05) B aF(a)) S ] fls,uls))ds

(3.14)
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Posons sup |f(t,0)| = M et montrons que F B, C B, ol

t€[0,1]
MA
1-KA

B, ={y € C([0,1,R) : lyl| < p} et p>
Soient y € B,,t € [0,1] on a :

1 ! a—1
I(Ey)®) <t2}é‘1 {ﬁ [ = utsas

— )" r = 5)* f(s, y(s))drds
|71|F //1 f(s,y(s))drd
=9 5 el 1 —5)f(s,y(s
|71|F(a)/0 (1 —=s)"""f(s,y(s))d +’71|CYF(CY)/0 (1—8)"F(s,y(s))
2t 1 .
ToT 0‘)/0 (1—s) f(&y(s))ds}
1

(
@y " (10, 900)) = F6.0) + 1505, 0)) s

+

| N

(87
Sll
E

|71|F /1—”“ — )" (If(s,9(s)) = f(s5,0)] + | f(5,0)]) drd
W/ (1= ) (£, () — F(,0)| + |(5,0)]) ds

2’72| — g\ s $)) — f(s . .
i |71|04F(oz)/0 (1 =5)"(|f(s;y(s)) = f(s,0)| + [f(s,0)]) d
2 1 N
" aF(a)/O (L —=5)" (1f(s,9(s)) — f(s,0)| + \f(s,())\)ds}
(3.15)

On pose u = ie, (1—=r)=1—-u)(1l—-s),dr=(1-s)du

1—s
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on obtient :
1l 1 1
/ / (1 =) r —s)*drds = / (1— s)aw_lds/ (1 — )’ du
0 Js 0 0
B(B,a)
— 3.16
a+ (3.16)
Par substitution dans (3.15), et aprés la simplifications, on trouve :
1 B(3, ) 1
Fy)@)|| < (k, + M +
KON < U+ M (s * ot 9T + P
2|72 2 }
+ 3.17
mT(a+2) T(a+2) (3.17)
< (hy+ M)A < p (318)

C’est-a-dire F'B, C B,
Maintenant, supposons que z,y € C([0,1],R) et t € [0,1], alors on
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obtient :

|(F) — (Fy)l| < sup {i [ =9 st — fs.p(sDlas

te[0,1] I'()

1 [ — ) e = 8) T f(s,2(5)) — f(s,y(s))|drds

i [ == s = s ()
1 1

1 W/o (11 —8)" (s, 2(s)) = f(s,y(s))ds
- %/0 (1= 5)*1f(s,2(s)) = f(s,y(s))lds

|1 |ad( 1
+ aFQ(toz) /0 (L —9)f(s,z(x)) — f(s,y(s))|d5}
_ 1 B(f, a) 1
< ke~ vl {F(Oé +1) " lm|(a+ B)(«) + I |T(a +1)
2|7
[l (a+2)]
2
* Ta7)
= kA|z —y|

Puisque par hypothése on a 0 < kA < 1, alors F' est une contraction. En
utilisant le principe de l'application contractante de Banach, on déduit

que le probléme (3.1)-(3.3) admet une solution unique.

Exemple 3.1.1. Considérons le probléeme aux limites suivant :

C il 1 |z]
DS t =
v = 5 3oy )

+1In*(1 + 1) (3.19)
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1
y0) = [ yis)as (3:20
0
1 -2
o) = [ (1= 9Fys)ds (3:21)
0
4 1 1
Dans cet exemple,ac = 3 B = 3 et f(t,x) = 33 _‘f‘m +In*(1 +1).
On a:
L le] Lyl

tx)— f(ty) = -
F2) = Jol = 535 m] " B szt |y

_ 1 <|ﬂ B WI>
B+3\2+ |z 24y

_ L [l
— 3 +3 2

1
< —|z —y|

Alors, K = %. Un calcul simple, nous donne KA = 0,65843166... < 1

et par le théoreme du point fixre de Banach, on déduit que le probleme

(3.19)-(3.21) admet une solution unique

3.2 Application sur le théoréme du point fixe pour

les applications non-expansives

Théoréme 3.2. Soient X un espace de Banach uniformément conveze,
f un élément de X, etT : X — X une application non-expansive. Alors

[’équation abstraite :

r—Tx=f (3.22)
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admet une solution x si et seulement si pour tout xog € X, la suite

itérative de Picard (x,,), définie par :
Tpni1 =Tz, + f,neN
est bornée.

Preuve :

Soit application Ty : X — X définie par
Tr(u) =Tu+ f.

'élément u € X est solution de (3.22) si et seulement si u est un point
fixe de T. Il est clair que T’y est non-expansive. Supposons que Ty admet

un point fixe u € X.

[ens1 = ull = [[Tzn + f = Tr(u)]
= [Ty (xn) = T f(u)]l

< [l —ull.

D’ou (x,,), est bornée.
Inversement supposons que (), est bornée.
Soit d = diam({x,,n € N}) et Bylz] ={y € X : ||z — y|| < d} , avec
x € X By[z] est convexe. En effet : soient xg, yo € Bylz] et A € [0, 1]
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|z — (Azo + (1 = Nyo) || = Az + (1 = Nz — Azo + (1 — Nyo
< Az = 2ol + (1 = A)llz = ol
<d

donc Az + (1 — N)yo € By[z]. On pose
Cp = [ \Bulzi] (3.23)
i€l

pour tout entier n € N ensemble C), est non vide (car z,, € C,, ) et il

est convexe. De plus,

TH(Cn) C Chyy. (3.24)

En effet, soient u € C,, et 1 > n+1

|2i — Ty(u)|| = | Tzi1 + f — Ty(u)||
= | T¢(zi1) — Ty(u)]]
< |lzio1 — ul|

<d

Donc T¢(u) € Cpyq. Soit C' = UnenCy, , puisque la suite d’ensemble
(Ch)nen est décroissante et C), est convexe pour tout entier n € N, alors

C' est convexe, borné. Puisque Ty est stable sur C' (d’apreés 3.24), on peut
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appliquer le théoreme de Browder et Gohde pour déduire que Ty admet

un point fixe.

3.3 Application sur I’alternative non linéaire de Leray-

Schauder pour les applications contractantes

3.3.1 Probléme de Dirichlet homogéne d’ordre deux

Soit le probléme de Dirichlet :

P pu—

y' o = ftyy),te[0,1]
yla) =y(b) =0
Ot f : [a,b] x R? est continue. Nous considérons, pour A € [0, 1]

la famille des problémes :

On définit I'opérateur

F:CY(a,b),R) = C'([a,b],R)

b
v Bt) = [ 69 f(s.(5).0/(5))ds

a
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ol la fonction de Green est donnée par :

(t—a)(b—s)

— ; ,a<t<s<b

G(t = . a
() —(S_a)(b_t)a<s<t<b
b—a 7=

Constatons que les points fixes F' sont les solutions du probléme (P).

Théoréme 3.3. Soit f : [a,b] x R? — R une application continue, vé-
rifiant :
il existe un sous-ensembleD C R2%et deuz constantes Kyet K

tels que |f(t,y,y') — f(t,2,2")] < Koly — 2| + K|y’ — 2|Vt € [a,b] x D
tel que

(b—a)’ (b—a)
g T

Supposons qu’il existe un ensemble ouvert borné de fonction,

U C CYa,b| avec u € U tel que

Ky <1. (3.25)

u € U implique que tout (u(t),u'(t)) € D pour tout t € [a,b] (3.26)
et

y est solution de(P)y pour certain X €0, 1[implique que y ¢ OU
(3.27)

Alors le probleme (P) admet une unique solution dans U.

Preuve :
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Soit X = C'([a, b], R) muni de la norme :

[yl = Kolyol + Kilyo| o [yol = sup |y(t)] et |yp| = sup |y'(2)] L'appli-
B tefab) tefa)

cation F': U — C'a, b] est contractante. En effet, d’aprés les propriétés

de la fonction f et la condition (3.26), pour tout y et z dans U nous

b
|[(Fy — F2)(8)] = / G(t, s)[f(s,y(s),y/(s)) — f(s,2(5), 2 (s))lds
(b—a?)
<=y -2
puisque
(b—=t)(t—a) (b— a)?
s, [ 16100 = g =00 = 0
Alors

(b—a)2
15— R < U2y

Ainsi que, pour(tout )y et z dans U, nous avons
b—a
(Fy = Ry < 2y -2,

puisque

b b1t -0 _(b-a)
t,s)|ds = =
feﬂ%/ Gt ol = 20— w) 2

Par conséquent,
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(b—a)2 (b—a)
s + K, 5

1Fy = Fx < | Ko ly = =ll| ly — zlI¥y, = € U
(3.28)
En suite, la condition (3.25) entraine la contraction de F.
Finalement, la condition (3.27) entraine que la proposition (A2) dans le
théoréme(2.10) n’est pas vérifice.

D’ou l'existence et 1" unicité d’une solution du probléme (P).



Conclusion

Dans ce mémoire on s’intéresse de I’étude de quelques théorémes fon-
damentales du point fixe et leurs applications sous certaines conditions
sur l'espace et 'application car elle est fournit les nécessaires outils pour
avoir I'existence des solutions dans divers types d’équations et nombreux

problémes non linéaires.
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