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INTRODUCTION

Ans ce mémoire, on a aborder quelques théorémes du point fixe et applications
D aux équations différentielles.

Ces théorémes représentent d’importants outils mathématiques de base pour mon-
trer I'éxistence et 1'unicité de solutions et trés utilisées dans ’analyse non linéaire
appliquée aux équations différentielles ordinaires [8, 10, 6].

La théorie du point fixe est basée sur le théoréme du point fixe qui a la formulation
génerale suivante :

T:X — X, tel que X un espace de Banach et T" une application (ou bien un
opérateur ) vérifiant certaines hypothéses (continuité, compacité, contraction), alors
il existe x € X, tel que T'xr = = c’est-a-dire : T admet un point fixe.

Ce mémoire est composé en trois chapitres comme suit :

Chapitre 1 : Nous rappelons quelques définitions et notions de 1’analyse fonc-
tionnelle qui nous seront indispensables a la compréhention de la suite de ce mémoire.

Chapitre 2 : Nous présentons des théorémes principales du point fixe dans les
deux espaces métriques et topologiques .

Un de ces théoréemes est le théoréme de I'application -contractante prouvé par Ba-



nach dit qu'une contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme qui assure
I’éxistence d’un unique point fixe .
Ensuite le théoréme du point fixe de Schauder qui est au fait une extension de ce-
lui de théoréme de Brouwer en dimension infinie est plus topologiques et affirme
qu’une application continue sur un convexe compact admet un point fixe qui n’est
pas nécessairement unique .

Chapitre 3 : Nous sommes intéressé dans dernier chapitre aborder quelques
applications des théorémes cites ci-dessus aux équations différentielles .

On commence par application de Schauder et ensuite application de Probleme
de Cauchy pour les équations différentielles ordinaires et étant donnée une condition

initiale (to, zo) et équation différentielle

2(t) = ft,a(),  (ta(t) € U.

Une autre application de théoréme de Picard est la démonstration du théoréeme

d’inversion locale.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions nécessaires de ’analyse fonc-
tionnelle et des définitions qui nous seront indispensables & la compréhension de la

suite de ce mémoire.

1.1 Espace métrique :

Définition 1.1. Soit X un ensemble non-vide. On dit qu’une application

d: X xX — R+

(z,y) — d(z,y),

d est une distance sur X si elle vérifie les trois axiomes suivants :
1. séparation : d(z,y) =0 v =y.
2. symétrie :pour tout x,y € X, d(x,y) = d(y, x).
3. inégalité triangulaire : pour tout x,y,z € X, d(z,y) < d(x,z) +d(z,y).

On appelle espace métrique tout couple (X,d) ou X # () est un espace vectoriel et

d est une distance.
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Exemple 1.1.1. L’application suivante :

d: RxR— R+
(xay) — d(ﬂf,y) :l r—=y |7
définie une distance, appellée distance usuelle sur R.

Exemple 1.1.2. Soit X un ensemble et d : R x R — R+ une application définie

par :

1, six#y

est une distance (la distance discréte), le couple (X, d) est appellé espace métrique

0, stx =y
d(x,y)Z{

discrét.

1.2 Suite de Cauchy :

On dit que la suite (), dans I'espace métrique (X, d) est de Cauchy si
Ve > 0,3IN. >0, tel que Vn,m > N, = d(z,,x,) < €.
on écrit alors
d(xp, xm) — 0, quand n,m — oo.
1.3 Espace métrique complet :

On dit que (X, d) est un espace métrique complet, si toute suite de Cauchy de X

converge dans X.
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1.4 Espace vectoriel normé :

Soit X un espace vectoriel sur R. On appelle norme sur X, une application || - ||

définie par :
|- ]: X — R+

z—| x|,
qui vérifie
Nj. séparation. || z ||=0< x =0,
N,. homogénéité positive. VA € R, Ve € X : || Az ||=| M ||| z |,
Njs. inégalité triangulaire. Vo,y € X : |z 4y [|<|z ||+ | v ||
Un espace vectoriel sur R muni d’une norme est appellé espace vectoriel normé
(e.v.n.).

Soit X un e.v.n. L’application

d: X xX — R+

(z,y) — d(z,y) =l v =y |,

s’appelle la distance induite par la norme.

1.5 Espaces de Banach :

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

1.6 La convexité

On dit que C' C X est un ensemble convexe si :

vt € [0,1], V(a,b) € C?, ta+ (1—-t)beC.
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1.7 La contraction :

Définition 1.2. Soit (X, d) un espace métrique, une application T : X — X est
dite :

1. Lipschitzienne (ou K-Lipschitzienne) si et seulement s’il existe une constante

K >0 telle que, pour tout x,y € X on a :
d(Tz,Ty) < Kd(z,y).

2. Contraction ou une application contractante si K < 1.
3. Non expansive si et seulement st K < 1.

4. Contractive si et seulement si pour tout x,y € X on a :
d(Tz,Ty) < d(z,y).

Il est clair que, si T" est non expansive, alors elle est Lipschitzienne.

1.8 La convergence uniforme :

Définition 1.3. Soient X un ensemble (Y,d) un espace métrique et A un sous-
ensemble de X . Soient (f,), une suite de fonction définie sur X et a valeurs dans

Y. On dit que (f,)n converge uniformément vers f sur A si :

Ve >0, IN,, Vn e N, n > N ,Voz € A= d(f.(x), f(x)) <e.
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1.9 Equicontinue :

Définition 1.4. Soit (f,), une suite de fonctions définies sur un intervalle I a

valeurs dans R. On dit que la suite (f,), est équicontinue si :

Veel, Ve>0,30>0, VneN, Yyel, [xr—y|l<d= |fulx)— fuly)| <e.

1.10 Espaces topologiques :

Soit X un ensemble non vide et soit P(X) 'ensemble de partie de X.

Définition 1.5. On appelle T une topologie sur X toute partie de P(X) vérifiant les
conditions suivantes :
1. XeTetoer.
2. La famille T est stable pour la réunion quelconque de parties de T, c’est-a-dire
V(U;); € X C 7,alors U U;er.

iel
3. La famille 7 est stable pour l’intersection finie de parties de T, c’est-a-dire
V(U;)i=1-n € 1,alors ﬂ U,er.
i=1

- Le couple (X, T) est appelé un espace topologique.

- On le note souvent par X.

1.10.1 Homéomorphe :

Définition 1.6. En topologie un homéomorphisme est une application bijective conti-
nue d’un espace topologique dans un autre, dont la bijection réciproque est continue.

Dans ce cas, les deux espaces topologiques sont dits homéomorphes.
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1.10.2 La rétraction :

Définition 1.7. On appelle rétraction de ’espace topologique X sur un fermé F de

X, tout fonction continue de X dans F' qui est [’identité sur F.

1.10.3 L’enveloppe convexe :

Définition 1.8. Soit A une partie non vide d’un R espace véctoriel E .

l’enveloppe convexes de A est l’ensemble de tout les combinaisans convezes d’éléments
de A.

p p
convA:{er: x:Z)\iai,peN,aieA, A€ Ry, Z)‘izl}'

1.11 les équations différentielles ordinaires :

Soient I un ouvert de R, X un espace de Banach sur R et Uy,U,,--- ,U, des
ouvert de E. les équations différentielle ordinaire, seront notées en abrégé EDO dans

la suite.

Définition 1.9. Une équation différentielle sur l’espace de Banach x est une équation
de la forme
F(t,z, o' 2" - zM) =0, (1.1)

ou n est un entier non nul appelé ordre de l’équation, F est une fonction donnée
de (n + 2) wvariables supposée régulieres sur I x Uy x Uy X -+- X Uy, x est la fonc-
tion inconnue de I dans Uespace de Banach X et z,z'. 2", -, z™ sont ses dérivées
successives. Plus précisément le probleme est de trouver un intervalle ouvert I de R
et une fonction x : t — x(t) dérivable sur cet intervalle jusqu’a l'ordre n et vérifiant
I’équation

Vvtel, F(tz,o 2", -, 2™)=0, (1.2)

cette équation est de forme trés générale, on pratique, on préférera travailler avec
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des équations plus particulieres dites du type explicite, pour lesquelles il existe une

fonction H réguliere sur I x Uy X Uy x --- x U,_; tel que
e = H(t,x, o' 2", "), (1.3)

Exemple 1.11.1.
F(t,x, o', 2") =0,

est d’ordre 2.

est d’ordre n.

1.11.1 Les équations différentielles linéaires :

Définition 1.10. Une EDO d’ordre n est linéaire si elle est de la forme
an (D2 (1) + an 1 (2D (E) + -+ ag(t)2(t) = g(2), (1.4)

avec tous les 9 de puissanse i et tous les coefficients dépendant au plus de t, si
g est nulle, alors ’équation est dite homogéne, ou sans second membre. L’équation

différentielle suivante
a2 (1) + g (2D (0) + - + ao(t)a(t) = O, (15)

est appelée ’équation différentielle homogéne associée.
Siaj(t), 0 < j <n, sont des constants, on parle d’équation différentielle linéaire a

coefficients constants.
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1.12 Systémes différentiels linéaires :

Soient I un intrvalle de R, n € N*, a;; : I = R, i,j =1,---net

fi : I — R des fonctions continues sur /. L’objectif est de trouver des fonctions
Ti, 0, Ty I — R,
de classe C! sur I telles que

v (t) = an(t)zy + - - + an(t)z, + f(2)

(1.6)
x (t) = ap1(t)xy + -+ 4 anp(t)x, + fult)
on peut écrire ce systéme sous la forme matricielle suivante :
X'(t) =A@)X(t) + F(t), (1.7)
ou
0 air(t) - am(t) fi(t)
X(t) = : . A = : : , et F(t)= :
In(t> Qan1 (t) T ann@) fn(t)
En générale il peut y avoir une infinité de solutions de cette équation.
Soient to € I et X(t5) € R™ données
21(to) y
X(to) = : =1 | (1.8)
Tn(to) Ty

Le but est de trouver X une solution de I’équation (1.7) satisfaisants a la condition

initiale (1.8). Autrement dit, existe-il X une fonction dérivable définie sur I a valeur
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dans R"” telle que :
X'(t) = A)X(t) + F(t)
X(ty) = Xo

(1.9)

pour tout t € I.

Définition 1.11. le systémes (1.7) est dit homogéne si F' =0 c’est-a-dire :

Définition 1.12. Le systeme (1.7) est dit non homogéne si F' # 0 c’est-a-dire :

X'(t) = A()X (1) + F(t).

1.12.1 Probléme de Cauchy :

Un probléme de Cauchy est un probléme constitué d’'une équation différentielle
dont on recherche une solution vérifiant une certaine condition initiale. Cette condi-
tion peut prendre plusieurs formes selon la nature de I’équation différentielle.

Soit U un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une fonction.

Définition 1.13. Etant donnée une équation différentielle du premier ordre sous la

forme suivante :

w'(t) = f(t,z),

pour (t,xz(t)) € U, et un point (ty,xo) € U le probléme de Cauchy correspondant
consiste & chercher des solution x = x(t), tell que x(ty) = xo. On note le probléme

de Cauchy de la forme suivante

(1.10)
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Définition 1.14. Une solution du probléme de Cauchy (1.10) sur un intervalle ou-
vert I de R avec la condition initiale (to;xo) € U et tg € I est une fonction dérivable
r: R — R telle que :

— pour tout t € I, (t,x(t)) € U,

— pour tout t € I, 2/'(t) = f(t,x(t)),

— .CI?(tQ) = 29
Théoréme 1.1. Une fonction x : R, — R est une solution du probléme de Cauchy
(1.10) si et seulement si :

1. La fonction x est continue et Vt € Ry, (t,z(t)) € Ry x R.

2. La solution x du probleme de Cauchy est appelée [intégrale du probléme

Vie Ry, x(t)=mz0+ /t f(s,z(s))ds.

1.12.2 Cylindre de sécurité :

On dit que cylindre de sécurité pour I’équation si toute solution = : I — R" du
probléme de cauchy z(ty) = z¢ avec I C [to — h, to+ h] reste contenue dans B(xg, o)
avec h :longueur,t :temps et tg > h

h < min(to,35) et M = sup | f(t, )]
(t,2)€Co



Chapitre 2
Théoréme du point fixe

Dans ce chapitre on fait un rappel sur la théorie du point fixe, on commencera
par le théoréme de principe de contraction de Banach dans un espace métrique et on
pourra ainsi aborder successivement le théoréme du point fixe de Brouwer valable en
dimension finie puis le théoréme de Schauder qui en est la généralisation en dimension

infinie dans un espace topologique.

2.1 Théoréme du point fixe dans un espace métrique

2.1.1 Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 2.1. Soit T' une contraction dans un espace de Banach X, alors T admet

un unique point fize.

2.1.2 Geénéralisation du théoréme de Banach

Théoréme 2.2. Soit T une application dans un espace de Banach X, tel que T"
est une contraction dans X pour quelque entier positive n, alors T admet un unique

point fize.
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(T"=ToTo..oT.)
—_—

nfois
Preuve :
Le théoréme du point fixe de Banach implique qu’il existe un unique point fixe pour
T™ cet éléments nomé xg.

Maintenant on note que :

1T (x0) = woll = 1T (T'(xo)) — T (0)l| < ¢[|T (o) — o],

implique que T'(xg) = o comme point fixe pour 0 < ¢ < 1, 'unicité est clair

comme point fixe pour 7' est aussi un point fixe pour 7.

Théoréme 2.3. Soit F' un sous ensemble fermé dans un espace de Banach et soit
T : F — F une application contractante, alors
a. l'équation Tx = x, a une seule solution unique.

b. la solution unique x peut étre obtenir par la limite de la suite (x,), de F' définie

par x, =Tx,_1, n=12---, ot xq est un arbitraire de F.
x = lim T™(xo).
n—oo

2.1.3 Théoréme de Picard

Théoréme 2.4. Soit (X,d) un espace métrique complet et T : X — X une applica-

tion contractante, alors :
1. T posséde un unique point fize x.

2. pour tout xg € X, lim T"(xy) = .
n—oo

Preuve :

Existence : Soit xg € X et (x,), la suite associe, on a :

d(xp, Tpy1) = d(T(xp—1), T(2,)) < kd(Tp-1,Tn),
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on va montrer par récurrence sur n que
d(xp, Tpi1) < k"d(xg, 1), (2.1)

pour n = 0
d(x07 33'1) S k0d<x07 xl)?

supposons que la condition est vraie pour n et montrons pour n + 1,

d(Tny1, Tnte) = d(T(20), T(Tn11)) < kd(Tn, Tpi1)
S k(k?nd($0, $1)>

S kn+1d($0, .Z'l),

d’ott. (2.1) est vérifice.

Montrons que (z,), est de Cauchy. Soient p,q € N,Vq > p,

d((2p), (24)) < d(@p, Tp41) + d(Tp41, Tg)
< d(zp, Tpi1) + d(Tpir, Tpyo) + - - + d(Tg—1, 4)
< KPd(zo, 21) + kP d(zo, 1) + - + k7 d(z0, 1)
< d(xo, x1) [P + kP 4 4 KT

kP — L4
= d(l’o,l‘l) 1 ]{,‘
< Mo, 7)),
- 1-k
Ainsi pour ¢ > p, p >0,
d
d(zp, xy) < (13'70_—>321)kp <e

Ceci montre que (z,,),, est une suite de Cauchy dans (X, d) et comme X est un espace
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complet, alors il existe x € X tel que

lim (z,) = .
n—oo

Existence du point fixe : On montre que x = lim x,, est un point fixe de 7. On a
n—oo

Tpi1 = Txn; VYn €N,

donc

limx,,, = lim Tz, = z = lim z,,
n—o0 n—o0 n—o0

r = Tnh—>nc}o x, (car T est continue,)
x =Tx d’oul x est un point fixe de T'.

Unicité du point fixe : Raisonnons par absurde. Supposons qu’il existe x; et xy
tels que x5 # x7.

si xq est point fixe, alors x; = Tz,
si x9 est point fixe, alors o9 = T'xs.

De plus,

d(Txy; Tae) < kd(z1,22) < d(x1, 22) < kd(21;22),

1 < k, contradiction car k£ < 1. D’oul unicité.
Contre exemple : Les exemples suivants montrent que chacune des hypothéses

du théoréme est réellement nécessaire.

1. X n’est pas stable par f : f(z) = v22+ 1, sur X = [0, 1]. Or X est fermé dans
R, et complet car R est complet. De plus,

f(z) = %—1—1 <l= s161)1?|f’(x)| < 1= fest contractante.

Mais f n’a pas de point fixe car f([0,1]) = [1,v/2], i.e. X n’est pas stable par
f.
2. f n’est pas contractante : f(z) = vz2 + 1, sur X = [0, ool
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Or f: X — X, et X est un fermé de R. R est complet donc X est complet.

Mais sup|f’(z)| = 1 donc f n’est pas contractante.
reX

sin(x)

3. X n’est pas complet : f(z) = sur X =]0, —]. Or

IS

T V2 T
f(]0> Z]) :]07 T[C}Oa Z]a

1
et sup|f'(z)| = 5 < 1, donc f est contractante.
zeX

Mais X n’est pas fermé dans R donc pas complet.
2.1.4 Variations sur le Théoréme de Picard

Proposition 2.1. Une application continue f : C' — C, avec C' compact métrisable
telle que pour tout couple de points distincts (z,y) de C, d(f(z), f(y)) < d(z,y),
admet un unique point fixe a. De plus, pour tout zq € C' la suite (f"(xo)), converge

VETS Q.

Exemple 2.1.1. La fonction :
f=[-mn —[-1,1],

T — sinx,

posséde un unique point fize (en 'occurrence 0).

2.1.5 Théoréme (Cauchy Lipschitz)

Théoréme 2.5. Soient U un ouvert de R x R", si f : U — R™ est continue et
localement Lipschitzienne par rapport a x sur U et soient

h,ro > 0, alors pour tout cylindre de sécurité C' = [ty — h,to + h] X Byf(zo,10), le
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probléme de Cauchy

2(t) = ft,x(t), (tz(t) €U (2.2)

Etant donné (to,zo) € U ,une solution x : I C R — R tel que ty € I admetl une

unique solution x : [tg — h,to + h] — U. De plus, si on pose

o)1) = w0 + / £, (1)) s,

il existe p € N, tel que la suite ¢P(x) converge uniformément vers la solution exacte.

Preuve :

On commence par construire un cylindre de sécurité pour C.

Soit V' un voisinage de (¢, zo) sur lequel f est k-Lipschitzienne par rapport a z,
et soient hy > 0 et Cy = [ty — ho, to + ho] X B(xg,r9) C V un cylindre. Cy est un
fermé borné de R", donc compact, et en déduit que f est bornée sur Cj.

Soit

M = sup || f(t z(t)) || -
(t,x)eCo

T0

On pose h = min(hg, §5). On va montrer que

C = [to — h,to + h] X Bf(xg,ro),

est un cylindre de sécurité pour C.
Soit z : I = [tg — ho,to + ho] — R, avec z(ty) = zg et ' = f(t,x), YVt € I.
Supposons qu'il existe T € [tg, o + h[ tel que z(7) n’appartient pas & By(xg,10).
De plus, supposons que J = {t € [to, to + h[: (t) ¢ Bf(x,70)} soit non vide.
On pose 7 = inf J. Alors Vt € [ty, 7[ on a z(t) € Bf(xg,ro), et de plus

d(zg, (7)) = ro. Comme (t,2(t)) € Cy, Vt € [to, 7| et &’ = f(t,z) on a, par le
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théoréme des accroissements finis,

ro =l w0 — x(7) ||[=[| 2(to) — 2(7) [|<[ o — 7 | T%If®P<Mh§mo
te|to,T
Donc par passage a la limite , on a z(t) € By(zo,70), Vt € [to,t0 + h][) 1.
De méme on montre que z(t) € Byf(zo,10), Vt € [to — h,to]()] et donc z(t) €
Bf(l’o,’f’o), Vtel.
Dans la suite on travaille avec ce cylindre de sécurité. On remarque que par

construction on a sup | f |= M et f est k-Lipschitzienne par rapport & z sur C. On

c
note F' = C%([ty — h,to + h], B(xg,70)) muni de la distance d =|| - ||oo, Vz € F on

associe ¢(x) comme suit :

¢(x)(t) = 0 + /t Fu, z(u))du.

On montre d’abord 1’équivalence suivante : x est solution de (2.2) si et seulement si
x est un point fixe de ¢.
(<) Supposons que x est un point fixe de ¢. Alors Vo € F on a ¢(x) = = d’ou
z(t) =z + ftto flu, z(u))du.
Or f est continue sur U donc z est continue sur U.
De plus, x est dérivable sur [ty — h,to + h| et sa dérivée égale f(t,z(t)), i.e.
Z'(t) = f(t,z(t)). On a aussi

x(to) = xo + /t O fu, z(u))du = .

Donc f est solution du probléme de Cauchy (2.2).
(=) Supposons maintenant que z est solution de (2.2).
On a alors 2/(t) = f(t,z(t)) et x(ty) = xo. On peut intégrer z, par rapport a u car

' (u) = f(u,z(u)) et u— f(u,z(u)) est continue sur un segment et donc intégrable
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sur ce méme segment. Alors on obtient :

/t o (u)du = /t F () du = [, = (t) — 2(to) = 2(t) — zo.

Donc, on a bien )
o) =+ [l au))du = ol )

et donc x est un point fixe de ¢.

On veut appliquer le théoréme du point fixe & ¢* (pour p bien choisi).
1. On montre d’abord que ¢ est une application de F' dans F'.

Pour cela on montre que
o(x)(t) € By(zo,10), V€ [to— h,to+ hl.

Soit x € F. On remarque que si t € [ty — h,to + h],

[p(2)(t) — ol =

/t: fu, z(u))du

< / 1 o, 2(u0))|| s

¢
SM/ du
to

SM|t—t

SM}LST().

Donc Vt € [ty — h,to + h|, ¢(x)(t) € By(zg,70) d'olt ¢(x) € F et on a évidem-
ment la stabilité de F' par ¢P.

2. On montre maintenant que ¢ est contractante. Soient x,z € F. On note
x, = ¢P(z) et z, = ¢P(2), Vp € N*. Par récurrence sur p on montre qu’on a :

l2p(t) = 2p(1) || < K*

Md(az, 2). (H)
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Initialisation : C’est évident dans le cas p = 0.

Généralisation : Supposons que pour un certain entier p quelconque mais fixé
on ait (H).

Alors

| 2p1(t) = 2pa(0) || <] /t kAl ap(u) = 2p(u) || du |

t —t p
<| k.kp%.d(x,z)du | (par(H))
to .

kp+1 t
<P i) | [ Ju=tolydul
p: to

Ept

=~ rd) ||

|u—t0 ‘p-f—l
p+1

t—to |
_jon[t=tol,

J“= |

ce qui achéve la récurrence.
Comme |t —ty [< h
on a "

p

d(xp(t)v Zp(t)) < kpﬁd(‘% Z)?
donc ¢ est lipschitzienne de rapport k;p% . Et il existe un p € N*, tel que
kPil < 1, (car lim kP27 = 0).
P! p—oo P!

Donc, pour g > p, ¢? est contractante.

Le théoréeme nous donne la complétude de F'.

On déduit du théoréeme 2.4 que ¢” admet un unique point fixe z. De plus

PP(p(x)) = ¢(¢%(x)) = (),

donc ¢(z) est un point fixe de ¢9, et par unicité du point fixe de ¢ on a ¢(z) = =.

Comme les points fixes de ¢ sont des points fixes de ¢? en déduit que x est

I'unique point fixe de ¢. Finalement, = est 'unique solution de (2.2).
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Exemple : Soit f :[0,1] — [0, 1] croissante.
Montrer que f admet un point fixe.
— On considére l'ensemble [ = {z € [0,1] tel que f(x) < x}.
Alors I # @ car 1 € I. I est borné donc admet une borne inférieure a.
Pour z € I, on a alors © > a et donc f(z) > f(a) car f est croissante,
d’ott x > f(a) pour tout x € I. On en déduit que f(a) est un minorant de I,
donc f(a) < a. On en déduit f?(a) < f(a) et donc que f(a) € I, dot a < f(a)
par définition de a.

Donc a = f(a) est un point fixe de f.

2.2 Théoréme du point fixe dans un espace topolo-
gique

2.2.1 Théoréme du point fixe de Brouwer

Définition 2.1. On dit qu’un espace topologique X a la propriété du point fize si

toute application continue T : X — X posséde un point fize.

Remarque 2.1. le théoreme de Brouwer est le théorérme du point fize fondamental

en dimension finie qui affirme les théorémes suivants :

Théoréme 2.6. Tout application continue de la boule unité fermée de R™ dans elle

méme admet un point fize.

Théoréme 2.7. Il n'existe pas d’application f : B™ — S™ 1 continue telle que l’on
a/Zt f|Sm—1 == Id

(ott B™ est la boule unité fermé et S™~! est la frontiére de cette boule.)
Preuve :
Soit f une telle rétraction, on pose g(z) = —f(z), alors g € C° (B™, B™) admet

un point fixe xg, lequel satisfait donc zy = — f(zg), comme f est & valeurs dans la
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sphére unité, zg € S™ !, comme f est une rétraction, en déduit que f(xg) = zo et

donc que xy = 0 ce qui contredit ||z = 1.

Remarque 2.2. Théoréme de non rétraction continue de la boule et théoreme de
Brouwer sont deux résultat équivalents.
La boule unité fermé de R™ n’est pas le seul ensemble d posséder la proprieté de

point fixe.

Corollaire 2.1. Soit C' un convexe compact non vide de R", toute application conti-

nue de C dans C admet au moins un point fixe.

2.2.2 Théoréme du point fixe de Schauder

Le théoréme du point fixe de Schauder est définie sur des espaces vectoriels to-

pologiques de dimension infinie.

Corollaire 2.2. Soit X wun espace de Banach, k C X un sous ensemble conveze
compact et non vide et soit T' : K — K wun opérateur continu, alors T admet au

moins un point fize.

Théoréme 2.8. Soit X un espace de Banach, D C X un ensemble convexe, fermé,
borné et non vide, et soit T : D — D un opérateur continu complet, alors T admet

au, moins un point fize.

Théoréme 2.9. Soit X un espace de Banach C un convexe fermé de X et T une
application continue de C dans C telle que T(C) soit relativement compact, alors T

admet un point fize.

Lemme 2.1. Soit X un espace de Banach et A une partie relativement compacte de

X alors conv(A) est compact.

Preuve :
(Théoréme 2.9) Soit C" = convT(C), il s’agit d'un convexe inclus dans C, en effet

T(C) C C donc convT(C) C C car C est convexe et conv T'(C') C C car C est fermé.
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De plus C” est compact comme ’enveloppe convexe fermé d’un ensemble relati-
vement compact dans un espace complet d’aprés le lemme 2.1 on applique alors le

théoréme de Schauder a la restriction de 7" a C'.

Définition 2.2. On dit que f admet un e-point fixe dans C' si la condition suivante
est satisfaite :

Ve >0, dz. € C: ||f(xe) —a.| <e.

Proposition 2.2. Soit f une application non-expansive, alors f admet un - point

fize dans B(0, R).

Preuve :
On pose C' = B(0, R), soit r €]0.1[, alors 'application r f est une contraction et elle
admet un point fixe noté zr dans C.

En effet Vz,y € C', on a

lrf(x) —rfWll =rlf(@) = fWIl < rlz -yl

(car f est non-expansive),

ce qui entraine que

0 < f(ar) —arll = |[f(zr) —rflzr)| = @ =) f(@r)]| < (1 -7)R,

par passage a la limite lorsque » — 1~ on obtient que f admet un e- point fixe.

2.2.3 Le principe de Leray-Schauder

Théoréme 2.10. Soit X un espace de Banach k C X un sous ensemble convexe
et fermé U C K un ensemble borneé ouvert dans K et Qo € U un éléments five,
supposons que lopérateur T : U — K est continu, complet et satisfait la condition

de limite

Q# (1 —-=NQo+ A\T(Q), pour tout Q€ U, e (0.1),
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alors T admet au moins un point fize dans U.

2.2.4 Théoréme de Cauchy-Arzela-Peano

Théoréme 2.11. Soit U un ouvert de R x R™ et f : U — R" est une application
continue.

soit C' = [to — h,to + h] X B(xo,r0) un cylindre de sécurité avec h < min(hg, 53)
pour l’équation x'(t) = f(t,z(t)), alors il existe une solution avec condition initiale

2 (to) = o sur [to — h,to + hj.

Exemple 2.2.1. — Montrer le théoreme de Cauchy-Peano en utilisant le théo-
reme de Schauder.
— Soit I un intervalle non vide de R, U un ouvert de R™, (tg,x9) € I x U et

f I xU — R™ une application continue.

On considére le probléme de Cauchy :

a = f(t,[[)),
{ l’(to) = 2o, ( )

Le but est de montrer que (¢) admet une solution locale. On remarque que (c)

est équivalent a
t
x(t) = xo +/ f(s,z(s))ds,
to

car f est continue.
On va se placer sur un cylindre de sécurité : soit 7, M > 0 tels que B(zq,7) C U,

J=to— 47, to+ 7] C I et sup | f(t,z) [|[< M.
(t,x)eJx B(zo,r)
On note :

A=[z:J— B(xg,r) M-lipschitzienne telle que z(ty) = o] et on définit I'opé-

rateur 7" sur A par :

Tx(t) =z +/t f(s,z(s))ds,
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Ainsi montrer que T admet un point fixe. On commence par montrer que 7" est bien

défini, pour x € Aett € J, on a

||T:L‘(t)—:L‘0||:‘ <M|t—tyl|<,

/t:f(s,x(s))ds

et pour ty,ty € J,

| Ta(ts) — Ta(ty) = \ <M ts—ti ],

/ F(s, 2(5))ds

donc T est bien défini.
A est bien convexe, fermé et on montre par le théoréme d’Ascoli que A est com-
pact. En effet, pour t € J, 2(t) tel que x € A C B(wg,r) donc A est ponctuelle-

ment borné ( en dimension finie ) et pour x € A,
| w(t) = x(te) [[< M [ — 15 |,

donc A est bien équicontinue. Montrons que 1" est continu pour appliquer le théoréme
de Schauder. Soit 7,y € Aete > 0, alors f est uniformément continue sur J x B(zg, )

donc il existe n > 0 tel que :

2 =y lleo<n =l f(t,2(1) = f(t,2(t)) [[<e.

D’ow, pour || 2 — y ||eo< 7,

I 7al) = Ty(®) 1< [ 1£(s.0(s)) = Fs.(s))] ds < e

donc T est continu. Finalement, A est un convexe fermé non vide, T" est continu de A
dans A et A est compact donc T'(A) I'est aussi, on peut donc appliquer le théoréme

de Schauder qui donne 'existence d'un point fixe pour 7'



Chapitre 3

Des applications du point fixe aux

équations différentielles

On donne quelques applications de théoréeme du point fixe aux équations diffé-

rentielles.

3.1 Application de théoréme de Schauder

Théoréme 3.1. Soit I un intervalle ouvert de R, Q2 un ouvert de R™ et f : [ x) — R"

une application continue, alors sity € I et xy € (2 sont donnés, le probleme suivant :

{ 2'(t) = f(t,z(t)), (p)

l‘(to) = Xy,

admet au moins une solution x de classe C! définie sur un certain intervalle dans I

de la forme [ty — h,to + h], avec h >0

Preuve :
Cylindre de sécurite.
Comme T et € sont des ouverts, il existe Cy = [tg — h, to + h] X B (Yo, 7o) un cylindre

inclus dans I x 2, Cy est compact donc f est bornée sur Cy par une constante M.
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Soit h < hg et x une solution du probléme définie au moins sur Iy C [to—h, to+h],

supposons qu’elle sorte du cylindre
C= [to — h, to + h] X B(Z’Q,To),

au temps 7 € [to — h,to + h] alors, par continuité.

/t OT o (u)du

Donc si h < min(h, 15) alors toute solution définie sur Iy C [to — h,to + h], reste

dans la boule B(xg, 7). On nommera cylindre de sécurite 'ensemble

ro = ||z(T) — x0|| = < hM.

[to — h,t() + h] X B(l’o, 7”0).
- Application de Schauder : On note :
E:C([to—h,t[)—l—h],Rn) et C:C<[t0—h7t0+h],B(l’0,T0)).

Alors E est un R espace vectoriel normé et C' est un convexe fermé non vide, pour

x € C, on définie la fonction @(x) sur [ty — h,to + h] comme suit :

t
Dx(t) = wo + / f(u, z(u)) du,
to
par convergence dominée, @ est continue puis comme Mh < rg, on a
¢:C — C,

supposons que @(C') est relativement compact, alors par le théoréme de Schauder,
on a l'existence d’un point fixe dans C' de @, i.e. une solution & notre équation
différentielle définie sur [tg — h, to + h.

@(C) est relativement compacte, [ty — h,to + h] est compact et @(C') est bornée par
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ro en norme infinie.

Puis si z € C et ty,ty € [to — h,ty + h] alors :

[P (ty) — Pa(te) ]| =

/: £, 2(u))du

< M|ty — to].

En déduit que les fonctions de @¢(C') sont M-lipschitzienne sur [ty — h,to + h]. Donc
forment une famille équicontinue.

Le théoréme d’Ascoli permet alors de dire que @(C') est relativement compacte.

3.2 Application de contraction de Banach

Théoréme 3.2. Le probleme de Cauchy :

{ z'(t) = f(t, (1)), (3.1)

l‘(to) = Xy,

ou f: D — E, Dest un domaine de R x E avec E un Banach ,alors le probléme
admet une unique solution z(t) définie sur un certain intervalle I = [ty — h,to + h],

pour vu que h est choist tel que :
h < min{r,rd,1/5}.
Soit E un espace de Banach,on définie 'opérateur :
N:E —E,
t
Na(t) =20+ [ fs.w(s)ds,
to

On considere les hypothéses suivantes :

Hy : f est continue,
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Hs : il existe § > 0 et 5> 0 tels que :

0 = sup [f(t,z)],

(t,x)eD
et
B = sup |fu(t,x)l].

(t,x)eD

Hs : De plus la fonction [ est B-lipschitzienne en x uniformément par rapport a
tel.

En effet, en utilisant le théoréme des accroissements finis il existe z(t) tel que
[t x@) = f(Eyt) = folt, 2(8)) [2(t) — y(t)].

D’on
(& x(t) = f(ty(@)] < Bx | [=(t) —y(0)] | -

Preuve :

Montrons que 'opérateur N vérifie les conditions du théoréme de contraction de

Banach, la preuve est donnée en deux étapes.

Etape(1). on montre que N(M) C M, avec M = B(zg,7), 7 > 0 i.e.
Vee M, Nze M,
soit x € M, pourte [ ona:
t t
Nz(t) =z +/ f(s,z(s))ds < Nx(t) — xy = / f(s,z(s))ds,
to to

alors

t
Na(t) ~ al < [ |flscalo)lds, Ve,
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par passage au sup, on obtient

sup| N (t) — o] < / sup| £ (s, (s))|ds

tel tg tel
< Ot — to|
< h.o
<r

par suite d(Nz,z¢) < r. D’ou, Nx € M.
Etape(Z). N est une contraction. Soient z,y € M pour tout ¢t € I on a :

Nzx(t) — Ny(t) = xq —i—/t f(s,x(s))ds — xg — /t f(s,y(s))ds,
= [ (Flsalo) = fls.us)) ds,

to

alors
INa(t) - Ny(t)] < / F((5,2(5)) = F(s,y(5))lds
< B-hilelylx(t) —y(t)l,
par suite

d(Nz, Ny) < B.h.d(z,y),

N est une contraction car 5.h < 1, par suite N admet un unique point fixe z qui

correspond a l'unique solution z(t) de I’équation différentielle.

3.3 Application du théoréme de Picard :

Théoréme 3.3. (Inversion Locale),soient :
— FE, F deux espaces de Banach.
— U C E ouvert.
— f:U — F une application de classe C'.
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— «a €U tel que df, soit continue et inversible
(et donc df;' est continue )
Alors il existe un voisinage ouvert V de « et un voisinage ouvert W de f(«) tel
que :
1— La restriction f|y de f a 'V est une bijection de V sur W.
2— L’application inverse g : W — V' est continue .
3— g est de classe C et Vo € W, dgy) = df; "

Preuve :

On munit L (E, F) de la norme [Ju|| = sup [Ju(x)]|.

[lz]|=1

Quitte a remplacer f par la fonction z — df; '[f(a + z) — f(a)], on peut se
remaner au cas ot a = 0, f(a) =0, et dfy = df, = Idg (et donc E = F).
Comme f est de classe C!, il existe r > 0 tel que
B(0,r) C U et ||df. — dfo| = ||df. — Idg| < § pour tout = € B(0,r).
On désigne u = Idg — df,, donc df, = Idg — u avec |jul| < 1.

[e.o]
Alors , df, est un isomorphisme bicontinu qui vérifie df;* = Z u", et donc
n=0

n—o00 on

-1 o0 . 00 1 . 2n+1 -1
laf < Dl < Y7 5p = lim == =2.
n=0 n=0

1— On va montrer que la restriction de f a un voisinage ouvert de 0 dans B(0, )
est une bijection sur B(0, 7).

Soit y € B(0, 5). On considére la fonction A :
h:Bg0,r) = E

r—=y+a— f(x),

Il est clair que h est de classe C', de plus Vx € B(0,7),
ldha | = |Tdg — df.]l < 3.
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Donc , d’aprés le théoréme des accroissements Finis |

Vz,z' € Bp(0,7), ||h(z) — h(2)|| < & |lz — 2/|)....... (1)

En particulier , pour 2/ =0, on a : ||z — f(z)| = ||h(z) — h(0)[| < 3|l=],

donc

Vo € BO,), b)) < gl + 1z — F@)I < llpll + 2] < 5+ = Ainsi

h est une fonction de By(0,7) dans B(0,r) C B(0,1).

Comme de plus h est %—lipschitzienne d’aprés le théoréme (Picard) ,et d’aprés
(1),3'z € Bf(0,r) tel que h(z) = x c’est-a-dire tel que f(z) = y.

Comme x = h(x) et que h est a valeurs dans B(0, ), on déduit que x € B(0,r).
Alors ,pour tout y € By(0,5),3 'z € B(0,7) tel que f(z) =y,

on définit V = f~1(B(0,7)) () B(0,r). V est un voisinage de 0 car f(0) =0 et
f est continue sur B(0, 7).

En notant W = B(0,r), on a alors fy : V — W est une bijection.

2— On note g : W — V D’application inverse.

on utilise de nouveau h, cette fois-ci avec y = 0, et donc

Ve e U,x = h(z) + f(x). alors ,

va, o' € B(0,r), [lz — 2|

IN

() — G+ 15) — £
< g lle =2+ 15 — ).

N

done, |z — '] < 2| f(z) — f(2)]|.
On déduit que :
Vy,y' € W, llg(y) — gl < 2(f(g(z)) — flg(@)] = 2[ly — ¥/[].....(2)
g est donc lipschitzienne et par conséquent continue.
3— On fixe z € V et on pose y = f(x) € W.
Il existe ' > 0 tel que B(y,r") € W, et pour tout w € B(0,r), on pose
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v =g(y + w) — g(y). donc, d’aprés (2), ||v|| < 2||w]|, et

A(w) =g(y +w) — g(y) — df; " (w)
=v—df'[f(z +v) - f(2)]
=—df; [f(z +v) = f(2) = dfa(v)].
comme ||df; || < 2, on obtient
[Aw)]] < 2[[f(z +v) = f(z) = dfs(v)]| = 2[[v]le(v),

avec lime(v) = 0. Donc

[A)] < 4flwlle(g(y +w) = g(y)) = 4wl (w).

Comme g est continue, iig%)e’ (w) = 0.

Alors, [[A(w)|| = 0([w]])-

Donc, g est différentiable en y et dg, = df;*.

Enfin , comme df; ! est continue (car f est de classe C' et que L € GL(E) —
L~ € GL(FE) est continue ), la fonction dg : y — dg, est continue .

Ainsi , g est de classe C.



CONCLUSION

Le théoréeme du point fixe est fondamental dans le domaine des applications aux
équations différentielles . Nous avons abordé certaines théorémes (principe de la
contraction de Banach est la base de la théorie du point fixe qui assure I'unicité des
solutions et le théoreme de Schauder affirme seulement léxistence).

A la fin de ce mémoire, on cite des applications aux équations différentielles ordi-

naires.
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Résumé

Les théorémes du point fixe sont des outils trés importants dans I’analyse fonction-
nelle.

On les utilise de maniére a de démontrer 'existence des différents types d’équations
difféntielles.

Le but de ce éxposé est de faire une étude sur la théorie du point fixe et ses applica-

tions, en particulier ses applications aux équations différentielles ordinaires.
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