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*%%WM*

% Louanges A Dieu Tout puissant pour m’avoir donné
la foi et la force d’accomplir ce modeste travail. Priére et Salut
soientsur Notre Cher Prophéte "Mohamed" et sur sa famille et ses
fidéles compagnons.
% Je tiens a remercier le professeur Ziane Mohamed pour
la bienveillance avec laquelle il a encadré cette mémoir.
Ses orientations et précieux conseils m’ont permis de réaliser ce travail.
je tiens a lui exprimer ma gratitude .
% Je tiens a remercier également le Zentar Oualid qui m’a fait
I’honneur de présider le jury, qu’il trouve ici 'expression de mon respect.
% Je remercie le Souid Mohammed Said d’accepter d’étre membres du jury .
% En fin je tiens & rendre hommage a mes parent et ma famille
qui m’ont soutenue et encouragée,je tiens aussi & remercier tous
ceux et celles qui de prés ou de loin ont contribué
a 'accomplissement de ce travail.

* Kk
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v'A mes parents, qui sont la grain de mon existence et la
source de ma réussite, pour leurs encouragements et leurs
sacrifices, & mes fréres et mes sceurs. Je vous remercie pour
votre confiance, votre soutien. Je ne sais comment vous
remercier pour tout ce que je vous dois.

v" A tol mon épouse pour ton réconfort, ta compréhension,
ton soutien moral surtout dans les moments difficiles durant
cette thése, de m’avoir poussé et encouragé a aller au dela
de mes capacités et surtout d’avoir été présente a chaque
fois que j’ai eu besoin de toi et surtout je te remercie pour
tes sacrifices et ta patience.

v_ A toute ma famille. A mes chers amis.

Totirns Hontits
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v" Au nom du Dieu, et que dieu bénisse le prophéte
Mohamed et sa famille et ses compagnons.
v’ Je dédie ce modeste travail en signe de respect,
reconnaissances a
Ma chére mere.
Mon pére.
Mes chers fréres Nadhir, Djamel, Mohamed, Fayssal, .
Ma chére grand-meére.
v' Tous les membres de ma Famille.

v' Tous les éléments de ma promotion et mes camarades.

T Mopsoiena
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v Merci Allah (mon dieu) de m’avoir donné la capacité
d’écrire et réfléchir, la force d’y croire, la patience d’aller
jusqu’au bout du réve et le bonheur de lever mes mains vers
le ciel et de dire "AL hamdo 1i ALLAH"

v’ Je dédie ce travail a celle qui m’a donné la vie, le symbole
de tendresse, qui c¢’est sacrfiée pour mon bonheur et ma
réussite, a ma mere.

v A mon pére"Mohamed", et qui veillé tout au long de ma
vie a encouragement.

v A ma adorable sceur Amina et son épouse Bouelem

Mes fréres Abde El rahmen, Khaled.

Zos Lovuona
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INTRODUCTION

P Lusieurs phénoménes peuvent étre modélisés par des modéles continus en temps qui sont géné-
ralement régis par des équations différentielles, des équations différentielles d’ordre fraction-
naire.

Les équations différentielles & retard modélisent un phénoméne systématique avec l'information
précédente connue d’aprés sont évolution au cours du temps.

Notre objectif est double :

D’une part, découvrir les méthodes topologique & savoir le point fixe et ’approximation appliquées
a la résolution des équations différentielles non linéaires.

D’autre part, essayer du bien comprendre le réle de la mesure de non compacité dans l’existence
des points fixes ainsi que la convergence de certain schémas d’approximation de la solution.

Le travail est subdivisé en quatre chapitres. Dans le premiére chapitre, nous rappelons quelques
définitions et résultats d’analyse fonctionnel ainsi que le calcul fractionnaire.

Au chapitre 2, on introduit la notion de la mesure de non-compacité (en abrégé M NC'), qui sera
utilisée dans la suite.

Le chapitre 3 est une étude quantitative au probléme de Cauchy dans un espace de Banach de
dimension infini.

Dans le chapitre 4, on établit I’existence d’une solution pour une équation diiférentielle fonctionnelle
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d’ordre fractionnaire dans un espace de Banach par un schéma de type Tonelli.
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Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Espaces Fonctionnels

Définition 1.1. Soit X un espace de Banach. Pour 1 < p < oo et J € [a,b], on note LP(J,R)

l’espace des fonctions f de J a valeurs dans R telle que f soit mesurable

/ |f(t)|Pdt < +oo.
J

e Les espaces LP(J,R) sont appelés aussi les espaces de Lebesgue.

e pour p = 0o, L°(J,R) est l’espace des fonctions mesurables f bornée presque par tout (en abrégé

p.p)sur J.

Théoréme 1.1. [3]

e pour 1 < p < oo l'espace LP([0,T],R) est un espace de Banach muni de la norme :

Ifllz, = (/0 |f(t>|pdt> '

o L’espace L*°([0,T]) est un espace de Banach muni de la norme

[fllLe = inf{M = 0: |[f(t)| <M p.p sur [0,T]}
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1.2 Notations et définitions 5

1.2 Notations et définitions

On considére dans tout ce paragraphe que X et Y sont deux espaces de Banach munis des normes
Il - lIx et] - ||x respectivement, K un compact de X et C(K,Y’) l'espace des fonctions continues

muni de la norme de la convergence uniforme :

If1l = sup [If(@)]ly-
reK

I'intégrale de Bochner est une généralisation de I'intégrale de Lebesgue pour les fonctions & valeurs

dans un espace de Banach.

Théoréme 1.2. Soit f : E — X une application fortement mesurable f est Bochner-intégrale si et
seulement si t — || f(t)|| est intégrable.

On désigne par L'(J, X) lespace des fonctions Bochner intégrale muni de la norme

[yl 1 =/J||y(t)||ds.

Définition 1.2. Soient J un intervalle de R, une application f:J C R — R™,
f est dite de Carathédory si
i) t — f(t,y) est mesurable pour tout y € R™.
i) y — f(t,y) est continue presque pour tout t € J si de plus, f est dite LP Carathéodory si :
(a) f est carathéodory
(b) ¥r >0, 3¢, € LP(I) tele que |f(t,y)| < ¢(t) par ly| <r, pp teJ.

Définition 1.3. On désigne par C(J, X) Uespace des fonctions f : J — X continues sur J & valeur

dans X, muni de la norme de la convergence uniforme :

flloo = sup[lf(@) pourtout f € C(J, X).

o (C(J,X), |l - lloo) est un espace de Banach.

Définition 1.4. Soit M un sous ensemble de C(K,Y). On dit que une famille de fonctions M est

équicontinue Si :

Ve > 0,30 > 0,Vu,v € k: |lu—vls <|[d|| = ||f(u) — fv)lly <e, VfeM.
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1.3 Dérivation fractionnaire 6

Définition 1.5. Soit M un sous ensemble deC(k,y). On dit que M est uniformément borné s’il

existe une constante ¢ > 0 telle que :
”f”oo <c VfeM.

Définition 1.6. Soit f une application définie sur X a valeurs dans Y .
e On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme tout ensemble borné de
X en un ensemble relativement compact dans Y .

o f est dit compact si f(x) est relativement compact dans 'Y .

1.2.1 Théoréme d’Ascoli-Arzéla

Ce théoréme est connu pour son nombre considérable d’applications dans ’analyse non linéaire
par exemple la compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement compactes

de l'espace des fonctions continues.

Théoréme 1.3. Soient E un espace compact et Y un espace de Banach. Une partie M C C(E,Y)
est relativement compact si et seulement si :

(1) M est uniformément bornée.

(2) M est équicontinue.

(8) pour tout x € E, l’ensemble M (x) définit par :

est relativement compact dans Y .

1.3 Dérivation fractionnaire

1.3.1 Théorie de Riemann-Liouville

Nous allons définir d’abord 'intégrale de Riemann-Liouville. On peut commencer par examiner
une formule (unique) qui donne des primitives successive d’une fonction continue par exemple :
Soit f : [a,b] = R (ou & valeurs vectorielles) une fonction continue. Une primitive de f est donnée

par :
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1.3 Dérivation fractionnaire 7

1@ = [ s (1)

Pour une primitive seconde on aura :

@znw = [ ([ soar)as (1.2)

Le théoréme de Fubini nous raméne cette intégrale double & une intégrale simple

0@ = [ - 05w (13)

Puis une itération donne

(r—t) L
17 = ——— f(t)dt. 1.4
rzne) = [ s (14)
Définition 1.7. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale de Riemann-

Liowville de f lintégrale suivante :

(12 f)(z) = ﬁ / “@ - 0 (b (L5)

ot « est un réel (ot méme compleze) convenablement choisi.
On remarque que la formule (1.5) est (du moins formellement) une généralisation de la n-iéme

primitive avec un ordre de "primitivation” o non entier. Voyons un exemple :

Exemple 1.3.1. Considérons la fonction f(z) = (z —a)?. Alors

1

Ay —a) = ——

/w(m — )7Lt — a)Pdt. (1.6)

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x — a)7, d’ou

o _ (.13 — a)ﬁ-i-(l ' _ \a—1 _ F(ﬁ + 1) _ o
=) = U /0 (=t = e e e (1.7)

apres utilisation de Uintégrale eulérienne de premiére espéce (la fonction béta d’Euler). On voit bien

que c’est une généralisation du cas a« =1 ot on a

Iz —a)f = ?Eg i ;; (x —a)P! = L(:10 —a)PtL,
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1.3 Dérivation fractionnaire 8

& cause de la relation bien connue I'(z + 1) = 2I'(2).

Proposition 1.1. Soit f € C™([a,b)). Pour x fixé, Uapplication oo — (I f)(x) définie pour Reax > 0

est holomorphe et se prolonge analytiquement au domaine Rea > —n.

Démonstration :1l est facile de montrer que 'application en question est bien définie et holo-
morphe pour Rea > 0. Montrons existence du prolongement analytique. Dans(1.5) procédons par

une intégration par partie,

200 = s [ 100 | ZEZE | = B2 s [ ot ra o

T(a) T(a+1)
(2 1)(0) = f @) + U)ok (19)

1l est clair que le membre de droite de [’égalité précédente est holomorphe dans le domaine Re
a > —1. A présent le résultat finale découle d’une simple itération de (1.9) :
— (z—a)*tI

@ (a) 4 (I2+" f) (). 1.10
go ot ig Y@+ ) @) (1.10)
formule qui constitue ’expression du prolongement analytique.

Voici des identités qui serviront beaucoup par la suite.

Proposition 1.2. Soit f € C%([a,b)). Pour o, 3 complexes tels que Re(a) > 0 et Re(3) >0 on a

IILf) = 140 F. (1.11)
Et pour Re(a) > 1 On a
d
— I f =151 1.12
L= (112)

Démonstration : la démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction béta
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1.3 Dérivation fractionnaire 9

d’Euler. En effet :

) = ¢ / o= D)

/ / P f(t)dtds

— W/a f(t) Ut (x —8)* (s — t)ﬂ_lds} dt.

A présent On pose s =t + (x — t)7. ce qui donne

x 1
T —s a—1 s — B—1 —(r — a+pB—1 —r afl,rﬂfl -
/t (x5 (s — )P = (z — 1) / (1-7) J

at+s-1 L(@L(B)

=T et

c’est-a-dire le résultat annoncé. la deuxiéme identité se justifie par les théorémes classiques de
dérivation d’une intégrale dépendant d’un parameétre et 1'utilisation de I’équation fondamentale de
la fonction gamma d’Euler :

INa)=T(a—1)T(a—-1).

Dans la formule (1.9), qui est valable pour Rea > —1, posons a = 0. On obtient
(12)@) = fla) + (12)@) = ) + [ £/ @)t = fGo) (1.13)

ceci montre que pour les fonctions C' du moins on a I? = f. En fait cette identité demeure valable

pour les fonctions continues.

Exemple 1.3.2. Montrer que si f € C°([a,b]) alors lirng(Igf) = f(a).
a—

Si on procéde de la méme fagon pour a« = —1 On aura (ne pas oublier que ﬁ =0) :

(1)) = 1) + G = @)+ [ 10 = 1) (114

et done, au moins sur les fonctions C2, (I;1f)(z)f'(z) c’est-a-dire I;* = L. Bt d'une maniére
z s p— n . . -
générale 1" = (di) . Ceci montre que sur un espace convenable de fonctions les opérateurs de
X
"primitivation” et de "dérivation” d’ordre entier font partie d’une méme famille d’opérateurs. les

I&. De la on peut accepter la proposition d'une définition de la dérivation on entiére comme I, ¢
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1.3 Dérivation fractionnaire 10

pour a > 0. Cette définition ne sera adoptée avec de légéres modifications que bien longtemps aprés
( Riemann et Liouville) par Caputo .
1l est important de noter que lidentité (1.11) n’est pas valable en dehors des hypothéses imposées a

a et 8. Il suffit de le voir sur l’exemple suivant :

d

120 00 = [ (55) ] @ = 1) - 50 # (120)0) + £10)

ou f est de classe C*. On remarque aussi que lidentité (1.11) nous dit que les opérateurs IS et

I8 commutent pour Re(a)) > 0 et Re (B) > 0, chose qui n'est pas vraie sinon.

Définition 1.8. Soit o €lm — 1, m[ avec m € N\{0}. On appel dérivée d’ordre o au sens de

Riemann-Liouville la fonction définie par

("FDg f)(z) = (%)m[(ﬁ”’“f)(:ﬂ)} (1.15)

Exemple 1.3.3. Reprenons l’ezemple de la fonction f(z) = (z —a)®. On aura

RL D (3 — ) — ( d )m [F( L'(B+1) (z — a)f+m—e

dz ﬁJrlerfo[)
_ rB+1)  TB+l+m-—a), 4,
“T@+itm—a) T@ii—a @9 (1.16)
_ L(B+1) .
_F(5+1+m—a)(w_a)ﬁ :
ol nous avons utilisé la formule
)" = -m __ F()\+1) —m
(&) @ =20-D0m i = g o

1l est clair que la formule de dérivation (1.16) se réduit pour o =1 a

(B+1)

"D - ) = N =) = B =)' = e =),

dx
Dans l'exemple précédent si on prend 8 = 0 on obtient le résultat "troublant” suivant :

1

RL o
Dl=——
T T =)

(x —a)™“.
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1.3 Dérivation fractionnaire 11

c’est-a-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est plus nulle! Ceci n’est pas

vraiment un handicap pour développer la théorie comme nous le verrons plus loin.

Lemme 1.1. Soit a €)m —1,m] et f une fonction vérifiant LD f = 0 (appartenant au noyau de

Uopérateur BL D% ). Alors

= .] + 1) jta—m
E — 1.1

ot les c; sont des constantes quelcongues.
Démonstration : Partons de D2 f = (%)m [I7"=%f](x) = 0, alors on a d’abord

j=0
(I f](z chx—a
m—1

et par application de IS on obtient

7=0
LG+1) :
Im _ S\t
f nlzlcjl“ +1+O[)(x a)

ensuite par dérivation (classique) le résultat.

Proposition 1.3. L’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville *L' D% posséde les propriétés

sutvantes :

1. c’est un opérateur linéaire.

En générale "X D% o BEDP £RL DB o RL Do et qussi ARL Da+h,
lim RLDef=fm=1 et lim RLD2 = fm)

a—m—1+ @ a—m— @

RLDa o [ = q

x —aq)l~mte J
5. [ 0 FEDY) () = Z F(j - m)+ ar ) {,lir;h l(dd) fm‘”‘f] <x>}

Démonstration : Pour la linéarité c’est une simple vérification. Pour le deuxiéme point un

e

contre-exemple suffit (considérer « = 1/2,8 = 1 et f(x) = x), mais ce qu’il faut retenir c’est que
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1.3 Dérivation fractionnaire 12

certains automatismes" de la dérivation d’ordre entier ne sont plus valables. Montrons la deuxiéme

égalité de la propriété 3. Partons de I’hypothése que f est de classe C™, alors on peut écrire :

Flo) = )@ + 3 L= )

7=0
et donc
m=l 9 (a)
L fla) = 117 )] (@) + T L ey
=
2 — v (m) i (@) j+m—a
=l f +ZI‘3+1+m a)( )

J=

d’apres l'identité (1.11) et le résultat de 'exemple (1.3.1). Il en résulte que :

RL D) f1(z) = (jx)m (15 fl(=)

grace a U'identité (1.12). Alors d’une part

lim (13270 f0] (@) = (19 f™] () = £ (x)
a—m—
puisque l'intégrale Riemann-Liouville est holomorphe en o donc continue ; d’autre part la somme est

nulle puisque chaque terme est nul (voir les propriétés de la fonction I'). La premiére

1
F(G+1—m)
égalité dans la propriété 3 est laissée au lecteur en guise d’exercice (Subtile)ainsi que la propriété
4.

Pour la derniére propriété on démarre, grace a la propriété 4, avec

(1D 0 I3 0 *EDG) f =P DE f
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1.3 Dérivation fractionnaire 13

qui donne

RLDS(I* 0 LDE)f — f] = 0

Maintenant & partir du lemme caractérisant le noyau de #2D2 on aura

m—1

(0 0 " DY) () = 1) = 3 s

=0

I'(j+1)

x,ajﬁLD‘*m
j+1+a—m)( )

Par application aux deux membres de I]"~* On obtient

m—1

(L0 D) f1(x) = (L' fl(@) = D e (e —a)

Jj=

Orsi0<j<m-—1 alors

et aussi

J 1 st k=3
lim (;;) (z —a)k = / /

0 sinon

d’ou

e = tim (&) s

c’est-a-dire le résultat annonceé.

1.3.2 Théorie de Caputo

Nous avons vu plus haut que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre
a €]m — 1,m] s’obtient par une régularisation (application de I”*~%) suivie d’une dérivation clas-

sique d’ordre m. La dérivée de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Définition 1.9. Soit Ja € m —1,m][ et f € C™([a,b)). On appelle dérivée de f au sens de Caputo
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1.3 Dérivation fractionnaire 14

la fonction définie par

(‘D f)() = (L= f ) () (1.18)

La dérivée de Caputo permet de rattraper certaines "anomalies” que nous avons rencontré dans le

cas de Riemann-Liouville. En voici la premiére :

‘D1 =0

i.e, la dérivée de Caputo d’une constante est nulle.

Exemple 1.3.4. On a pour la dérivée d’une puissance

‘DYz —a)? = Im& —a)’ @ (1.19)
En effet, d’abord
d\" I(p+1) —m
(dx) (z—a)f = m(av—cz)ﬁ (1.20)
et
m—a -m _ F(ﬁ +1- m) —«
(e —a)’ " = m(w —a)’

Le résultat en découle immédiatement. On remarque que les formules (1.16) et (1.19) sont iden-

tiques. Mais ceci n’est qu’une apparence car si B est un entier inférieur o m la formule (1.20)

donne zéro et par suite (1.19) est nulle & son tour, alors que (1.16) n’est pas nulle. En fait elles

sont identiques pour B non entier.

Nous allons d’abord établir le lien entre la dérivée au sens de Caputo et la dérivée au sens de
Riemann-Liouville. partons de la formule (1.10) donnant le prolongement analytique de l'intégrale

de Riemann-Liouville ot on a remplacé n par m et o par m — « :

l._am a+tj

()
_aHﬂ)fj(a)

m—1
(I f) (@) = (1270 fm) (@) + Z Fm

Jj=
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1.3 Dérivation fractionnaire 15

appliquons ensuite (%)m

+

()" tr=epior = ()" ey + 5 (g

dx = I'(—a+1+j)
et comme (%)m I2m=e = [m=% par (1.12), On obtient
d m (m) m—1 (.T _ a)—(x+j )
Bl e — ([ f(m Jj
() i@ =m=sw+ ¥

("FDZ)(x) = (“Dg f)(x) + ' ~f9(a). (1.21)

Cette derniére relation peut aussi s’écrire

—a)l
CDgf _RL Dg f _ (il' a’)

J

f(j)(a)

I
=)
.

qui signifie en gros que la dérivation de Caputo est une dérivation fractionnaire du reste dans le

développement de Taylor de f. La relation (1.21) permet d’obtenir aisément les résultat suivants :
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1.3 Dérivation fractionnaire 16

Proposition 1.4. On a

1 “DglIgfl=f

m—1
2. 8i°D%f =0 alors f(x) = ci(z — a)’
=0
m_lj(a? a)l .
3. I[¢D2 fl(z) = f(x) — F £9(a)
j=0 ’

La démonstration est laissée au lecteur. Il ne faut pas que le lecteur (quand il fera) perde de vue que
Uapplication de la dérivée de Caputo d’ordre o €lm — 1, m][ suppose que la fonction f est de classe
C™. La derniére relation de la proposition précédente nous permettra par la suite d’étudier des
équations différentielles fractionnaires(au sens de Caputo) avec des conditions initiales classiques,
c’est-a-dire des dérivées entieéres au point a, chose qui n’est pas possible de la dérivation au sens de
Riemann-Liouville. Un des "défauts” de la dérivée de Caputo est qu’elle ne constitue pas une bonne
interpolation entre les dérivées entiéres comme ce faut pour Riemann-Liouville. En effet On a

lim (“Dgf)(z) = [ (2)

a—m—

mais par contre

lim ("DSf)(@) # f7 (@)

a—m—1+

Un bon exercice consiste a découvrir la valeur de cette limite Voici un lemme utile.

Lemme 1.2. Soit f continue sur [a,b] et o > 0, alors

lim (12 f)() = 0

r—a+
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1.3 Dérivation fractionnaire 17

Démonstration : On a

Wlee 7, o
Sr(a)/a( B dt

d’ou le résultat.

Comme conséquence regardons comment devient la propriété 5 de la proposition (1.3) si 0 < @ < 1
et f continue :

z—at

(1% 0 *2D2) () = fla) — =D { lim [Li‘“f](w)}

Corollaire 1.1. Si0 < a <1 et f de classe C' alors

(I8 o "EDY)f = f et (DG oI3)f) = f

c’est-a-dire que les dérivations au sens de Riemann-Liouville et Caputo respectivement consti-

tuent linverse a droite et & gauche de lopérateur de Riemann-Liouville(au moins sur les fonctions

de classe C1). En voici un autre corollaire intéressant.

Corollaire 1.2. Si0< ,8 <1 et f de classe C* alors

(“Dg 0°DI)f =¢ Dg*Pf = (°Dg 0 °D) f
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1.3 Dérivation fractionnaire

Démonstration : Il est facile de voir que

d d

cpa , cnfb —(fl-a 1-8,
(°Dg o DY) f= (I, OdIOI‘l Od:c)f
d d d
— ([t BB —I8p—0IPo—
(a 0la 0 qpta O qp Oa def

d
= <I;“5 oCDéfﬁ 0[375 o > f

dx
d
_ Il—a—ﬁ el
(10 )

_c DngBf

La commutativité résulte de la commutativité de ’addition des réels.
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Chapitre 2

Mesure de non compacité

L’idée de définir une mesure de non compacité pour des parties bornées d’un espace de Banach
X quelconque est die a Kuratowski [7], I'extension de cette théorie pour des opérateurs est die
essentiellement & G. Darbo [4] et N.B. Sadovski [8]. Ces auteurs définissent une classe générale

d’opérateurs complétement-continus.

Dans ce chapitre nous introduisons la notion de la mesure de non compacité et les opérateurs
condensés, il est constitué de définitions, de propriétés et de résultats auxiliaires qui seront utilisés

dans les démonstrations.

Nous donnerons quelques formules qui permettent de mesurer directement les parties bornées

dans certains espaces fonctionnels.

2.1 Définitions et Résultats

X étant un espace de Banach, ¢o(Q) est la fermeture de 'enveloppe convexe de §2. B désigne la

boule fermé de centre 0 et de rayon 1.

Définition 2.1. [7] Soit X un espace de Banach et M € Py(X). La mesure de non-compacité de

Kuratowski est une application o : Py(X) — Ry définie par

a(M) = inf{e > 0 : Madmet un recouvrement fini par des ensembles de diamétre < e},
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2.1 Définitions et Résultats 20

ol

sup d(z,y), st M #0,
diam(M) = (z,y)eM?
0, si M = 0.

Définition 2.2. Soit X un espace de Banach et M € Py(X). La mesure de non-compacité de
Hausdorff est une application x : Pp(X) — R4 définie par

X(M) = inf{e > 0: Madmet un € — réseau}.
On rappelle que M admet un e-réseau s’il existe un ensemble fini A tel que
MCA+eB={a+eb, ac Abec B}.
Par conséquent
X(M) = inf{e > 0: M admet un recouvrement fini par des boules de rayon < €}.

Théoréme 2.1. [2, 1] Soit a : Py(X) — Ry la mesure de non compacité (en abrégé MNC) au sens

de Kuratowski. Alors

(i) a(M) =0 si et seulement si M est compact.

(i) « est une semi norme.

(t3i) My C M entraine a(My) < a(Ms).

() a(M; U M) = max{a(M;),a(Ms)}.

(v) a(coM) = a(M).
Le théoréme suivant affirme que les MNCs de Kuratowski et de Hausdorff sont équivalentes.

Théoréme 2.2. Les mesures de non compacité de Kuratowski et de Hausdorff sont liées par l'in-
égalité

X(M) < a(M) < 2x(M).
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2.1 Définitions et Résultats 21

Proposition 2.1. (Kuratowski 1930 [7]).
Soit X un espace de Banach, pour toute suite décroissante de fermés, bornés (non vides) A,, tel que

ngrfoo a(A,)=0.0na

A= ﬂ A,, est un compact non vide.
n>1

Preuve Soit z,, € A,, pour tout n > 1, puisque la suite (A, )nen est décroissante on a
al{z, :n>1}) <al{z,:n>k}) <a(dr) =0

lorsque k — +o00. Donc {z,, : n > 1} est relativement compact.

D’autre part ; si x, — T alors T € A,, (car les A,, sont fermés) pour tout n > 1, par conséquent
T € A.

Finalement ; nous avons

a(A) <alAd,) — 0, n— +4oc.
D’ou la compacité de A.

Définition 2.3. Soient X,Y deuz espaces de Banach, f : X — Y wune application continue.

(a) On dit que f est une k-contraction (d’ensemble) s’il existe k € [0,1] tel que
a(f(A)) < ka(4), VA € Py(X).

(b) Elle est appelée k-contraction stricte si 0 < k < 1.
(¢) On dit que [ est condensée si : pour tout A € Pp(X) avec a(A) #0, on a

a(f(A)) < a(A).

Théoréme 2.3. (G. Darbo 1955 [4]).
Soit X un espace de Banach, K C X fermé, borné, conveze et f : K — K une application continue

telle que pour k € [0,1] et A € Pp(X)
a(f(A)) < ka(A), pour tout AC K.

Alors f admet un point fixe.
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2.2 Notion générale de la mesure de non-compacité 22

Preuve. On considére une suite d’ensembles définis par
Ay =cof(K), et A,=7cof(A,-1), pourn >2.

Alors (Ay,), est une suite décroissante de fermés, convexes et C' = ﬂn21 A, est un fermé convexe.
De plus
a(Ay) < a(f(An-1)) <ka(Ap-1) < .. <k"a(K)—0

quand n — +o00, par conséquent C' est un compact non vide (d’aprés la proposition 2.1).
D’ot f admet un point fixe x € C' C K en vertu du théoréme de Schauder.

Le théoréme 2.3 de Darbo se généralise de la maniére suivante

Théoréme 2.4. (N.B. Sadovski 1967 [8]).
Soit C un ensemble conveze fermé borné d’un espace de Banach X, si f une application condensée

envoie C' dans lui méme. Alors f admet au moins un point fize.

2.2 Notion générale de la mesure de non-compacité

Définition 2.4. Soit X un espace de Banach et (A,>) un ensemble partiellement ordonné. Une

application B : Pp(X) — A est dite mesure de non compacité dans X si
B(co)) = B();  pour tout Q € Py(X).

Remarques 2.1. Notons que D est est dense dans €2, alors coD = ¢of2, donc
B(D) = B(2); pour tout Q € Pyp(X).

Proposition 2.2. [1] La mesure de non compacité 3 est dite :

(1) monotone si Qy, Y € Po(X) , Qo C Oy entraine 5(Qy) < B(1).
(73) non-singuliere si B({a} UQ) = B(Q) pour tout a € X , Q € Pp(X).

(i71) semi additive si B(20 U Q1) = max{B(Q0), 8(21)} pour tout Ny, Q1 € Pp(X).
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2.3 Propriétés 23

(iv) réelle si A =R, = [0,+00] et B(Q) < +oo pour tout borné Q € Py(X).
Si A est un cone dans un espace de Banach, nous dirons que
(v) sous-additive si (o + 1) < B(Qo) + L(21)}, VQ0, 21 € Pp(X).

(vi) réguliere si () = 0 si et seulement si Q est compact.

Remarques 2.2. D’aprés la proposition 2.1 la mesure de non compacité de Kuratowski est une

mesure réelle monotone, non-singulieére et réguliere.

2.3 Propriétés

Soit E un espace de Banach 2,1, Q5 des sous-ensembles bornées de E, Notons par ¢ la MNC

de Kuratowski ou de Hausdorff, la preuve est similaire, donc on a :

1. Reégularité : ¢(Q2) = 0 <= Q est compact

Demonstration : Soit w bornée de F, montrons que :

P(2) = 0 <= Q est compact i.e § est relativement compact

1.1 Q est relativement compact = ¢(2) =07
supposons que € est relativement compact, montrons que ¥(2) =0 :
Q est relativement compact, F un espace de Banach (E étant complet)
Q) relativement compact <= Q) est pré compact.
Comme €2 est précompact par définition :
Je -réseaux fini z1, 72, , x, teleque Q C |J B(wi,€),_17; et ceci Ve >0
donc : par la définition de MINC au sense de Hausdorff
En déduit que : Ve > 0, a(Q) < e.
On déduit que : a(2) = 0.

1.2 Inversement
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Supposons que ¥(§2) = 0, montrons que {2 est relativement compact :

P(2) = inf{e > 0,92 admet un e-réseaux fini}
= inf{e > 0,3A; une-réseaux,Q C |J B(z;,&)z,ca.}

du fait que a(2) = 0, et en utilisant les propriétées caractéristiques du U'inf, on déduit qu’il existe
un e-réseaux fini(zq, -+ ,x,) tel que : Q C |J B(x;,e),

x; € (1,2, .oy Tp)

donc : Q est précompact (par définition).

Comme FE est complet, alors, €2 est relativement compact.

2 Non singuliére : ¥({a} Q) = ¥(Q).
Démonstration :

On sait que {a} est relativement compact, donc d’aprés la propriété précédant (Régularité), on

déduit que : Y({a}) = 0.

3 -La monotonie : Q; C Qs = (Q;) < ¥(Qs)
Preuve :
Soit (2%);ez, I fini un recouvrement de Q5 tel que : diam(Q%) < d.
comme(%);er, I fini est un recouvrement de Qy, il s’en suit que :

(Q2)i € I est aussi recouvrement de Q1(2; C Q5), donc :

P(Q1) < P(Q2)

4 -Sous aditivité : ¥(Q; |JQ2) = max(¥(Q1),1(Q2)) (égalité entre 2 réels positive)

preuve :

Y€ UQ2) < max(9 (1), ¥(22))
max((1),9%(22)) < (21U Q)

Sample output to test PDF Combine only



2.3 Propriétés 25

posons : A = max(¥(21),1¥(€22)), en se basant sur la propriété (monotonie) précédente, on déduit :

MU . P(Q1) < (21 UQ2)
Qo U P(Q2) <P UQe)
donc : max(¢)($),¥(Q2)) < P(Qya,)
A<yp(UQ2) (%)
Inversement :
on va montrer que : (1 |JQ2) < A = maz(y(21,Q2)), d’aprés la propriété caractéristique de I'inf

Ve > 0, on peut trouver un recouvrement :(Qé)izl,ljzlm tel que diam(Q?) <a+e
mais : (€); ; est un recouvrement de Q; et de Q, i,e

Q C U Q;
Oy C U Q;
par suit : ([J€2}); ; est un recouvrement de Q
Donc :

On peut déduire : () = (21 JN2) < A+ € et ceci Ve >0

par passage a la limite, on déduit que :

D( [ JQ2) = maz((), ¥ (22))

5 -semi additivité :
(1 + Qo) < P(Q1) + (Q2) , montrons par MNC de Kuratowski : a(Qq + Qz) < () +
a(Q9)?
soit {Q1,--,QL} un recouvrement de Qy, {Q2,--- ,Q2} un recouvrement de Qs
Alors : Qj +QF, i =1,n,j = 1,m forme un recouvrement de Q; + Q,
de plus : diam(Q} + Q3) < diam(Q}) + diam(€3)
et par suite :a(Q; + Q2) < a(Q1) + a(Qs).

Remarques 2.3. D’apreés [1] on a

X0(©2) < x(2) < 2x0(Q). (2.1)
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2.4 Exemples

Nous présentons quelques formules de M NC' dans certains espaces fonctionnels.

Exemple 2.4.1. ([6])

Soient X un espace de Banach séparable, il existe une suite décroissante de sous-espaces (Xn), oy

avec X = J,,cny Xn tel que pour tout ensemble (dénombrable)

A={zy, :meN}CX.
La mesure de non-compacité de Hausdorff est donnée par
Bl = B B Hom X

Exemple 2.4.2. [9] Soit C([a,b];R) ’espace des fonctions continues définies de [a,b] & valeurs
dans R, alors si 2 € Py(C([a,b];R)) la MNC de Hausdorff est

1
) = - lim sup ma x(t1) — x(ta)].
x(2) 25%%8“1%2@5\ (t1) — z(t2)]
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Chapitre 3

Equation différentielle dans un espace

de Banach

Théoréme 3.1. Soient a et b sont des nombres réelles positives, I C R avec

I=[ty—a,to+a) et V = B(xo,b) désigne la boule fermé de centre zo et de rayon b dans un espace
de Banach X. outg ER et zg € X

-f est continue.

-1l existe VK > 0 telle que o f(I x W)) < Ka(W) W borné de X. Alors il existe une solution du
probléeme de Cauchy

a'(t) =f(t,z(t)), (3.1)

ZL’(tQ) =X

deéfinie sur Uintervalle J = [to—h, to+h], o0 0 < h < min{a,b/M,1/k} et M =sup{||f(t,z)| (t,z) e I xV}
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Preuve :

On considére ’équation intégrale suivante

o(t) = 2o + / F(s,2(s))ds

Il est claire que les solution de ’équation intégrale (4.1) sont des solutions du probléme de Cauchy

(3.1). Introduisons 'opérateur

T:C(J,V) = C(J,V)

définit par
¢
Tz(t) =z + | [f(s,2(s))ds
to

pour tout € C(J,V) et t € J, on remarque que T est bien définie et C(J,V) est fermé, bornée
et convexe sous ensemble de C(J, X), alors on transforme la recherche du solution de probléme de

Cauchy a la la recherche du solution de I’équation intégrale
x =Tz, zeC(J,V) (3.2)

(I) T(C(J,V)) est un sous ensemble bornée et équicontinue de C(J, X). de plus, pour tout
t,t' e Jetx e C(J,V)on a

[Tz < llzoll + Mh < [lzol + b

et

1T (t) — T ()] S/t 1f (s, 2(s))l|ds

< M|t —t']

Soit H est un sous ensemble non précompact de C(J, V).

puisque T'(H) est bornée et sous ensemble équicontinue de C(J, X), donc nous avons :
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a(T(H)) =§lel§{a ({Tz(t),x € H})}

= {a({m+ t:f“’x“”ds rent)]

IL vient donc :
Zo —|—/t f(s,z(s))ds € xg + (t —to) {f(s,2(5)) : s € [to,t]}

et donc

o(T(H)) < igg{a{wo +(t —to) ({f(s,2(s)) : s € [to, t],x € H})})}
< sup {a(zo+ A(f(J x H)))}
0<A<h

= ha (f(J x H))
< hKa(H)(a(H))

par conséquent 7' admet au moins un point fixe z € C(J, V)
ce point fixe est la solution du probléme(3.2).
Remarque :
Si un fonction f = fi + fo, ou fi satisfait la condition Lipschitz et fy est cartographie compact,

Alors f satisfait a ’hypothése du théoréme (3.1).
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Chapitre 4

Equations défferentiale d’ordre

fractionaire dans ’espace de Banach

Introduction :
Nous allons nous intéresse au question d’existence des solutions pour une équation différentielle
d’ordre fractionnaire dans un espace de Banach, 'idée de construire la solution approché par un
sechma. La démonstration est basé sur un argument de compacité pour conclure que la sous suite
converge vers la solution. Puisque E est un espace de Banach, 'utilisation de la mesure de non
compacité est indispensable.
Contre exemple :
SoitE = ¢y ={z = (21, 22,23, ...) : z2n, = 0, — 00}
muni de la norme ||z|| = sup,,>q[2n| et f(2) = 21211, V12l V123, - )
et z = (21, 22,23, ) € Cp.

On considére ’équation différentielle d’ordre fractionnaire suivante :

eDEx(t) = f(z()),z(0) = ¢,t € (0,to]. (4.1)

ou §D} désigne la dérivé fractionnaire au sens de Caputo, 0 < ¢ < 1,

1
F1+2)\¢«
e =(1,1/22,1/33,---) € cg, tg < (;L)) Il est claire que f est continue, d’aprés, il existe
] I'(l+q) . . :
une constante k* = ————— telle que le probléme (4.1) admet au moins une solution

L(1+q) -2t
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z € C([0,t0];c0) et z(t) = (w1(t),z2(t)z3(t),-+) € co sur [0,tp],avec supep1llz(t)l|< K*, on

peut conclure que :

1
nglL'n(t) =2 |£Un(t)|,l'n(t) = ﬁv te (O,to], n= 17233a e (42)

ott z,, € C([0,t0]; co) avec supie(o o]l (t)|< K.

L’équation (4.2), peut étre écrite sous la forme suivant :

Tn(t) = — + 2Dy 1/ |z (t) (2(]) /0 (t —5)1" '/ an(s)ds, t€0,t0] (4.3)

On choisit (t — s)?7! > 1 avec s € [0,t0] ,Vt € [0,0], la relation (4.3) donne

1 2 [
Tp(t) > — + —/ V|yn(s)lds, t € [0,t0], n=1,2,3,--- (4.4)
n I'(q) Jo
Supposons que yo € C([0,¢0; Cp]) est une solution de ’équation intégrale suivante :
(t) = ! + 2 /t\/| (t)|ds, t € [o,t0], n=1,2,3 (4.5)
Yn - An2 F(q) 0 Yn S, 0,lof, N =1,24,9.. .
Alors :
Tn(t) > yn(t), t €[0,t], n=1,2,3,--- (4.6)

On suppose (par absurde) que la relation (4.6) est fausse, alors la continuité de z et y et entraine

que z,(0) > y,(0), t1 € (0,to] :

Tn(t) = yn(t1), T (t) > ypn, t € [0,t1) (4.7)

Donc les relations (4.4) et (4.7) donne :

4n?

1 ha
+@/0 V1Yn(s)lds
< % + % ; 1 V|zn(s)|dst € [o, o]

<xp(t),n=1,2,3,---

ynlt) = —5 + % 0 o ()lds
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La derniére inégalité contredit a la relation (4.6), D’ou la relation (4.6) est vraie.

comme l’équation intégrale(4.5) est équivalente au probléme suivant :

Yo (t) = /T (D], 4 (0) et n=1,23 (48)

T(q) T an?’

et noter y, () > 0,t € [0,%(0)] on peut conclure que le probléme de Cauchy d’ordre fractionnaire

2
t 1
(4.8) est admet une solution continue y, (t) = (F(q) + 2n> ,t€0,t0), n=1,2,3,---
avec
t 1\’
dB) Sy = ——+ — ) ,te0,t, n=1,2,3--- 4.9
2002 100 = (g + 37 ) 1€ Dot (49)

par conséquent pour ¢t € (0,t9) lim x,(t) # 0 par (4.9), d’ou z,(t) ¢ co
n—oo

donc c’est la contraction.

4.1 Probléme de Cauchy d’ordre fractionnaire

4.1.1 introduction

X est un espace de Banach avec la norme ||-||. soit J C R. soit C'(J, X) est un espace de Banach
de la fonction continue sur J dans X.
Soit r > 0 et C' = C([—r,0], X) est I'espace des fonctions continues sur [—r, 0] dans X, muni de la
norme |[z][. = supge_q)|2(0)]. on considére le probléme de Cauchy d’ordre fractionnaire donnée

par :

sDIx(t) = f(t,x;), t€]0,a] (4.10)

x(0) =pelC
ou §D} est dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < ¢ < 1,
f:[0,a) x C — X est une fonction donnée, z; désigne x.(0) = x(t + 0) pour 6 € [—r,0].
Dans cette partie, on discuter 'existence des solutions le probléme (4.10) telle que f satisfait la
condition de Carathéodory et la condition de M NC'. Alors On donne un exemple pour illustrer les

applications de notre résultats abstraits.

Définition 4.1. Une fonction x € C([—r,T], X) est dite une solution pour le probleme (4.10) sur
[-r,T) , T € (0,a) si:

Sample output to test PDF Combine only



4.1 Probléme de Cauchy d’ordre fractionnaire 33

(i) la fonction x(t) est absolument continue dans [0,T] ;

(i) xo = ;
(i1i) x satisfait I’équation (4.10);

4.1.2 Existence de solution

Introduisons les hypothéses suivantes :

(H1) ¥t € [0,a), la fonction f(¢,.) : ¢ = X est continue etVz € C, la fonction f(.,z) : [0,a) = X
est fortement mesurable

(H2) V7 >0 ,3¢1 €[0,a) et my € Lﬁ([O,a),R*‘) telle que |f(¢, z)|< m1(t)
Vz € C avec ||z|l« <7 Vt€[0,a)

(H3) Jg2 € (0,q) et my € Li([O,a),RJF) tel que a(f(t,B)) < mo(t)a(B), Vi € [0,a)etB un

élément de C.

Pour démontrer la théoréme d’existence sur [0, 7], on a besoin le lemme suivante :

Lemme 4.1. On suppose que les hypotheses (H1) — (H2). x € C([—r,T], X) est une solution pour
le probleme (4.10) sur [—r,T| pour T € [0,a] si et seulement si x satisfait ¢ I’équation intégrable

sutvante :
.13(9) = @(9)5 0 € [_Ta O]

L, (4.11)
l‘(t) = 90(0) + @ fo (t - S)qilf(sa ‘rs)dsa te [OaT]

Preuve :
Comme z est continue pour chaque t € [0,a), d’aprés H1, la fonction f(¢,x:) est une fonction
mesurable par rapport ¢, un calcul direct donne (t —s)971 € jA=n [0,t] pour t € [0,a) et ¢1 € [0,q).
Soit

qg—1
€ <_170)’M = HmlH 1

b =
! 1—q L1 [0,ta)
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On utilisant I'inégalité d’Holder et (H2). pour ¢ € (0,a) ,on obtient que

t " t g—1 1—q
/0\(15—3) Lf(s,xq)|ds < (/0 (t—s)l_q1d8> ||| 2

L1 [0,t]
M arena-a),
S U+ o

Ainsi la fonction |(t — s)971f(s,x,)| est un intégrable au sens de Lebesgue par rapport a s € [0,1)
pour chaque t € (0, a).

D’aprés le théoréme de Bochner, que (t — s)?71f(s,z5) est intégrable au sens de Bochner avec
s € [0,t[,vt € (0,a).

Soit L(7,s) = (t — 7)79|7 — 5|7 'my(s). comme L(7,s) est une fonction mesurable pas négative

surD = [0,¢] x [0,¢[, Donc on a :

/Ot (/OtL(T,s)ds) dr — /D L(r, s)dsdr = /Ot (/OtL(T,s)dT) ds

et

/DL(T, s)dsdr — /Ot (/OtL(T, s)ds) dr
_ /Ot(t ) (/Oth - s|q_1m1(s)ds> dr
_ /Ot@ ) (/OT(T _ s)q_lml(s)ds) dr
+ /Ot(t ) (/:(s - T)q_lml(s)d8> dr

2M t
< (1 TR a(1+b1)(1*¢h) / (t _ T)*QdT
1) 0

< zM Q=g +1-g
T A-gl b))t

Par conséquent,
Ly(m—s) = (t—7)7(r = 5)7"" f(s,2)

est une fonction intégrable au sens de Bochner sur D = [0,¢] x [0,¢], On a :

¢ T ¢ ¢
/ dT/ Ll(ﬂs)ds:/ ds/ Li(7,s)dr
0 0 0 s
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On preuve maintenant que :

ODg(ODt_qf(taxt)) = f(tvxt)7p0urt S (O?T]

Ou (D est la dérivation fractionnaire

en plus, on a

DHDI(1:20) = F— o d /0 iy < /OT(T ) S)qlf(S,xS)d,g) i
- F(l—IC])F@)jt/Ot dT/OTLl(ﬂS)ds
) F(l—lq)F(cDjt/otdS/:Ll(m)dT
1_1q)jt/Otf(S,xs)ds/Ot(t_T)—q(T_S)q_ldT
[ e
= [t @)

pourt € (0,T].

si x satisfait la relation (4.11), donc on peut dire que x(t) est absolument continue sur [0, T]. D’autre

part, pour quelque soit les intervalles ouverts disjoint (¢;, d;)1<i<n sur [0,7] avec > (d; —¢;) — 0
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on a :

Zlfﬂ(d
Z e /0 (d; — )47 " f(s, xs)ds—/o (¢; —8)T7 " f(s,x5)ds
Z o / ()7 s, 2.)ds
*Z@
n 1 d; -
W / (d; — 5)7 " (s)ds

+ 3 r(q o ((ci = 8)17t = (d; — 5)17'my(s)ds

—q1

1—q
qg—1
< — d; —s)t-ads m
_;F(q) (/( ) ) Il 2
"1 i g-=1 g=1 -1
+Zv (ci =)0 —(di —s) "o ds lmall 2 o o

d _Cz (1+51)(1 q1)

_Z 1_|_b 1-q1 mlHLﬁ[o,T]

n (Cl+b1 d1+b1 4 (d _ ci)lerl)lfql

(di —8)1 f(s,5)ds — /Ci (c; —8)1  f(s,2,)ds
0

+Z; [(g)(1+b1)t-a ”mlHLﬁmﬂ
n d _Cz 1+b1)(1 q1)
Z 1—|—b 1—q1 ”mlHLi[O,T]_>

Par conséquent :
x(t) est absolument continue sur [0, 7] qui implique que z(t) est différentiable p.p sur [0, 7).

selon 'argument au dessus et la définition (4.1) pour t € (0,7], on a :
1 t
sD(t) = 08 (0)+ i [ (65 o))

— 4Dy (F(lq) /0 (9 A, mds)
— DID; f(t, )

= DD (k) = 6D (i
= flt,z) — [(oD;qf(t,zt)]tzor(%qq)
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comme (t — s)971f(s,x) est intégrale de Lebesgue tel que s € [0,¢)Vt € (0,T], on sait que
[(0D; 2 f(t, z¢)]t=0 = 0, ce qui signifie que §DIxz(t) = f(t,z;) pour t € (0,T].
par conséquent x € C([—r,T], X) est une solution fractionnaire (4.10). Donc z satisfait la relation

(4.11) ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 4.1. Supposant que on a les hypothéses (Hy), (Hs) puis, Vo € C, ils existes une solution
x € C([-r,T),X) pour le probléme (4.10) avec T € (0, a)
preuve : soit K > 0 un réel positif et on choisit T € (0,a) :

T(1+b1)(1—q1)

T(q)(1+by) o < 412
T+ by "o = (112)
et
T(1+b2)(17q2)
Tl bpyia M2l oy = (4.13)

bi = = € (~1,0), i =1,2

on considére I’ensemble B, définie comme suite

Bi— {x €O TLX) zo=p, sup_lo(s) — p(0)] < K}
s€[0,T]

L’opérateur F' est défini sur By, par :

Fz(0) = ¢(6), 0 € [—rb

Fa(t) = 9(0) + w5 Jo (t = )7 f(t,0)ds, ¢ €[0,T]
Ou = € Bj, nous prouvons que ’équation de l'opérateur x = Fx a une solution x € By, ce qui
signifié que = est une solution de probléme (4.10).

Premiérement : On observe que pour chaque y € By, (Fy)(t) est continue sur ¢ € [—r, T et pour

t € [0,T], par (4.12) et l’égalité de Holder, on a :
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1
(Fy)(t) — 0(0) F(q/ (¢ = )7 (5,92 s

1 t g—1 1—q1
< — t—s)i-ads mi||
~ I(q) (/ =2 ) bl 3 o, (4.14)
T(1+b1)(1—q1)
D —
S F(q) 1 T b )1_q1 Hml“Li[O,T]
<K
ou by = <= € (—1,0), ainsi , supte[O’T]|(Fy(t) — ¢(0)|< K, ce qui implique que F' : By, — By.

De plus : nous prouvons que F' est un opérateur continue sur By, soit {y™} C By avec y™ — y sur

By, puis par (Hq) et le fait que y* — v, t € [0,7], On a :
F(s,y5) = f(s,ys) s € [OvT] n — oo

. Notant que (t — )77 f(s,y7) — f(s,ys)|< (t — 5)?7"12m;(s), par le théoréme de Lebesgue de

convergence dominé n — oo, on a :

(Fy™)(t) — (Fy()|< ﬁ / (£~ $)T 1 F(5,57) — F(5a)lds = 0

Donc :Fy™ — Fy,, n — o0, ce qui implique que F est continue Vn > 1, on définie une suite

{z™ :n > 1} de la maniére suivante :

POt), tel-r 7]

‘n

P(0) + 755 Jo (= 8)T (s, an)ds, t€[L,T]

ou ¢ € C([-r,a), X). Dénotes la fonction définir par :

(), t € [-r,0)
0(0), te€][0,a)

O(t) =

en utilisant la méthode similaire que on a fait dans (4.14), on obtient que 2™ € By,pour tout n > 1.
Soit A = {a™ : n > 1}, il s’ensuit que ’ensemble A est uniformément bornée,

De plus : nous montrons que 'ensemble A est équicontinue sur [—r, 7]

Si—r <ty <ty < % Alors, pour chaque z™ € A, on a

limy, ,, |2 (t2) — 2™ (t1)]= limyg, e, |0 (t2) — ¢°(t1)|= 0 indépendamment pour z™ € A, ensuite si :
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—r<t; < % <ty < T, alors pour chaque z" € A, en utilise 'inégalité de Holder, on a

2" (t2) — 2" (t1)]

< [(0)

< p(0) —

< [p(0)

= [p(0) —

T
1

— 0 I " — )77 f(s,2"(s))ds
P+ i [ = s )

T
@ (t1)] + F(lq)/o Ton (t2 — 8)9 ' my(s)ds

0 1 t27% =L n
Al ( G ds> flsamlmall, oo

(13 = (Z)'hyte
: [

[(q)(1 4 b))t

O (t1) |+ ma||

a1
La1[0,T]

Selon la définition de ¢ et en utilisant que la derniére inégalité , on obtient que |z™(ty) —a™(t1)|— 0

indépendamment pour z" € A,t1 — to
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Finalement : si % <t < t9 < T alors :pour chaque ™ € A, en utilisant I'inégalité de Holder on a :

2" (t2) — 2" (t1)]

—-F;)Am_gag—gw*f@mﬁmS—F@)Ah_gﬁr—@“*ﬂaxﬁds

3 IEQ)/CiTZ(m-—sV‘lf@%x?ﬁ%
Fgé)jgtlz(tgs)qlf(S»wg)dsI{;)gzjlz(tlS)qlf187$?)d$

sIéDtTTamswlmmﬁ@+1€ﬁxfaulﬁqlﬁzﬁq”mﬂ@“

4T 1-q1
1 /l"t TS (ty — 8) T d |
— —q1 — — 1—qy
- L'(q) \ Jo (tr =) 20 i T oy

(ta =ty + D)0 — (D)1o)i-m
- T(@)(1+ b))l — g1 Il 2 0.
(t}erl _ (%)1+b1 _ t%‘i’bl =+ (t2 —t + %)1-&-1)1)1—(11

L(g)(L+b1)'
oo (t2—tit D)= ()t
B [(g)(1 4 by)' o

+ [l

1
L1 [0,T]

[l |

1 .
L91[0,T)

IL est facile de voir que la derniére inégalité tends vers 0 pour z" € A, quand t; — to, ce qui
signifier que ’ensemble A est équicontinue.

L’ensemble A(t) = {z"(t) : n > 1} et Ay = {af : n > 1} pour tout t € [0,T],par la propriété
(iv)et(vi) de MNC, pour tout ¢t € (0,7 fixé et € (0,¢) On a :

a(A(t)) < a ({F(lq) /Ot(t ) f (s, e ) ds > 1}>+a ({F(lq)/t;(t T (s, am)ds n > 1})

pour tout € > 0, On peut trouver § suffisamment petit telle que

§OA+b1)(1-aq1)

T oo ™l o <

€
L [o,T] 2
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Donc : pour chaque t € (0,7], on peut choisir N5 > 1 tele que % < ¢, pour n > N; . Alors, on

obtien que :

a ({ﬁ fti%(t — s)q—lf(s7 xM)ds :n > Né})
%) Supn>N5 fti%(t — S)Q*lml(s)ds

r
3

IN

N

pour chaque t € (0,T], d’ou, par les propriétés (iii) et (iv). de MNC, il s’ensuit que :

1 ' q—1 n .
a({r(q)/t_z(t—s) f(s,xs)ds.n21}> <e

Alors, on obtient que :

a(A(t) < a ({F(lq) /Ot(t ) f (s, a")ds i n > 1}) te

)

pour t € (0,7, par la propostion (1,16)et(H3), on a que :

(A1) < wiy fot =) alf (s, As))ds +e
< =2

T(q) fOt(t — 8)17 my(s)a(As)ds + €

ou t € (0,7].depuit z™(0) = ¢(0),0 € [—r,0], on a({z™(#) : n > 1}) = 0 pour 6 € [—r,0]. De plus,
par la proposition (1.15), pour s € [0,T] avec ¢t € (0,T], on déduit que :

a(As) = max a({zf(0) :n>1}) < sup a{zh(0):n>1}) = sup a(A(s))
oe[—r,0] s€0,t] s€[0,¢]

puisque € est arbitraire, on a que :

9T (14b2)(1—g2)
a(A(t)) < ¢ = lma|l

OETSE sup @A)

1
La2[0,T] s¢[0,4]

out e (0,T] et by = {= € (~1,0).
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depuit(4.13)et z{ = ¢, il faut avoir que a(A(t)) = 0 pour chaque ¢ € [—r, T}, alors, par proposition

(1.15), on a que a(A) = sup «(A(t)) =0, donc A est une sous-ensemble relativement compact
te[—r,T)
de By, alors, il existe une sous-suite si nécessaire. on peut supposer que la suite {2"},,>1 converge

uniformément sur [—r,T] vers une fonction continue x € Bi avec x(0) = ¢(0),0 € [—r,0]

de plus : pour ¢ € [0, L], on a :

n

[C]
3N

(£ $)17Y f(s,a7)|ds < — / (t— )7 ma (s)ds

|(F2")(t) =" ()< Frs I'(q)

A
\".i/ —
S—

3

et pour t € [L,T], on a:

T

n

(Fam) O =0 = oy | [ =9 feadids= [T = s a)as

t
= rg| [ = s

IN

Ol fttfi (t —8)9tmy(s)ds

alors, il s’ensuit que :

sup |[(Fz™)(t) —2"(t)|]—= 0, n = o0 (4.15)
t€[0,T]

ainsi

sup [(Fz)(t) — x(t)[< sup|(Fz)(t) — (Fz")()[+|(Fz")(t) — 2" (t)[+ sup [2"(t) — x(t)]
te[0,T] te[0,T]

alors, par (4.15) et le fait que F' est un opérateur continu. On obtient que sup |(Fz)(t) —x(t)|= 0,
te[0,7]
il s’ensuit que z(t) = (Fz)(t) pour chaque ¢ € [0, T

donc :

Sﬁ(t)v pourt € [77“7 O]

z(t) = .
»(0) + ﬁ fo (t —s)?1 1 f(s,x5)ds, pourt € [0,7]

résoudre le probléme (4.10) et cela compléterai la preuve.
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Corollaire 4.1. Supposons que les hypothéses (Hy), (Ha), (Hs), alors pour chaque ¢ € C, il existe

T € (0,a) et une suite des fonctions continus x™ : [—r,T] — X tel que :

(i) x™(t) est absolument continue sur [0,T];
(ii) xf = ¢ pour chaque n > 1, et

(i) extraire une sous-suite qui étiqueté de la méme maniére telle que x™(t) — x(t) uniformément
sur [-r,T], et x : [—r,T] = X est une solution pour le probléme fractionnaire(4.10), Nous

donnons maintenant un exemple pour illustrer lapplication de nos résultats abstraits.

Exemple 4.1.1. considérons le systéeme infini de fraction de nos équations différentielles fonction-

nelles
1
6DF wn(t) = rad(t — te(0
oi X ( ) nt% xn( T) pour t € ( ,CL) (416)
z,(0) = p(0) = 2 pour 0 € [-r,0ln=1,2,3,--
Soit E = Cy = {(v = z1,72,%3,--+) : &, — 0} avec la norme |z|= sup,>|z,| alors le systeme

infinie (4.16) peut étre considéré comme une IVP fractionnelle de forme (4.10) dans E, dans cette

%7 x = (21, Tpye), e =t —71) = (1t —71), -zt —17), ), @) =

(97g7"' i ) pour@ € [_Tae]etf = (.flv"' 7fna"')7 dans qui

'

situation, q =

falt ) = %xi(t ) (4.17)
nt

IL est évident que les conditions HietHy sont satisfaits. Maintenant, nous vérifions la condition
(Hs) et Uargument est similaire & la section (2,4).Soit t € (0,a), R > 0, donné et {w(™}, soit tout
suite dans f(t,B), ot w™ = (w(™1 ... wMn) et B = {2 € C:|z|, <R} est un ensemble
bornée dans C, par(4.17), on a :

R2

0<w™ <= nm=1,23, - (4.18)

nts
donc : {wy(lm)} est borné et par la méthode diagonale, on peut choisir une sous-suite {m;} C {m}
telle que

wmi) Wy, ©—o00,n=1273,.. (4.19)

n
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ce qui implique en vertu de(4.18)que

R2
0<w, <—, n=1,2,3,--- (4.20)
nts
doncw = (w1, , W, ) € Co, il est facile pour voir (4.18) — (4.20). que |[w™ —w|= sup,, |w™ —

wp|— 0,7 — 00
ainsi, on a prouwvé que f(t, B) est relativement compact dans Cy pour t € [0,a), ce qui signifié que
f(t, B) = 0 pour presque tout t € [0,a), et B un ensemble borné donc C, & partir de la condition

(H3) est satisfait.

Finalement :forme le théoréme (4.1), on peut conclure que le systéme infini (4.16) a une solu-

tion continue.
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