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INTRODUCTION

Plusieurs phénomènes peuvent être modélisés par des modéles continus en temps qui sont géné-

ralement régis par des équations différentielles, des équations différentielles d’ordre fraction-

naire.

Les équations différentielles à retard modélisent un phénomène systématique avec l’information

précédente connue d’aprés sont évolution au cours du temps.

Notre objectif est double :

D’une part, découvrir les méthodes topologique à savoir le point fixe et l’approximation appliquées

à la résolution des équations différentielles non linéaires.

D’autre part, essayer du bien comprendre le rôle de la mesure de non compacité dans l’existence

des points fixes ainsi que la convergence de certain schémas d’approximation de la solution.

Le travail est subdivisé en quatre chapitres. Dans le première chapitre, nous rappelons quelques

définitions et résultats d’analyse fonctionnel ainsi que le calcul fractionnaire.

Au chapitre 2, on introduit la notion de la mesure de non-compacité (en abrégé MNC), qui sera

utilisée dans la suite.

Le chapitre 3 est une étude quantitative au probléme de Cauchy dans un espace de Banach de

dimension infini.

Dans le chapitre 4, on établit l’existence d’une solution pour une équation diiférentielle fonctionnelle
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d’ordre fractionnaire dans un espace de Banach par un schéma de type Tonelli.
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Espaces Fonctionnels

Définition 1.1. Soit X un espace de Banach. Pour 1 ≤ p < ∞ et J ∈ [a, b], on note Lp(J,R)

l’espace des fonctions f de J à valeurs dans R telle que f soit mesurable∫
J

|f(t)|pdt < +∞.

• Les espaces Lp(J,R) sont appelés aussi les espaces de Lebesgue.

• pour p =∞, L∞(J,R) est l’espace des fonctions mesurables f bornée presque par tout (en abrégé

p.p)sur J .

Théorème 1.1. [3]

• pour 1 ≤ p <∞ l’espace Lp([0, T ],R) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖Lp :=

(∫ T

0

|f(t)|pdt

) 1
p

• L’espace L∞([0, T ]) est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖L∞ := inf {M ≥ 0 : |f(t)| ≤M p.p sur [0, T ]}
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1.2 Notations et définitions 5

1.2 Notations et définitions

On considère dans tout ce paragraphe queX et Y sont deux espaces de Banach munis des normes

‖ · ‖X et‖ · ‖X respectivement, K un compact de X et C(K,Y ) l’espace des fonctions continues

muni de la norme de la convergence uniforme :

‖f‖ = sup
x∈K
‖f(x)‖Y .

l’intégrale de Bochner est une généralisation de l’intégrale de Lebesgue pour les fonctions à valeurs

dans un espace de Banach.

Théorème 1.2. Soit f : E → X une application fortement mesurable f est Bochner-intégrale si et

seulement si t→ ‖f(t)‖ est intégrable.
On désigne par L1(J,X) l’espace des fonctions Bochner intégrale muni de la norme

‖y‖L1 =

∫
J

‖y(t)‖ds.

Définition 1.2. Soient J un intervalle de R, une application f : J ⊂ Rn → Rn,

f est dite de Carathédory si

i) t→ f(t, y) est mesurable pour tout y ∈ Rn.

ii) y → f(t, y) est continue presque pour tout t ∈ J si de plus, f est dite Lp Carathéodory si :

(a) f est carathéodory

(b) ∀r > 0, ∃φr ∈ Lp(I) tele que |f(t, y)| ≤ φ(t) par |y| ≤ r, p.p t ∈ J .

Définition 1.3. On désigne par C(J,X) l’espace des fonctions f : J → X continues sur J à valeur

dans X, muni de la norme de la convergence uniforme :

‖f‖∞ := sup
t∈J
‖f(t)‖ pourtout f ∈ C(J,X).

• (C(J,X), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach.

Définition 1.4. Soit M un sous ensemble de C(K,Y ). On dit que une famille de fonctions M est

équicontinue si :

∀ε > 0,∃δ > 0,∀u, v ∈ k : ‖u− v‖x < ‖δ‖ =⇒ ‖f(u)− f(v)‖y < ε, ∀f ∈M.
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1.3 Dérivation fractionnaire 6

Définition 1.5. Soit M un sous ensemble deC(k, y). On dit que M est uniformément borné s’il

existe une constante c > 0 telle que :

‖f‖∞ ≤ c, ∀f ∈M.

Définition 1.6. Soit f une application définie sur X à valeurs dans Y .

• On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme tout ensemble borné de

X en un ensemble relativement compact dans Y .

• f est dit compact si f(x) est relativement compact dans Y .

1.2.1 Théorème d’Ascoli-Arzéla

Ce théorème est connu pour son nombre considérable d’applications dans l’analyse non linéaire

par exemple la compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement compactes

de l’espace des fonctions continues.

Théorème 1.3. Soient E un espace compact et Y un espace de Banach. Une partie M ⊂ C(E, Y )

est relativement compact si et seulement si :

(1) M est uniformément bornée.

(2) M est équicontinue.

(3) pour tout x ∈ E, l’ensemble M(x) définit par :

M(x) = {f(x), f ∈M} .

est relativement compact dans Y .

1.3 Dérivation fractionnaire

1.3.1 Théorie de Riemann-Liouville

Nous allons définir d’abord l’intégrale de Riemann-Liouville. On peut commencer par examiner

une formule (unique) qui donne des primitives successive d’une fonction continue par exemple :

Soit f : [a, b]→ R (ou à valeurs vectorielles) une fonction continue. Une primitive de f est donnée

par :
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1.3 Dérivation fractionnaire 7

(I1
af)(x) =

∫ x

a

f(t)dt (1.1)

Pour une primitive seconde on aura :

(I2
af)(x) =

∫ x

a

(∫ s

a

f(t)dt

)
ds. (1.2)

Le théorème de Fubini nous ramène cette intégrale double à une intégrale simple

(I2
af)(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt. (1.3)

Puis une itération donne

(Ina f)(x) =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt. (1.4)

Définition 1.7. Soit f : [a, b] → R une fonction continue. On appelle intégrale de Riemann-

Liouville de f l’intégrale suivante :

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt (1.5)

où α est un réel (où même complexe) convenablement choisi.

On remarque que la formule (1.5) est (du moins formellement) une généralisation de la n-ième

primitive avec un ordre de "primitivation" α non entier.Voyons un exemple :

Exemple 1.3.1. Considérons la fonction f(x) = (x− a)β. Alors

Iαa (x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt. (1.6)

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a+ (x− a)τ , d’où

Iαa (x− a)β =
(x− a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1τβdt =
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + α)
(x− a)β+α. (1.7)

après utilisation de l’intégrale eulérienne de première espèce (la fonction bêta d’Euler). On voit bien

que c’est une généralisation du cas α = 1 où on a

I1
a(x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 2)
(x− a)β+1 =

1

β + 1
(x− a)β+1.
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1.3 Dérivation fractionnaire 8

à cause de la relation bien connue Γ(z + 1) = zΓ(z).

Proposition 1.1. Soit f ∈ Cn([a, b)). Pour x fixé, l’application α→ (Iαa f)(x) définie pour Reα > 0

est holomorphe et se prolonge analytiquement au domaine Reα > −n.

Démonstration :Il est facile de montrer que l’application en question est bien définie et holo-

morphe pour Reα > 0. Montrons l’existence du prolongement analytique. Dans(1.5) procédons par

une intégration par partie,

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

f(t)d

[
−(x− t)α

α

]
=

(x− a)α

Γ(α+ 1)
f(a) +

1

Γ(α+ 1)

∫ x

a

(x− t)αf ′(t)dt. (1.8)

(Iαa f)(x) =
(x− aα)

Γ(α+ 1)
f(a) + (Iα+1

a f ′)(x); . (1.9)

Il est clair que le membre de droite de l’égalité précédente est holomorphe dans le domaine Re

α > −1. A présent le résultat finale découle d’une simple itération de (1.9) :

(Iαa f)(x) =

n−1∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α+ 1 + j)
f (j)(a) + (Iα+n

a f (n))(x). (1.10)

formule qui constitue l’expression du prolongement analytique.

Voici des identités qui serviront beaucoup par la suite.

Proposition 1.2. Soit f ∈ C0([a, b)). Pour α, β complexes tels que Re(α) > 0 et Re(β) > 0 on a

Iαa (Iβa f) = Iα+β
a f. (1.11)

Et pour Re(α) > 1 On a

d

dx
Iαa f = Iα−1

a . (1.12)

Démonstration : la démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction bêta
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1.3 Dérivation fractionnaire 9

d’Euler. En effet :

[Iαa (Iβa )](x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(Iβa f)(s)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ s

a

(x− s)α−1(s− t)β−1f(t)dtds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)

[∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1ds

]
dt.

A présent On pose s = t+ (x− t)τ . ce qui donne

∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1 = (x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− τ)α−1τβ−1dτ

= (x− t)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)

c’est-à-dire le résultat annoncé. la deuxième identité se justifie par les théorèmes classiques de

dérivation d’une intégrale dépendant d’un paramètre et l’utilisation de l’équation fondamentale de

la fonction gamma d’Euler :

Γ(α) = Γ(α− 1)Γ(α− 1).

Dans la formule (1.9), qui est valable pour Reα > −1, posons α = 0. On obtient

(I0
af)(x) = f(a) + (I1

af
′)(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t)dt = f(x). (1.13)

ceci montre que pour les fonctions C1 du moins on a I0
a = f . En fait cette identité demeure valable

pour les fonctions continues.

Exemple 1.3.2. Montrer que si f ∈ C0([a, b]) alors lim
α→0+

(Iαa f) = f(x).

Si on procède de la même façon pour α = −1 On aura (ne pas oublier que 1
Γ(0) = 0) :

(I−1
a f)(x) = f ′(a) + (I1

af
′′)(x) = f ′(a) +

∫ x

a

f ′′(t)dt = f ′(x) (1.14)

et donc, au moins sur les fonctions C2, (I−1
a f)(x)f ′(x) c’est-à-dire I−1

a = d
dx . Et d’une manière

générale I−na =
(
d
dx

)n
. Ceci montre que sur un espace convenable de fonctions les opérateurs de

"primitivation" et de "dérivation" d’ordre entier font partie d’une même famille d’opérateurs. les

Iαa . De là on peut accepter la proposition d’une définition de la dérivation on entière comme I−αa
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1.3 Dérivation fractionnaire 10

pour α > 0. Cette définition ne sera adoptée avec de légères modifications que bien longtemps après

( Riemann et Liouville) par Caputo .

Il est important de noter que l’identité (1.11) n’est pas valable en dehors des hypothèses imposées à

α et β. Il suffit de le voir sur l’exemple suivant :

[I1
a(I−1

a f)](x) =

[
I1
a

(
d

dx
f

)]
(x) = f(x)− f(a) 6= (I0

af)(x) + f(x)

où f est de classe C1. On remarque aussi que l’identité (1.11) nous dit que les opérateurs Iαa et

Iβa commutent pour Re(α) > 0 et Re (β) > 0, chose qui n’est pas vraie sinon.

Définition 1.8. Soit α ∈]m − 1, m[ avec m ∈ N\{0}. On appel dérivée d’ordre α au sens de

Riemann-Liouville la fonction définie par

(RLDα
a f)(x) = (

d

dx
)m[(Im−αa f)(x)]. (1.15)

Exemple 1.3.3. Reprenons l’exemple de la fonction f(x) = (x− a)β. On aura

RLDα
a (x− a)β =

(
d

dx

)m [
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(x− a)β+m−α

]
=

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)

Γ(β + 1 +m− α)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(x− a)β−α.

(1.16)

où nous avons utilisé la formule(
d

dx

)m
(x− a)λ = λ(λ− 1) · · · (λ−m+ 1)(x− a)λ−m =

Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ 1m)
(x− a)λ−m.

Il est clair que la formule de dérivation (1.16) se réduit pour α = 1 à

RLD1
a(x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β)
(x− a)β−1 = β(x− a)β−1 =

d

dx
(x− a)β .

Dans l’exemple précédent si on prend β = 0 on obtient le résultat "troublant" suivant :

RLDα
a 1 =

1

Γ(1− α)
(x− a)−α.
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1.3 Dérivation fractionnaire 11

c’est-à-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est plus nulle ! Ceci n’est pas

vraiment un handicap pour développer la théorie comme nous le verrons plus loin.

Lemme 1.1. Soit α ∈]m− 1,m] et f une fonction vérifiant RLDα
a f = 0 (appartenant au noyau de

l’opérateur RLDα
a ). Alors

f(x) =

j=0∑
m−1

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α−m)
(x− a)j+α−m (1.17)

où les cj sont des constantes quelconques.

Démonstration : Partons de RLDα
a f =

(
d
dx

)m
[Im−αa f ](x) = 0, alors on a d’abord

[Im−αa f ](x) =

j=0∑
m−1

cj(x− a)j

et par application de Iαa on obtient

[Ima f ](x) =

j=0∑
m−1

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α)
(x− a)j+α

ensuite par dérivation (classique) le résultat.

Proposition 1.3. L’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville RLDα
a possède les propriétés

suivantes :

1. c’est un opérateur linéaire.

2. En générale RLDα
a o

RLDβ
a 6=RL Dβ

a o
RLDα

a et aussi 6=RL Dα+β
a .

3. lim
α→m−1+

RLDα
a f = f (m−1) et lim

α→m−
RLDα

a = f (m)

4. RLDα
a o I

α
a = id

5. [(Iαa o
RLDα

a )f ](x) = f(x)−
m1∑
j=0

(x− a)j−m+α

Γ(j −m+ α+ 1)

{
lim
x→a+

[(
d

dx

)j
Im−αf

]
(x)

}
Démonstration : Pour la linéarité c’est une simple vérification. Pour le deuxième point un

contre-exemple suffit (considérer α = 1/2, β = 1 et f(x) = x), mais ce qu’il faut retenir c’est que
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1.3 Dérivation fractionnaire 12

certains automatismes" de la dérivation d’ordre entier ne sont plus valables. Montrons la deuxième

égalité de la propriété 3. Partons de l’hypothèse que f est de classe Cm, alors on peut écrire :

f(x) = [Ima f
(m)](x) +

m−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f j(a)

et donc

[Im−αa f ](x) = [Im−αa (Ima f
(m))](x) +

m−1∑
j=0

f (j)(a)

j!
Im−αa (x− a)j

= [I2m−αf (m)](x) +

m−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j + 1 +m− α)
(x− a)j+m−α

d’après l’identité (1.11) et le résultat de l’exemple (1.3.1). Il en résulte que :

RLDα
a )f ](x) =

(
d

dx

)m
[Im−αa f ](x)

=

(
d

dx

)m[I2m−αf (m)](x) +

m−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j + 1 +m− α)
(x− a)j+m−α


= [Im−αf (m)](x) +

m−1∑
j=0

f (j)(a)

Γ(j + 1− α)
(x− a)j−α

grâce à l’identité (1.12). Alors d’une part

lim
α→m−

[Im−αa f (m)](x) = [I0
af

(m)](x) = f (m)(x)

puisque l’intégrale Riemann-Liouville est holomorphe en α donc continue ; d’autre part la somme est

nulle puisque chaque terme
1

Γ(j + 1−m)
est nul (voir les propriétés de la fonction Γ). La première

égalité dans la propriété 3 est laissée au lecteur en guise d’exercice (Subtile)ainsi que la propriété

4.

Pour la dernière propriété on démarre, grâce à la propriété 4, avec

(RLDα
a o I

α
a o

RLDα
a )f =RL Dα

a f
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1.3 Dérivation fractionnaire 13

qui donne
RLDα

a [(Iα o RLDα
a )f − f ] = 0

Maintenant à partir du lemme caractérisant le noyau de RLDα
a on aura

[(Iαa o
RLDα

a )f ](x)− f(x) =

m−1∑
j=0

cj(f)
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α−m)
(x− a)j+α−m

Par application aux deux membres de Im−αa On obtient

[(Ima o
RLDα

a )f ](x)− [Im−αa f ](x) =

m−1∑
j=0

cj(f)(x− a)j

Or si 0 ≤ j ≤ m− 1 alors

lim
x→a+

(
d

dx

)j
[Ima g](x) = lim

x→a+
[Im−ja f ](x) = 0

et aussi

lim
x→a+

(
d

dx

)j
(x− a)k =

j! si k = j

0 sinon

d’où

j!cj(f) = − lim
x←→a+

(
d

dx

)j
[Im−αa f ](x)

c’est-à-dire le résultat annoncé.

1.3.2 Théorie de Caputo

Nous avons vu plus haut que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

α ∈]m − 1,m[ s’obtient par une régularisation (application de Im−αa ) suivie d’une dérivation clas-

sique d’ordre m. La dérivée de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Définition 1.9. Soit ]α ∈ m− 1,m[ et f ∈ Cm([a, b)). On appelle dérivée de f au sens de Caputo
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1.3 Dérivation fractionnaire 14

la fonction définie par

(cDα
a f)(x) = (Im−αa f (m))(x) (1.18)

La dérivée de Caputo permet de rattraper certaines "anomalies" que nous avons rencontré dans le

cas de Riemann-Liouville. En voici la première :

cDα
a 1 = 0

i.e, la dérivée de Caputo d’une constante est nulle.

Exemple 1.3.4. On a pour la dérivée d’une puissance

cDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1−m)
(x− a)β−α (1.19)

En effet, d’abord

(
d

dx

)m
(x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1−m)
(x− a)β−m (1.20)

et

Im−αa (x− a)β−m =
Γ(β + 1−m)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α

Le résultat en découle immédiatement. On remarque que les formules (1.16) et (1.19) sont iden-

tiques. Mais ceci n’est qu’une apparence car si β est un entier inférieur à m la formule (1.20)

donne zéro et par suite (1.19) est nulle à son tour, alors que (1.16) n’est pas nulle. En fait elles

sont identiques pour β non entier.

Nous allons d’abord établir le lien entre la dérivée au sens de Caputo et la dérivée au sens de

Riemann-Liouville. partons de la formule (1.10) donnant le prolongement analytique de l’intégrale

de Riemann-Liouville où on a remplacé n par m et α par m− α :

(Im−αa f)(x) = (I2m−α
a f (m))(x) +

m−1∑
j=0

(x− a)m−α+j

Γ(m− α+ 1 + j)
f (j)(a)
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1.3 Dérivation fractionnaire 15

appliquons ensuite
(
d
dx

)m
(
d

dx

)m
(Im−αa f)(x) =

(
d

dx

)m
(I2m−α
a f (m))(x) +

m−1∑
j=0

(x− a)−α+j

Γ(−α+ 1 + j)
f (j)(a).

et comme
(
d
dx

)m
I2m−α
a = Im−αa par (1.12), On obtient

(
d

dx

)m
(Im−αa f)(x) = (Im−αa f (m))(x) +

m−1∑
j=0

(x− a)−α+j

Γ(−α+ 1 + j)
f (j)(a).

On reconnait les expressions des dérivée de Caputo et de Riemann-Liouville i.e ,

(RLDα
a )(x) = (cDα

a f)(x) +

m−1∑
j=0

(x− a)−α+j

Γ(−α+ 1 + j)
f (j)(a). (1.21)

Cette dernière relation peut aussi s’écrire

cDα
a f =RL Dα

a

f − m−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

 .
qui signifie en gros que la dérivation de Caputo est une dérivation fractionnaire du reste dans le

développement de Taylor de f . La relation (1.21) permet d’obtenir aisément les résultat suivants :
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1.3 Dérivation fractionnaire 16

Proposition 1.4. On a

1. cDα
a [Iαa f ] = f

2. Si cDα
a f = 0 alors f(x) =

m−1∑
j=0

cj(x− a)j

3. Iαa [cDα
a f ](x) = f(x)−

m−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

La démonstration est laissée au lecteur. Il ne faut pas que le lecteur (quand il fera) perde de vue que

l’application de la dérivée de Caputo d’ordre α ∈]m− 1,m[ suppose que la fonction f est de classe

Cm. La dernière relation de la proposition précédente nous permettra par la suite d’étudier des

équations différentielles fractionnaires(au sens de Caputo) avec des conditions initiales classiques,

c’est-à-dire des dérivées entières au point a, chose qui n’est pas possible de la dérivation au sens de

Riemann-Liouville. Un des "défauts" de la dérivée de Caputo est qu’elle ne constitue pas une bonne

interpolation entre les dérivées entières comme ce faut pour Riemann-Liouville. En effet On a

lim
α→m−

(cDα
a f)(x) = f (m)(x)

mais par contre

lim
α→m−1+

(cDα
a f)(x) 6= f (m−1)(x)

Un bon exercice consiste à découvrir la valeur de cette limite !Voici un lemme utile.

Lemme 1.2. Soit f continue sur [a, b] et α > 0, alors

lim
x→a+

(Iαa f)(x) = 0
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1.3 Dérivation fractionnaire 17

Démonstration : On a

|(Iαa f)(x))| ≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1|f(t)|dt

≤ ‖f‖∞
Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

≤ ‖f‖∞
Γ(α+ 1)

(x− t)α

d’où le résultat.

Comme conséquence regardons comment devient la propriété 5 de la proposition (1.3) si 0 < α < 1

et f continue :

[(Iαa o
RLDα

a )f ](x) = f(x)− (x− a)α−1

Γ(α)

{
lim
x→a+

[I1−α
a f ](x)

}
= f(x)

Corollaire 1.1. Si 0 < α < 1 et f de classe C1 alors

(Iαa o
RLDα

a )f = f et (cDα
a o I

α
a )f) = f

c’est-à-dire que les dérivations au sens de Riemann-Liouville et Caputo respectivement consti-

tuent l’inverse à droite et à gauche de l’opérateur de Riemann-Liouville(au moins sur les fonctions

de classe C1). En voici un autre corollaire intéressant.

Corollaire 1.2. Si 0 ≤ α, β ≤ 1 et f de classe C1 alors

(cDα
a o

cDβ
a )f =c Dα+β

a f = (cDβ
a o

cDα
a )f
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1.3 Dérivation fractionnaire 18

Démonstration : Il est facile de voir que

(
cDα

a o
cDβ

a

)
f = (I1−α

a o
d

dx
o I1−β

a o
d

dx
)f

=

(
I1−α−β
a o Iβa o

d

dx
Iβa o

d

dx
o I1−β

a o
d

dx

)
f

=

(
I1−α−β
a o cD1−β

a o I1−β
a o

d

dx

)
f

=

(
I1−α−β
a o

d

dx

)
=c Dα+β

a f

La commutativité résulte de la commutativité de l’addition des réels.
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Chapitre 2

Mesure de non compacité

L’idée de définir une mesure de non compacité pour des parties bornées d’un espace de Banach

X quelconque est dûe à Kuratowski [7], l’extension de cette théorie pour des opérateurs est dûe

essentiellement à G. Darbo [4] et N.B. Sadovski [8]. Ces auteurs définissent une classe générale

d’opérateurs complètement-continus.

Dans ce chapitre nous introduisons la notion de la mesure de non compacité et les opérateurs

condensés, il est constitué de définitions, de propriétés et de résultats auxiliaires qui seront utilisés

dans les démonstrations.

Nous donnerons quelques formules qui permettent de mesurer directement les parties bornées

dans certains espaces fonctionnels.

2.1 Définitions et Résultats

X étant un espace de Banach, co(Ω) est la fermeture de l’enveloppe convexe de Ω. B désigne la

boule fermé de centre 0 et de rayon 1.

Définition 2.1. [7] Soit X un espace de Banach et M ∈ Pb(X). La mesure de non-compacité de

Kuratowski est une application α : Pb(X) −→ R+ définie par

α(M) = inf{ε > 0 : Madmet un recouvrement fini par des ensembles de diamètre ≤ ε},
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2.1 Définitions et Résultats 20

où

diam(M) =


sup

(x,y)∈M2

d(x, y), si M 6= ∅,

0, si M = ∅.

Définition 2.2. Soit X un espace de Banach et M ∈ Pb(X). La mesure de non-compacité de

Hausdorff est une application χ : Pb(X) −→ R+ définie par

χ(M) = inf{ε > 0 : Madmet un ε− réseau}.

On rappelle que M admet un ε-réseau s’il existe un ensemble fini A tel que

M ⊂ A+ εB = {a+ εb, a ∈ A, b ∈ B}.

Par conséquent

χ(M) = inf{ε > 0 : M admet un recouvrement fini par des boules de rayon ≤ ε}.

Théorème 2.1. [2, 1] Soit α : Pb(X)→ R+ la mesure de non compacité (en abrégé MNC) au sens

de Kuratowski. Alors

(i) α(M) = 0 si et seulement si M est compact.

(ii) α est une semi norme.

(iii) M1 ⊂M2 entraine α(M1) ≤ α(M2).

(iv) α(M1 ∪M2) = max{α(M1), α(M2)}.

(v) α(coM) = α(M).

Le théorème suivant affirme que les MNCs de Kuratowski et de Hausdorff sont équivalentes.

Théorème 2.2. Les mesures de non compacité de Kuratowski et de Hausdorff sont liées par l’in-

égalité

χ(M) ≤ α(M) ≤ 2χ(M).
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2.1 Définitions et Résultats 21

Proposition 2.1. (Kuratowski 1930 [7]).

Soit X un espace de Banach, pour toute suite décroissante de fermés, bornés (non vides) An tel que

lim
n→+∞

α(An) = 0. on a

A =
⋂
n≥1

An, est un compact non vide.

Preuve Soit xn ∈ An pour tout n ≥ 1, puisque la suite (An)n∈N est décroissante on a

α({xn : n ≥ 1}) ≤ α({xn : n ≥ k}) ≤ α(Ak)→ 0

lorsque k → +∞. Donc {xn : n ≥ 1} est relativement compact.

D’autre part ; si xn → x alors x ∈ An (car les An sont fermés) pour tout n ≥ 1, par conséquent

x ∈ A.
Finalement ; nous avons

α(A) ≤ α(An) −→ 0, n→ +∞.

D’où la compacité de A.

Définition 2.3. Soient X,Y deux espaces de Banach, f : X −→ Y une application continue.

(a) On dit que f est une k-contraction (d’ensemble) s’il existe k ∈ [0, 1] tel que

α(f(A)) ≤ kα(A), ∀A ∈ Pb(X).

(b) Elle est appelée k-contraction stricte si 0 ≤ k < 1.

(c) On dit que f est condensée si : pour tout A ∈ Pb(X) avec α(A) 6= 0, on a

α(f(A)) ≤ α(A).

Théorème 2.3. (G. Darbo 1955 [4]).

Soit X un espace de Banach, K ⊂ X fermé, borné, convexe et f : K −→ K une application continue

telle que pour k ∈ [0, 1[ et A ∈ Pb(X)

α(f(A)) ≤ kα(A), pour tout A ⊂ K.

Alors f admet un point fixe.
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2.2 Notion générale de la mesure de non-compacité 22

Preuve. On considère une suite d’ensembles définis par

A1 = cof(K), et An = cof(An−1), pour n ≥ 2.

Alors (An)n est une suite décroissante de fermés, convexes et C =
⋂
n≥1An est un fermé convexe.

De plus

α(An) ≤ α(f(An−1)) ≤ kα(An−1) ≤ ... ≤ knα(K)→ 0

quand n −→ +∞, par conséquent C est un compact non vide (d’après la proposition 2.1).

D’où f admet un point fixe x ∈ C ⊂ K en vertu du théorème de Schauder.

Le théorème 2.3 de Darbo se généralise de la manière suivante

Théorème 2.4. (N.B. Sadovski 1967 [8]).

Soit C un ensemble convexe fermé borné d’un espace de Banach X, si f une application condensée

envoie C dans lui même. Alors f admet au moins un point fixe.

2.2 Notion générale de la mesure de non-compacité

Définition 2.4. Soit X un espace de Banach et (A,≥) un ensemble partiellement ordonné. Une

application β : Pb(X) −→ A est dite mesure de non compacité dans X si

β(coΩ) = β(Ω); pour tout Ω ∈ Pb(X).

Remarques 2.1. Notons que D est est dense dans Ω, alors coD = coΩ, donc

β(D) = β(Ω); pour tout Ω ∈ Pb(X).

Proposition 2.2. [1] La mesure de non compacité β est dite :

(i) monotone si Ω0,Ω1 ∈ Pb(X) , Ω0 ⊆ Ω1 entraine β(Ω0) ≤ β(Ω1).

(ii) non-singulière si β({a} ∪ Ω) = β(Ω) pour tout a ∈ X , Ω ∈ Pb(X).

(iii) semi additive si β(Ω0 ∪ Ω1) = max{β(Ω0), β(Ω1)} pour tout Ω0,Ω1 ∈ Pb(X).
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2.3 Propriétés 23

(iv) réelle si A = R+ = [0,+∞] et β(Ω) < +∞ pour tout borné Ω ∈ Pb(X).

Si A est un cône dans un espace de Banach, nous dirons que

(v) sous-additive si β(Ω0 + Ω1) ≤ β(Ω0) + β(Ω1)}, ∀Ω0,Ω1 ∈ Pb(X).

(vi) régulière si β(Ω) = 0 si et seulement si Ω est compact.

Remarques 2.2. D’après la proposition 2.1 la mesure de non compacité de Kuratowski est une

mesure réelle monotone, non-singulière et régulière.

2.3 Propriétés

Soit E un espace de Banach Ω,Ω1,Ω2 des sous-ensembles bornées de E, Notons par ψ la MNC

de Kuratowski ou de Hausdorff, la preuve est similaire, donc on a :

1. Régularité : ψ(Ω) = 0⇐⇒ Ω est compact

Demonstration : Soit ω bornée de E, montrons que :

ψ(Ω) = 0⇐⇒ Ω est compact i.e Ω est relativement compact

1.1 Ω est relativement compact =⇒ ψ(Ω) = 0 ?

supposons que Ω est relativement compact, montrons que ψ(Ω) = 0 :

Ω est relativement compact, E un espace de Banach (E étant complet)

Ω relativement compact ⇐⇒ Ω est pré compact.

Comme Ω est précompact par définition :

∃ε -réseaux fini x1, x2, · · · , xn teleque Ω ⊂
⋃
B(xi, ε)i=1,n et ceci ∀ε > 0

donc : par la définition de MNC au sense de Hausdorff

En déduit que : ∀ε > 0, α(Ω) ≤ ε.
On déduit que : α(Ω) = 0.

1.2 Inversement
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Supposons que ψ(Ω) = 0, montrons que Ω est relativement compact :

ψ(Ω) = inf{ε > 0,Ω admet un ε-réseaux fini}
= inf{ε > 0,∃Aε un ε-réseaux,Ω ⊂

⋃
B(xi, ε)xi∈Aε}

du fait que α(Ω) = 0, et en utilisant les propriétées caractéristiques du l’inf, on déduit qu’il existe

un ε-réseaux fini(x1, · · · , xn) tel que : Ω ⊂
⋃
B(xi, ε),

xi ∈ (x1, x2, ...., xn)

donc : Ω est précompact (par définition).

Comme E est complet, alors, Ω est relativement compact.

2 Non singulière : ψ({a}
⋃

Ω) = ψ(Ω).

Démonstration :

On sait que {a} est relativement compact, donc d’après la propriété précédant (Régularité), on

déduit que : ψ({a}) = 0.

3 -La monotonie : Ω1 ⊆ Ω2 ⇒ ψ(Ω1) ≤ ψ(Ω2)

Preuve :

Soit (Ωi1)i∈I , I fini un recouvrement de Ω2 tel que : diam(Ωi1) ≤ d.
comme(Ωi2)i∈I , I fini est un recouvrement de Ω2, il s’en suit que :

(Ω2
i )i ∈ I est aussi recouvrement de Ω1(Ω1 ⊂ Ω2), donc :

ψ(Ω1) ≤ ψ(Ω2)

4 -Sous aditivité : ψ(Ω1

⋃
Ω2) = max(ψ(Ω1), ψ(Ω2)) (égalité entre 2 réels positive)

preuve : ψ(Ω1

⋃
Ω2) ≤ max(ψ(Ω1), ψ(Ω2))

max(ψ(Ω1), ψ(Ω2)) ≤ ψ(Ω1

⋃
Ω2)
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posons : A = max(ψ(Ω1), ψ(Ω2)), en se basant sur la propriété (monotonie) précédente, on déduit :Ω1 ⊂ Ω1

⋃
Ω2

Ω2 ⊂ Ω1

⋃
Ω2

=⇒

ψ(Ω1) ≤ ψ(Ω1

⋃
Ω2)

ψ(Ω2) ≤ ψ(Ω1

⋃
Ω2)

donc : max(ψ(Ω1), ψ(Ω2)) ≤ ψ(Ω1
⋃

Ω2
)

A ≤ ψ(Ω1

⋃
Ω2) (*)

Inversement :

on va montrer que : ψ(Ω1

⋃
Ω2) ≤ A = max(ψ(Ω1,Ω2)), d’après la propriété caractéristique de l’inf

∀ε ≥ 0, on peut trouver un recouvrement :(Ωij)i=1,2,j=1,n tel que diam(Ωij) ≤ a+ ε

mais : (Ωij)i,j est un recouvrement de Ω1 et de Ω2, i,eΩ1 ⊂
⋃

Ωij

Ω2 ⊂
⋃

Ωij

par suit : (
⋃

Ωij)i,j est un recouvrement de Ω

Donc :

On peut déduire : ψ(Ω) = ψ(Ω1

⋃
Ω2) ≤ A+ ε et ceci ∀ε > 0

par passage à la limite, on déduit que :

ψ(Ω1

⋃
Ω2) = max(ψ(Ω1), ψ(Ω2))

5 -semi additivité :

ψ(Ω1 + Ω2) ≤ ψ(Ω1) + ψ(Ω2) , montrons par MNC de Kuratowski : α(Ω1 + Ω2) ≤ α(Ω1) +

α(Ω2) ?

soit {Ω1
1, · · · ,Ω1

n} un recouvrement de Ω1, {Ω2
1, · · · ,Ω2

n} un recouvrement de Ω2

Alors : Ω1
i + Ω2

j , i = 1, n, j = 1,m forme un recouvrement de Ω1 + Ω2

de plus : diam(Ω1
i + Ω2

j ) ≤ diam(Ω1
i ) + diam(Ω2

j )

et par suite :α(Ω1 + Ω2) ≤ α(Ω1) + α(Ω2).

Remarques 2.3. D’après [1] on a

χ0(Ω) ≤ χ(Ω) ≤ 2χ0(Ω). (2.1)
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2.4 Exemples

Nous présentons quelques formules de MNC dans certains espaces fonctionnels.

Exemple 2.4.1. ([6])

Soient X un espace de Banach séparable, il existe une suite décroissante de sous-espaces (Xn)n∈N

avec X =
⋃
n∈NXn tel que pour tout ensemble (dénombrable)

A = {xm : m ∈ N} ⊂ X.

La mesure de non-compacité de Hausdorff est donnée par

β(A) = lim
n→+∞

lim
m→+∞

d(xm, Xn).

Exemple 2.4.2. [9] Soit C([a, b];R) l’espace des fonctions continues définies de [a, b] à valeurs

dans R, alors si Ω ∈ Pb(C([a, b];R)) la MNC de Hausdorff est

χ(Ω) =
1

2
lim
δ→0

sup
x∈Ω

max
|t1−t2|≤δ

|x(t1)− x(t2)|.
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Chapitre 3

Équation différentielle dans un espace

de Banach

Théorème 3.1. Soient a et b sont des nombres réelles positives, I ⊂ R avec

I = [t0− a, t0 + a] et V = B̄(x0, b) désigne la boule fermé de centre x0 et de rayon b dans un espace

de Banach X. où t0 ∈ R et x0 ∈ X
-f est continue.

-Il existe ∀K > 0 telle que α(f(I ×W )) ≤ Kα(W ) W borné de X. Alors il existe une solution du

problème de Cauchy

x′(t) =f(t, x(t)), (3.1)

x(t0) =x0

définie sur l’intervalle J = [t0−h, t0+h], où 0 < h ≤ min {a, b/M, 1/k} etM = sup {‖f(t, x)‖ (t, x) ∈ I × V }
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Preuve :

On considère l’équation intégrale suivante

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

Il est claire que les solution de l’équation intégrale (4.1) sont des solutions du problème de Cauchy

(3.1). Introduisons l’opérateur

T : C(J, V )→ C(J, V )

définit par

Tx(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

pour tout x ∈ C(J, V ) et t ∈ J , on remarque que T est bien définie et C(J, V ) est fermé, bornée

et convexe sous ensemble de C(J,X), alors on transforme la recherche du solution de problème de

Cauchy à la la recherche du solution de l’équation intégrale

x = Tx, x ∈ C(J, V ) (3.2)

(I) T (C(J, V )) est un sous ensemble bornée et équicontinue de C(J,X). de plus, pour tout

t, t′ ∈ J et x ∈ C(J, V ) on a

‖Tx(t)‖ ≤ ‖x0‖+Mh ≤ ‖x0‖+ b

et

‖Tx(t)− Tx(t′)‖ ≤
∫ t′

t

‖f(s, x(s))‖ds

≤M |t− t′|

Soit H est un sous ensemble non précompact de C(J, V ).

puisque T (H) est bornée et sous ensemble équicontinue de C(J,X), donc nous avons :
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α(T (H)) = sup
t∈J
{α ({Tx(t), x ∈ H})}

= sup
t∈J

{
α

({
x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds x ∈ H
})}

IL vient donc :

x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds ∈ x0 + (t− t0) {f(s, x(s)) : s ∈ [t0, t]}

et donc

α(T (H)) ≤ sup
t∈J
{α {x0 + (t− t0) ({f(s, x(s)) : s ∈ [t0, t], x ∈ H})})}

≤ sup
0≤λ≤h

{α(x0 + λ(f(J ×H)))}

= hα (f(J ×H))

≤ hKα(H)(α(H))

par conséquent T admet au moins un point fixe x̄ ∈ C(J, V )

ce point fixe est la solution du problème(3.2).

Remarque :

Si un fonction f = f1 + f2, ou f1 satisfait la condition Lipschitz et f2 est cartographie compact,

Alors f satisfait à l’hypothèse du théorème (3.1).
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Chapitre 4

Équations défferentiale d’ordre

fractionaire dans l’espace de Banach

Introduction :

Nous allons nous intéresse au question d’existence des solutions pour une équation différentielle

d’ordre fractionnaire dans un espace de Banach, l’idée de construire la solution approché par un

sechma. La démonstration est basé sur un argument de compacité pour conclure que la sous suite

converge vers la solution. Puisque E est un espace de Banach, l’utilisation de la mesure de non

compacité est indispensable.

Contre exemple :

SoitE = c0 ={z = (z1, z2, z3, ...) : zn → 0, n→∞}
muni de la norme ‖z‖ = supn≥1|zn| et f(z) = 2(

√
|z1|,

√
|2|,
√
|z3|, · · · )

et z = (z1, z2, z3, · · · ) ∈ c0.
On considère l’équation différentielle d’ordre fractionnaire suivante :

c
0D

q
tx(t) = f(x(t)), x(0) = ε, t ∈ (0, t0]. (4.1)

où c
0D

q
t désigne la dérivé fractionnaire au sens de Caputo, 0 < q < 1,

ε = (1, 1/22, 1/33, · · · ) ∈ c0, t0 <
(

Γ(1 + 2)

2

) 1
q

Il est claire que f est continue, d’après, il existe

une constante k∗ =
Γ(1 + q)

Γ(1 + q)− 2tq0
, telle que le problème (4.1) admet au moins une solution
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x ∈ C([0, t0]; c0) et x(t) = (x1(t), x2(t)x3(t), · · · ) ∈ c0 sur [0, t0],avec supt∈[0,t0]‖x(t)‖6 K∗, on

peut conclure que :

c
0D

q
0xn(t) = 2

√
|xn(t)|, xn(t) =

1

n2
, t ∈ (0, t0], n = 1, 2, 3, · · · (4.2)

où xn ∈ C([0, t0]; c0) avec supt∈[0,t0]|xn(t)|≤ K∗.
L’équation (4.2), peut être écrite sous la forme suivant :

xn(t) =
1

n2
+ 2D−qt

√
|xn(t) =

1

n2
+

2

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1
√
xn(s) ds, t ∈ [0, t0] (4.3)

On choisit (t− s)q−1 > 1 avec s ∈ [0, t0] ,∀t ∈ [0, t0], la relation (4.3) donne

xn(t) ≥ 1

n2
+

2

Γ(q)

∫ t

0

√
|yn(s)|ds, t ∈ [0, t0], n = 1, 2, 3, · · · (4.4)

Supposons que y0 ∈ C([0, t0;C0]) est une solution de l’équation intégrale suivante :

yn(t) =
1

4n2
+

2

Γ(q)

∫ t

0

√
|yn(t)|ds, t ∈ [o, t0], n = 1, 2, 3.. (4.5)

Alors :

xn(t) ≥ yn(t), t ∈ [0, t0], n = 1, 2, 3, · · · (4.6)

On suppose (par absurde) que la relation (4.6) est fausse, alors la continuité de x et y et entraine

que xn(0) > yn(0), t1 ∈ (0, t0] :

xn(t) = yn(t1), xn(t) > yn, t ∈ [0, t1) (4.7)

Donc les relations (4.4) et (4.7) donne :

yn(t) =
1

4n2
+

2

Γ(q)

∫ t1

0

√
|yn(s)|ds

<
1

n2
+

2

Γ(q)

∫ t1

0

√
|yn(s)|ds

<
1

n2
+

2

Γ(q)

∫ t1

0

√
|xn(s)|dst ∈ [o, t0]

< xn(t1), n = 1, 2, 3, · · ·
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La dernière inégalité contredit à la relation (4.6), D’où la relation (4.6) est vraie.

comme l’équation intégrale(4.5) est équivalente au problème suivant :

y′n(t) =
2

Γ(q)

√
|yn(t)|, yn(0) =

1

4n2
, t ∈ [0, t0], n = 1, 2, 3, · · · (4.8)

et noter y′n(t) > 0, t ∈ [0, t(0)] on peut conclure que le problème de Cauchy d’ordre fractionnaire

(4.8) est admet une solution continue yn(t) =

(
t

Γ(q)
+

1

2n

)2

, t ∈ [0, t0], n = 1, 2, 3, · · ·
avec

xn(t) ≥ yn(t) =

(
t

Γ(q)
+

1

2n

)2

, t ∈ [0, t0], n = 1, 2, 3 · · · (4.9)

par conséquent pour t ∈ (0, t0) lim
n→∞

xn(t) 6= 0 par (4.9), d’où xn(t) /∈ c0
donc c’est la contraction.

4.1 Problème de Cauchy d’ordre fractionnaire

4.1.1 introduction

X est un espace de Banach avec la norme ‖·‖. soit J ⊂ R. soit C(J,X) est un espace de Banach

de la fonction continue sur J dans X.

Soit r > 0 et C = C([−r, 0], X) est l’espace des fonctions continues sur [−r, 0] dans X, muni de la

norme ‖z‖∗ = supθ∈[−r,0]|z(θ)|. on considère le problème de Cauchy d’ordre fractionnaire donnée

par : 
c
0D

q
tx(t) = f(t, xt), t ∈]0, a[

x(0) = ϕ ∈ C
(4.10)

où c
0D

q
t est dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < q < 1,

f : [0, a)× C → X est une fonction donnée, xt désigne xt(θ) = x(t+ θ) pour θ ∈ [−r, 0].

Dans cette partie, on discuter l’existence des solutions le problème (4.10) telle que f satisfait la

condition de Carathéodory et la condition de MNC. Alors On donne un exemple pour illustrer les

applications de notre résultats abstraits.

Définition 4.1. Une fonction x ∈ C([−r, T ], X) est dite une solution pour le problème (4.10) sur

[−r, T ]) , T ∈ (0, a) si :
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(i) la fonction x(t) est absolument continue dans [0, T ] ;

(ii) x0 = ϕ ;

(iii) x satisfait l’équation (4.10) ;

4.1.2 Existence de solution

Introduisons les hypothèses suivantes :

(H1) ∀t ∈ [0, a), la fonction f(t, .) : c→ X est continue et∀z ∈ C, la fonction f(., z) : [0, a)→ X

est fortement mesurable

(H2) ∀τ > 0 ,∃q1 ∈ [0, a) et m1 ∈ L
1
q1 ([0, a),R+) telle que |f(t, z)|≤ m1(t)

∀z ∈ C avec ‖z‖∗ ≤ τ ,∀t ∈ [0, a)

(H3) ∃q2 ∈ (0, q) et m2 ∈ L
1
q2 ([0, a),R+) tel que α(f(t, B)) ≤ m2(t)α(B), ∀t ∈ [0, a)etB un

élément de C.

Pour démontrer la théorème d’existence sur [0, τ ], on a besoin le lemme suivante :

Lemme 4.1. On suppose que les hypothèses (H1)− (H2). x ∈ C([−r, T ], X) est une solution pour

le problème (4.10) sur [−r, T ] pour T ∈ [0, a] si et seulement si x satisfait à l’équation intégrable

suivante : 
x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−r, 0]

x(t) = ϕ(θ) +
1

Γ(q)

∫ t
0
(t− s)q−1f(s, xs)ds, t ∈ [0, T ]

(4.11)

Preuve :

Comme x est continue pour chaque t ∈ [0, a), d’après H1, la fonction f(t, xt) est une fonction

mesurable par rapport t, un calcul direct donne (t− s)q−1 ∈ L
1

1−q1 [0, t] pour t ∈ [0, a) et q1 ∈ [0, q).

Soit

b1 =
q − 1

1− q1
∈ (−1, 0),M = ‖m1‖

L
1
q1 [0,ta)
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On utilisant l’inégalité d’Hölder et (H2). pour t ∈ (0, a) ,on obtient que

∫ t

0

|(t− s)q−1f(s, xs)|ds ≤
(∫ t

0

(t− s) q − 1

1− q1
ds

)1−q1

‖m1‖
L

1
q1 [0,t]

≤ M

(1 + b1)1−q1
a(1+b1)(1−q1).

Ainsi la fonction |(t− s)q−1f(s, xs)| est un intégrable au sens de Lebesgue par rapport à s ∈ [0, t)

pour chaque t ∈ (0, a).

D’après le théorème de Bochner, que (t − s)q−1f(s, xs) est intégrable au sens de Bochner avec

s ∈ [0, t[,∀t ∈ (0, a).

Soit L(τ, s) = (t − τ)−q|τ − s|q−1m1(s). comme L(τ, s) est une fonction mesurable pas négative

surD = [0, t]× [0, t[, Donc on a :

∫ t

0

(∫ t

0

L(τ, s)ds

)
dτ =

∫
D

L(τ, s)dsdτ =

∫ t

0

(∫ t

0

L(τ, s)dτ

)
ds

et ∫
D

L(τ, s)dsdτ =

∫ t

0

(∫ t

0

L(τ, s)ds

)
dτ

=

∫ t

0

(t− τ)−q
(∫ t

0

|τ − s|q−1m1(s)ds

)
dτ

=

∫ t

0

(t− τ)−q
(∫ τ

0

(τ − s)q−1m1(s)ds

)
dτ

+

∫ t

0

(t− τ)−q
(∫ t

τ

(s− τ)q−1m1(s)ds

)
dτ

≤ 2M

(1 + b1)1−q1
a(1+b1)(1−q1)

∫ t

0

(t− τ)−qdτ

≤ 2M

(1− q)(1 + b1)1−q1
a(1+b1)(1−q1)+1−q

Par conséquent,

L1(τ − s) = (t− τ)−q(τ − s)q−1f(s, xs)

est une fonction intégrable au sens de Bochner sur D = [0, t]× [0, t], On a :

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

L1(τ, s)ds =

∫ t

0

ds

∫ t

s

L1(τ, s)dτ
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.

On preuve maintenant que :

0D
q
t (0D

−q
t f(t, xt)) = f(t, xt), pourt ∈ (0, T ]

Où 0D
q
t est la dérivation fractionnaire

en plus, on a

0D
q
t (0D

q
t f(t, xt)) =

1

Γ(1− q)Γ(q)

d

dt

∫ t

0

(t− τ)−q
(∫ τ

0

(τ − s)q−1f(s, xs)ds

)
dτ

=
1

Γ(1− q)Γ(q)

d

dt

∫ t

0

dτ

∫ τ

0

L1(τ, s)ds

=
1

Γ(1− q)Γ(q)

d

dt

∫ t

0

ds

∫ t

s

L1(τ, s)dτ

=
1

Γ(1− q)Γ(q)

d

dt

∫ t

0

f(s, xs)ds

∫ t

0

(t− τ)−q(τ − s)q−1dτ

=
d

dt

∫ t

0

f(s, xs)ds

= f(t, xt)

pourt ∈ (0, T ].

si x satisfait la relation (4.11), donc on peut dire que x(t) est absolument continue sur [0, T ]. D’autre

part, pour quelque soit les intervalles ouverts disjoint (ci, di)1≤i≤n sur [0, T ] avec
∑n
i=1(di−ci)→ 0
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on a :
n∑
i=1

|x(di)− x(ci)|

=

n∑
i=1

1

Γ(q)

∣∣∣∣∣
∫ di

0

(di − s)q−1f(s, xs)ds−
∫ ci

0

(ci − s)q−1f(s, xs)ds

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

1

Γ(q)

∣∣∣∣∣
∫ di

ci

(di − s)q−1f(s, xs)ds

∣∣∣∣∣
+

n∑
i=1

1

Γ(q)

∣∣∣∣∫ ci

0

(di − s)q−1f(s, xs)ds−
∫ ci

0

(ci − s)q−1f(s, xs)ds

∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

1

Γ(q)

∫ di

ci

(di − s)q−1m1(s)ds

+
∑n
i=1

1
Γ(q)

∫ ci
0

((ci − s)q−1 − (di − s)q−1m1(s)ds

≤
n∑
i=1

1

Γ(q)

(∫ di

ci

(di − s)
q−1
1−q1 ds

)1−q1

‖m1‖
L

1
q1 [0,T ]

+

n∑
i=1

1

Γ(q)

(∫ ci

0

(ci − s)
q−1
1−q1 − (di − s)

q−1
1−q1 ds

)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

=

n∑
i=1

(di − ci)(1+b1)(1−q1)

Γ(q)(1 + b1)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

+

n∑
i=1

(c1+b1
i − d1+b1

i + (di − ci)1+b1)1−q1

Γ(q)(1 + b1)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

≤ 2

n∑
i=1

(di − ci)(1+b1)(1−q1)

Γ(q)(1 + b1)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

→ 0

Par conséquent :

x(t) est absolument continue sur [0, T ] qui implique que x(t) est différentiable p.p sur [0, T ].

selon l’argument au dessus et la définition (4.1) pour t ∈ (0, T ], on a :

c
0D

q
tx(t) = c

0D
q
t

(
ϕ(0) +

1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, xs)ds

)
= c

0D
q
t

(
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, xs)ds

)
= c

0D
q
t (0D

−q
t f(t, xt))

= 0D
q
t (0D

−q
t f(t, xt))− [(0D

−q
t f(t, xt)]t=0

t−q

Γ(1− q)

= f(t, xt)− [(0D
−q
t f(t, xt)]t=0

t−q

Γ(1− q)
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comme (t − s)q−1f(s, xs) est intégrale de Lebesgue tel que s ∈ [0, t)∀t ∈ (0, T ], on sait que

[(0D
−q
t f(t, xt)]t=0 = 0, ce qui signifie que c0D

q
tx(t) = f(t, xt) pour t ∈ (0, T ].

par conséquent x ∈ C([−r, T ], X) est une solution fractionnaire (4.10). Donc x satisfait la relation

(4.11) ce qui achève la démonstration.

Théorème 4.1. Supposant que on a les hypothèses (H1), (H3) puis, ∀ϕ ∈ C, ils existes une solution
x ∈ C([−r, T ], X) pour le problème (4.10) avec T ∈ (0, a)

preuve : soit K ≥ 0 un réel positif et on choisit T ∈ (0, a) :

T (1+b1)(1−q1)

Γ(q)(1 + b1)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

≤ k (4.12)

et
T (1+b2)(1−q2)

Γ(q)(1 + b2)1−q2
‖m2‖

L
1
q2 [0,T ]

≤ 1 (4.13)

bi = q−1
1−qi ∈ (−1, 0), i = 1, 2

on considère l’ensemble Bk définie comme suite

Bk =

{
x ∈ C([−r, T ], X) x0 = ϕ, sup

s∈[0,T ]

|x(s)− ϕ(0)| ≤ K

}

L’opérateur F est défini sur Bk par :Fx(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−r, θ]

Fx(t) = ϕ(0) + 1
Γ(q)

∫ t
0
(t− s)q−1f(t, xs)ds, t ∈ [0, T ]

0u x ∈ Bk, nous prouvons que l’équation de l’opérateur x = Fx a une solution x ∈ Bk, ce qui

signifié que x est une solution de problème (4.10).

Premièrement : On observe que pour chaque y ∈ Bk, (Fy)(t) est continue sur t ∈ [−r, T ] et pour

t ∈ [0, T ], par (4.12) et l’égalité de Hölder, on a :
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|(Fy)(t)− ϕ(0)| ≤ 1

Γ(q)

∫ t

0

∣∣(t− s)q−1f(s, ys)
∣∣ ds

≤ 1

Γ(q)

(∫ t

0

(t− s)
q−1
1−q1 ds

)1−q1

‖m1‖
L

1
q1 [0,T ]

≤ T (1+b1)(1−q1)

Γ(q)(1 + b1)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

≤ K

(4.14)

ou b1 = q−1
1−q1 ∈ (−1, 0), ainsi , supt∈[0,T ]|(Fy(t)− ϕ(0)|6 K, ce qui implique que F : Bk → Bk.

De plus : nous prouvons que F est un opérateur continue sur Bk, soit {yn} ⊆ Bk avec yn → y sur

Bk, puis par (H1) et le fait que ynt → yt, t ∈ [0, T ], On a :

F (s, yns )→ f(s, ys) s ∈ [0, T ] n→∞

. Notant que (t − s)q−1|f(s, yns ) − f(s, ys)|6 (t − s)q−12m1(s), par le théorème de Lebesgue de

convergence dominé n→∞, on a :

|(Fyn)(t)− (Fy(t))|≤ 1

Γ(q)

∫ t

0

|(t− s)q−1|f(s, yns )− f(s, ys)|ds→ 0

Donc :Fyn → Fy, , n → ∞, ce qui implique que F est continue ∀n ≥ 1, on définie une suite

{xn : n ≥ 1} de la manière suivante :

xn =

ϕ
0(t), t ∈ [−r, Tn ]

ϕ(0) + 1
I(q)

∫ t−Tn
0

(t− s)q−1f(s, xns )ds, t ∈ [Tn , T ]

ou ϕ0 ∈ C([−r, a), X). Dénotes la fonction définir par :

ϕ0(t) =

ϕ(t), t ∈ [−r, 0)

ϕ(0), t ∈ [0, a)

en utilisant la méthode similaire que on a fait dans (4.14), on obtient que xn ∈ Bk,pour tout n ≥ 1.

Soit A = {xn : n ≥ 1}, il s’ensuit que l’ensemble A est uniformément bornée,

De plus : nous montrons que l’ensemble A est équicontinue sur [−r, T ]

Si −r ≤ t1 < t2 ≤ T
n . Alors, pour chaque x

n ∈ A, on a

limt1→t2
|xn(t2)− xn(t1)|= limt1→t2 |ϕ0(t2)− ϕ0(t1)|= 0 indépendamment pour xn ∈ A, ensuite si :
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−r ≤ t1 6 T
n < t2 ≤ T , alors pour chaque xn ∈ A, en utilise l’inégalité de Hölder, on a

|xn(t2)− xn(t1)|

≤ |ϕ(0)− ϕ0(t1)|+ 1

Γ(q)

∫ t2−
T

n

0

(t2 − s)q−1f(s, xn(s))ds

≤ |ϕ(0)− ϕ0(t1)|+ 1

Γ(q)

∫ t2−
T

n

0

(t2 − s)q−1m1(s)ds

≤ |ϕ(0)− ϕ0(t1)|+ 1

Γ(q)

(∫ t2−Tn

0

(t2 − s)
q−1
1−q1 ds

)
f(s, xn(s))‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

= |ϕ(0)− ϕ0(t1)|+
(t1+b1

2 − (Tn )1−b1)1−q1

Γ(q)(1 + b1)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

Selon la définition de ϕ0,et en utilisant que la dernière inégalité , on obtient que |xn(t2)−xn(t1)|→ 0

indépendamment pour xn ∈ A,t1 → t2
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Finalement : si t
n ≤ t < t2 ≤ T alors :pour chaque xn ∈ A, en utilisant l’inégalité de Hölder on a :

|xn(t2)− xn(t1)|

=

∣∣∣∣∣ 1

Γ(q)

∫ t2−Tn

0

(t2 − s)q−1f(s, xns )ds− 1

Γ(q)

∫ t1−Tn

0

(t1 − s)q−1f(s, xns )ds

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣ 1

Γ(q)

∫ t2−Tn

t
1−T

n

(t2 − s)q−1f(s, xns )ds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ 1

Γ(q)

∫ t1−Tn

0

(t2 − s)q−1f(s, xns )ds− 1

Γ(q)

∫ t1−Tn

0

(t1 − s)q−1f(s, xns )ds

∣∣∣∣∣
≤ 1

Γ(q)

∫ t1−Tn

t1−Tn
(t2 − s)q−1m1(s)ds+

1

Γ(q)

∫ t1−Tn

0

((t1 − s)q−1 − (t2 − s)q−1)m1(s)ds

≤ 1

Γ(q)

(∫ t1−Tn

t1−Tn
(t2 − s)

q−1
1−q1 ds

)1−q1

‖m1‖
L

1
q1

+
1

Γ(q)

(∫ t1−Tn

0

(t1 − s)
q−1
1−q1 − (t2 − s)

q−1
1−q1 ds

)1−q1

‖m1‖
L

1
q1 [0,T ]

=
((t2 − t1 + T

n )1+b1 − (Tn )1+b1)1−q1

Γ(q)(1 + b1)1− q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

+
(t1+b1

1 − (Tn )1+b1 − t1+b1
2 + (t2 − t1 + T

n )1+b1)1−q1

Γ(q)(1 + b1)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

2 ≤
((t2 − t1 + T

n )1+b1 − (Tn )1+b1)1−q1

Γ(q)(1 + b1)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

.

IL est facile de voir que la dernière inégalité tends vers 0 pour xn ∈ A, quand t1 → t2, ce qui

signifier que l’ensemble A est équicontinue.

L’ensemble A(t) = {xn(t) : n ≥ 1} et At = {xnt : n ≥ 1} pour tout t ∈ [0, T ],par la propriété

(iv)et(vi) de MNC, pour tout t ∈ (0, T ] fixé et δ ∈ (0, t) On a :

α(A(t)) ≤ α
({

1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, xns )ds : n ≥ 1

})
+α

({
1

Γ(q)

∫ t

t−Tn
(t− s)q−1f(s, xns )ds : n ≥ 1

})

pour tout ε > 0, On peut trouver δ suffisamment petit telle que

δ(1+b1)(1−q1)

Γ(q)(1 + b1)1−q1
‖m1‖

L
1
q1 [0,T ]

<
ε

2
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Donc : pour chaque t ∈ (0, T ], on peut choisir Nδ ≥ 1 tele que T
n ≤ δ, pour n ≥ Nδ . Alors, on

obtien que :

α
({

1
Γ(q)

∫ t
t−Tn

(t− s)q−1f(s, xns )ds : n ≥ Nδ
})

≤ 2
Γ(q) supn>Nδ

∫ t
t−Tn

(t− s)q−1m1(s)ds

< ε

pour chaque t ∈ (0, T ], d’où, par les propriétés (iii) et (iv). de MNC, il s’ensuit que :

α

({
1

Γ(q)

∫ t

t−Tn
(t− s)q−1f(s, xns )ds : n ≥ 1

})
< ε

Alors, on obtient que :

α(A(t)) 6 α

({
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s, xns )ds : n ≥ 1

})
+ ε

,

pour t ∈ (0, T ], par la propostion (1, 16)et(H3), on a que :

α(A(t)) 6 2
Γ(q)

∫ t
0
(t− s)q−1α(f(s,As))ds+ ε

6 2
Γ(q)

∫ t
0
(t− s)q−1m2(s)α(As)ds+ ε

ou t ∈ (0, T ].depuit xn(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−r, θ], on α({xn(θ) : n ≥ 1}) = 0 pour θ ∈ [−r, 0]. De plus,

par la proposition (1.15), pour s ∈ [0, T ] avec t ∈ (0, T ], on déduit que :

α(As) = max
θ∈[−r,0]

α({xns (θ) : n ≥ 1}) ≤ sup
s∈[0,t]

α({xns (θ) : n ≥ 1}) = sup
s∈[0,t]

α(A(s))

puisque ε est arbitraire, on a que :

α(A(t)) ≤ 2T (1+b2)(1−q2)

Γ(q)(1 + b2)1−q ‖m2‖
L

1
q2 [0,T ]

sup
s∈[0,t]

α(A(s))

ou t ∈ (0, T ] et b2 = q−1
1−q2 ∈ (−1, 0).
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depuit(4.13)et xn0 = ϕ, il faut avoir que α(A(t)) = 0 pour chaque t ∈ [−r, T ], alors, par proposition

(1.15), on a que α(A) = sup
t∈[−r,T ]

α(A(t)) = 0, donc A est une sous-ensemble relativement compact

de Bk, alors, il existe une sous-suite si nécessaire. on peut supposer que la suite {xn}n≥1 converge

uniformément sur [−r, T ] vers une fonction continue x ∈ BK avec x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−r, 0]

de plus : pour t ∈ [0, Tn ], on a :

|(Fxn)(t)− xn(t)|≤ 1

Γ(q)

∫ T
n

0

(t− s)q−1|f(s, xns )|ds ≤ 1

Γ(q)

∫ T
n

0

(t− s)q−1m1(s)ds

et pour t ∈ [Tn , T ], on a :

|(Fxn)(t)− xn(t)| = 1
Γ(q)

∣∣∣∣∣
∫ t

0

(t− s)q−1f(s, xns )ds−
∫ t−Tn

0

(t− s)q−1f(s, xns )ds

∣∣∣∣∣
= 1

Γ(q)

∣∣∣∣∣
∫ t

t−Tn
(t− s)q−1f(s, xns )ds

∣∣∣∣∣
≤ 1

Γ(q)

∫ t
t−Tn

(t− s)q−1m1(s)ds

alors, il s’ensuit que :

sup
t∈[0,T ]

|(Fxn)(t)− xn(t)|→ 0, n→∞ (4.15)

ainsi

sup
t∈[0,T ]

|(Fx)(t)− x(t)|≤ sup|(Fx)(t)− (Fxn)(t)|+|(Fxn)(t)− xn(t)|+ sup
t∈[0,T ]

|xn(t)− x(t)|

alors, par (4.15) et le fait que F est un opérateur continu. On obtient que sup
t∈[0,T ]

|(Fx)(t)−x(t)|= 0,

il s’ensuit que x(t) = (Fx)(t) pour chaque t ∈ [0, T ]

donc :

x(t) =

ϕ(t), pourt ∈ [−r, 0]

ϕ(0) + 1
Γ(q)

∫ t
0
(t− s)q−1f(s, xs)ds, pourt ∈ [0, T ]

résoudre le problème (4.10) et cela compléterai la preuve.
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Corollaire 4.1. Supposons que les hypothèses (H1), (H2), (H3), alors pour chaque ϕ ∈ C, il existe
T ∈ (0, a) et une suite des fonctions continus xn : [−r, T ]→ X tel que :

(i) xn(t) est absolument continue sur [0, T ] ;

(ii) xn0 = ϕ pour chaque n ≥ 1, et

(ii) extraire une sous-suite qui étiqueté de la même manière telle que xn(t)→ x(t) uniformément

sur [−r, T ], et x : [−r, T ] → X est une solution pour le problème fractionnaire(4.10), Nous

donnons maintenant un exemple pour illustrer l’application de nos résultats abstraits.

Exemple 4.1.1. considérons le système infini de fraction de nos équations différentielles fonction-

nelles 
c
0D

1
2
t xn(t) = 1

nt
1
3
x2
n(t− r) pour t ∈ (0, a)

xn(θ) = ϕ(θ) = θ
n pour θ ∈ [−r, 0] n = 1, 2, 3, · · ·

(4.16)

Soit E = C0 = {(x = x1, x2, x3, · · · ) : xn → 0} avec la norme |x|= supn≥1|xn| alors le système

infinie (4.16) peut être considéré comme une IVP fractionnelle de forme (4.10) dans E, dans cette

situation, q = 1
2 , x = (x1, · · · , xn, · · · ), xt = x(t − r) = (x1(t − r), · · · , xn(t − r), · · · ), ϕ(θ) =

(θ, θ2 , · · · ,
θ
n , ...) pour θ ∈ [−r, θ]etf = (f1, · · · , fn, · · · ), dans qui

fn(t, xt) =
1

nt
1
3

x2
n(t− r) (4.17)

IL est évident que les conditions H1etH2 sont satisfaits. Maintenant, nous vérifions la condition

(H3) et l’argument est similaire à la section (2, 4).Soit t ∈ (0, a), R > 0, donné et
{
w(m)

}
, soit tout

suite dans f(t, B), où w(m) = (w(m)1 , · · · , w(m)n,···) et B = {z ∈ C : ‖z‖∗ ≤ R} est un ensemble

bornée dans C, par(4.17), on a :

0 ≤ w(m)
n ≤ R2

nt
1
3

, n,m = 1, 2, 3, · · · (4.18)

donc : {w(m)
n } est borné et par la méthode diagonale, on peut choisir une sous-suite {mi} ⊂ {m}

telle que

w(mi)
n → wn, i→∞, n = 1, 2, 3, ... (4.19)
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ce qui implique en vertu de(4.18)que

0 ≤ wn ≤
R2

nt
1
3

, n = 1, 2, 3, · · · (4.20)

donc w = (w1, · · · , wn, · · · ) ∈ C0, il est facile pour voir (4.18)− (4.20). que |wmi −w|= supn|wmi −
wn|→ 0, i→∞
ainsi, on a prouvé que f(t, B) est relativement compact dans C0 pour t ∈ [0, a), ce qui signifié que

f(t, B) = 0 pour presque tout t ∈ [0, a), et B un ensemble borné donc C, à partir de la condition

(H3) est satisfait.

Finalement :forme le théorème (4.1), on peut conclure que le système infini (4.16) a une solu-

tion continue.
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