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Introduction

Ce mémoire est consacré à l’étude d’un problème hyperbolique semi linéaire
intervenant en mécanique quantique relativiste. Le but de ce travail est de
reprendre, avec un peu de détails la technique de résolution d’équations aux
dérivées partielles, dite de Faedo-Galarkin, présentée par J. L. Lions dans [4].
Cette technique consiste à approcher le problème initial, qui est en dimension
infinie, par des problèmes en dimensions finies ; plus au moins simples à résoudre.
La solution du problème initial est obtenue par passage à la limite en utilisant des
résultats de compacité, à savoir de critère de compacité faible ∗ et le théorème de
compacité de Rellich-Kondrachov.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres et une annexe.
Dans le premier chapitre, on rappelle certaines notions classiques, telles que la
topologie faible, la topologie faible ∗, les injections compactes et certaines
propriétés des espaces réflexifs ou séparables.
Dans le deuxième chapitre, nous rappelons les espaces de Sobolev d’ordre entier,
les espaces de Lebesgue des fonctions vectorielles et les distributions à valeurs
vectorielles et leurs propriétés.
Le dernier chapitre est consacré à un résultat d’existence pour notre problème semi
linéaire, obtenu par application de la méthode de Faedo-Galarkin.
L’annexe rappelle le théorème de Péano, certaines inégalités classiques et une
version du lemme de Gronwall.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette partie on rappelle les notions de base nécessaires à l’étude de notre
problème.

1.1 Topologie faible et Topologie faible ∗

1.1.1 Topologie faible

Soit E ′ le dual topologique d’un espace de Banach E et soit f ∈ E ′ . On désigne
par φf : E → R l’application définie par φf (x) = 〈f, x〉 . Lorsque f décrit E ′ on
obtient une famille (φf )f∈E′ d’applications de E dans R.
〈f, x〉 étant le crochet de dualité entre f ∈ E ′ et x ∈ E. i.e 〈f, x〉 = f(x) .

Définition 1.1. ([1]) On appelle topologie faible sur E et on note σ(E,E
′
) la

topologie la moins fine sur E rendant continues toutes les applications linéaires
(φf )f∈E′ .

Notation. Étant donnés une suite (xn) de E et x ∈ E, la convergence de xn vers x
pour la topologie faible σ(E,E

′
) est désignée par xn ⇀ x et la convergence de xn

vers x pour la topologie forte est désignée par xn → x.
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Proposition 1.1. ([1]) Soit (xn) une suite de E et x ∈ E. On a les assertions
suivantes :

1. (xn ⇀ x) ⇔
(
〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′

)
.

2. (xn → x) ⇒ (xn ⇀ x) (i.e La convergence forte ⇒ la convergence faible)

1.1.2 Topologie faible ∗

Soit E ′ le dual topologique d’un espace de Banach E (muni de la norme duale)

‖f‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

|〈f, x〉|,

et soit E ′′ son bidual, i.e le dual de E ′ , muni de la norme

‖ξ‖ = sup
f∈E′

‖f‖≤1

|〈ξ, f〉|.

On a l’ injection canonique J : E → E
′′ qui fait correspondre à chaque x ∈ E

fixé l’application f 7→ 〈f, x〉 de E ′ dans R, qui est bien une forme linéaire continue
sur E ′ , i.e. un élément de E ′′ noté Jx. On a donc :

〈Jx, f〉E′′ ,E′ = 〈f, x〉E′ ,E, ∀x ∈ E, ∀f ∈ E ′ .

Il est clair que J est linéaire et que J est une isométrie. i.e ‖Jx‖E′′ = ‖x‖E, pour
tout x ∈ E. En effet :

‖Jx‖ = sup
‖f‖≤1

|〈Jx, f〉| = sup
‖f‖≤1

|〈f, x〉|,

et d’après un corollaire du théoréme de Hahn-Banach (Voir [1], corollaire I.4), on
a

sup
‖f‖≤1

|〈f, x〉| = ‖x‖.
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A l’aide de l’isométrie J, l’espace E est toujours identifié à un sous-espace
topologique de E ′′ . Cela permet de définir une topologie sur E ′ plus faible que la
topologie faible σ(E

′
, E
′′
) : La topologie faible ∗, que l’on note σ(E

′
, E).

Pour chaque x ∈ E, on définit l’application φx : E
′ → R par

φx(f) = 〈f, x〉,∀f ∈ E ′ .
Lorsque x parcourt E on obtient une famille (φx)x∈E d’applications de E ′ dans R.

Définition 1.2. ([1]) On appelle topologie faible ∗ sur E ′ et on note σ(E
′
, E) la

topologie la moins fine sur E ′ rendant continues toutes les applications (φx)x∈E.

Remarque 1.1. Il est clair que la topologie σ(E
′
, E) est moins fine que la

topologie σ(E
′
, E
′′
), car E s’injecte dans E ′′ et en général E 6w E

′′. Ainsi, la
topologie σ(E

′
, E) possède moins d’ouverts que la topologie σ(E

′
, E
′′
) qui possède

moins d’ouverts que la topologie forte de E ′ .

Notation : Étant données une suite (fn) de E ′ et f ∈ E ′ , la convergence de fn
vers f pour la topologie σ(E

′
, E) ( la topologie faible ∗) est désignée par fn

∗
⇀ f.

Proposition 1.2. ([1]) Soit (fn) une suite de E ′ et f ∈ E ′. On a les assertions
suivantes :

1.
(
fn

∗
⇀ f

)
⇔ (〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀x ∈ E).

2. (fn → f)⇒ (fn ⇀ f)⇒ (fn
∗
⇀ f).

(i.e La convergence forte ⇒ La convergence faible ⇒ La convergence faible ∗)

1.2 Injection continue, Injection compacte

Définition 1.3. ([3]) Soient E et F deux espaces de Banach. On dit que E
s’injecte continûment dans F, s’il existe une application injective i : E → F linéaire
et continue. i.e. i est une injection linéaire vérifiant pour un certain C > 0 :

∀x ∈ E, ‖i(x)‖F ≤ C‖x‖E.
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Cette injection est souvent désignée par :

E ↪→ F.

Cette injection est dite compacte, si de plus i est un opérateur compact. i.e : Toute
suite bornée (un)n∈N de E, admet une sous-suite (unk

)k∈N telle que (i(unk
))k∈N

converge dans F .
Dans ce cas l’injection est désignée par :

E ↪→↪→ F.

1.3 Espaces réflexifs, Espaces séparables

1.3.1 Espace réflexif

Définition 1.4. ([1]) Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique
de E dans E ′′ (voir 1.1.2). On dit que E est réflexif, si J(E) = E

′′.

Lorsque E est réflexif, E ′′ s’identifie implicitement à E à l’aide de l’isomorphisme J.

Proposition 1.3. ([1]) Soit E un espace de Banach réflexif et soit M un
sous-espace vectoriel fermé de E. Alors M muni de la norme induite est réflexif.

1.3.2 Espace séparable

Définition 1.5. ([1]) Un espace métrique est dit séparable s’il existe un
sous-ensemble dénombrable D de E dense dans E.

Proposition 1.4. ([1]) Soit E un espace métrique séparable et soit F un
sous-ensemble de E. Alors F est séparable pour la métrique induite.

Théorème 1.1. ([1]) Soit E un espace de Banach, alors
E réflexif et séparable ⇐⇒ E ′ réflexif et séparable.
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Théorème 1.2. ([1]) Soit E un espace de Banach séparable et soit (un) une suite
bornée dans E ′, alors il existe une sous suite (unk

) qui converge pour la topologie
faible ∗.

Théorème 1.3. [5] Soit V un espace vectoriel normé séparable de dimension
infinie. Alors, il existe une famille libre dénombrable {wi}i∈N∗ de V , telle que les
combinaisons linéaires finies de {wi}i∈N∗ soient denses dans V .
Autrement dit, ∀m ∈ N∗; w1, ....., wm sont linéairement indépendants et ∪

m∈N∗
Vm est

dense dans V (où Vm = 〈w1, w2, ....., wm〉 ).



Chapitre 2

Quelques rappels sur les espaces

fonctionnels

Dans ce chapitre nous rappelons des notions fondamentales liées à quelques espaces
fonctionnels et certaines propriétés de ces espaces.

2.1 Espaces de Sobolev d’ordres entiers

Soit Ω un ouvert borné de Rn.

2.1.1 L’espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Soit m ∈ N et p ∈ R avec, 1 ≤ p ≤ +∞

Définition 2.1. ([1]) L’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est défini par :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)/∀α ∈ Nn avec |α| ≤ m ,∃gα ∈ Lp(Ω)

tel que
∫

Ω

uDαϕ = (−1)|α|
∫

Ω

gαϕ, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)

}
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où :

α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn, |α| =
n∑
i=1

αi et Dα =
∂|α|

∂x1
α1 · · · ∂xnαn

.

On note Dα
wu = gα, pour dire que gα est la dérivée faible d’ordre α de u . S’il n’y a

pas de confusion, on écrit Dαu = gα.

On pose :
H1(Ω) = W 1,2(Ω).

L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme :

‖u‖ = ‖u‖Lp +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp

pour 1 ≤ p ≤ ∞.

Ou parfois, par la norme équivalente :

‖u‖1,p =

(
‖u‖pLp +

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥p
Lp

) 1
p

pour 1 ≤ p <∞.

L’espace H1(Ω) est muni du produit scalaire :

(u, v)H1 = (u, v)L2 +
n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2

,

et de la norme associée :

‖u‖H1 =

(
‖u‖2

L2 +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2

L2

) 1
2

.

Proposition 2.1. ( [1]) L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour
1 ≤ p ≤ +∞. Il est réflexif pour 1 < p < +∞ , et séparable pour 1 ≤ p <∞.

Théorème 2.1. (Rellich-Kondrachov)([1])
On suppose que Ω est un ouvert borné de classe C1 de Rn .
On a les assertions suivantes :
Si p < n, alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω); ∀q ∈ [1, p∗[, où 1

p∗
= 1

p
− 1

n
.
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Si p = n, alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω); ∀q ∈ [1,∞[.

Si p > n, alors W 1,p(Ω). ↪→↪→ C(Ω)

Le symbole ↪→↪→ désigne une injection compacte.

2.1.2 Les espaces H1
0(Ω) et H−1(Ω)

Dans ce paragraphe, nous présentons d’autres espaces de Sobolev, qui sont très
utiles pour les problèmes avec conditions aux limite de type Dirichlet.

Définition 2.2. ([1]) L’espace de Sobolev H1
0 (Ω) est la fermeture de C∞c (Ω) dans

H1(Ω).

H1
0 (Ω) est le sous-espace de H1(Ω) constitué des fonctions qui s’annulent, dans un

sens non classique, sur le bord de Ω, puisque tel est le cas des fonctions de C∞c (Ω).
En générale, H1

0 (Ω) est strictement plus petit que H1(Ω).

Définition 2.3. ([1]) L’espace de Sobolev H−1(Ω) est le dual topologique de
H1

0 (Ω).

On a :
H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ≈
(
L2(Ω)

)′
↪→ H−1(Ω),

avec injections continues et denses.
Comme C∞c (Ω) = D(Ω) est dense dans H1

0 (Ω) , on peut identifier H−1(Ω) à un sous
espace de distributions sur Ω.
On a le schéma

D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ⊂ D′(Ω). (2.1)

On définit maintenant l’espace fonctionnel V par :

V = H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω), où p > 2.

L’espace V est muni de la norme naturelle : ‖u‖V = ‖u‖H1
0 (Ω) + ‖u‖Lp(Ω).
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Proposition 2.2. ([4]) L’espace V est un espace de Banach pour la norme ‖.‖V ,
et son dual V ′ = H−1(Ω) + Lp

′
(Ω), muni de la norme duale associée à ‖.‖V ,

(avec 1
p′

+ 1
p

= 1) .

Proposition 2.3. L’espace V est séparable et réflexif.

Preuve : Soit l’application I définit par :

I : V → Lp(Ω)× L2(Ω)× · · · × L2(Ω)

v 7→ (v, ∂v/∂x1, · · · , ∂v/∂xn), (les dérivées sont au sens faible)

•Il est clair que l’application I est linéaire et injective.
•On a :

‖I(v)‖Lp(Ω)×L2(Ω)×···×L2(Ω) = ‖(v, ∂v
∂x1

,
∂v

∂x2

, ...,
∂v

∂xn
)‖Lp(Ω)×L2(Ω)×....×L2(Ω)

= ‖v‖Lp(Ω) +

∥∥∥∥( ∂v

∂x1

,
∂v

∂x2

, · · · , ∂v
∂xn

)∥∥∥∥
L2(Ω)×···×L2(Ω)

= ‖v‖Lp(Ω) +

√√√√ n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

= ‖v‖Lp(Ω) +

(∫
Ω

|∇v|2
) 1

2

= ‖v‖Lp(Ω) + ‖∇v‖L2(Ω).

Or ‖∇v‖L2(Ω) est une norme sur H1
0 (Ω) équivalente à la norme de H1(Ω) (Voir A.3,

on choisit sur V la norme équivalente ‖v‖1,V = ‖v‖Lp(Ω) + ‖∇v‖L2(Ω)), alors

‖I(v)‖Lp(Ω)×L2(Ω)×···×L2(Ω) = ‖v‖1,V .

Ce qui montre que l’application I est une isométrie, alors on peut identifier V et
I(V ) algébriquement et topologiquement et noter V ≈ I(V ).

I(V ) est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace Lp(Ω)× L2(Ω)× · · · × L2(Ω).
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En effet : Soit
(

(uk,
∂uk
∂x1

, · · · , ∂uk
∂xn

)k

)
une suite d’éléments de I(V ) convergente vers

un élément (u, u1, · · · , un) de Lp(Ω)× L2(Ω)× · · · × L2(Ω).
C’est à dire :

uk −→ u dans Lp(Ω), (2.2)

Et pour tout i ∈ {1, . . . , n}

∂uk
∂xi
−→ ui dans L2(Ω), (2.3)

donc
∂uk
∂xi

⇀ ui dans L2(Ω), (2.4)

En tenant compte de l’injection continue Lp(Ω) ↪→ L2(Ω), (p > 2), la convergence
(2.2) assure les convergences :

uk −→ u, et uk ⇀ u dans L2(Ω), (2.5)

en particulier ∫
Ω

uk
∂ϕ

∂xi
−→

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω), (2.6)

mais, en utilisant (2.4), on trouve∫
Ω

uk
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

∂uk
∂xi

ϕ −→ −
∫

Ω

uiϕ, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω), (2.7)

ainsi, par unicité de la limite on obtient

−
∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
=

∫
Ω

uiϕ, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω),

et donc
∂u

∂xi
= ui.

Ce qui montre que I(V ) est un sous espace fermé de Lp(Ω)× L2(Ω)× ...× L2(Ω),
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qui est séparable et uniformément convexe (donc réflexif). Ainsi, I(V ) est réflexif
d’après la proposition 1.3 et séparable d’après la proposition 1.4 .
Par conséquent V est réflexif et séparable.



2.2 Espaces de Lebesgue et Distributions à valeurs vectorielles 15

On introduit maintenant des espaces de fonctions en x et t .

2.2 Espaces de Lebesgue et Distributions à valeurs

vectorielles

2.2.1 Les espaces de Lebesgue Lp(0, T ;V )

Définition 2.4. [5, 3] Soient V un espace de Banach, p ∈ [1,+∞] et T ∈ R+∗.
On appelle espace de Lebesgue à valeurs dans V, et on note Lp(0, T ;V ), l’espace
des (classes de) fonctions mesurables u :]0, T [→ V, telles que :

1. ‖u‖Lp(0,T ;V ) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pV dt
) 1

p

< +∞, si 1 ≤ p <∞ ,

2. ‖u‖L∞(0,T ;V ) = ess sup
t∈]0,T [

‖u(t)‖V < +∞, si p = +∞.

Propriétés 2.1. ([5] et [8]) On a les propriétés suivantes :

1. Pour tout p ∈ [1,∞], ‖u‖Lp(0,T ;V ) est une norme sur Lp(0, T ;V ).

2. L’espace Lp(0, T ;V ) est un espace de Banach, pour cette norme.

3. Si l’espace V est réflexif, alors le dual de Lp(0, T ;V ) s’identifie
algébriquement et topologiquement à Lp′(0, T ;V ′), pour 1 ≤ p <∞, et
1
p

+ 1
p′

= 1, et on note (Lp(0, T ;V ))
′ ≈ Lp

′
(0, T ;V ′) .

4. Si l’espace de Banach V s’injecte continûment dans l’espace de Banach W ,
alors Lp(0, T ;V ) s’injecte continûment dans Lp(0, T ;W ).

5. Si Ω est un ouvert de Rn, alors l’espace Lp(0, T ;Lp(Ω)) est algébriquement et
topologiquement équivalent à l’espace Lp(]0, T [×Ω), pour 1 ≤ p <∞. i.e
Lp(0, T ;Lp(Ω)) ≈ Lp(]0, T [×Ω) .

6. Si V est séparable, alors Lp(0, T ;V ) est aussi séparable, pour 1 ≤ p <∞.
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2.2.2 Distributions à valeurs vectorielles

Définition 2.5. (Espace des distributions à valeurs vectorielles)([5])
Soientt V un espace vectoriel normé et T ∈ R+∗. On appelle espace des distributions
sur ]0, T [ à valeurs dans V, et on note D′(0, T ;V ) l’espace des applications linéaires
continues de D(0, T ) dans V. i.e D′(0, T ;V ) = L(D(]0, T [), V ) .

Il est à préciser que, pour tout u de D′(0, T ;V ) et tout ϕ de D(0, T ), la valeur
u(ϕ), notée 〈u, ϕ〉 est dans V.

Définition 2.6. (Dérivation) ([5]) Soit u ∈ D′(0, T ;V ). On définit la dérivée u′

de u, notée parfois
du

dt
, par :

du

dt
: D(0, T )→ V

ϕ 7→ 〈du
dt
, ϕ〉 = −〈u, dϕ

dt
〉.

On vérifie que
du

dt
∈ D′(0, T ;V ), d’où toute distribution à valeurs vectorielles est

indéfiniment dérivable.

Définition 2.7. (Distribution associée à une fonction )([5])
Si u ∈ L1

loc(0, T ;V ), on peut lui associer une distribution, dite régulière, encore
noteé u, définie par :

u : D(0, T )→ V, tel que 〈u, ϕ〉 =

∫ T

0

ϕ(t)u(t)dt

Par conséquent, toute u ∈ Lp(0, T ;V ) ⊂ L1
loc(0, T ;V ) est indéfiniment dérivable au

sens des distributions à valeurs vectorielles.

Définition 2.8. (Convergence)([5])
Soient (un) une suite de D′(0, T ;V ) et u ∈ D′(0, T ;V ). On dit que (un) converge
fortement vers u dans D′(0, T ;V ), si

∀ϕ ∈ D(0, T ), 〈un, ϕ〉 → 〈u, ϕ〉 fortement dans V
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Notation :

Soient V et W deux espaces de Banach, p ∈ [1,+∞], on note :
W 1,p(0, T ;V ;W ) = {u ∈ Lp(0, T ;V ), du

dt
∈ Lp(0, T ;W )}

W 1,p(0, T ;V ;W ) est un espace de Banach pour la norme naturelle.

‖u‖W 1,p(0,T ;V ;W ) = ‖u‖Lp(0,T ;V ) + ‖du
dt
‖Lp(0,T ;W )

On note W 1,p(0, T ;V ) = W 1,p(0, T ;V ;V ).

L’intérêt d’un tel espace est que ses éléments ont des propriétés de régularité plus
précisément :

Théorème 2.2. ([3]).

1. Toute u ∈ W 1,p(0, T ;V )) (avec 1 ≤ p ≤ ∞ ) admet un représentent continu
sur [0, T ], ou encore u ∈ C([0, T ], V )

2. u(t) = u(s) +

∫ t

s

u′(τ)dτ, pour tout 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

3. De plus, il existe une constante C dépendant uniquement de T, telle que

max
0≤t≤T

‖u(t)‖V ≤ C‖u‖W 1,p(0,T ;V ).

Remarques 2.1. Le Théorème 2.2 permet de donner un sens à u(0) et u(T )

pour des fonctions de Lp(0, T ;V ) qui sont presque partout définies.

Proposition 2.4. ([5] ) Soit V ′ le dual d’un espace de Hilbert séparable V, alors
pour toute u ∈ W 1,2(0, T ;V ;V ′), on a :

∀v ∈ V, d
dt
〈u(.), v〉V,V = 〈 d

dt
u(.), v〉V ′,V dans D′(0, T ).

Remarques 2.2. La proposition 2.4 permet l’interversion de la dérivation par
rapport à t et le crochet de dualité, en particulier elle permet l’interversion de la
dérivation par rapport à t et l’intégration su Ω, dans le cas V = L2(Ω).



2.2 Espaces de Lebesgue et Distributions à valeurs vectorielles 18

Théorème 2.3. ([3]).

1. Toute u ∈ W 1,p(0, T ;H1
0 (Ω);H−1(Ω)) admet un représentent continu de [0, T ]

dans L2(Ω), ou encore u ∈ C([0, T ], L2(Ω))

2. La fonction t 7→ ‖u(t)‖2
L2(Ω)) est absolument continue et

d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω)) = 2〈du(t)

dt
, u(t)〉H−1,H1

0
.



Chapitre 3

Un problème hyperbolique non

linéaire

3.1 Position du problème

Dans ce travail, on étudie un problème hyperbolique semi linéaire considéré dans
[4], en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Le but essentiel est de prouver l’existence d’une solution faible de ce problème.
Soit Ω un ouvert borné de Rn, et soit Γ la frontière de Ω, qu’on suppose assez
régulière.
On considère le problème (P ) suivant :

(P )


∂2u

∂t2
−∆u+ |u|ρu = f dans Q = Ω×]0, T [ (P.1)

u = 0 sur Σ = Γ×]0, T [ (P.2)

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x), dans x ∈ Ω (P.3)

où f , u0, u1 sont des fonctions données, ρ > 0 un paramètre réel donné et

∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

.

Le but est de chercher une fonction u = u(x, t) ; x ∈ Ω, t ∈]0, T [ à valeurs réelles
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vérifiant l’équation (P.1) et les conditions initiales (P.3), ainsi que la condition au
bord (P.2), sous certaines hypothèses (H) données par la suite.
Pour simplifier l’écriture on pose :

∂u

∂t
= u′;

∂2u

∂t2
= u′′

et on écrit : u(t) au lieu de u(x, t) et f(t) au lieu de f(x, t).
On peut, maintenant, formuler de façons précise le problème (P), pour l’étudier.
On a besoin d’introduire l’espace V = H1

0 (Ω) ∩ Lp(Ω), avec p = ρ+ 2 et les
hypothèses suivantes :

(H) :


f ∈ C ([0, T ];L2(Ω)) ⊂ L2(Q) (H.1)

u0 ∈ V (H.2)

u1 ∈ L2(Ω) (H.3)

3.1.1 Formulation variationnelle

En multipliant l’équation (P.1) par un élément v ∈ V ; en intégrant sur Ω et en
utilisant la formule de Green (voir A.2), on obtient la formulation variationnelle
suivante :

(u′′(t), v) + a(u(t), v) + (|u|ρu, v) = (f, v),∀v ∈ V, (3.1)

où

a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇vdx =
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx. (3.2)

•Il est clair que a(., .) est une forme bilinéaire symétrique.
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3.2 Théorème d’existence

Théorème 3.1. Sous les hypothèses (H), le problème (P ) admet une solution u
vérifiant :

u ∈ L∞(0, T ;V ), (3.3)

∂u

∂t
∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.4)

(u
′′ −∆u+ |u|ρu, v) = (f, v), dans D′(0, T ),∀v ∈ V. (3.5)

u(0) = u0,
∂u

∂t
(0) = u1 (3.6)

Remarques 3.1. Les deux expressions u(x, 0) = u0(x) et u′(x, 0) = u1(x) ont un
sens.

En effet : De (3.3) et (3.4) et du Théorème 2.2 ; il résulte en particulier que u
admet un représentant continu de [0, T ]→ L2(Ω) de sorte que u(0) = u0(x) a un
sens.
Pour vérifier que u′(0) = u1(x) a aussi un sens, on utilise l’équation (P.1) qui peut
s’écrire :

∂2u

∂t2
= f + ∆u− |u|ρu (3.7)

comme ∆ : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω) est un opérateur linéaire borné. i.e :

∆ ∈ L(H1
0 (Ω);H−1(Ω)). (3.8)

De (3.3) et (3.8), on déduit que :

∆u ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)),

u(t) étant dans Lp(Ω) et l’application % : Lp(Ω)→ Lp
′
(Ω) définie par %(v) = |v|ρv,

avec 1
p

+ 1
p′

= 1, est telle que ‖%(v)‖p′ = ‖v‖
p
p′
p alors

|u(t)|ρu(t) ∈ Lp′(Ω), (3.9)
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donc, de (3.3) et (3.9), on déduit que :

|u|ρu ∈ L∞(0, T ;Lp
′
(Ω)).

De sorte que (3.7) conduit à :

∂2u

∂t2
∈ L2(0, T ;L2(Ω)) + L∞(0, T ;H−1(Ω)) + L∞(0, T ;Lp

′
(Ω)),

d’où
∂2u

∂t2
∈ L2(0, T ;L2(Ω)) + L∞(0, T ;H−1(Ω) + Lp

′
(Ω)),

et donc
∂2u

∂t2
∈ L2(0, T ;H−1(Ω) + Lp

′
(Ω)).

Ce qui montre, grâce au théoreme 2.2 et (3.4), que :
∂u

∂t
admet un représentant continu de [0, T ] dans H−1(Ω) + Lp

′
(Ω) de sorte que

u′(x, 0) = u1(x) a un sens.

Preuve du théorème 3.1

La preuve est basée sur la méthode de Faedo-Galerkin qui consiste à réaliser les
trois étapes suivantes :
X Construction de solutions approchées du problème.
X Établissement d’estimations à priori sur les solutions approchées .
X Passage à la limite pour récupérer une solution du problème.
•Etape1 : Construction de solutions approchées du problème

Comme V est séparable (Voir Proposition 2.3), alors d’après le Théorème 1.3, il
existe une suite (wi)i∈N∗ de vecteurs de V , vérifiant les propriétés suivantes :

1. Toute famille finie w1, w2, ....., wm est libre.

2. Si Vm désigne l’espace vectoriel engendré par w1, w2, ....., wm, alors ∪
m∈N∗

Vm est
dense dans V .

Cherchons une solution approchée um = um(t) dans l’ espace Vm et vérifiant la
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formulation variationnelle (3.1.1) sur Vm .

Autrement dit, cherchons um(t) =
m∑
i=1

gim(t)wi, vérifiant

(u′′m(t), wk) + a(um(t), wk) + (|um(t)|ρum(t), wk) = (f(t), wk), ∀k ∈ {1, . . . ,m}

on rappelle que a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇v.
En tenant compte de la densité de ∪

m∈N∗
Vm dans V et de l’injection dense de V dans

L2(Ω), on peut trouver, pour tout u0 ∈ V et respectivement, pour tout u1 ∈ L2(Ω)

des suites (u0m)m ⊂ Vm et (u1m)m ⊂ Vm, et par conséquent, des suites réelles
(αkm)k≤m∈N∗ et (βkm)k≤m∈N∗ telles que

u0m =
m∑
k=1

αkmwk → u0 dans V, (3.10)

u1m =
m∑
k=1

βkmwk → u1 dans L2(Ω). (3.11)

Le vecteur gm(t) = (gim(t)) ∈ Rm est à déterminer par le système d’équations
différentielles ordinaires suivant :

(Pm)


(u′′m(t), wk) + a(um(t), wk) + (|um(t)|ρum(t), wk) = (f(t), wk), ∀k ∈ {1, . . . ,m}

um(0) = u0m

u′m(0) = u1m

Le Théorème de Péano (voir A A.1) assure l’existence d’une solution (gm(t)) du
problème approché (Pm) sur un intervalle ]0, tm[.

L’étape qui suit montre que tm = T, pour tout m ∈ N∗.
•Etape2 : Établissement d’estimations à priori sur les solutions

approchées

En multipliant la k-ième équation du problème (Pm) par g′km(t) et en sommant sur
k, on obtient
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(u′′m(t), u′m(t)) + a (um(t), u′m(t)) + (|um(t)|ρum(t), u′m(t)) = (f(t), u′m(t)) ,

d’où :

1

2

d

dt

(
‖u′m(t)‖2

L2(Ω) + a(um(t), um(t)
)

+
1

p

d

dt

(∫
Ω

|um(x, t)|pdx
)

=
(
f(t), u

′

m(t)
)
.

(3.12)
De (3.12), on trouve que :

d

dt

[
1

2

(
‖u′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖um(t)‖2
H1

0 (Ω)

)
+

1

p
‖um(t)‖pLp(Ω)

]
= (f(t), u′m(t)),

et par intégration sur (0, t), on arrive à

1

2

(
‖u′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖um(t)‖2
H1

0 (Ω)

)
+

1

p
‖um(t)‖pLp(Ω) =

1

2

(
‖u′m(0)‖2

L2(Ω) + ‖um(0)‖2
H1

0 (Ω)

)
+‖um(0)‖pLp(Ω) +

∫ t
0
(f(σ), u′m(σ))dσ

(3.13)
mais,∣∣∣∣∫ t

0

(f(σ), u
′

m(σ))dσ

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

‖f(σ)‖L2(Ω)‖u′m(σ)‖L2(Ω)dσ, par l’inégalité de Hölder

≤ 1

2

∫ t

0

‖f(σ)‖2
L2(Ω)dσ +

1

2

∫ t

0

‖u′m(σ)‖2
L2(Ω)dσ, par l’inégalité de Cauchy.

(3.14)
En combinant (3.13) et (3.14), on obtient

1

2

(
‖u′m(t)‖2

L2(Ω) + ‖um(t)‖2
H1

0 (Ω)

)
+

1

p
‖um(t)‖pLp(Ω) ≤ C +

1

2

∫ t

0

‖u′m(σ)‖2
L2(Ω)dσ

(3.15)
où

C = sup
m

(
1

2

(
‖u′m(0)‖2

L2(Ω) + ‖um(0)‖2
H1

0 (Ω)

)
+ ‖um(0)‖pLp(Ω) +

1

2

∫ t

0

‖f(σ)‖2
L2(Ω)dσ

)
,
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C = sup
m

(
1

2

(
‖u1m‖2

L2(Ω) + ‖u0m‖2
H1

0 (Ω)

)
+ ‖u0m‖pLp(Ω) +

1

2

∫ t

0

‖f(σ)‖2
L2(Ω)dσ

)
,

le sup
m

existe, car les suites en m :
(
‖u1m‖2

L2(Ω)

)
m
,
(
‖u0m‖2

H1
0 (Ω)

)
m

et(
‖u0m‖pLp(Ω)

)
m

sont convergentes, donc bornées.
Ainsi,

1

2
‖u′m(t)‖2

L2(Ω) ≤ C +
1

2

∫ t

0

‖u′m(σ)‖2
L2(Ω)dσ,

et par application du lemme de Gronwall (voir Lemme A.1), on obtient

‖u′m(t)‖L2(Ω) ≤ C ′, (3.16)

pour une constante C ′ indépendante de m.
En revenant, à (3.15), on obtient

‖um(t)‖2
H1

0 (Ω) + ‖um(t)‖pLp(Ω) ≤ pC ′

i.e.
‖um(t)‖H1

0 (Ω) + ‖um(t)‖Lp(Ω) ≤
√
pC ′ + p

√
pC ′. (3.17)

En déduit alors que tm = T,

et que la suite (um)m est bornée dans L∞(0, T ;V ) (conséquence de (3.17)) et la
suite (u′m)m∈N est bornée dans L∞(0, T ;L2(Ω)) (conséquence de (3.16)).
•Etape 3 : Passage à la limite

L’espace L∞(0, T ;V ) est le dual de L1(0, T ;H−1(Ω) + Lp
′
(Ω)), qui est séparable

(voir Proposition 2.2, Proposition 2.3 , théorème 1.1, Propriétés 2.1).
Comme (um)m est bornée dans L∞(0, T ;V ), alors d’après Théorème 1.2 ; on peut
extraire une sous suite notée (uµ) telle que :

uµ
∗
⇀ u dans L∞(0, T ;V ). (3.18)

De même maniére et de l’injection des espaces de Lebesgue dans les espaces de
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distributions, on obtient

u′µ
∗
⇀ u′ dans L∞(0, T ;L2(Ω)). (3.19)

Les suites (um) et (u′m) sont bornées dans L2(0, T ;L2(Ω)), car les espaces
L∞(0, T ;V ) et L∞(0, T ;L2(Ω)) s’injectent continûment dans L2(0, T ;L2(Ω)), donc
(um) est bornée dans W 1,2(0, T ;L2(Ω)) ≈ H1(Q), qui s’injecte d’une manière
compacte dans L2(Q) (Voir Théorème 2.1).
Donc, on peut supposer que la sous suite extraite (uµ) est telle que

uµ → u dans L2(Q) et p.p dans Q (3.20)

d’où
|uµ|ρuµ → |u|ρu p.p dans Q, (3.21)

La suite (um) étant bornée dans L∞(0, T ;Lp(Ω)), alors la suite (|um|ρum) est
bornée dans L∞(0, T ;Lp

′
(Ω)), donc la suite (uµ) peut être choisie de sorte que

|uµ|ρuµ
∗
⇀ w dans L∞(0, T ;Lp

′
(Ω)), donc dans Lp

′
(Q). (3.22)

Il reste à montrer que
w = |u|ρu (3.23)

Pour cela on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1. ([4]) Soient O un ouvert borné de Rn+1 , gµ et g des fonctions de
Lq(O), 1 < q <∞, telles que

‖gµ‖Lq(O) ≤ c, gµ → g p.p dans O.

Alors
gµ ⇀ g dans Lq(O).
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L’application de ce lemme avec :

O = Q, gµ = |uµ|ρuµ, et q = p′.

Assure la convergence
|uµ|ρuµ ⇀ |u|ρu dans Lp

′
(Q). (3.24)

De (3.22), (3.24) et de l’unicité de la limite, on conclut que : w = |u|ρu et donc

|uµ|ρuµ
∗
⇀ |u|ρu dans L∞(0, T ;Lp

′
(Ω)). (3.25)

Pour passer à la limite dans la k − ième équation du problème (Pm), avec m = µ et
1 ≤ j < µ, il faut passer à la limite pour chaque terme de l’équation.
La convergence (3.18) se traduit par

〈uµ, g〉 −→ 〈u, g〉, ∀g ∈ L1(0, T ;H−1 + Lp
′
(Ω))

et avec un choix convenable de g, on arrive à

〈a(uµ, wj), v〉 −→ 〈a(u,wj), v〉, ∀v ∈ L1(0, T )

qui se traduit par
a(uµ, wj)

∗
⇀ a(u,wj) dans L

∞(0, T ). (3.26)

De la même façon et à partir de (3.19) et (3.25), on montre que

(u′µ, wj)
∗
⇀ (u′, wj) dans L∞(0, T ), (3.27)

et
(|uµ|ρuµ, wj)

∗
⇀ (|u|ρu,wj) dans L∞(0, T ), (3.28)

donc
a(uµ, wj) −→ a(u,wj) dans D

′
(0, T ). (3.29)
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(u′µ(t), wj) −→ (u′(t), wj) dans D′(0, T ), (3.30)

et
(|uµ|ρuµ, wj) −→ (|u|ρu,wj) dans D′(0, T ). (3.31)

Par passage aux dérivées au sens de D′(0, T ), la convergence (3.30) conduit à

d

dt
(u′µ, wj) −→

d

dt
(u′, wj) dans D′(0, T ),

ce qui donne, d’après Proposition 2.4

(u′′µ, wj)→ (u′′, wj) dans D′(0, T ). (3.32)

Maintenant, en utilisant (3.32), (3.29) et (3.31), et la k − ième équation du
problème (Pm) avec m = µ et 1 ≤ j < µ, on obtient

(u
′′
, wj) + a(u,wj) + (|u|ρu,wj) = (f, wj), dans D′(0, T ),

en tant que égalité de distributions, car même (f, wj) ∈ D′(0, T ).

Par densité de ∪
m
Vm dans V , on obtient

(u
′′
, v) + a(u, v) + (|u|ρu, v) = (f, v), dans D′(0, T ), ∀v ∈ V,

autrement dit,

(u
′′ −∆u+ |u|ρu, v) = (f, v), dans D′(0, T ),∀v ∈ V.

Il reste à montrer (P.2).
De (3.18), (3.19) et Théorème 2.2, on a :

uµ, u ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)).

Il résulte, d’après Théorème 2.2, que uµ, u sont continues de [0, T ] dans L2(Ω),
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d’où l’existence d’un t0 ∈ [0, T ] tel que

T‖uµ(t0)− u(t0)‖2
L2(Ω) ≤

∫ T

0

‖uµ(t)− u(t)‖2
L2(Ω)dt

et de (3.20), il résulte que

uµ(t0) −→ u(t0) dans L2(Ω), (3.33)

de (3.19), on montre que∫ t

t0

u′µ(σ)dσ ⇀

∫ t

t0

u′(σ)dσ dans L2(Ω), (3.34)

et d’après Théorème 2.2, on a :

uµ(t) = uµ(t0) +

∫ t

t0

u′µ(σ)dσ, pour tout 0 ≤ t ≤ T, (3.35)

et
u(t) = u(t0) +

∫ t

t0

u′(σ)dσ pour tout 0 ≤ t ≤ T, (3.36)

par suite, de (3.35 ), (3.36), (3.34) et (3.33) :

uµ(t) ⇀ u(t) dans L2(Ω), ∀t ∈ [0, T ].

En particulier pour t = 0 :

uµ(0) ⇀ u(0) dans L2(Ω), (3.37)

d’aprés (3.10), on a :

uµ(0) = u0µ ⇀ u0 dans V, et donc dans L
2(Ω)
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de l’unicité de la limite, on obtient

u(0) = u0.

D’une manière analogue, on vérifie que u′(0) = u1.



Annexe A

A.1 Théorème de Péano

Théorème A.1. ([6]) Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f une
application continue d’un ouvert Ω de R× E dans E. Pour toute donnée de
Cauchy (t0, x0)∈ Ω, il existe au moins une solution maximale ϕ : I → E de
l’équation différentielle

ϕ′(t) = f(t, ϕ(t))

telle que ϕ(t0) = x0.

A.2 Formule de Green

Théorème A.2. ( [7] page 102) Soient Ω un ouvert borné de classe C1 de Rn, et
soient u, v ∈ H1(Ω). Alors, pour 1 ≤ i ≤ n.∫

Ω

v
∂u

∂xi
= −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
+

∫
Γ

γ0(v)γ0(u)νi,

avec γ0(u) etγ0(v), sont respectivement, la trace de u et la trace de v sur le bord Γ

de Ω et ν = (ν1, ν2, · · · , νn) est le vecteur unitaire de la normale extérieure à Γ.
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A.3 Inégalité de Poincaré

Théorème A.3. ( [1]) Soit Ω un ouvert borné de Rn, il existe une constante C
(dépendante de Ω et de p) telle que :

‖ u ‖Lp(Ω) ≤ C ‖ ∇u ‖Lp(Ω),∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞).

Par conséquent, ‖ ∇u ‖Lp(Ω) définit une norme sur W 1,p
0 (Ω), équivalente à la norme

de W 1,p(Ω).

Sur H1
0 (Ω) l’expression

∫
Ω

∇u.∇v est le produit scalaire qui induit la norme

‖ ∇u ‖L2(Ω) équivalente à la norme de H1(Ω).

A.4 Inégalité de Hölder

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω), avec 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p

+ 1
p′

= 1.

Alors f.g ∈ L1(Ω) et ∫
Ω

|fg| ≤ ‖f‖p‖g‖p′

A.5 Inégalité de Young

Soit 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
p′

= 1, alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q
; a > 0, b > 0

A.6 Lemme de Gronwall

Lemme A.1. ([5]) Soient T un réel positif, C une constante positive, f et g deux
fonctions vérifiant :

f ∈ L∞(]0;T [), f(t) ≥ 0 p.p
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et
g ∈ L1(]0;T [), g(t) ≥ 0 p.p.

Si
f(t) ≤

∫ t

0

g(s)f(s)ds+ C,

alors f vérifie :

f(t) ≤ Cexp(

∫ t

0

g(s)ds)
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