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Introduction

Un apergu historique sur la dérivation fractionnaire Dans la littérature, on attri-
bue souvent le nom de la dérivation fractionnaire a la généralisation de la dérivation
a un ordre quelconque, entier ou non entier, réel ou complexe. Les concepts de dé-
rivation et d’intégration fractionnaire sont souvent associés aux noms de Riemann
et de Liouville, alors que l'intégration sur la généralisation de la notion de dérivée a
des ordres fractionnaires est plus ancienne. En effet, ’histoire du calcul fractionnaire
commenca par une question clé de Liebnitz,a qui on droit 'idée de la dérivation

dy
) dx™

un entier positif. Ce fut peut étre un jeu naif des symboles qui poussa I’'Hospital &

fractionnaire .Il introduisit le symbole de dérivation d’ordre (n, -2)D™y ,ou n est
s’interroger sur la possibilité d’avoir n dans Q. Il posa la question :et si n = %?

En 1695 | dans une lettre a I'Hospital, Leibniz écrivit prophétiquement : « Ainsi
il s’ensuit que dz (x) sera égal ar2V/dx : x. wun paradoxe apparent dont l'on tirera
un jour d’utiles conséquences ». sur ces question , nous retrouvons les contribu-
tions de grands mathématiciens tels qu’Euler ou lagrange 17 siecle ,Laplace Fourier,
Liouville, (1832, 1837) et Riemann (1847)20 siécle , ainsi Grunwal 1867 et Letnikov
(1868) dans la seconde moitié de méme siécle .IL semble qu'une contradiction dans
les définitions ait en empéché un succes plus grand de la théorie , qui n’est certes pas
encore unifiée ; de plus , I'absence au début d’une interpolation géométrique ou phy-
sique clair de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement contribué a ce que
des champs de recherche passionnants reste dans I’ombre Notre mémoire est contient
quatre chapitre organisé comme suite : Au début de ce travail on commence par le

premier chapitre intitulé « préliminaire » nous rassemblons quelques définitions est
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notation de base concernant 1’équation différentielle fractionnaire que nous utilisons
tout au long de ce travail. On définie les fonctions suivantes :Betta,Gamma et Mit-
tag—Leffler avec des propriétés importantes et nous donnons quelques théorémes de
point fixe Schauder ,Schafer Banach ainsi les dérivées et les intégrales au sens de
Riemann-Liouville et Hadamard .Aprés dans le deuxiéme chapitre il est divisé en
deux sections . Dans la section 1, on définit la dérivée d’ordre fractionnaire au sens
de Caputo et on étude I'existence de la solution de probléme (2.5) (2.6) basons sur le
théoréme de point fixe de Schauder. Dans la section 2 nous donnons deux exemples
pour illustrer 'utilité de nos résultats principaux Dans le troisiéme chapitre on défi-
nie la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer et ’équation intégral de Voltera aprés
on étudier I'existence et I'unicité de problémes Cauchy généralisée considérer dans
(3.2) (3.3) dans 'espace C on base sur le théoréme de point fixe de Banach. Et dans
le dernier chapitre on définie la dérivée et l'intégrale fractionnaire au sens de Hilfer
Katugampola dans la premiére section. Et dans la deuxiéme section on introduit
le dérivée partielle de Hilfer — Katugampola et discuter d’autre formulation pour
les dérivées fractionnaire aprés dans section trois on trouve l'existence et 1'unicité
de la solution pour les probléme (4.13)(4.14) et dans le dernier section on présente
des solutions explicites du probléme (4.25)(4.26). On termine ce mémoire par une
conclusion et une bibliographie. Phase et mots clés : Equation différentielle, dérivée

et 'intégrale fractionnaire, existence et 'unicité, point fixe.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les fonction Béta et Gamma

Définition 1.1. ['une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction
Gamma Euler I'(x)

[(x) = / e 't ldt pour R(z) >0 (1.1)
0

1. Une propriété importante de la fonction de Gamma I'(x) est la relation de
récurrence suivante :
Iz +1) =2(x)

2. Qu’on peut démontrer par une intégration par parties :
Mx+1) = / e T dt = [—e T + x/ e 't tdt = o (z)
0 0
Remarques 1.1. La fonction de Gamma Euler généralise la factorielle

I'(n+1)=n!
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Vn € N* on peut démontrer :
'n+1)=nl'n)=n(n—1)I'(n—1)=n(n—1)(n—1)(n—2)(n—3)---T'(1) =n!
Définition 1.2. Soit (p,q) € C* avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0 alors

L(p)l'(q)
I'(p+q)

ﬁ(p,Q)I/O 1 =) dt =

Proposition 1.1. :Les propriétés de Béta :
1. B(p,q) = B(q,p)
2. B(p,q) =Blp+1,q9)+B(p,qg+1)
q q
3. Bp,g+1)=-=-Bp+1,q9 =——>3{pq
( ) » ( ) PR (p,q)

1.2 La fonction de Mittag-LefHer

Définition 1.3. La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série de fonction

sutvante :
00 k

z
EQ(Z) = Z m avec o > 0, A C, (].2)

La fonction généralisée de Mittag-leffler est donnée par :

;F@k—l—ﬂ (a>0,6>0) (1.3)

Proposition 1.2.

1. El.l(Z) = e~.

z—1
2. El.g(Z) =

ef—1—2z
3. El_g(Z) =



1.2 La fonction de Mittag-LefHler

4. Ym e N
m—1
1 . 2"
Bin(9) = oy [ . k—] |
k=0
5. Ey1(2%) = cosh(z).
6. By — sinh(z)
2
Preuve :
1. : Soit z € Calors
B i~
|
— I'k+1) p
2.
| |
= ['(k+2) pet (k+1) p k
Comme -
. z
=) o
k=0
on obtient .
e |
z
e =z +1
|
— k!
et alors .
|
Koz
k=1
-1
comme Fjq9 = ¢
z
00 Sk 00 Sk k=2
3. OnaE13:Z—:Z—:
: | |
p I'(k+3) p (k 4+ +2)! ~ k!
Puisque
. = 2F N e —1—2

et alors on trouve
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e® —1—z
Fra(z) = 22 z—1 [ Z k:']

4. soit m € N* fixe on a

1 T2k
El.m(Z) — Zm—l [ez _ Z E]

k=0
1.3 Quelques relations avec les fonctions classiques

1. El(Z) = E171(Z) =e*
2. Fy(z) = cosh(\/Z)
(Z) = E( 1+evf(z ]

e

4 Bya(z) = & Z_l
sinh
5. Es(2) ﬁ(\/;)

1.4 Transformation de Laplace

1. Soit F'(s) la transformée de Laplace f(t) définie par :
F(s) = L) = [ e sty
0

2. f(t) est la fonction originale qui peut étre obtenue par la transformée de Laplace

inverser de F'(s) :
c+1i00
ft)=L"1F(s) = / e "' F(s)ds avec ¢ = Re(s) >0

—1300

3. La transformée de la place du produit de convolution deux fonctions f et g
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s’écrit sous la forme :
L(f(t) % g(t),s) = F(s)G(s)

4. La transformée de la place d’une dérivée d’ordre entier est :
n—1

LIf"()(s) = s"F(s) =Y s" 1 fH(0)

k=0

RO ()

5. La transformé de la place de la fonction t" ! est :

Lit"](s) = T(p)s~”

1.5 Quelques théorémes de point fixe

Définition 1.4. Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.| et T : E — E

une application. un élément x de E est dit point fixe de T si Tx = x

1.5.1 Théoréme de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer pour montrer I’exis-
tence d’un point fixe pour une fonction sur un convexe compact dans un espace de
Banach.

Soient E un espace de Banach et K C E convexe et compact.alors toute application

continue f : K — K posséde un point fixe
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1.5.2 la Contractante de Banach
Soit U une partie d'un espace de Banach X et T': U — X D'application T est
dite contractante dans U s’il existe A\, 0 < A < 1 tel que

[Tz =Ty l[< Az —yl|Vr,ycU

Si V est aussi une partie d’un espace de Banach Y et T : U x V — X alors T est

dite contraction uniforme s’il existe A , 0 < A < 1 tel que

I T(z,0) =Ty, v) [S Az -y [[Vo,ycUveV

1.5.3 Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Soient X un espace de Banach et C' C X un convexe fermée ,on suppose qu’il
existe un ouvert U dans C tel que 0 € U,NU — C' un opérateur complétement

continue ,alors on a l’alternative suivant :
1. N admet un point fixe .
2. Tl existe u € du;u = AN (u) pour A €]0,1] .

1.5.4 Théoréme de Brower

Ce théoréme énoncent que si une fonction continue f vérifie certaines propriété
alors il existe un point zo tq f(z¢) = xo (définie dans un intervalle ferme bornée non
vide).

1.5.5 Produit de convolution

Soient f et g deux fonctions mesurables f.g : R* — R

le produit de convolution est définie par

frg(x)= [ flz—y)g(y)dy

Rn
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1.6 La dérivée et l'intégrale au sens de Riemann-

Liouville

Définition 1.5. La dérivée d’ordre o > 0 au sens de Riemann-Liouville pour une

fonction donnée [ : Rt — R définie par :

D" 1) = g (G | (=5 s

icin = [a] + 1 et [a] est la partie entiere de o . Si « €0, 1] alors

IO = rr gy | (=90

Exemple 1.6.1. Calculons D* ,pour A > —1 , nous trouverons

F'(A+1) _
Dtr = ——" 7 M > 00> —1
F'A—a+1) e
en particulier,st A =0 alors
t—Oé
D =D = ———
'l —a)

Définition 1.6. Soit f : [a,b] — R on appelle l'intégrale de Riemann-liouwville de f :

(I2f)(t) = ﬁ / "= 51 f(s)ds

Proposition 1.3. Soit f € C%[a,b]) pour a,3 complexes tels que Re(a) > 0 et
Re(B) >0 on a
NI ) =157 F
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Pour Re(a) >1 on a

d
—J« :Ioc—l
I

et pour Re(a) >0 on a

lim (I3 ) (t) = f(#)

a—0

1.7 la Transformation de Laplace de la dérivée de

Riemann

L’intégrale de Riemann-Liouville peut notamment S’écrire comme le produit de

convolution des fonctions g(t) et f(t)

izt = [ S i = (£5) st0

o—

La transformée de Laplace de la fonction g(t) = t*~! est donnée par

G(s) = L{t* '} =T'(a)s™@

Ainsi, en utilisant la formule de la transformée de Laplace de convolution,on obtient

la transformée de Laplace de l'intégrale aux sens de Riemann-Liouville
L{"EDR f(1)} = L{CE DY (1)} = s7F(s)

Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée aux sens de Riemann-Liouville
de la fonction f(t), posons
D* = g™(t)

Ce qui entraine

g(t) = ]("ﬂ)f(t)m /t(t — )" (D, n—1 < a < n.
0
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L’utilisation de la transformée de Laplace de la dérivation d’ordre entier conduit a

oDaf( ZSanl

G(s) = s F(s).
A partir de la définition de la dérivée de Riemann-Liouville,il vient que

dn—k—l

s, D) =0 DEEAQ).

g () =

ou D f(t) est la dérivée d’ordre «v qui peut s’écrire sous la forme suivante

220 =5 (e | @)

1.8 L’intégrale et la dérivée au sens d’Hadamard

1.8.1 L’intégral fractionnaire au sens d’Hadamard

Définition 1.7. L’intégrale fractionnaire de Hadamard de la fonction f d’ordre o €

R est définie par :

FI1% f)(z) = ﬁ /az <log t)& AL )dt avec x €la, b

Dans le cas général

(12 @) = o () alfi)dt e re(ab)

(I f : (1a / ) 1f ) dt (a <z <b) (1.4)
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et

(L f)(x) = ﬁ/ (log %)Q_I@dt (a <2 <b) (1.5)

Définition 1.8. Pour n € N* | l”intégrale d’ordre n de type Hadamard pour p € R

et a > 0 et donnée par la formule suivante :

(13 _‘”“/ = /tl 2. / s (n—ll)!/: G)N(bg%)n_l @dt

On peut résonner par récurrence :
on prendre p =0

Montrons pour n =2 :

*d d
(@ = [ / (1) 22
| dt2
= [ ([ g
par intégration par parties :
N = lostin) [ e - [ ostrn) 5
— log(a / f(ts) 22 dt? / (log(tl))f(tl)citl

1
~ [ g -0 >Cff
dt

= [to Dy

Donc : elle est vraie pour n = 2

Supposons qu’elle est vraie pour n ou la démontre pour n+1 :

t dty b1t dt
) (o / / / / F(tnay) dmss
n+1'

On pose :

T >a



1.8 L’intégrale et la dérivée au sens d’Hadamard 11

g(t) = [} f(tnsa) 2

tn+1

on obtient :

(I @) = oy

par intégrations par parties :

(W = o e tr] [ Z [ (o)

(n+1
= ﬁ/a <log§>n@dt.

Par conséquent elle est vraie pour n + 1
Donc : elle est vérifice.
On peut généraliser ,la formule précédente pour n = « qui est nombre réelle quel-

conque par la définition suivante :

Définition 1.9. On considére les parameétres suivants «, 3,7, i satisfaisant
vy=a+p(l—a),0<a<pf,y>1,0<u<1 Ainsi, on définis des espaces

w7 la bl = ¢ € Ci_y,la, b DyPaty € C, hla,b)

et
loll

1_’Y7p

[a,b] = p € Cl*%ﬁ[a’ bl.” D;ZJr(p = Cl*%ﬂ[a? b]

Ou C,pla,b] et Ci_ ,la,b] sont les espaces pondérés des fonctions continues sur (a, b]
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1.8.2 La dérivée au sens d’Hadamard

Définition 1.10. La dérivée au sens d’Hadamard de la fonction f d’ordre o > 0 est
définie par
Pour p =10

(Dgs f)(x) == (6)"(Lgs " f)(x)

Dans le cas générale

(Dg+ ) () = a7 (0)" " (Igs 1, ) ()

avec x > 0, §=a4 R(a) 20 et Iy, I" 2 f est lintégrale d’Hada-

mard .

Exemple 1.8.1.

B-1 T\ Bra-1
( 2 ) 5 + a) (tos 5)6
(D log ) ) (log )ﬁ -

En particulier |, si f =1 et R(a) > 0, alors la dérivée d’Hadamard de constante a

dans le cas général est déférente de 2€r0

D) = e (D)@ Op ) = g (et )



Chapitre 2

La dérivée au sens de Caputo

2.1 La dérivée au sens de Caputo

Définition 2.1. La dérivée d’ordre o« > 0 de Caputo pour une fonction donnée f

définie par :

D3 =0 D" = s [ (= s

n=|a]+1
Exemple 2.1.1. Soit f(t) = >, a >0, t > 0 nous avons
I'(a)
Dyt = =0 [(0) =

IgDgt* 1 = I15(0) = 0
DIty =1
alors I§ Dy # DI

Définition 2.2. D’aprés les exemples ci-dessus,on remarque que
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1. D*I* =1, AYD™ #£ 1 ;pour o > 0 (I opérateur d’identité)
2. BLDaf() := D™= f(t) £ [ *D™ f(t) :=° D f(t) avecm —1 < a <m

Remarques 2.1. :

1. la dérivée au sens de Riemann-Liouville D* d’une constante réelle K est dif-

férente de zéro

2. la dérivée au sens de Caputo °D® de constante k est identiquement nulle ,i.e

‘D =0, a>0

2.2 L’existence de la solution

En considérer le probléme aux limite

D(t) = f(t,y(t),” DYy(t)), pour teJ=[0,0,0<a<l, (2.1)

y(0) + A / y(t) = y(b) (2.2)

ou ‘D% est le dérivée de Caputo f : J X R X R est une fonction donnée ,et

A€ (0,400)

Lemme 2.1. [6/Soient et h € C([a,b],R) o > 0 alors
I%(¢DRh(t)) = h(t) + co + c1t + cot® + .. + cppgt™ !

¢; € R arbitraire it = 0,1,....m —1,m = [a| + 1

Lemme 2.2. Soit 0 < a < 1 et soit h € C(J.R) une fonction donnée, alors le

probléeme au limite

DY(t) = h(t), teJ (2.3)
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b
)+ [ ultyde =) (2.4)
0
a une solution unique donnée par
b
)= [ Gle.snis)as
0
ou G(t,s) est la fonction de Green définie par :
_ a—1 _ a—1 _ «
1 (b—s) N ab(t — s) (b—s) .y 0<s<i
Glt,s) = bl () A o
’ ! (b_s)afl_(b_s)a st t<s<b
bl () A e h
(2.5)
Preuve :
par le Lemme 2.1
y(t) = 1°(°Dy(t))

nous avons par intégration en utilisant le théoréme intégrale de Fubini.

/O by(S)dS

1

['(a)

[a(h(t)) — Cp Co € R

/Ot(t — 5)* 1 h(s)ds — ¢

/Db (ﬁ /Ot(t — 1) h(r)dr — CO) ds
/Ob (ﬁ /Tb(s - T)‘”ds) h(r)dT — cob

1

I'a+1

b
] /0 (b — 7)*h(T)dT — cob.
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applique la condition aux limites (2.4) nous avons y(0) = —cy

b
y(b) = m/o (b—5)*"'h(s)ds — o

brta) /Ob ((b ;S)G -& _;)a_l) hls)ds

donc la solution unique de (2.3)-(2.4) est :

W0 = o | /0t<t—s>a-1h<s>ds+§ /Ob((b‘j>a_1—“‘j)a)h(s)ds}
oo
1 (

c’est

Lemme 2.3. la fonction y € C'(J,R) est une solution du probléeme (2.1)-(2.2) si et

seulement si y € C(J,R) est une solution de I’équation intégrale.

b
y(t):/o G(t,s)p(s)ds. (2.6)

ou G(t,s) c’est la fonction de Green donné par (2.5) et ¢ € C(J,R) satisfait l’équa-
tion tmplicite
o(s) = f(s,y(s), d(s))
Théoréme 2.1. On suppose que
(H))f : J xR xR — R est continue
(Hs) il existe constante 0 <1 <1 et0 <k <

bG*

tel que

[f(txy) = f(62,9)| <klp =2+ iy -yl G =suplg(t)]  te[0.1]
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Pour chaque z,y,z,y e R ett € J

Alors il existe une solution unique au probleme (2.1), (2.2)

Preuve :

Nous transformons le probléme (2.1)-(2.2) en probléme point fixe considérer 1'opéra-
teur A: C(J,R) — C(J,R) définie par :

Ay(t) = /0 G(t, s)o(s)ds (2.7)

Ou G(t,s) est la fonction de Green donné par (2.5) et ¢ € C(J,R) satisfait la

condition des fonctions implicite :

p(s) = f(s,y(s)p(s))-

nous montrons que A est une contraction

Soit u,v € C(J,R), pour chaque ¢t € J , nous avons .

b
(Au)(t) — (Av)(t) = / Gt 5)(io(s) — U(s))ds

Ou

p(s) = f(s,u(s), p(s))

U(s) = f(s,v(s),9(s))
Et

[p(s) = W(s)| < kluls) —v(s)] + l|o(s) — U(s)]
Ainsi
k
[p(s) = W(s)| < 7 luls) —v(s)]

Puis
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k’ b
< — | |G s)[|uls) —v(s)|ds
1-1J,
< Py
S 1o u =l
Ainsi bhC
Au — Avll,, < T = ol o0
Puisque
bkG* <1
1—1

Alors 'opérateur A est contractante.

Alors le théoréeme de Banach point fixe le probléme (2.1)-(2.2) a une solution
unique.

Maintenant nous donnons une résultat d’existence basé sur le théoréme des points
fixes de Schauder.

Théoréme 2.2. Soient (Hy)et(Hsy) tenir si :
11— bkG* >0 (2.8)

Le probleme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution

Preuve :
Soit
D={yecC(R): |yl <7}

Jates

S yver (2.9)

v
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Avec f* = sup,c,{f(t,0,0)}
Il est clair que est un sous-secteur fermé convexe de C(J, R) 'opérateur A étre définie
dans (2.7).nous montrons que A vérifie les hypothéses des Schauders. La preuve sera

donné en plusieurs étapes
Etape 1 : A est continue

Soit u,, une suite telle que u,, — u dans C(J,R)

Alors pour chaque t € J,

pn(s) = f(s,un(s), on(s))

Nous avons :

Cest

Ainsi

|(Aun)(t) = (Au)(t)] - < /!G(t,S)(%(S)—w(S)\dS

Puisque u,, — u(s),on a ¢, — ¢ et le théoréme de convergence dominé par le Le-
besgue || A(u,) — A(u)]| — 0 lorsque n — +o00.

Par conséquence A est continue.

Etape 2: A(D)C D
Soit y € D, nous allons montrer que Ay € D.
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Pour chaque t € J, nous avons

|(Ay)(1)]

Par H, nous avons

lp(s)] = [f(s,y(s),
| f(s,y(s),

i
i
kly(s) + e
kly(s)| +1£(s,0,0)]

NN

:\/ (t,s)p(s)ds|

< / G (¢, 5)]o(s)]ds.

s)
S) - |f<37070) + f(87070)‘
s)| +1£(s,0,0)]

N

N

Puis

Par(2.9)nous avons

Alors A(D) C D

1—-1

iyl + £
1-1

Wmm+f/’
11 |G(t,s)|ds

Ellylloo + f*
1—1
ky+ ", .
1—sz

bG™

[AY[loo < v

Etape 3 : A une partie D dans un equicontinue de C(.J, R) soit y € D, t,,t, € J

7t1 < t27
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b

b
[(Ay)(#)2 — (Ay)(th] = i G(ta,S)SO(S)dS—/O G(t1, s)p(s)ds

< /me uhnm>m

Comme t; — t5 de méme choit de I'intégrale si-ces-sus ont te danse a zéro par le
théoréme d’Arzela Ascoli.
A est complétement continue . on en déduite que A a un point fixe y qui est une
solution de probléme (2.1)-(2.2).

2.3 Exemples

Dans cette section, nous donnons deux exemples pour il lustrer 1'utilité de notre

résultat principe .

Exemple 2.3.1. Considérons le probleme aux limites

e Ol Dh) .
PO =G s+ oty ST (210

y@+éﬁwﬁ=mn (2.11)

Ensemble

r+y

f(t,x,y)ZM

(t,z,y) € J x [0.00) x [0.00)

1l est claire que f est continue
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soit x,y € [0.00) et t € J. puis

o 1 r+y ]
t — f(t = — _
) - Sl = | -
IR 1
101+ z+y l+aty
1
< E|$+y—i’—3ﬂ
1
< el +1y - 3)
alors par Uhypothése (Hs) est vraie avec
1
el = —
10
de 2.5 , G est donné par :
1—s)"2 Lt—s)z2—(1-s)02
(Ff)2—|—2( )1F1( ) st0 < s <t
Gt =1 Loy 3 (2.12)
— s5) 2 — 8) 2
sit <s<1
(3) 3L(3)

 (1—1) P t2
LG G re)
1 (1—1)2

— -

r'G  IE)
On peut facilement voir que
4 1 10
G* < +

r@) TG S vn
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bkG* 10
< ——= < 1 ,le théoreme implique que le probleme (2.10)-(2.53.1)

-1~ oyn

a une solution unique .

Puisque : 0 <

Exemple 2.3.2. Considérer le probleme des valeurs limites

3+ ly() + [“Dy(?)]

‘DY%(t) = @01 L+ 9@ D3] teJ=[01,0e(0.1) (2.13)
y(0) +/0 y(t) = y(1). (2.14)
ensemble
fltz,y) = 3+ Jzl+ ]y (t,z,y) € J xR xR

(20 + e) (1 + || + |y])

il est claire f est continue .

tel que x,yR ett € J , puis

o 1 3+ |zl +1yl 3+x+y
t,ZE, - tal‘7 - - _ —
ftzy) = 1t 2.9) (20+et) |1+ x|+ |yl 1+Z+4y
B 1 1 1+z+y
C(20+e) |1+ |z +fy] 1+z+y
o o
S @i |z[ + [y] + [z + 9|
1
< o=l +ly—a).

alors Uhypothése (Hy) est vérifie que
k=1l=—.
10

et nous avons

fr=sup|f(t,0,0)] = %
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de (2.5),G est donné par :

(1_ a—1 t — 0471_1_ e
(1—s)* ot =) (1-—s) s 0<s<t

T ST
G(t,s)= =5 U —53 si <s 2.15
(t,5) o) ) t<s<1 (2.15)

G(t,s)ds = / G(t, s)ds +/ G(t,s)ds
(1—1t)> N 1 N t
I'a+1) I'(a+1) I(a+1)
1 (1-t)
Tla+2)  T(a+)

Nous avons facilement voir que

4 1
[Na+1) * ['a+2)

G* <

la condition (2.5) est satisfaite pour les valeurs appropriées de o €]0, 1[ , Théoréeme

2.1-2.2 affirme que le probleme a au moins une solution .



Chapitre 3
La dérivée au sens d’ Hilfer

Définition 3.1. [5/
Soient  €lm —1,m[ et 0 < B <1 avecm € N et f € C™([a,b]) , on appelle dérivée
d’ordre « et de type B au sens de Hilfer de f au point a la fonction définie par :

D)) = (120 () a0 ) o

Ou I, est intégrale de Riemann-Liouville.

Particulierement s1 0 < o« < 1 alors

D@ = (L)) @
= (o Lutn) @

= (IJ"D}f) ()

a

Ouvy=a+p—af et D) est la dérivée au sens de Riemann-Liouville

Cia,b] = {f € C1ya,0], DI f € Cuyfa, 0]}
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et
Cl_Ja,b] ={f € Ci_,[a,0], D). f € C1_,a, ]} (3.1)

Lemme 3.1. [5/
Soit f € L'(a,b) est l’espace de Lebesque des fonction intégrale sur (a,b), si Dg(lfa)f
eziste et dans L'(a,b)

alors
DI = 130 =)

Preuve :
soient 0 < B < let feL'(a,b)

D) = (1L o) ) 0
(r20 d (0 ) ()

= (0 a>d ) @
(ﬂ@@djlmavﬂ()

(10D ) o),

Lemme 3.2. [5/
Soient0 <a<1,0<fB <1, ety=a+p—af. sifeC]_|a,b] alors

I;DyPf = IID; f,

et
DYIof = DEif,

Preuve : :

montrons que :
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Solent 0 <a<1,0<fB<l,y=a+f—-afet fecC]_,

(IgDYP f)(x) = Ig[(I2O D] f)(x)]
= (Igo I ND]f(x)
(1o DY f) ()
= (17D} f)(x).

montrons que :

DU = (D=7 oIn)f

— (%[&a[ﬁraﬁ 0[3) f

d
— _IlfafﬁJraﬁ
(@)

= Di(l-a)f

3.1 Probléme de Cauchy généralisé

Nous considérerons le probleme de valeur initiale

DPy(x) = f(z,y) r>a0<a<1,0<8<1 (3.2)
Liya") =y. y=a+B-0af (3.3)
Cy_la, 0] = {f € Ci_,[a,b], D), f € Cy_,[a,b]} (3.4)

Définition 3.2. [}/ Lopérateur 0 < a < 1 de type 0 < < 1 et définie par
Da,ﬁla _ ]5_~(_1—Q)DI(}~_—Q)(1—5)

Lemme 3.3. [4/
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Soient 0 < o < 1, 0<p<1, y=a+p—afsifeC] [ab] alors
[.D) f = I3 Dy f
et D).Io. f = D™V f

Lemme 3.4. [}/
Soient 0 < a < 1, 0 <p <1, y=a+p—ab si f € Ci_,a,b] et
L0y e Ci—,[a,b] alorsDXPISf existe dans [a,b] et

DyPIgf(x) = f(x), @€ a,l]

Preuve

D’aprés le Lemme 3.1 on a

DYPISf(a) = 10 DJ f(x)
= f(x)
Proposition 3.1. Soient0 <a<1,0< <, y=a+B—af et feC]_[a,p]

alors
D°f =R D3,

et
Dy f =0 D3 f.

Preuve

Sifg=0
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D) = (o orr) @

- (Geen)
= (D)

Sig=1

Exemple 3.1.1. Prenons la fonction f(x) = (x — a)

Dgﬁ(x _ a)5 —  [B(m=a) (i) (]175(7%*&)(1- _ a)‘;)

a dx «
_ meay ()" L@+ r—a) P (m—a
= 2 (2) (e e o))
e (6 + 1) e
= I )<F(1—a—ﬁm+a5+5)<x_a) . 6)
_ F(6+ 1) (ZL’ . a)é—a
T(1+0—a)

= BLD%z —a)°.
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3.2 Equation intégrale de Voltera équivalente

Définition 3.3.

_ Ya _ o \e—D(a-p)
y(l‘) - F(Oé+5—0[ﬁ)<x a) 2

1 /" -
+ m/{) (x — )" f(t,y(t))dt, T >a

(3.5)

Théoréme 3.1. Soity=a+Pfoul<a<let0<pg<1

Soit f:[a,b] x R = R est une fonction telle que f(.,y(.)) € Ci1_,la,b] pour chaque
y € Ci[a,b] ,siy € C]_[a,b] ,alors y satisfais (3.2)-(5.3)si et seulement si y
satisfais (3.5)

Preuve
D’abord nous prouvons la condition nécessaire
Soit y € C7_ [a,b] est de une solution(3.2)-(3.3)nous voulons prouver que c’est aussi

a solution I’équation intégrale(3.5)par la définition de C}__ [a,b] nous avons
7y € Cla,blet Dy =D(I,"y) € C1_4[a,b]

Donc nous avons
1— 1
Ia+’Yy S le'y[a7 b]

. pour obtenir

[ DLae) = )~ M@ oy e fad (36

Puisque par I'hypothése D).y € Cy_,[a, b] donne

DDy =1:Dy =1 f,  dansa,l) (3.7)
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de(3.6)et (3.7)on obtient

y(x) = ﬁ;ﬁ% (=0~ + ISt yO)@), @€ o (3.8)

qui est l'équation (3.5)
maintenant nous prouvons la suffisante. Soit y € C}__ [a, b] satisfait I'équation (3.5)qui
peut étre écrit comme (3.8) en appliquant 'opérateur D), de (3.8).
DlLy=D"Yf (3.9)
de (3.9)et I'hypothese D),y € Cy_[a,b] nous avons
DI = DI e ¢y, b] (3.10)
également puisque f € Cy_,[a, b

99 e 0y a,b) (3.11)

11 découle de (3.10)et (3.11) cette 1.7 f € C1__[a,b] Ainsi f et 117707 f

maintenant en appliquant [ 5 il_a) de (3.9) nous pouvons écrire

[[;J:ﬁ(lia)f(ta y(t)))(a) (z — a)ﬁ(l—a)—l

D*Py(z) = f(z,y(x)) — 3.12
(@) = flop(o) — P (3.12)
Puisque 1 — v < 1 — (1 — «),implique que

L, f(Ey(0)) (@) = 0
D’ou la relation (3.12)réduite a Djfy(x) = f(z,y(x)), z € (a,b] montrons que la

condition initial(3.3) est également valable ,nous appliquons Ii: 7 de (3.8) impliquent
que
L7y (@) = ya + (1L (1 y (1)) (2) (3.13)
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Dans (3.13)prendre la limite comme x — a on obtient

— 1— —«
1:7y(a) = g+ (L7 f (1 ()] (@) = v
Cela compléte la preuve
Remarques 3.1. dans les hypothéses de Théoréme 3.1 la solution satisfait relation

y(a)

oSl

Dyy(x) -
Ainsi ,la solution satisfait le probleme de Cauchy

Diiy(r) = m———= (@ —a) ™+ f(z,y),  Li%y(a"))=0

3.3 Existence et unicité de la solution

Dans cette section ,nous établissons I’existence d’une solution unique au probléme
de type Cauchy (3.2)-(3.3) dans I’espace C’f‘;i [a, b] défini en (3.4) le résultat est obtenu
sous la condition de Théoréme 3.1 et la condition de Lipschitz sur f(.,y) par rapport

& la deuxiéme variable

[z, — fl@,92)] < Alyr — yo (3.14)

pour tout = € (a, b] et pour chaque y;,y2 € G C R,ouA > 0 est constant

Théoréme 3.2. [}/

Soient 0 < o < 1, 0<p<1, vy=a+p—ap.

Soit f : [a,b] x R — R est une fonction qui f(.,y(.)) € Cfﬁlﬂy_a)
y € Ci_,[a,b] et satisfait a la condition de Lipschitz(3.14)en ce qui concerne le

la,b] pour tout

deuzrieme argument alors il existe une solution unique y pour le probléme de type
Cauchy (3.2)-(5.8) dans Uespace C]__[a, D]
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Preuve :

Selon le Théoréme 3.1,le résultat de I’équation intégrale de Voltera (3.5) équation

,qui suffit
y(x) = Ty(x) (3.15)
Ou
Ty(z) = yol(x) + [I3+ f (L, y(t))](2) (3.16)
Avec
_ Ya —1
yo(x) = ) (x —a)? (3.17)

Nous prouvons d’abord l'existe d’une solution unique y dans les espaces C;_,[a, b]
notre preuve est basée sur le partitionnement de 'intervalle [a, b] en sous intervalles
sur les quels 'opérateur T' est une contraction . Alors nous utilisons le théoréme du
point fixe de Banach . Notez Cy_,[C1,Cs],a < Cy < Cy < b est un espace métrique

complet avec la métrique définie par

Alyr.v) = 1~ wellcr v o= s (@ =)' lon (@) ~ (e

sélection z; € [a, b] tel que

Al(v)
=" —a)* <1 3.18
w1 F(Oé T ")/) ($l a) ( )
Ot A > 0 est la constante de Lipschitz dans (3.14) clairement yo € Ci_,[a, z4].

Alors Ty € Cy_,[a, x1].Dans ce cas T contes Cy_,[a, z1] dans lui-méme. D’ailleurs de
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(3.14)-(3.16)et pour chaquey;,ys € Ci_,[a, z1] nous avons

1Ty = Tyaller_sawy = WG F(632(0) = 15 F (g2 (D)oo

M1 (8 1 () = (t Y2 () Mler s fa.e]
L)

IN

S (.%1 - a)ar(a + 'Y) Hf(t7 yl(t» - f(ta y2<t)>||0177[a7$1]
< Al - a>a%nyl<t> RO
< leyl (t) - yZ(t)HC’kw[aﬂfl]

Par I’hypothése 3.18 nous permet d’appliquer le théoréeme du point fixe de Banach
pour obtenir une solution unique y; € C1_,[a, 1] & I'équation (3.5)sur U'intervalle
[a, z1]. Si z1 # b alors on considére U'intervalle [a, z;]. Sur cet intervalle on considére

la solution y € C[x1,b] pour I’équation

y(x) =Ty(x) :=yo (z) + Lo f(t,y(1)](z), € Clxy, b] (3.19)
Ou ) .
(@) = e =) s / £t y(t))dt (3.20)

Sélectionner xo € (x1,0] tel que

((L’Q — Il)a <1 (321)

Puisque la solution est définie de maniére sur Uintervalle (a,z;],on peut considére

que yo1 est une fonction connue pour yi,ys € [x1 — x3),il résulte de la condition de
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Lipschitz (3.14) que

ITy(1) = Tyl cras) = M3 f (& y1(8) = L £ (£ y2(D) oo ea)
< NI 9 (@) = F(E y2(0) ]l o o)
1
< CMF(O[) (x2 - xl)a||f(t7y1<t>> - f(ta yQ(t))HC[IhIQ]
A
< o= o) (D)~ 1Ol
< wallyr(t) — v2(t)lclor w2l

Puisque 0 < Wy < 1,T est une contraction ,puisque f(z,y(z)) € C|xy,z3] pour
chaque y € C[x1, z5] implique que I° f € Clz1, x5] est donc le cote droit de (3.19)
est dans C[z1, 23]. Donc T corresponcli Clzy1 — x5] ,il existe une solution uniquey; €
clxy, xo] de équation (3.5) sur 'intervalle [z, x5]. de plus que yf(x1) = yi(x1) donc
sty (21) = y5(21)

yo(x) 0<z<um

yi(x) r1 <2 < Xo

Puis y, € C1_,[a, x1] , alorsy, est I'unique solution de (3.5)en C;_,|a, z1] sur I'inter-
valle (a,x1] Si 9 # b nous répétons le processus si nécessaire .dites M — 2 fois pour

obtenir la solution uniquey; € Clzy — 1]

k=23,. Ma=xy<z1<..x0)=0

A

al'(a)
uniquey* € C_,[a, b]de (3.5) donne par

tel que wiy 1 = (xpr1 — xx)® < 1 en conséquence , nous avons la solutions

y'(x) =y'k(x), € Clay — x4,k =0,1,...M — 1. (3.22)

Il reste & montrer qu'une telle solution unique y* € Cy_,[a,b] est en fait C7__[a, b]



3.3 Existence et unicité de la solution 36

de (3.5). nous avons

y(x) = Ty(x) = yol(x) + [Ig f(£,y7(1))] ()

Appliquer y aux deux cotes

Day*(z) = DglIg f(t,y"(8)](x) = [Dg~*f (¢, y"(t)))(x)
= [DF N f(ty () (=)

tel que :y > o , par hypothése . le cote droit est en C1_,[a,b] et ainsi D, y*(x) €
C1—+[a,b] donc par le Théoréme 3.1y* est la solution unique de (3.2)-(3.3)



Chapitre 4

La dérivée fractionnaire au sens de

Hilfer-Katugampola

Définition 4.1. (Katugampola 2011[7])Soit a,c € R avec a > 0 et ¢ € XP(a,b),
ou XP(a,b) Uespace des fonctions mesurables de Lebesgque & valeur complexes . les

intégrales généralisées , sont définies respectivement par

11—«

ero = s |

P op(t

7 tr)ia dt, r>a (4.1)

1— b -1
« tP t
e = b [ < (4.9
et p> 0.
Définition 4.2. (Katugampola 2014 [8])Soient o,p € R tel que a ¢ N,et soit

n = la]+1 ,ou [a] est la partie entiére de a.Les dérivées généralisées P D, (x) et

PDe (x),sont définis par

("Dgro)(x) = ("I ") (x)

1-n+a n z b1
F(n — O./) (ZL’ dm) /a (xp — tp)l—n—i—a ) ( 3)
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(DFg)@) = (1L ) @)
(=D)rpe (gji) / 2O RN
(E( 7 ‘

I'(n—a) dx xP — tr)l-nta

. . . . n __ 1-p d \™
respectivement, si les intégrales existent et 0, = (:E dm)

Théoréme 4.1. Soient a > 0,5 > 0,1 <p<oo,0<a<b< oo etpceR p>c.

En suite pour ¢ € XP(a,b) la propriété de semi-groupe est valide, c’est-a dire.

(LI o) (x) = (L) (2)

Lemme 4.1. Soient x > a,f I et PD<, tel que défini dans les équations(4.1) et

(4.3), respectivement . En suite pour > 0 et £ > 0,0n a

[p a+ <tp ; ap>§_1] (z) = F(E(i)g) <xp ; a,,)gﬁ_l,

PP a—1
[”Dg;(t “) ](x)zo, 0<a<l
p

Lemme 4.2. Soient 0 < a < 1,0 < v <1 si ¢ € Cyla,blet ?1)7% € Clla,b] , en

)

suite

("Lg D, o) (x) = ¢(x) —
pour tout x € (a, b
Lemme 4.3. Soita > 0et0 < <1 alors?I¢, est bornée de C, ,|a,b] dans C, ,[a,b]

Lemme 4.4. Soit n € Ny et puq, ps € R tel que
0 < < po <1 puss

O la.b] — €3 [a,b] — CF [a,b]



4.1 La dérivée fractionnaire de Hilfer-Katugampola 39
Et
Hchgp’#Q b < KéprHCngyul (a,b]>
Ou
b — gP\ 2™
Ks, = min 1,( a) , a+#0
p
En particulier
Cla,b] — Cy,pla,b] — C),pla, bl
Et
bp —a” H2—H1
lepon < (“25) T Ulcrons a0
(*DIe) (@) = fz,0(x),  w>a>0 (4.5)
Oyl <a<l, 0<p <, p > 0 avec la condition initiale
(L) a)=c, y=a+B(l-a), ceR (4.6)
T TlaGm +1) +1]
co =1, L = jl:[o I keN (4.7)

a(jm+1+1) +1]

4.1 La dérivée fractionnaire de Hilfer-Katugampola

Dans cette section , le principal du résultat, on introduit la dérivée fractionnaire de

Hilfer-Katugampola et discuter d’autres formulations pour les dérives fractionnaires.

Définition 4.3. Soit a et 3 de d’ordre de type satisfait an—1 <a<net0< (<1,

avec n € R,la dérivé par rapport a x, avec p > 0 d’une fonction ¢ € Cy_, ,[a,blest

défini par

d\" —B)(n—a
I € Al () IV B T

dt
(ip ]fin—w g [(L=An=a) (p) (2)

P a
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ou I est lintégrale fractionnaire généralisée donnée dans la Définition 4.1. Article
, il faut considérer la cas n = 1 seulement cas le dérivé de Hilfer et la dérivée de
Hilfer-Hadamard sont discuté avec 0 < a < 1.Notez qu’on présente et discuter de
nos nouveaus résultats concernant la fraction Hilfer -Katugampola dérivé utilisant
uniquement 'opérateur du coté gauche .Une procédure analogue peut étre développé

en utilisant ['opérateur du coté droit .

la propriété suivante montre qu’il est possible d’écrire opérateur »D%”? en termes
at

d’opérateur donnée par

PDgi(x) = 0L "9) ()

_ pl—n—‘roc xl—pi n x tp_lw(t)
T I(n—oa) ( d:v) /a (2 — tp)l,mradt, (4.8)
Di-(x) = (Z1)"GCL ) (@)
(=1mptnte AN\ P (1)
- L= (x %) / T (49

Propriété 4.1. ['opérateur ”DS;B peut étre écrit comme
PDF = [P gt —p P16 DYy = a4 B(1 — a)

prat

Preuve on a

(D)) = I (%)

plf(lfﬁ)(lfa) x 1
{F((l - /)1 -a) / (7 — tp)l—(l—ﬁ)(l—a)*"(t)dt}

I4+a+B—ap x o1
— |pf0=0) P / .
[ at F(1-p)1-a)—1 % o (zP— tp)l—(l—ﬁ)(l_a)QD( )

= ("D D)¢)(@)

X
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Ou l'opérateur D est la dérivé fractionnaire généralisée donnée dans la Définition
4.2.

Propriété 4.2. La dérivé fractionnaire pDZ‘J’rB est interpolateur de la fonction sui-
vante dérivé :Hilfer (p — 1)

Hilfer-Hadamard(p — 07)

généralisée (5 = 0)

Caputo type (= 1)

Riemann-Liouville (8 = 0,p — 1)

Hadamard (8 =0,p — 07)

Caputo (f=1,p — 1

Caputo-Hadamard(f = 1,p — 07)

Liouville(5 = 0,p — 1,a = 0) et Weyl (6 =0,p — 1,a = —o0) .Ce fait est illustre

dans le diagramme.

Lemme 4.5. Soit0<a<1,0<3<1lety=a+p(1—a)sipecC] la,blalors
PIT.D) p = [‘ﬂDaJr © (4.10)

PDY 1% = D7) 4.11
a a (70 a ()0

Preuve On preuve d’abord eq(4.10).En utilisant le Théoréme 4.1 et la Propriété

4.1, on peux écrire

PI’Y D7+g0 — P[’Y+[a+ B(1- Q)D(ﬁ ©
]04+5 04/3] 5+04/3D B

= Da+ ¥
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prouver eq(4.11), on utilise la Définition 4.3 et la Théoréme 4.1, obtient

PDI IS = S0, I
_ 5515:13—#04590

_ 5p11*5(1*04)90

prat

— r Dfil—a)w
Lemme 4.6. Soit ¢ € L'(a,b),si pril_a)gp existe sur L'(a,b) alors
Dy I = 1Dy
Preuve

DI It = PIETUDL IS = IS, T

a a

s o 0,

Lemme 4.7. Soient 0 <a<1,0<f<lety=a+ (1l —a) sip € Ci_,[a,b] et
P[P € C1_la,b] alors pDZ‘jrBIg;go existe sur (a,b] et

"D 1% o=,  x€(ab] (4.12)
Preuve On utilise les Lemmes 4.1,4.6 et 4.2 on obtient
(D Ige)a) = (I VDET o) ()

— _(pffilia)g@)(a) 2 gr\ Pa-o)-1
= o(z) ) ( : )

= p(z), x € (a,b].
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4.2 Equivalence entre le probléme généralisé de Cau-

chy et ’équation intégrale de voltera
On considére ’équation différentielle fractionnaire non linéaire suivante
(Do) (@) = fz,p(x)), w>a>0 (4.13)
Ou0<a<1,0<8<1,p>0 avec la condition initiale
("Iif’gp)(a) =c, y=a+p(1-a), ceR (4.14)

Le théoréme suivant donne I’équivalence entre le probléme eq(4.13)(4.14) et 'équa-

tion intégrale de voltera, donnée par

o = i (5)

n ﬁ / I (M)Mtﬂ—lf@,so(t))dt (4.15)

Théoréme 4.2. Soity=a+pf(l—a),0<a<let0<pF<1sif:(a,b]xR—R
est une fonction telle que f(.,¢(.)) € Ci_4[a,b] pour tout ¢ € Ci_,[a,b], alors ¢
satisfait les équations (4.13),(4.14) si et seulement si cela satisfait équation(4.15)

4.3 Existence et unicité de solution au probléme de

Cauchy

dans cette section , on trouve l'existence et I'un des unes de la solution pour
les problémes équations (4.13) (4.14) dans l'espace Cf;i , pla,b], définie dans le

Propriétéd.2; et sur (.¢) avec respect de seconde variable | c’est a dire que f(.,¢)
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délimité dans une région G' C R tel que

all f(z, 1) = f(@,02)llei_yplat) < Allr — w2llor_, pla (4.16)

pour tout z € (a,b] et pour tous p1,ps € G ou A > 0 est constante

Théoréme 4.3. Soient 0 < a < 1,0< <l ety=a+ (1 —a)

soit f : (a,b)] x R — R une fonction telle que f(.,¢(.)) € Cy,pla,b] pour tous
p € Cy,la,b] avec 1 —a < u < 1— B(1 — «a) satisfaisant la condition de Lipschitz
eq(4.16) par a rapport a la 2™ variable en suz’t il existe une solution unique @ pour
le probleme eq (4.13) -(4.14)dans Uespace O

1- vu[a b]

Preuve selon le Théoréme 4.2 il suffit de prouver qu’il existe une solution unique

pour I’équation intégrale de Volterra eq(4.15) cette équation peut étre écrire comme :

p(x) =Top(z)
To(x) = polx) + [PI5: [ (L, (8))(x) (4.17)
wolx) = F(Cw (xp ; ap) _ (4.18)

ainsi on divise 'intervalle (a, b] en sous intervalles sur lesquelles opérateur 7" est une

contraction on utilise alors le théoréme de Banach a point fixe.

Théoréme 4.4. Note que p € Ci_,, pla,z1] oua = z(0) < 21 < ....... <z, ="bet

Ci—y, pla, x1] est un espace métrique complet avec des métriques

P — @ I—y
( ) [1 = 2]
p
choisir z1 € [a, b] telle que l'inégalité

AL() (xtf — ap)a <1 (4.19)

~ Ila+7) p

d(1,02) = |01 — V214 plaer] = MAXeelae] @ € [a, T1]
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ou A > 0 est une constante , tient, comme dans eq(4.16) . Ainsi @y € Ci_, pla, 11]

et de Lemme 4.3 on a Ty € Ci_,, pla,x1] et T carte C1_y, pla, z1] en Ci_y, pla, z4].

par conséquent de eq(4.16)-(4.17) , Lemme 4.3 et pour tout 1,2 € Ci_., pla, x1],

en peut écrire

||T§01 - T§02”C’17~,[a79&1]

IN

N

115 F(tpr(8)) =P 15+ f (s @a(t))llon ., plaen]
IPIZ 1 (8 o1 (8) = S (& 20 Ml ey ptaan]

(w’f - a”)“ L)
p INCE )
1f(t e1(8) = f (& a(D)ller, e

¥ —a’\* T(y
A( 0 > ( )7)||§01(t) —pa(Oller_, ppa

p I'a+
willer(®) = @a(B)ller—, ooy

o0(z) = (xp_ap)y_l (4.20)

p

Par hypothése eq(4.19) . on peut utiliser le point fixe de Banach pour obtenir

une solution unique Q* € ¢i_., pla, 1] pour eq(4.15) sur lintervalle (a,z;].cette

solution est obtenue en tant que d’un séquence convergenteTktpz‘O) :

: k _* *
’}ggOHT Yo — ¥ ||01_7,p[a,z1] =0 (4'21)

ou ¢} est une fonction quelconque dans ¢;_., pla, z1] et

(The5)(x) =

(TT* ) (x)
pola) + IS f(6 (T ) (O))(x) ke N
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on prend ¢f(x) = @o(x) avec po(x) définie par eq (4.20) .dénotant
pu(r) = (T'¢p)(x)  kEN (4.22)
Alors eq(4.22) admet le formulaire
ve() = po(e) + VI3 + f(L opa()(x)  kEN
D’autre part , eq(4.21) peut étre s’écrit comme
l}i_>ﬂolo||90k90* — ©"le1_ plaser) = O

on considére l'intervalle [z, xs] ou z9 = x1 + hy, hy > 0 et z9 < b puis par eq

(4.15) , on peut écrire

o) = C (;cﬂ—ap)“

['(v) p y
o [ (x”/j”)a £t ot))di
iy S
- o)+ [ ( . t) £t (1))t

ol o1 (x) , définie par :

i =i () [ () e

et la fonction connue et o1 () € C1—y [z, 2o], Utiliser les mémes argument a dessus, on

conclut qu’il existe une solution unique ¢* € Ci_, pz, o,) POUr eq (4.15) sur I'intervalle
[1, x2]. le prochaine intervalle a prendre en compte et [, 23], ou x5 = xo+hg, he > 0

et x3 < b . Répéter ce processus , on conclut qu’il existe une solution unique p* €
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Ch—y ple1,zs) POUT (4.15) sur 'intervalle [a, b]. II faut montrer que cette solution unique
©* € C1_pla, b] est aussi dans C_,a-s 44,4 il faut montrer que (pDZ‘fgo*) € Cy, pla,b]

on souligne ce * est la limite de la séquence @y, ou p, = T*ps € Cy_, pla, b] , c’est

a dire
i s = ¢l =0 (12
sur un chois adéquat de ¢f(z) sur chaque sous-intervalle [a, 1], ....... [Tn—1] si

wo(x) # 0 alors ou peut admettre ¢ = ¢ et une fois 4 > 1 — v , de Lipschitz

condition , eq(4.16) et par Lemme 4.4 on peut écrire

HpD(O)éJfQOk‘ —r Dgiﬁgp*ncu,p[a,b] - ||f(ZL’, C,Ok) - f(ZL’, 90*)”5/1,9[%17]

b —aP\*
A( - ) 198 = 1o oy (4:24)

N

par eq (4.23) et (4.24) , on obtient
: a B x _
Jim [ 2 DG o = D@ le, pfa) = 0

de cette derniére expression , on a (D3?¢*) € ¢, pay Si

((Dg’fgok) € Cuplat)): bk = 1,2....... Depuis (?D¢y¢r)(z) = f(t, or—1(2)), puis par
I'argument précédent, on obtient que f(t,*(.)) € ¢uplap POUr tout ©* € ¢, a4 PAL

a?ﬁ

conséquence, @* € 12 nlad]

4.4 Problémes de type Cauchy pour les équations

différentielles fractionnaire :

Dans cette section , on présente des solutions explicites aux équations diffé-
rentielles fractionnaires impliquant 'opérateur différentielle de Hilfer-Katugampola

(ng‘fcp) (x) d’ordre 0 < av < 1 et type 0 < 8 < 1 dans 'espace ci“’_ﬂﬂf plad) définie dans
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la Propriété 4.2 . On consideére le probléme de Cauchy suivant :
(Do) (x) — Ap(z) = f(z), O<a<l, 0<B<I1 (4.25)

(1)@ =C, y=a—B(1—a) (4.26)

ou C,A € R . on suppose que f(z) € cupap avec 0 < u < 1let p > 0. En suite
, par le Théoréme 4.2 | le probléme équations(4.25)-(4.26) ,équivalente a résoudre

I'intégrale équation suivante :

o = 165 (55) g [ (5 )

() o o

pour résoudre eq (4.27) , on utilise la méthode des approximation successive , c’est

so(x)r(i) (xp ; aP)H (4.28)

-a-dire

[(a)

on utilise eq (4.1)-(4.28) et le Lemme 4.1 , on a 'expression suivante pour :

pr(e) = o) + ("L wo)(x) + (P15 f)(@)

2 p¥ ! R ) e
- X Ay ( _ (12 ) ) (430)

)Oéj+5(1—a)—1
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De méme , en utilisant les équations (4.28)-(4.30) et le Théoréme 4.1 on obtient une

expression pour (,, comme suite :

—~

z) + ("I e1) () + (P15 f) ()

/\j—l P — qP aj+B(l-a)—1
P(aj+ B(1 - ) ( p )

f“ 0L (@) + (PLg f) ()

3

N1 P — P aj+B(l—a)—1
B "Zrmw(l—a)) ( p )

=1

2
T )\] 1 Q?p _ tpa] 1
+ / > o tr- Ft)dt

J=1 p

pa(z) = olz

p“qw

+

pour suivant ce processus , ’expression de ¢y (z) est donnée par :

E+1 . aj+B8(1—a)—1
it (:Up—ap> J
vrlx) = ¢
) ;[(@]ﬂL@(l—@) p
“” PVt a? —aP\ !
+ / y t”_l( ) ft)dt
o ‘= 1(ag) p

(4.31)

(4.32)
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changer I'indice de somme dans cette derniére expression

j—j7+1,0na

00 i P — af aj+vy—1
C
;Fawr’v ( p >
r OO : B 2 — af aj+y—1
" /aZFaJ+a ( P )

j=0

(4.33)

En utilisant la Définition 1.3, on peut réécrire la solution en termes de deux parameétre

Mittag-Lefler les fonctions

o =e(5%) " m p (5]
i /”” " (mp ; ap>a— Eap {A (xp ; ap)T f(t)dt (4.34)

la fonction f(z,p) = Ap(z) + f(z) vérifie la condition de Lipschitz, (4.16) pour tout

x1,%2 € [a,b] et tout y € G, ou G est un ensemble ouvert sur R . si p > 11—+, alors
par Théoréme (4.3) , le probléme equat10ns(4.25)—(4.26) a une solution unique donnée
1 ey Note que le probléme eq (4.25) -(4.26) doute

la solution est donnée par eq (4.34) , comprend les cas particuliére suivante :

par eq (4.34) dans une espace C*”

1. Sip — 1let g =0, alors v = a et on a un probléme impliquant Riemann-
Liouville la dérivée fractionnaire , sa solution peut étre trouvée dans ( Kilbas

et al .

2. Pour p — let = 1 notre dérivée devient la dérivée de Caputo, la solution
peut étre trouvée dans (Kilbas).

3. Considérant p — 0% et 5 =0, on a v = a un probléme de Cauchy formulé avec
la dérivé Hadamard ; la solution peut étre trouvé dans ( kilbas).

4. D’autre cas particuliers sur viennent lorsque on modifie les paramétres tel que

d’écrits dans la Propriété 4.2 certains d’autre eux sont présentes a- dessous.
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5. Un cas particulier et le cas lorsque f(z) =0 , on a le probléme suivant :
("D p)(x) = Mp(x) =0, O<a<l; 0<p<l1

I e)a) =C, y=a+B(1—7).

avec A € R et a < x < b . la solution est donnée par

e (55) ()]

En autre , considérer le probléme de Cauchy suivant :

p_ op\ &
(pDz‘;ﬁgp)(x)—)\(m pa) ox) =0, O<a<l,  0<B<1, (435

(I} %0)(a) = C, C e R, p>0 (4.36)

2” —af\°©

)
En suite , par le Théoréme 4.2,le probléme(4.35)-(4.36) est équivalent a intégrale

avec \,§ € Ria <z < bet > —a.on suppose [\ @] € Ci—aplab)

suivante a I’équation :

o - (5
a7 () (5 o e

on applique la méthode des approximation successives pour résoudre I’équation in-

tégrale eq (4.7), c’est on considére

o(x) = Ffa) <9“"p - ap>a_1 (4.38)
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et

on(2) = golx) + ﬁ / -1 (“f" ; tp)al (’fp - “”)5 o (dt (4.39)

pour k = 1 et en utilisant le Lemme 4.1 , on a

p1(@) = polz) + A (pf: (tp . apfsﬁo) (x)

= T <mp;ap>a_l+rc<z>1?<(ziigg> (xp;ap)2a+£_l 440)

pour k = 2 et en utilisant a nouveau lemme , on peut écrire

pa(@) = pola) + A ( p (’“’;a”)gwl) ()

~ o)+ s <p[3+ (t%)+§> (2)

* ftreg (5 (559 )
- () (e )
cap(e) ]

_T(e+€  Tla+&l2a+2)

1= T(2a +¢) 2 I'(Ba+ 26)I'(3a + &)

En continuant ce processus , on obtient I'expression pour ¢, (x), donnée par :
) )

(4.41)

J

g (52 g (552 ]| e
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o . Tl(a+8)]
S PR )

on peut écrire la solution de ’équation en termes de Mittag- Lefler la fonction géné-

\ (xp o ap>o¢+§ '
p

(4.44)

jeN (4.43)

ralisé :

c <x”—ap>a_lEm1+§71+(§—1)1+§/a
a

si € >0 eq(4.16)



Conclusion

Le concept du calcul fractionnaire est une généralisations de la dérivation et
de l'intégration ordinaires ordre arbitraire. Notre but principal dans ce mémoire
est de présenter plusieurs résultats d’existence et d’unicité pour certaines équations
différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo , Hilfer et Hilfer- Katugampola
dans un espace de Banach ce résultats est obtenu a l’aide de la technique de point

fixe combinée avec un certain processus de continuation.
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