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Introduction

Dans ce travail on considére les notions de distributions et de réarrange-
ments. Ces derniéres sont étroitement liées aux espaces fonctionnelles de Marcinki-
wiz, Lorenz. Ainsi ces notion sont appliquées a certaines opérateurs, par exemple :
I'opérateur de Hardy-Littlewood.

Le mémoire comprend une introduction, et trois chapitres, une conclusion et
une bibliographie.

Au 1°" chapitre sont abordés les espaces de Lebesgue ot sont données quelques
propriétés sous forme d’inégalités classiques telles que celle de Holder, Minkowski ,de
plus est considere le dual de 'espace de Lebesgue L.

Le 2°™¢ chapitre est composé de définition et propriété des fonctions de distri-
bution et réarrangement (au sens de Lebesgue) et aux espace de Lebesgue.

Les fonctions de distribution et réarrangement des outils importants dans ’étude des
espaces fonctionnelles, de la théorie d’interpolation et autre.

Dans le 3™ chapitre sont données des applications des fonctions de distribu-
tion et de réarrangement, a savoir : au espace Marcinkiwiecz (espace faible) a la
théorie d’interpolation, a 'opérateur maximale (Hardy Littlwood) et aux espace de
Lorentz suivant aux méme définis a l'aide de fonction de réarrangement.

Ainsi en considére & la fin du 3°"¢ chapitre une publication de MIGUEL A.
ARINO et BENJAMIN MUCKENHOUPT sur les fonctions maximales sur ['espace

de Lorentz classique et l'inégalité de Hardy avec poids pour une fonction décrois-



sante, ou dans les espace classiques de Lorentz on prouve que 'opérateur maximal
est bornée en caractérisons les fonctions de poids.

Ici interviennent 'opérateur de Hardy et autre notion ou sont utilisées les fonc-
tions de distribution et de réarrangement.

A la fin on trouve une conclusion et une bibliographie assez récente et détaillée.



CHAPITRE 1

ESPACES CLASSIQUES DE LEBESGUE

1.1 Définition et inégalités intégrales

1.1.1 Notations :

1) On note par e le sous ensemble de €2 de mesure nulle.

2) On note par p.p pour dire presque partout.

3) || désigne la mesure de Lebesgue de 1’ensemble €2 mesurable .

4) L’ensemble des fonctions continues sur R" est noté par C' (R").

5) On dit que f € Cy (R") si f est continue sur R, et & support compact.
Lemme 1.1. (Lemme de Fatou) : Soit f, une suit des fonctions mesurables et

positives sur un ensemble mesurable Q C R™ . Alors f(x) = khm inf (fu(x)) est
—00

mesurable et de plus :

/Qf( z)dr < hm 111f/f/7C dx<21€1]13/fk(x)dx

Démonstration : Voir [11],[4].
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Théoréme 1.1. (Convergence monotone) Soient k € N, f, des fonctions non

négatives mesurables sur ensemble 1 mesurable, Q@ C R™, de plus fip(x) < fuin(x)

p.p, et f(x) = klggo (fe(z)) alors :

lim /ka(x)dx:/leggofk(:c)d:c:/ﬂf(x)da: (1.1)

k—o0

Démonstration : Voir [11],[4].

Théoréme 1.2. (Convergence dominée) Soient k € N, fy. des fonctions mesu-
rables sur ensemble Q mesurable, Q@ C R", et p.p existe sur Q) la limite finie f(x)
telle que :

kh_)rgo fr(x) = f(x), sl existe une fonction G intégrable et non négative, telle que p.p
sur € :

|[fe(2)] < G(). (1.2)

Alors, Yk € N les fonctions fi. et la fonction f(x) sont intégrable sur € et

lim [ fiy(z)de = / f(e)de. (1.3)
k—oo Jq Q
Démonstration : voir [11],[4].

Remarque 1.1. La plus petite possible fonction G dans (1.3) est la fonction G

définie comme suit :
G(xz) =sup|fu(z)|, VreQ

neN
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Théoréme 1.3. (Théoréme de Fubini) Soit E un ensemble mesurable de R" (E C R™)
et FF C R™ (un ensemble mesurable) et la fonction f(x,y) intégrable sur E X F .
Alors pour presque tous Les x € E, f(x,y) est intégrable sur F, pour presque tous

lesy € F f(x,y) est intégrable sur E et

o f(x,y)dzdy = /E (/F f(x,y)dy) dr = /F (/E f(x,y)d:z:) dy (1.4)

Démonstration : Voir [11], [4].

Remarque 1.2. Si f n'est pas intégrable sur E x F, alors les intégrales itérées

peuvent ne pas exister ou exister et étre différentes.

Théoréme 1.4. (Théoréme de Luzin) Pour qu’une fonction f(z) définie sur
un segment [a,b] soit mesurable, il faut et il suffit que pour tout € > 0 il existe une

fonction o(x) continue sur [a,b] telle que :

{z, f(z) # ¢(x)}] < (1.5)

Démonstration : Voir [7] Ch. V théoréme 9.

1.2 L’espace de Lebesgue

Dans ce qui suit on définit 'espace de Lebesgue (espace des fonctions).

Définition 1.1. Soit Q@ C R"™, un ensemble mesurable avec 0 < p < oo et soit
f:Q—C. On dit que f € L,(2) si :

(1) f est mesurable sur ) .

(2) 1F @ = (Jo|flda)"” < oco.
Exemple 1.2.1. Soit :

1 stx € By

Fiz) = { -1 size BJE (6)
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Avec E1 C E, Ey non mesurable, alors :
(1) n’est pas vérifiée.
1 1
(2) | flle,ce) = ([dx)"? = |E|7 < oo, donc | ¢ Ly(E).

Définition 1.2. Soient 2 C R™ un ensemble mesurable, f: Q — C

supvraif(z) = inf sup f(x) (1.7)
z€Q eCQaceﬁ/e

inf ' = inf 1.8
inf vraif(z) Sup i /ef(l") (1.8)

Définition 1.3. Soient Q2 C R™, mesurable et soit f : Q) — C, |Q] >0,
On dit que f € Loo(2) st :

(1) f est mesurable sur ) .
(2) Ifllo(@) = supvrail f(z)] < o0
Remarque 1.3. On pose || f| 1) = 0 pour [Q] = 0.
Théoréme 1.5. (Théoréme de Riesz) Soit Q C R", un ensemble mesurable et f

une fonction mesurable sur 2, alors :

lim || f]lz,@) = | fllze@ (1.9)
p—r00

Démonstration : Voir [1], et [3].

1.2.1 Inégalités de Holder :

Lemme 1.2. (Inégalité de Young) Soit p,q > 1, alors :

P
Ya,b>0, ab< = 4+ (1.10)
P oq

1,1
avec =+ = =1
P+q
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Lemme 1.3. Pour0<p <1, ona:

ab? b

Va,b>0, ab>—+ — (1.11)
p q
Corollaire 1.1. Soit p,q,r > 1 tels que === + —, alors :
VA,B>0, (AB) <_Ar+lps (1.12)
p q
Démonstration : Comme % 14 alors 1= /T + /r, et on applique I'inégalité
(1.11) aveca = A" et b= B" on trouve
p/r pa/r
(AB) =ab< =+~ = Av 4 _ps (1.13)

p/r  q/r p q

Lemme 1.4. Soit ) un ensemble mesurable, si les fonctions f : 2 - Retg: Q2 — R

sont mesurables sur ), et g est non négative, alors :

;relsflvrazf( / dx</f x)dx < supvraif(x )/Qg(x)d:z: (1.14)

e

Démonstration :. Soit e C Q2 tel que |e] = 0, alors :

/ fgdx = fgdx < sup f(z) / gdx (1.15)
Q Qe Qe Q
Alors :
/ f(x)g(x)dx <sup f(z )/ g(x)dx (1.16)
Q/e Q
d’ou

/Q f(2)g(x)dz < inf sup f(z) /Q gdz = sup vraif (z) /Q gdz (1.17)

TEE re\e e

D’une maniére analogue on prouve 'inégalité gauche de (1.14)
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Corollaire 1.2. Soit Q un ensemble mesurable, si les fonctions f: Q — C et

g : Q2 — C sont mesurables sur Q et f € Loo(Q),g € L1(Q2), alors :

< @9l (1.18)

' [ f@gteis

Démonstration :

‘/Qfgd:c

Théoréme 1.6. (Inégalité de Hélder) Soit Q0 C R™ un ensemble mesurable, et
0<p<oo,feL,Q) etge L,Q) ,avec 1/p+1/q =1, alors :

< [ 1fgldz < suporailf@)] [ lolde < 1 Fle@lollney  (119)
Q Te Q

i) Sil<p<oo
/Q Folde < |l gl (1.20)

1) Si0<p<1l,VreQgx)#0

/Q Faldz > 1o llgle @ (1.21)

Pour la preuve de (1.16) et (1.17) on utilise l'inégalité de Young (1.11) et (1.12).

Corollaire 1.3. Soit p > 0, p; < 00, —00 < py < 0 et pil + p% = %, alors :
i) Sip<p
1f9llp) < Iz, @ll9llz,,q (1.22)

1) Sip>p, Vo e g(x)#0

1 f9llz, = 1z, @9l zpa() (1.23)

Pour la preuve de (1.18) et (1.19) on applique respectivement (1.16) et (1.17)
1

1 1
avec —— — .
p1/p +

p2/p
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Proposition 1.1. Soit p; €]1,00,i =1,2,....k, et 1 <r < oo tel que :

(les p; sont dits r conjugués ), f; € Ly, (), alors :

k
F=1]feL
i=1
et
k k
1wy = I TT filleo < 11 1fill L, @
i=1 i=1
Démonstration : Par récurrence.

1.2.2 Inégalités de Minkowski

Lemme 1.5. Soit f,g € Lo (Q2), alors on a l'inégalité suivante :

1+ Fellpo@ S Wllio@ + 112l @ (1.24)
Démonstration :
Soit ey et ey deux ensembles tels que |ej| = |es| = 0, on pose e = e; U ey alors
Ve >0, on a :
sup £ < 1Al + 5 =12
et donc

sup | f1 + fa| <sup (|f1] + [f2]) < sup |fi| +sup | f2]
Q/e Q/e Qfe Q/e

< Hf1||Loo(Q) + ||f2HLOO(Q) te

iIelfSQl;p i+ fo] < ||f1||Loo(Q) + ||f2||Loo(Q) T
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on fait tendre € vers 0, d’ou :
g}g 1ot ol < Al + 12l @

i+ follio) < 1flloo@ + 1ol @

Théoréme 1.7. (Inégalité de Minkowski) Soit Q € R"™, un ensemble mesurable,
1<p<oo,feLyQ) etge L,(), alors :

If+ 9l < I flle@ + 19l @ (1.25)

Démonstration : Voir [3].

Corollaire 1.4. Soient m € N, et fr € L,(2) , pour tout k € {1,2,...,m},
1 <p<oo, alors :

m

>k

k=1

<D el (1.26)
) k=1

Lp(Q

Démonstration : Par récurrence.

Corollaire 1.5. (Inégalité de Minkowski pour les sommes infinies)

Soit fi € L,(Q) pour tout k € N tel que Y _ | fill, ) < 20

k=1
alors :

Yo
k=1

<> fillyy o (127)
Q) k=1

Ly(

Démonstration. On suppose que Z [ fill , (€2) < oo.

k=1
A Taide du critére de Cauchy pour les séries numériques et 'inégalité de Min-

m
kowski pour les sommes finies on montre que la somme S,, = E [kl 2, () est une
p
k=1
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suite de Cauchy et puisque L, est complet, on déduit que :

A S = ; el @

on passe a la limite quand m — oo et en vertu de la continuité des semi-normes

m o0
ka — ka, lorsque m — oo, on a :
k=1 k=1

[e.e] o0
ka < Z“fk”Lp(Q)
k=1 Lp(Q) k=1

Théoréme 1.8. Soit 0 < p < 1, et Q C R"™ un ensemble mesurable, et f, g € L,(£2),

alors :
1_
If+ gl <227 (1 f @ + l9lp@) (1.28)

Démonstration : On utilise I'inégalité triviale Va, b > 0
(a+b)P <c(a?+P) (1.29)

sip>1,c=2r"1
etsi 0 <p<l,
alors ¢ = 1. On applique cette inégalité avec a = |f] et b = |g],

on obtient :

1+ gl = ( / |f+g|de)” < ( [ispacs [ |g|pd:c)” (1.30)

on applique I'inégalité (1.27), avec ¢ = max (1, 2%_1> = 2%_1, et donc

1+ gllo,@ < 277" ((/ﬂ |f|pdx)” + (/Q |g|pdx>p>

1
<20 (1 £lleo@) + gl @)
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Lemme 1.6. Soit a; > 0,71 =1,...,m, alors on a ['inégalité suivante :
m p m
(Z ai> <c (Z af) (1.31)
k=1 k=1
avec ¢ = max (1, mP~1).
Démonstration : Par récurrence a partir de 'inégalité (1.27).
Corollaire 1.6. Soit 0 < p < 1, alors
m 1 m
> <me Y | fill o (1.32)
k=1 Lpy(Q) k=1

Démonstration : A partir du Corollaire (1.1) et du Lemme (1.1)

Théoréme 1.9. (Inégalité intégrale de Minkowski)

Sotent E C R™ et ' C R"™ des ensembles mesurables, et f une fonction mesu-

rable sur B x F' alors pour 1 < p < oo on a :

H / 7wyl < / V£ Cowliy )y

Démonstration :Voir[3] P: 316 — 317.

Théoréme 1.10. Soient E C R™ et F' C R"des ensemble , et f une fonction mesu-

rable sur ' x F alors pour 0 < g <p < oo on a

||Hf($;y)HLg(F)||L£(E) < ||Hf(x7y)HL§(E)HL§(F)

(1.33)



1.3 Propriétés des espaces de Lebesgue : 17

Démonstration :
1

@) lgmlee = I / )yl
1
_y / Fe,y) iy,

F Ll (E)

xZ, 4 p d

([ Wil g, i)

1
([ 1560l
117 @)zl g

Q=

IN

IN

IN

1.3 Propriétés des espaces de Lebesgue :

1.3.1 Dual de L,

Définition 1.4. On dit que | : E — C est une fonctionnelle linéaire continue sur
E si:

(1) l(af + Bf) =al(f) + Bl(g) pour tout o, € C et f,g € E.

(2) LN <cllflle tels que ¢ € R.

Proposition 1.2. lapplication | : L,(2) — C définie par

I(f) = / f(2)g(x)dz (1.34)

est une fonctionnelle linéaire continue. telles que : g € L,(Q) et ¢ le conjugue de p.

L’ensemble des fonctionnelles linéaires sur L,(§2)est note par (L,(€2))*.

Démonstration :
1) La linéarité est évident .

2) La continuité :

1L = I/Qf(ﬂf)g(x)dfd S/Qlf(:v)llg(ﬂf)ldx
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par application de I'intégrale de Holder, on obtient :

O < 1 fllzpllgllz, < cllfllz, @ (1.35)

— 1 1 _
avee ¢ = |\gl[L,@ et 5+ =1

Remarques 1.1. L’espace dual (L,(2))*est une espace vectoriel sur C normé :
1 = sup (AT 1 fleo) < 1} (1.36)

1.3.2 Convergences dans L,

Définition 1.5. On dite qu’une suite de fonctions mesurable f,(x) converge on me-

sure vers une fonction f(x) si pour tout o >0 on a :

lim [ 1f,(a) = f@)] = 0} =0 (1.57)

Théoréme 1.11. Si une suite de fonction mesurable f,(x) converge presque partout

vers une fonction f(x) , elle converge vers la méme fonction f(x)en mesure .
Démonstration : voir [7] chapitre paragraphe 4 théoréme 7.

Théoréme 1.12. Soit f,(x) une suite de fonction mesurable convergeant en mesure
vers f(z) .Alors ,de cette suite on peut extraire une sous suite f,, (x) convergent vers

f(z) presque partout.
Démonstration : voir [7] chapitre V paragraphe 4. théoréme 8.

Définition 1.6. Soit (f,),une suite de fonction L,(Q2) on dite que (f,) converge

faiblement vers f si :

lim [(f,) = I(f) pour tout | € (L,(2))* (1.38)

n—aoo
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Théoréme 1.13. Soit f € L,(2) telle que I(f) = 0 pour toute | € (L,(2))* alors
f=0pp

Théoréme 1.14. Soient 1 < p < 0o et (fn)n une suite des fonctions qui converge
vers f dans L,(2), alors :

1ALy < Tim inf follz, @) (1.39)

Théoréme 1.15. Soit 1 < p < oo,le dual de (L,(2)) et (L,(S2))avec i + % = let

= [ [(x)g(x)dx pour une certaine g € (Ly(Q)) unique et de plus :

12l = Nlgllzy(e)- (1.40)

Démonstration : voir [11] chapitre V paragraphe 4. théoréme 2.14.

Définition 1.7. On dite qu’une suite de fonctions (fn(x)) de L,(2) converge en

moyenne vers f(x) € LP avec 1 < p < oo si [’égalité suivant est vérifie
i (|~ fllzy@ = 0 (1.41)

Proposition 1.3. Si une suite de fonctions (f,(x)) de L, , 1 < p < 0o converge en

moyenne de vers f(x) , alors elle converge faiblement vers la méme fonction f(z)

Démonstration : (A l'aide I'inégalité de Holder) on a :

/ Fal@) = F@)lg@)ldz < [1fa — Fllye gl

par passage a la limite on obtient :

b
dim [ [fale) — F@)llg(@)ldz < T | fa ~ Fllzo 9]
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et comme f,, converge en moyenne vers f , alors

Jim / () — £(2)llg(x)|dz = 0

lim [ (fn(2) = f(2))(g(x))dz = 0

n—aoo

et donc f,, converge faiblement vers f.

Remarques 1.2. Si p =1 alors la convergence faible est vérifie Vg(x) mesurable et

bornée ,et donc la proposition 1.3 est aussi vérifice.

1.4 Inégalités multiplicatives

Soient U € R™ U un ensemble mesurable, 0 < p; < p < ps < oco. Alors

@) < WAL ALy, ()
et
p(p2 — p1) } 9
< , ok
sy < [ 22T 1 (o
1 1-0 46
ou § € (0,1) est définie par I'égalité — = + —.
p b1 D2

Preuve : Soit p, < 0o , comme pl =1+ ( - ) > 1 on applique I'inégalité de

p2’

!

Holder les exposants g—; et (g—;) et on obtient :

(I—o)p

[urar< [ 1o cinoorae= ([ 15m)" s ([ 15mar)
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et elévant a la puissance (%) on a :

1l < PN % IS, e ()

2) Soit py = 0o. Alors d’aprés (2) on a 0 = DL ot

p

JolfPde = [, 1f1% £~ dx 1
< (J"U |f|9p dx)(fU | f|P2 dm)gﬂ*@)p

= AP N A% o)

0 1-6
= NI o IFISZ0E,

d’ou
1-6
£ 1oy < IF1%, @y IFISS0.



CHAPITRE 2

FONCTIONS DE DISTRIBUTION ET DE
REARRANGEMENT

2.1 Fonction de distribution

Définition 2.1. Soit E C R", E ensemble mesurable, tel que f : E — C, une
fonction mesurable. La fonction \s est dite une fonction de distribution de f,

Si ¥ o €10,00), l'égalité suivante est vérifiée :
A(o) =mes{x € E:|f(x)| > o} (2.1)

Remarques 2.1. de la définition on peut déduire :
(1) As(0) = Ajp(0)
(2) St f~g Alors: Xi(o) =Ag(0) sur [0,00)
(3) Sisur[0,00) |f|>l|g] pp Alors: Ar(o) > (o)

Preuve :
(1) As(0) = Ajg(o) évidente
(2) Soient E = (0,00), o € [0,00[ et g~ f
g~ fe (g# fsur By C E Tels que : mes {E;} = 0)
et (9= fsuw E/E, = Ey)
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tel que F = Ey U E,

N(o) = mes{z € E:|g(z)| >0}

= mes{z € Ey : |g(x)] > o} +mes{z € Ey: |g(x)| > o}

g(
= mes{z € Fy: |g(x)] > o}

(@) > o}
= mes{z € Ey:|f(x)] > 0o} +mes{z € Ey:|f(x)] >0}

= mes{z € E:|f(x)| > o}

= mes{zr € Ey

= As(o)
donc :
Ar(a) = Ag(0)
(3) On pose :

A(o) =mes{x € E:|f(x)| > o} = mes{E:}

N(0) =mes{x € E : |g(x)| > o} = mes {Ey}
Donc

9(z)] >0 = |f(z)] >0

Alors Si

re€lby=a2€eklk = FE,CE
= mes {E2} < mes {E;}

= (o) < As(o)

Lemme 2.1. Pour o1, oy positifs tels que 0 = o1 + 03, et pour f,g des fonctions

mesurables, on a :
Ar+g(0) = Ap(01) + Ag(02) (2.2)
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Proposition 2.1. Soient n = 1, E = (0,00) La fonction f est positive, continue,
strictement décroissante sur (0,00) et lim f(z) =0
Tr—00

alors :

1) A ¢(0) = +oo.

2) Vo € 0,00, A(0) = /(o)
Preuve :

1) X\¢(0) =mes{z € E: f(x) > 0} comme f est positive alors :

Ar(0) = mes{E}
= mes{(0,00)}

= —|—QO
2) soit o € [0, 00,

Ai(o) = mes{r e E: f(z) >0}
= mes{z € E:x< f(0)}

= mes {(O, f’l(a))}

= f o)
Rappels : Si Vi € N les ensembles Ej sont mesurables et non nuls et U L) est
k=1

aussi mesurable Alors :

mes{[j Ek} < i mes {Ey} (2.3)

Si de plus les ensembles Ej, sont disjoint deux a deux Alors :

mes{U Ek} = Z mes {Ex} (2.4)

k=1 k=1
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a) Si E, C Exq Alors :

k=1

mes { G Ek} = kliHmOO mes{ Ey} (2.5)

b) Si Eyy1 C By et mes{Ey} < oo Alors :

k=1

mes { ﬂ Ek} = kli_r}noo mes {Ey} (2.6)

Lemme 2.2. Soient E C R", Eun ensemble mesurable, m € N, ag =0, a3 < as <
az < -+ < G, E1, Es, B3, ..., E, des ensembles mesurables non vides disjointes

deuz a deuz (Des sous ensemble de E de mesure finie) ou
m

f= Z ag.Xr (ou Xxx sont des fonctions indicatrices des ensembles Ey) alors :
k=1
1) Vo € [am,o0)

Ar(0) =0 (2.7)

2) Vo € lap_1,a;] et Vk€[l,...,m]
A(o) =) mes{E} (2.8)

Proposition 2.2. Soit f une fonction qui vérifie les conditions de lemme (2.2) c.a.d :

f= Z i Xk
k=1

St 0<p<ooona:

m

/E|f|p dr = Zak mes {Ey} (2.9)

k=1

Preuve : Ona: EENE; =0, Vi#jeti,j=1m
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alors : mes{E} = Zmes {Ex} et E = U Ey
k=1 k=0

/|f|pdw = / Izakxk|”dw=/um . larxa|? + lagxal” + - - - + |amxm[Pdx
E

ZL:OEk k=1 k=0"k
= [ lavaPde+ [ JaaPdot o [ Janpds
Eq E> m

= |a1|p/ dx+|a2|p/ dm+---+|am|p/ dx
FEq E> m

= |ay[P'mes{E1} + |ag|Pmes{Ey} + -+ + |am[P'mes{E,, }

m

= Z |ag|Pmes { Ex}

k=1
Lemme 2.3. Soit E C R", E ensemble mesurable et mes{F} < oo, f: E — N
fonction mesurable alors :

1) X\;(0) =mes{E\} ou  E,={x€E: f(z)+#0}.

2) La fonction \f(o) est décroissante sur [ 0, 00).

3) Uli_r>noo (o) = 0.

4) a) Vo € [0, [|fllic)  Arlo) >0;
b) si | flliso(Ey < 00 alors :

Vo € [||f]liso(r), 0) A(o) =0.

5) A¢(o)est continue a droite.

Preuve :

1) Soit o € [0,00[ on a :

A(o) = mes{x € E,|f(x)] > o}

Ar(0) = mes{z e E,|f(x) >0}
= mes{zr € E, f(x) # 0}
= mes{E}
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Par conséquence :

Ar(0) = mes {Ey}

2) Montrons que A¢(o) décroissante :

Soient o1, 09 € [0, 00 tel que o1 < 0y
A(o1) =mes{x € E,|f(z)| > 01} = mes{E\}

A(o2) = mes{x € E,|f(x)| > 02} = mes {Es}

Comme :

(If (@) > 02 = [ f(2)| > o1)
sizvely =—xck
donc By C B,

mes {Ey} < mes{FE}

o1 < 09

I

Par conséquence :

A(o2) < Ap(or)

3) Montrons que lim Af(o) =0
g—>00

Soient {5} une suite croissante de nombre réel no négative tel que :

lim ty =00 ,VkeN et E,  CE, et () E,=2
k=1

k—o0

En vertu de (2.6) , on peut écrire :

mes {ﬂ Etk} =0= kli_r>noomes {E,} =0
k=1
1e :

lim )\f(O‘) =0

t— 00

5) Montrons la continuité a droite :
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Af(0) est une fonction décroissante de o alors il suffit de montrer que

1
lim )\f(O' -+ —) = /\f(O').
n

n—oo

On a la suite d’ensemble A, = {z : |f(z)| > 0+ 2} est décroissante pour

I'inclusion ou n € N*.

mes { ﬂ An} = lim mes{A,}
n=1

n—oo

n—oo

= (o)

1
= lim A —
im A(o+ n)

alors \¢(o) est continue a droite.

Lemme 2.4. Soit E C R", E ensemble mesurable , f et fir des fonctions non

négatives mesurables sur E, De plus pour presque tous les x € E on a :

Je(@) < fip () kh_ffloo fe(z) = f(z)
Alors : Vk € [0,00)
Afi(0) < Afira(o) < Ag(o). (2.10)

Ou :
Ap(o) = lim Aj (o)

k— o0

Preuve : Soient : 0 € [0,00],k € N

E,={z€: f(z) >0}
E;={ze: filz) >0}

Byt ={ze: finlzx) >0}
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Montrons que :

EFc EF C E,

(i) Ef C EH

(i)

On a:
fe(@) < frorar(x)
Donc :
@) >0 = |fin(@)] >0
Alors si
r € E¥ = r e EF!
Par suite :

E* C g

Par conséquence
mes {E;} < mes {E;™}

Finalement :
(o) < AMfiya(o)
El C E,
Ona:
fla) = lim fi(r) = lm fi(o)
Alors on a :

f(@) = lim_fip()

Comme fi(x) est une suite croissante alors :
Vx € E

fera () < f(x)

[frn(@)| >0 = [f(x)] >0
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Alors
re B = rcE,

Donc
Eft' C E,

Par conséquente
Afis1(0) < Ap(o)

Théoréme 2.1. Soit E C R", E ensemble mesurable ,f est une fonction mesurable

sur B, alors si :

i) 1<p<oo on a :

1l = (0 [ orrstrin) = (= [“orar0)” 2

i) si:p=o00 ona:

=
|—=

| fllz =1inf{o: Af(o) =0} (2.12)

i) si:p=1ona:

||f||L1(E) = H)\f(o—)HLl(E) (2.13)

Preuve :

() pour 1 < p < oo, on a:

00 - 0 Fp
i o’ N(o)do = i —A¢(o)do

o

o P
T e
o ¢ {z :|f|>0}
% 5P
== / - (/ 1{:v:|f|>a} d#) do
o O E
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d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient :

00 5P / @) 5p
— | Llizipsor dudo = / / —do
/0 o Jq {z:|f[>c} E( . o

= [ i@
- - [ r@ra

1
= Z|IfI17
I,
d’ol1
1 > do
W, = [ o)
p 0
> do
T — / o"As(0) 27

1l = (o[ o))

(i) Pour p = oo on a par défintion :

)

Ifllz. =inf{oc >0, mes{z € E: |f(x)| > 0o} =0},

et d’aprés la définition de Af(0)
[flle = f{o : As(o) =0}

(iii) pour p = 1 on remplace par 1 on obtient :

1 llores, = / Ar(0)do = (0 1y
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2.2 Exemple

Soient n =1Ver € E=[0,00[, f(z)=2% a€R
Calculer A¢(o) pour tout «

a) Pour a >0
Ai(o) =mes{z € E:|z% >0} =00

b) Pour a =0
A(o) =mes{xr e E:1> 0}

b.1) Pour o € [0, 1] donc
b.2) Pour o € [1, 00[ donc

¢) Pour a < 0

cl) Powr0<o <1
A(o) =mes{x € E: 2% > 0}

a 1
T >0 <& r<0c

& € [O,Ué]

c.2) Pour 0 =0
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c.3) Pour o =1
sit=1

“>1 & <1
& weln
Ap(o) = 1.
c4) Pour o > 1
¢ >0 & x<o'é
& zel0,0n]

(o) = o
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2.3 Fonctions de réarrangement

Définition 2.2. Soient E C R"™ un ensemble mesurable, f : E — C, f une
fonction mesurable, on appelle réarrangement de f dans un ordre décroissant, la fonc-

tion f* définie par :
f (o) =inf{s€[0,00) :As(s) <o}, Voe0,00) (2.14)

Remarques 2.2. De la définition on peut déduire :

1) |fI"=r"
2)Si: g~ f sur [0,00) alors g¢*= f*.

3) Si Af(o) est positive, non nulle, continue et strictement décroissante alors :
fH(o) = A1 (0). (2.15)

Preuve :
1) |f|* = f* évidente.
2) Soient (g ~ f) sur [0,00) et 0 € R donc 3 Ey C F tq: g # f sur E; et
mes{E;} =0on a:

g* (o) =1inf{s €[0,00) : \y(s) £ 0} (2.16)
car(g ~ f = A\, = As) alors :

g (o) =inf{s € [0,00): A\f(s) <o} (2.17)

3) Montrons que : f*(0) = AJIl(U)
soit o € R.

fflo)=inf{se€0,00): X(s) <o} = inf{sec[0,00), s> )\Jil(a)}
= inf[)\;l(a),oo).
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Donc :

inf{s€[0,00) : A(s)<o}= )\jIl(o).
Alors :
(o) = A (o).
Les propriétés de la fonction f* sont comme suit :
1) f* > 0, décroissante et continue a droite.

2) sur [0,00)
A= (o) = Af(0) (2.18)

3)
o= f*t) e t=X\(0) (2.19)

Lemme 2.5. Soit f une fonction vérifiant les condition de lemme(2.2) du paragraphe
précédant, Yt € [cx, 00) :
() = a (2.20)

OuVk e {l,....,m}, cpn,=0

k= Z mes {Ey},
I=k

Lemme 2.6. Sotent E C R" wun ensemble ,f : E — C wune fonction mesurable,
Alors :
1) f7(0) = lflleemy, Yt €(0,00), 0<f* < o0,
2) La fonction f* est décroissent sur [0,00) .
3) Si mes{FE}<oo,ou Ey={x€FE: f(zx)#0}
a) Alors: ¥Vt € [0,mes{E1})
f1(t) >0
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b) Vt € [mes{E1}, +00)

4) Vit € [0,00]

5) La fonction f* est continue a droite sur [0,00).

Preuve :

1) Montrons que f*(o) = HfHLoo(E)

f7(0) = inf{seR:\(s) <0}
= inf{se€R:mes{x € E: f(x) > s} =0}

= ||f||Loo(E>

2) Montrons que f* est décroissante

soit 0 < 01 < 09

on a:
Ar(s) < ti1 = Ap(s) < o1 = Ap(s) <ty = Af(s) < o2
donc
{s €]0,00) : Af(s) < o1} C{s€[0,00): A\f(s) < 02}
par suite :
inf{s €0,00): A\(s) < o2} <inf{s€[0,00): As(s) <o1}
alors

[ (o2) < (o).

3) Comme la fonction A est décroissante , alors la condition f*(o) = 0 est équi-

valente a la condition suivante : Vs > 0, A\f(s) < o et donc liIEO Ar(s) <o, il
S—
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reste a remarque que d’aprés le lemme (2.3) (sur les distributions)
Ar(0) = sl_l}I_Ii_lo Ar(s) =mes{E:}.
Lemme 2.7. On suppose que les conditions du lemme (2.6) sont vérifiées Vt € [0, 00),

Alors :
fi(o) < fipi(o) < f7(o) = lim fi(o)

k—00

Dans le lemme (2.4) on a prouvé que

)‘fk<5) < )‘fk+1(5> < )‘f(s)

Tels que
lim Ay, (s) = As(s)

k—+o00

On a :
{s €[0,00[: A\f(s) <o} C{s€0,00: A, (s) <t} C{se[0,00}: A\(s) <0}

Par conséquence :
[ (0) < fipy(o) < (o)

Conséquence :
Soient E C R™ un ensemble mesurable, f une fonction mesurable sur E et g

une fonction continue croissante sur [0,00) , alors on a :

Gl = g(f") (2.21)

en particulier Vp € (0, 00)
o= () (2.22)
Lemme 2.8. Soient E C R™ un ensemble mesurable et f : E — C wune fonction

mesurable alors : ¥Vt >0

mes{s € [0,00) : f*(s) >t} =mes{r € E:|f(x)] >t}
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autrement

Ape = Ap sur [0,00)

Lemme 2.9. Soient U C R" un ensemble mesurable, f,g:U — C deux fonctions

mesurables, ¥ ty,t2€ [0, 00)
(f+9)"(t1 +t2) < fH(t1) + g*(t2) (2.23)

et

(fg) (tr +t2) < f*(t1)g" (t2) (2.24)
Le théoréme suivant est prouvé dans [2].
Théoréme 2.2. Soient 0 < p < oo , E C R un ensemble mesurable, f est une

fonction mesurable sur E alors :

1 fllzoz) = 12,0000 = 1Ly 0mes{2y) (2.25)



CHAPITRE 3

APPLICATIONS SUR LES FONCTIONS DE
DISTRIBUTION ET REARRANGEMENT

3.1 Espaces de Marcinkiwiecz (Espaces faibles)

Définition 3.1. Soient 0 < p < oo, U un ensemble mesurable U C R",
f:U — C. Pour 0 < p < oo, on dit que f € Ly ( espace de Marcinkiewicz ou

espace faible) si :
1) f est mesurable sur U.
1 1
2) 111 = SW,cppocy 0 (As(0))7 < o0,
Dans le cas p =00, on a : L, = L.

Définition 3.2. Soit ||.| une application de X dans R ot X un espace vectoriel. On

dit que ||.|| est une quasi-norme si :
(i) ||zl =0 =2 =0.
(i) ||ax| = |all|z]], pour tout o de R et x de X.

(iit) il existe k > 1 tel que ||z + y|| < k(||z|| + [|yl|), pour tout x ety de X.

Proposition 3.1. Pour 0 < p < 00, (L;, HHL;) est un espace quasi-norme.
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Preuve.

i) Si |[fllz; = 0 alors pour tout o > 0, A;(¢) = 0 et par définition de Ay, on

déduit que f est nulle presque partout.

i1) Pour tout réel a , on a :

g

Noglo) = mesfe - |f)] > 7

2

alors

B =

lafll; = ili%)a(/\af(g))
)

o o
= |af sup —(Af(—))
%20 || d o]

= lallflly

g

D=

= supo(A
0213 (f(’a|

=

i1i) D’aprés 'inégalité
1

(a+b)» < ar + b (3.1)

D’prés le Lemme (2.1) et pour o7 = 09 = %, on Obtient : Vo > 0

Oraalol < () + (W)
Alors :
st < o ((5) 0 (W(5)’
< TG +F ()
< 2GR+ 3MGE))
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En passant a la borne supérieure, on obtient :
If + gl < 201 flleg + llgllz;)

Les espaces Ly sont en particulier des espaces de Lorentz Ly,
Propriétés :

1) VfEL;(U),O<p§ooona:

2 1 *
A1)y = sup tof*(t) (3.2)
P t€[0,00)
2) Vf e LYy, ona:
1 2
A1 ) = 1510 (33)

Preuve :

2) Sipour un o donné, il y a un t tel que f*(¢) = o, D’aprés la proprité (4)(2.19),
On a :
Ap(o) <,

Ainsi
o(Ai(o))7 <t f*(1),

D’ou par passage au sup par rapport a ¢ ensuite par rapport a ¢, on obtient :
1) 2)
A1 0 < 17120, (3.4)

D’autre part, pour ¢ > 0 et d’aprés la définition carctéristique du sup, on
obtient :

2 1
110y <t r () +e

et d’aprés D’aprés la proprité (4)(2.19), on a :

2 1
110 < os(@)? +e,



3.2 Espaces de Lorentz 42

en passant a la borne supérieure, on a :

@
110 < 110 (3.5)

alors d’aprés (3.4) et (3.5) on obtient

1 (2)
11D 0 = 11 0.

3.2 Espaces de Lorentz

Définition 3.3. Pour 1 < p < oo, on définit l'espace de Lorentz, noté Ly, par :

1) sil<r<oo

=S =

o = ([ oy ) <o (36)

2) sir =00
1 *
1|2y = ||fy|<L2£(U) = stgg)(tpf (t) < oo (3.7)

Proposition 3.2. Soit 1 < p < oo. Alors

1) \[fllzpp000) = 10,000

2 1
2) 1) = 1120 = 110
Preuve.

1) Sir =p, alors

|umM%@=(A UWWMQPZHFMWW)

D’apreés le théoréme (2.1) et la propriété (2)(2.18) on obtient :

do

o

3=

HFM@@Z@A o"(0) 23,
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alors

do

g

do

o

3=

v /OOOUPA}(0> = (p /Oooaww W= 1100

d’ou
11 2pp(0.00)0 = 11l 2p0.00)
2) Sir = oo, voir la preuve du propriété précédant ((2)(3.3)).

Remarques 3.1. En général, les espaces de Lorentz sont des espaces qausi-normeé
mais dans le cas ot p > 1, il est possible de remplacer la qausi-norme par une norme

et donc les Ly, devient des espaces de Banach.

Théoréme 3.1 (Théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin). Soient po, qo, p1
et q1 des réels tels que py # p1 et qo # q1. On considere 'opérateur linéaire borné T
tel que :

T Ly, (U,dp) — Ly (V, dv),

de norme M, et

T Lp(U,dp) —> Ly (V,dv),

de norme M. Alors
T: L,(U,dp) — Ly(V, dv),

de norme M, tel que :
M < Mi~oM?,

ot 0 <f<1et
1—-6 0

q0 a1

1 1-6 60
+ J—

p Po P

Démonstration : Voir [2].

1
) q -
3.3 Théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz

On montre avec certaines suppositions supplémentaires relatives aux parameétres,

que le théoréme de Riesz-Thorin peut-étre renforcé, c’est a dire que la bornétude de
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Vopérateur T': L) — Lgv) peut-étre établie avec des conditions plus faibles par

rapport a 'opérateur
T Ly, w) — Laguvy, (k=1,2);

c’est-a-dire qu’on peut considérer des opérateurs plus généraux et non seulement

linéaires.

Définition 3.4. Lopérateur T' : Ly — Lq vy est dit sub-additif :
1) Si son domaine de définition contient les fonctions f, g et leur somme arithmé-

tique f + g, de plus est vérifiée l'inégalité suivante :
T(f+9) <ITfl+|Tgl.
2) Si son domaine de définition contient f et af Vo € (CVR) et est vérifiée l'inégalité
T (af)] < |al|Tf].

Théoréme 3.2. (Théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz) Soient

UCR" V CR™ des ensembles mesurables,

0<p1<q <00, 0<pr<q<00, 1 # ¢ (3.8)
un opérateur sub-additif défini sur Ly ) + Ly, tel que

T: Lyywy — Ly vy, T Lpywy — Ly (3.9)

de plus
< 00, HT'“Lm(U)*ﬂJ;2 < 0. (310)

HT”Lm(U)*w;1 )

V)
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Alors quelque soit p et q tels que

1 1-6 6 1 1-6 4
R 4+ —, - = + —, (3.11)
p b1 b2 q 4 42
pour un certain 6 € (0, 1),
T: Lp(U) — Lq(V)a (3.12)

existe la constante C' > 0, dépendant seulement de py1, p2, q1, q2, p €t q, telle que

170202y < CITILE? IS, i o (3.13)

Lpyy—Lg vy )
Le lemme suivant est prouvé dans [4].

Lemme 3.1. Soient U C R™, U un ensemble mesurable, f une fonction mesurable
sur U. Alors V¢ € (0,00), il existe des fonctions fi¢ et foe mesurables sur U | telles
que [ = fie+ fag sur U et Vp € (0, 0]

el = 1 L0085 el = 157z E00)- (3.14)
Conséquence : Si 0 <p; <p<p; <00, f € Ly, alors V¢ € (0,00)
fre € Lpywy » Jog € Lpy):

Preuve. D’'une part en vertu l'inégalité de Holder on a :

| f1.e

Lpywy = ||f*||LP1(va)'

/
En prenant comme parameétres L et (£> P dans I'inégalité de Holder
h P pP—D1
pour (f*)P', on obtient :

1 1
p—p1 | P1

3 Pl
1P enoe = ([ Grae) ™ < [l 167




3.3 Théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz 46

11
=& 71,0
11
<& | flley06 < oo,
et d’autre part pour ps; < 0o

el = 1 e, = ( [ )"

. o] f*(t) p2 )1)12
= d — I
f(€) (/5 el I
Comme ;:((?)’ < 1, alors
‘f*(t) m o)
f*(€) O
d’on 1
* = f*(t> g 72 « —P s
I'<f¢) (/5 ’f © dt) = I 2 112 .0y
< IO BN gy < 00
Sip=o0

I foellzoew) = [ 1oy = F7(€) < 00

On a pris en considération le fait que V¢ € (0,00), f*(§) < oo et f* décroissante
sur (0, 00).
Preuve. (Théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz)
1) Soit p; # ps. On prouve le théoréme pour p; = ¢; et py = o, pour la preuve dans
le cas général on peut consulter [10] et [18].
1 1-6 6 1 1-0 .
Alors - = + - = + —, doup=q.

p  p P2 g P D2
On pose

My, =T: Ly wy — L;1(V) ; My ="T": Ly,wy — L;2(V)

2) Au début on prouve que l'opérateur :
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T : Lywy — Ly est borné.

Soit f € Lpwy, V& € (0,00), fie et foe des fonctions du définies sur (3.4).
Comme T est sub-additif, alors d’aprés le lemme (2.9) et la remarque 3 on a :

(T£)"(28) = ITf" (26) < (ITfrel + T fael)" (2€)

< (Thie)™(€) + (T fag)"(§):

En vertu du théoréme (3.3.1) et de I'ingalité de Minkowsky on obtient :
* 1 *
1T AN 2y = T Lp0.00) = 27 [[(TF) (26|, 0,00) (01 pOse & = 22)

s (1 " «
<2 O (TR Olly000 + 1 T Ol 000)
1
on pose a4 = a = (——1> sia>0,a;, =0sia<0.
p
D’aprés la conséquence du lemme (3.1) fre € Ly, (k € {1,2}) et en vue des
définitions (3.2.1) et (3.3.1) (Définition de 'espace de L ;) et en prenant en compte

(3.9) et (3.10) Vt € (0,00) et en particulier t = £ on a :

(Tfre)” < Myt o || frgllr,, @), k€ {1,2}.

Par conséquence d’aprés l'inégalité (3.14) du lemme (3.1), on trouve :

1
1T f1.) ©llzaooe) < Ma €775 1 frellzay o |

Lp(0,00)

_1
== Ml 5 Pl Hf*HLpl(0,00)

Ly(0,00)

5 :
=0l (3 [ (o) o

13
! / () dt

1
P1

(3.15)

LL(OvoO)
p1
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De la méme maniére pour ps < 00, on a :

P2

1 = * P2
! /E (6= db

(T f2,6) () Lp(0,00) < Mo :

(3.16)

Lp (0,00)
P2

En appliquant I'inégalité de Hardy avec P 5 1 et celle avee £ < 1 respective-
1 P2
ment & (3.15) et (3.16) a la fonction f* qui est décroissante, on obtient :

1

(T F1.)* ()l zp0.00) < CrMi T, 000

p1

= C\ M| ] 0,000 = CLMA|| f |, ),

et d’une maniére analogue pour p, < co on obtient :

(T f2,6) () 2 (0,00) < CoMa|| fllz, @,

ou C et Cy dépendant seulement de py, ps et p.
Finalement, on a :
1Tl < Cs(My+ Ma)|[ |2, ), (3.17)

avec C5 = max(Cy, Cy).
3) Pour la preuve de 'inégalité (6) on utilise le lemme (3.4.1) avec a& a la place de

¢ ott a > 0. Alors (3.15) devient

at n
L / ()P di

T Frae)*(@)llzy 0000 < M | 72

LL(O’OO)
Pl

1
11 P1

1
< Mjarr »

3
; / () di

LL(O’OO)
r1

D’une maniére analogue a la place (3.16) on obtient respectivement une inéga-
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1

11 E
lité analogue a la précédente avec a»2 » a la place de ar1 »

P2

1

(T foue)* (@)l 1, 000) < Moz 7 : /é Tt

LL(OvoO)
p2

Par conséquent a la place de (3.17), on obtient :
1 11
1T fllz,0v) < Cs(Mrar—» + Maarz?)|| f]| L, w)- (3.18)

On recherche le minimum de la partie droite de (1.3)" par rapport a a > 0, d’oil
le résultat :
IT fllz,0) < CaMy "My f |1, 0,

ou Cy ne dépend que de py, ps et p.

3.4 Fonction maximal (Opérateur de Hardy-Littlewood)

Définition 3.5. Soit f une fonction localement intégrable définie sur R™ , M f est

dite fonction maximale si :

r>0

M(f) () = sup ﬁ /B Wl (3.19)

Lemme 3.2. soit g une fonction définie sur R™ Va > 0

E, ={az :|g(z)| > a} et g intégrable,alors :

SRS

Ma) < (3.20)

tels que : (A= [p. |9(y)|dy et (o) désigne la mesure de E,, appelée distribution de
fonction g).

preuve :

A= |g(y)|dy2/ Ig(y)ldyZ/ ady

R
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Za/ady:a)\(oz)

Lemme 3.3. Soit g € L,(Q2),1 <p < oo ,alors :

[ Loty =— [ aane 3.21)

Ou A(«) désigne la mesure de E, comme définie dans le lemme (3.2), et
st g € Loo(Q2), alors :
1912y = inf {e, A(e) = 0} (3.22)

Lemme 3.4. Soit E un sous-ensemble mesurable de R"™ qui est recouvert par une
famille de boule (B;), alors on peut extraire une sous suite By, Bs, ..., By,
(Bx (B, = @ si k # 1) (finie ou infinie ) telle que :

> Bl > ClE], (3.23)
k

ou C' est une constante positive qui dépend seulement de la dimension n, par

exemple : C'=57" .

Théoréme 3.3. (Hardy-Littlewood).Soit f une fonction définie sur R™ | alors :
a) Si f € Lp(R"), 1 <p<oo, la fonction Mf est p.p finie .

b) Si f € Li(R"™), pour chaque o« > 0, alors :

s U)) > a} | < 2 [ Ifalde, (3.21)

ou C = cste qui dépend de n .

c) Si feL,(R"), 1<p<ooet(Mf)e L,(R") alors :
1MLy @y < Apll ]z, m) (3.25)

ot A, dépendent de p.
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Preuve :
b) Montrons que si f € Li(R™), Va >0

e (MA@ > ad | < S [ 1fw)ldy

E,={x:(Mf) > a}

Soit x € FE, , il existe une boule B, de sorte que :

1
Bl ) |f(y)ldy > (3.26)

c’est a dire que

| Uwldy>alB
B(x,r)

(B:)z € E, forment un recouvrement de E,, alors d’aprés le lemme (3.4) on peut

extraire une sous suite By, B, ..., By, telle que :

> Byl = C|E4|
k
d’ou
[ sz [ 1wl
B(I,T‘) UBk
=> [ Ifwldy
k7 Bk
> > alBy
k
> aC|E,|
et donc

[f(W)ldy = aC|E|
R
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52

d’ont |
E,| < — d
| ’ =00 | ‘f(y)| Y

_G

[0 R

| (y)ldy

¢) Nous montrons maintenant simultanément (a) et (c) :
Soit fi(z) € Ly (R™) alors :
. «
(i) |f(2)] = |fi(@)[+ 5,

(22) Mf(z) < (Mfi)(z)+

Conclusions

oo

A={z: (Mf)(z)>a)C {x L (Mf1)(z) > %

En effet, si x € A, : alors

(M])(x) > a
et donc
(Mf)(@)+5 >a
d’ou
(Mp)(x) > 5
Alors

Ma) = [{z: (Mf)(@) > a}
< |{o: ()@ > 5}
< =5 | 1nwi

D’aprés le lemme (3.3) on a :

/ (M fyde =~ /0 " ardA(a)

)
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d’ont .
rf RN = [ (grds == [ o)
n 0
Aprés intégration par parties on obtient :
M ey = —@N@F + [ o )M @)
= p/ a? I\ (a)\(a)
0

< p/map 22 1)y drte)

_ 2Ap/ o 2/|>_|f )|dy dA(a)

QV
< 24p [ 1f) / 02 (a) dy
R~ 0
2Ap

= fy)Pdy
- ! (y)]
2P Ap
- “fHLpRn
donc
[ M fllL,@ny < Apll fll 2, ®n)
ou

P Ap\ 7
N
p—1
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3.5 Fonction maximale sur ’espace de Lorentz clas-
sique et I’'inégalité de Hardy avec poids pour une

fonction décroissante

Une certaine caractérisation concernant la bornitude de 'opérateur maximal est
donnée pour une classe de fonction dans les espaces classiques de Lorentz. Ceci est
obtenu en déterminant les fonctions de poids pour lesquelles I'inégalité de Hardy est
vérifié pour des fonctions non décroissantes. Une caractérisation relative aux fonc-

tions non décroissantes est aussi déduite.

Introduction : Les espaces de Lorentz classiques A,(W) considérés ici sont dé-

finis comme I’ensemble des fonctions g définie sur R” telles que :

1/q

lgllauow) = [ [ <o

g°(y) = inf{s : u({t : |g(t)] > s}) <y}

g* est une fonction de réarrangement décroissante de g définie sur [0, 0o], p est la me-
sure de Lebesgue, W (z) est positive, et 1 < g < oo. Pour W (x) = (q/p)x@/P) =L A, (W)
est l'espace L(p, q) étudie dans|22 et 16|, on caractérise ici les fonctions W pour les-

quelles une constante D existe, telles que :

|Mglla,ow) < Dllglla,om) (3.27)

Ou M est l'opérateur de Hardy Littlewood maximal, défini comme suit :
1
Mg(z) =sup = [ |g9(y)|dy
QI Jo

et le sup est pris sur tous les cubes ¢ contenant z, Les auteurs montrent que ce
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probléme est équivalent a déterminer les fonctions non négatives W pour lesquelles
I'inégalité de Hardy :

/OOO é/oxf(t)dt

est valable pour toutes les fonctions f positives décroissantes sur [0, oo].

q

W(x)dx < C/OOO |f(x)|"W (x)dx (3.28)

Les principaux résultats de I'article sont comme suit :

Théoréme 3.4. Si 1 < g < oo et W(zx) > 0, alors (3.28) est valable pour toute

fonction décroissante positive sur [0, 00), Ssi il existe une constante B telle que r > 0,

/jo @dw < g/or W (z)dx. (3.29)

Corollaire 3.1. Si 1 < g < oo et W(z) > 0, alors (3.27)est valable pour g définie
sur R"™ ssi il existe B telle que (3.29) est versifié pour r > 0

Théoréme 3.5. si W(z) > 0,1 < ¢ < oo et

1 r 1/‘1 r ,
sup — [/ W(m)dm} {/ W (z)~9/9dx
r>0 T 0 0

Alors (3.28) est vérifié pour toute fonction positive décroissante ou d’une maniére

1/¢

< 00 (3.30)

équivalant a (3.27) est vérifiée. L’inverse est aussi vraie pour W non décroissante.

Corollaire 3.2. La condition (3.30) est plus forte par rapporte a celle de (3.29) et

pour W non décroissante et non négative , elles sont équivalents



Conclusion

Le présent manuscrit est une introduction & la théorie des fonctions de distri-
bution et réarrangement et leurs applications.

La thématique est un sujet d’actualité, elle fait 'objet des recherche et en
particulier ses applications aux différents domaines de mathématiques sont trés im-
portant ; Plus particuliérement aux espaces fonctionnels (espaces faibles , espaces de
lorentz)et a la théorie d’interpolation .

Ainsi elle apparait dans certains opérateurs tels que l'opérateur de Hardy-
Littelwood.

Il y’a certains problémes relatifs a ces notions qui sont encore ouverts.
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