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Introduction

Dans ce travail on considère les notions de distributions et de réarrange-
ments. Ces dernières sont étroitement liées aux espaces fonctionnelles de Marcinki-
wiz, Lorenz. Ainsi ces notion sont appliquées à certaines opérateurs, par exemple :
l’opérateur de Hardy-Littlewood.

Le mémoire comprend une introduction, et trois chapitres, une conclusion et
une bibliographie.

Au 1er chapitre sont abordés les espaces de Lebesgue où sont données quelques
propriétés sous forme d’inégalités classiques telles que celle de Hölder, Minkowski ,de
plus est considère le dual de l’espace de Lebesgue Lp.

Le 2eme chapitre est composé de définition et propriété des fonctions de distri-
bution et réarrangement (au sens de Lebesgue) et aux espace de Lebesgue.
Les fonctions de distribution et réarrangement des outils importants dans l’étude des
espaces fonctionnelles, de la théorie d’interpolation et autre.

Dans le 3eme chapitre sont données des applications des fonctions de distribu-
tion et de réarrangement, à savoir : au espace Marcinkiwiecz (espace faible) à la
théorie d’interpolation, à l’opérateur maximale (Hardy Littlwood) et aux espace de
Lorentz suivant aux même définis à l’aide de fonction de réarrangement.

Ainsi en considère à la fin du 3eme chapitre une publication de MIGUEL A.
ARINO et BENJAMIN MUCKENHOUPT sur les fonctions maximales sur l’espace
de Lorentz classique et l’inégalité de Hardy avec poids pour une fonction décrois-
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sante, où dans les espace classiques de Lorentz on prouve que l’opérateur maximal
est bornée en caractérisons les fonctions de poids.

Ici interviennent l’opérateur de Hardy et autre notion où sont utilisées les fonc-
tions de distribution et de réarrangement.

A la fin on trouve une conclusion et une bibliographie assez récente et détaillée.



Chapitre 1

Espaces classiques de Lebesgue

1.1 Définition et inégalités intégrales

1.1.1 Notations :

1) On note par e le sous ensemble de Ω de mesure nulle.

2) On note par p.p pour dire presque partout.

3) |Ω| désigne la mesure de Lebesgue de l’ensemble Ω mesurable .

4) L’ensemble des fonctions continues sur Rn est noté par C (Rn) .

5) On dit que f ∈ C0 (Rn) si f est continue sur Rn, et à support compact.

Lemme 1.1. (Lemme de Fatou) : Soit fk une suit des fonctions mesurables et
positives sur un ensemble mesurable Ω ⊂ Rn . Alors f(x) = lim

k→∞
inf (fn(x)) est

mesurable et de plus :∫
Ω

f(x)dx ≤ lim
k→∞

inf

∫
Ω

fk(x)dx ≤ sup
k∈N

∫
Ω

fk(x)dx.

Démonstration : Voir [11],[4].
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Théorème 1.1. (Convergence monotone) Soient k ∈ N, fk des fonctions non
négatives mesurables sur ensemble Ω mesurable, Ω ⊂ Rn, de plus fk(x) ≤ f(k+1)(x)

p.p, et f(x) = lim
k→∞

(fk(x)) alors :

lim
k→∞

∫
Ω

fk(x)dx =

∫
Ω

lim
k→∞

fk(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx. (1.1)

Démonstration : Voir [11],[4].

Théorème 1.2. (Convergence dominée) Soient k ∈ N, fk des fonctions mesu-
rables sur ensemble Ω mesurable, Ω ⊂ Rn, et p.p existe sur Ω la limite finie f(x)

telle que :
lim
k→∞

fk(x) = f(x), s’il existe une fonction G intégrable et non négative, telle que p.p
sur Ω :

|fk(x)| ≤ G(x). (1.2)

Alors, ∀k ∈ N les fonctions fk et la fonction f(x) sont intégrable sur Ω et

lim
k→∞

∫
Ω

fk(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx. (1.3)

Démonstration : voir [11],[4].

Remarque 1.1. La plus petite possible fonction G dans (1.3) est la fonction G

définie comme suit :
G(x) = sup

n∈N
|fn(x)| , ∀x ∈ Ω
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Théorème 1.3. (Théorème de Fubini) Soit E un ensemble mesurable de Rn (E ⊂ Rn)

et F ⊂ Rm (un ensemble mesurable) et la fonction f(x, y) intégrable sur E × F .
Alors pour presque tous Les x ∈ E, f(x, y) est intégrable sur F , pour presque tous
les y ∈ F f(x, y) est intégrable sur E et∫

E×F
f(x, y)dxdy =

∫
E

(∫
F

f(x, y)dy

)
dx =

∫
F

(∫
E

f(x, y)dx

)
dy (1.4)

Démonstration : Voir [11], [4].

Remarque 1.2. Si f n’est pas intégrable sur E × F , alors les intégrales itérées
peuvent ne pas exister ou exister et être différentes.

Théorème 1.4. (Théorème de Luzin) Pour qu’une fonction f(x) définie sur
un segment [a, b] soit mesurable, il faut et il suffit que pour tout ε > 0 il existe une
fonction ϕ(x) continue sur [a, b] telle que :

|{x, f(x) 6= ϕ(x)}| < ε, (1.5)

Démonstration : Voir [7] Ch. V théorème 9.

1.2 L’espace de Lebesgue

Dans ce qui suit on définit l’espace de Lebesgue (espace des fonctions).

Définition 1.1. Soit Ω ⊂ Rn, un ensemble mesurable avec 0 < p < ∞ et soit
f : Ω→ C. On dit que f ∈ Lp(Ω) si :

(1) f est mesurable sur Ω .

(2) ‖f‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|f |pdx

)1/p
<∞.

Exemple 1.2.1. Soit :

f(x) =

{
1 si x ∈ E1

−1 si x ∈ E/E1

(1.6)
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Avec E1 ⊂ E,E1 non mesurable, alors :

(1) n’est pas vérifiée.

(2) ‖f‖Lp(E) =
(∫

E
dx
)1/p

= |E|
1
p <∞, donc f /∈ Lp(E).

Définition 1.2. Soient Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, f : Ω→ C

sup
x∈Ω

vraif(x) = inf
e⊂Ω

sup
x∈Ω/e

f(x) (1.7)

inf
x∈Ω

vraif(x) = sup
e⊂Ω

inf
x∈Ω/e

f(x) (1.8)

Définition 1.3. Soient Ω ⊂ Rn, mesurable et soit f : Ω→ C, |Ω| > 0,
On dit que f ∈ L∞(Ω) si :

(1) f est mesurable sur Ω .

(2) ‖f‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

vrai|f(x)| <∞

Remarque 1.3. On pose ‖f‖L∞(Ω) = 0 pour |Ω| = 0.

Théorème 1.5. (Théorème de Riesz) Soit Ω ⊂ Rn, un ensemble mesurable et f
une fonction mesurable sur Ω, alors :

lim
p→∞
‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖L∞(Ω) (1.9)

Démonstration : Voir [1], et [3].

1.2.1 Inégalités de Hölder :

Lemme 1.2. (Inégalité de Young) Soit p, q ≥ 1, alors :

∀a, b ≥ 0, ab ≤ ap

p
+
bq

q
(1.10)

avec 1
p

+ 1
q

= 1
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Lemme 1.3. Pour 0 < p < 1, on a :

∀a, b ≥ 0, ab ≥ ap

p
+
bq

q
(1.11)

Corollaire 1.1. Soit p, q, r ≥ 1 tels que 1
r

= 1
p

+ 1
q
, alors :

∀A,B ≥ 0, (AB)r ≤ r

p
Ap +

r

q
Bq (1.12)

Démonstration : Comme 1
r

= 1
p
+ 1

q
, alors 1 = 1

p/r
+ 1
q/r
, et on applique l’inégalité

(1.11) avec a = Ar et b = Br on trouve

(AB)r = ab ≤ ap/r

p/r
+
bq/r

q/r
=
r

p
Ap +

r

q
Bq (1.13)

Lemme 1.4. Soit Ω un ensemble mesurable, si les fonctions f : Ω→ R et g : Ω→ R
sont mesurables sur Ω, et g est non négative, alors :

inf
x∈Ω

vraif(x)

∫
Ω

g(x)dx ≤
∫

Ω

f(x)g(x)dx ≤ sup
x∈Ω

vraif(x)

∫
Ω

g(x)dx (1.14)

Démonstration :. Soit e ⊂ Ω tel que |e| = 0, alors :∫
Ω

fgdx =

∫
Ω\e

fgdx ≤ sup
Ω\e

f(x)

∫
Ω

gdx (1.15)

Alors : ∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ sup
Ω/e

f(x)

∫
Ω

g(x)dx (1.16)

d’où : ∫
Ω

f(x)g(x)dx ≤ inf
x∈e

sup
x∈Ω\e

f(x)

∫
Ω

gdx = sup
x∈Ω

vraif(x)

∫
Ω

gdx (1.17)

D’une manière analogue on prouve l’inégalité gauche de (1.14)
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Corollaire 1.2. Soit Ω un ensemble mesurable, si les fonctions f : Ω→ C et
g : Ω→ C sont mesurables sur Ω et f ∈ L∞(Ω), g ∈ L1(Ω), alors :∣∣∣∣∫

Ω

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L∞(Ω)‖g‖L1(Ω) (1.18)

Démonstration :∣∣∣∣∫
Ω

fgdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|fg|dx ≤ sup
x∈Ω

vrai|f(x)|
∫

Ω

|g|dx ≤ ‖f‖L∞(Ω)‖g‖L1(Ω) (1.19)

Théorème 1.6. (Inégalité de Hölder) Soit Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, et
0 < p ≤ ∞, f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) ,avec 1/p+ 1/q = 1, alors :

i) Si 1 ≤ p ≤ ∞ ∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω) (1.20)

ii) Si 0 < p < 1,∀x ∈ Ω, g(x) 6= 0∫
Ω

|fg|dx ≥ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω) (1.21)

Pour la preuve de (1.16) et (1.17) on utilise l’inégalité de Young (1.11) et (1.12).

Corollaire 1.3. Soit p > 0, p1 ≤ ∞,−∞ ≤ p2 ≤ ∞ et 1
p1

+ 1
p2

= 1
p
, alors :

i) Si p ≤ p1

‖fg‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp1 (Ω)‖g‖Lp2(Ω)
(1.22)

ii) Si p > p1, ∀x ∈ Ω, g(x) 6= 0

‖fg‖Lp(Ω) ≥ ‖f‖Lp1 (Ω)‖g‖Lp2(Ω) (1.23)

Pour la preuve de (1.18) et (1.19) on applique respectivement (1.16) et (1.17)

avec 1
p1/p

+ 1
p2/p

= 1.
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Proposition 1.1. Soit pi ∈]1,∞[, i = 1, 2, . . . , k, et 1 < r <∞ tel que :

k∑
i=1

1

pi
=

1

r

(les pi sont dits r conjugués ), fi ∈ Lpi(Ω), alors :

f =
k∏
i=1

fi ∈ Lr(Ω)

et

‖f‖Lr(Ω) = ‖
k∏
i=1

fi‖Lr(Ω) ≤
k∏
i=1

‖fi‖Lpi(Ω)
.

Démonstration : Par récurrence.

1.2.2 Inégalités de Minkowski

Lemme 1.5. Soit f, g ∈ L∞(Ω), alors on a l’inégalité suivante :

‖f1 + f2‖L∞(Ω) ≤ ‖f1‖L∞(Ω) + ‖f2‖L∞(Ω) (1.24)

Démonstration :

Soit e1 et e2 deux ensembles tels que |e1| = |e2| = 0, on pose e = e1 ∪ e2 alors
∀ε > 0, on a :

sup
Ω/ei

|fi| ≤ ‖fi‖L∞(Ω) +
ε

2
, i = 1, 2

et donc
sup
Ω/e

|f1 + f2| ≤ sup
Ω/e

(|f1|+ |f2|) ≤ sup
Ω/e

|f1|+ sup
Ω/e

|f2|

≤ ‖f1‖L∞(Ω) + ‖f2‖L∞(Ω) + ε

inf
e

sup
Ω/e

|f1 + f2| ≤ ‖f1‖L∞(Ω) + ‖f2‖L∞(Ω) + ε
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on fait tendre ε vers 0, d’où :

inf
Ω/e
|f1 + f2| ≤ ‖f1‖L∞(Ω) + ‖f2‖L∞(Ω)

‖f1 + f2‖L∞(Ω) ≤ ‖f1‖L∞(Ω) + ‖f2‖L∞(Ω)

Théorème 1.7. (Inégalité de Minkowski) Soit Ω ∈ Rn, un ensemble mesurable,
1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp(Ω), alors :

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω) (1.25)

Démonstration : Voir [3].

Corollaire 1.4. Soient m ∈ N, et fk ∈ Lp(Ω) , pour tout k ∈ {1, 2, . . . ,m},
1 ≤ p ≤ ∞, alors : ∥∥∥∥∥

m∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
m∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) (1.26)

Démonstration : Par récurrence.

Corollaire 1.5. (Inégalité de Minkowski pour les sommes infinies)

Soit fk ∈ Lp(Ω) pour tout k ∈ N tel que
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) <∞

alors :

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) (1.27)

Démonstration. On suppose que
∞∑
k=1

‖fk‖Lp (Ω) <∞.

A l’aide du critère de Cauchy pour les séries numériques et l’inégalité de Min-

kowski pour les sommes finies on montre que la somme Sm =
m∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) est une
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suite de Cauchy et puisque Lp est complet, on déduit que :

lim
m→∞

Sm =
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω)

on passe à la limite quand m → ∞ et en vertu de la continuité des semi-normes
m∑
k=1

fk −→
∞∑
k=1

fk, lorsque m→∞, on a :

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤
∞∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω)

Théorème 1.8. Soit 0 < p < 1, et Ω ⊂ Rn un ensemble mesurable, et f, g ∈ Lp(Ω),

alors :
‖f + g‖Lp(Ω) ≤ 2

1
p
−1
(
‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω)

)
(1.28)

Démonstration : On utilise l’inégalité triviale ∀a, b > 0

(a+ b)p ≤ c (ap + bp) (1.29)

si p ≥ 1, c = 2p−1

et si 0 < p < 1,

alors c = 1. On applique cette inégalité avec a = |f | et b = |g|,
on obtient :

‖f + g‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f + g|pdx
) 1

p

≤
(∫

Ω

|f |pdx+

∫
Ω

|g|pdx
) 1

p

(1.30)

on applique l’inégalité (1.27), avec c = max
(

1, 2
1
p
−1
)

= 2
1
p
−1, et donc

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ 2
1
p
−1

((∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

+

(∫
Ω

|g|pdx
) 1

p

)

≤ 2
1
p
−1
(
‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω)

)
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Lemme 1.6. Soit ai > 0, i = 1, . . . ,m, alors on a l’inégalité suivante :(
m∑
k=1

ai

)p

≤ c

(
m∑
k=1

api

)
(1.31)

avec c = max (1,mp−1) .

Démonstration : Par récurrence à partir de l’inégalité (1.27).

Corollaire 1.6. Soit 0 < p < 1, alors∥∥∥∥∥
m∑
k=1

fk

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ m
1
p
−1

m∑
k=1

‖fk‖Lp(Ω) (1.32)

Démonstration : A partir du Corollaire (1.1) et du Lemme (1.1)

Théorème 1.9. (Inégalité intégrale de Minkowski)

Soient E ⊂ Rn et F ⊂ Rn des ensembles mesurables, et f une fonction mesu-
rable sur E ∗ F alors pour 1 ≤ p ≤ ∞ on a :

‖
∫
F

f(., y)dy‖Lp(E) ≤
∫
F

‖f(., y‖Lp(E))dy

Démonstration :V oir[3] P : 316− 317.

Théorème 1.10. Soient E ⊂ Rm et F ⊂ Rndes ensemble , et f une fonction mesu-
rable sur E ∗ F alors pour 0 < q ≤ p ≤ ∞ on a

‖‖f(x, y)‖Lqy(F )‖Lpx(E) ≤ ‖‖f(x, y)‖Lpx(E)‖Lqy(F ) (1.33)
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Démonstration :

‖‖f(x, y)‖Lqy(F )‖Lpx(E) = ‖(
∫
F

|f(x, y)qdy|)
1
q ‖Lpx(E)

= ‖
∫
F

|f(x, y)qdy‖
1
q

L
p
q
x (E)

≤ (

∫
F

‖|f(x, y)|q‖
L
p
q
x (E)

dy)
1
q

≤ (

∫
F

‖f(x, y)‖q
Lpx(E)

dy)
1
q

≤ ‖‖f(x, y)‖Lpx(E)‖Lqy(E)

1.3 Propriétés des espaces de Lebesgue :

1.3.1 Dual de Lp

Définition 1.4. On dit que l : E −→ C est une fonctionnelle linéaire continue sur
E si :

(1) l(αf + βf) = αl(f) + βl(g) pour tout α, β ∈ C et f, g ∈ E.

(2) |l(f)| ≤ c‖f‖E tels que c ∈ R.

Proposition 1.2. l’application l : Lp(Ω) −→ C définie par

l(f) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx (1.34)

est une fonctionnelle linéaire continue. telles que : g ∈ Lq(Ω) et q le conjugue de p.
L’ensemble des fonctionnelles linéaires sur Lp(Ω)est note par (Lp(Ω))∗.

Démonstration :

1) La linéarité est évident .

2) La continuité :

|l(f)| = |
∫

Ω

f(x)g(x)dx| ≤
∫

Ω

|f(x)||g(x)|dx
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par application de l’intégrale de Hölder, on obtient :

|l(f)| ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω) ≤ c‖f‖Lp(Ω) (1.35)

avec c = ‖g‖Lp(Ω) et 1
p

+ 1
q

= 1.

Remarques 1.1. L’espace dual (Lp(Ω))∗est une espace vectoriel sur C normé :

‖l‖ = sup
{
|l(f)| : ‖f‖Lp(Ω) ≤ 1

}
(1.36)

1.3.2 Convergences dans Lp

Définition 1.5. On dite qu’une suite de fonctions mesurable fn(x) converge on me-
sure vers une fonction f(x) si pour tout σ > 0 on a :

lim
n7→∞

| {x : |fn(x)− f(x)| ≥ σ} | = 0 (1.37)

Théorème 1.11. Si une suite de fonction mesurable fn(x) converge presque partout
vers une fonction f(x) , elle converge vers la même fonction f(x)en mesure .

Démonstration : voir [7] chapitre paragraphe 4 théorème 7.

Théorème 1.12. Soit fn(x) une suite de fonction mesurable convergeant en mesure
vers f(x) .Alors ,de cette suite on peut extraire une sous suite fnk(x) convergent vers
f(x) presque partout.

Démonstration : voir [7] chapitre V paragraphe 4. théorème 8.

Définition 1.6. Soit (fn)nune suite de fonction Lp(Ω) on dite que (fn) converge
faiblement vers f si :

lim
n−→∞

l(fn) = l(f) pour tout l ∈ (Lp(Ω))∗ (1.38)
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Théorème 1.13. Soit f ∈ Lp(Ω) telle que l(f) = 0 pour toute l ∈ (Lp(Ω))∗ alors
f = 0 p.p

Théorème 1.14. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et (fn)n une suite des fonctions qui converge
vers f dans Lp(Ω), alors :

‖f‖Lp(Ω) ≤ lim
n−→∞

inf‖fn‖Lp(Ω). (1.39)

Théorème 1.15. Soit 1 ≤ p ≤ ∞,le dual de (Lp(Ω)) et (Lq(Ω))avec 1
p

+ 1
q

= 1et
l(f) =

∫
Ω
f(x)g(x)dx pour une certaine g ∈ (Lq(Ω)) unique et de plus :

‖l‖ = ‖g‖Lq(Ω). (1.40)

Démonstration : voir [11] chapitre V paragraphe 4. théorème 2.14.

Définition 1.7. On dite qu’une suite de fonctions (fn(x)) de Lp(Ω) converge en
moyenne vers f(x) ∈ Lp avec 1 ≤ p ≤ ∞ si l’égalité suivant est vérifie

lim
n−→∞

‖fn − f‖Lp(Ω) = 0 (1.41)

Proposition 1.3. Si une suite de fonctions (fn(x)) de Lp , 1 ≤ p ≤ ∞ converge en
moyenne de vers f(x) , alors elle converge faiblement vers la même fonction f(x)

Démonstration : (A l’aide l’inégalité de Hölder) on a :∫ b

a

|fn(x)− f(x)||g(x)|dx ≤ ‖fn − f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)

par passage à la limite on obtient :

lim
n−→∞

∫ b

a

|fn(x)− f(x)||g(x)|dx ≤ lim
n−→∞

‖fn − f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)
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et comme fn converge en moyenne vers f , alors

lim
n−→∞

∫ b

a

|fn(x)− f(x)||g(x)|dx = 0

d’où
lim
n−→∞

∫ b

a

(fn(x)− f(x))(g(x))dx = 0

et donc fn converge faiblement vers f .

Remarques 1.2. Si p = 1 alors la convergence faible est vérifie ∀g(x) mesurable et
bornée ,et donc la proposition 1.3 est aussi vérifiée.

1.4 Inégalités multiplicatives

Soient U ∈ Rn,U un ensemble mesurable, 0 < p1 < p < p2 <∞. Alors

‖f‖Lp(U) ≤ ‖f‖1−θ
Lp1 (U)‖f‖

θ
Lp2 (U), (∗)

et

‖f‖Lp(U) ≤
[

p(p2 − p1)

(p− p1)(p2 − p)

] 1
p

‖f‖1−θ
Lp1 (U)‖f‖

θ
Lp2 (U), (∗∗)

où θ ∈ (0, 1) est définie par l’égalité
1

p
=

1− θ
p1

+
θ

p2

.

Preuve : Soit p2 <∞ , comme p1

αp
= 1 + p1

p2
,
(

1−α
α

)
> 1 on applique l’inégalité de

Holder les exposants p1

αp
et
(
p1

αp

)′
et on obtient :

∫
E

|f |pdx ≤
∫
E

|f |αp × |f |(1−α)pdx =

(∫
E

|f |p1

)αp
p1

×
(∫

E

|f |p2dx

) (1−α)p
p2
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et elévant a la puissance (1
p
) on a :

‖f‖Lp(E) ≤ ‖f‖1−α
Lp1 (E) × ‖f‖

α
Lp2 (E), (∗)

2) Soit p2 =∞. Alors d’aprés (2) on a θ =
p1

p
et

∫
U
|f |p dx =

∫
U
|f |θp|f |(1−θ)p dx

≤ (
∫
U
|f |θp dx)(

∫
U
|f |p2 dx)

1
p2

(1−θ)p

= ‖ |f |θp ‖L1(U)‖ |f |(1−θ)p ‖L∞(U)

= ‖f‖θpLp1 (U)‖f‖
(1−θ)p
L∞(U),

d’où
‖f‖Lp(U) ≤ ‖f‖θLp1 (U)‖f‖

(1−θ)
L∞(U).



Chapitre 2

Fonctions de distribution et de

réarrangement

2.1 Fonction de distribution

Définition 2.1. Soit E ⊂ Rn, E ensemble mesurable, tel que f : E −→ C, une
fonction mesurable. La fonction λf est dite une fonction de distribution de f ,
Si : ∀ σ ∈ [0,∞), l’égalité suivante est vérifiée :

λf (σ) = mes{x ∈ E : |f(x)| > σ} (2.1)

Remarques 2.1. de la définition on peut déduire :

(1) λf (σ) = λ|f |(σ)

(2) Si f ∼ g Alors : λf (σ) = λg(σ) sur [0,∞)

(3) Si sur [0,∞) |f | > |g| p.p Alors : λf (σ) ≥ λg(σ)

Preuve :

(1 ) λf (σ) = λ|f |(σ) évidente

(2) Soient E = (0,∞), σ ∈ [0,∞[ et g ∼ f

g ∼ f ⇔ (g 6= f sur E1 ⊂ E Tels que : mes {E1} = 0)

et (g = f sur E/E1 = E2)
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tel que E = E1 ∪ E2

λg(σ) = mes {x ∈ E : |g(x)| > σ}

= mes {x ∈ E1 : |g(x)| > σ}+mes {x ∈ E2 : |g(x)| > σ}

= mes {x ∈ E2 : |g(x)| > σ}

= mes {x ∈ E2 : |f(x)| > σ}

= mes {x ∈ E1 : |f(x)| > σ}+mes {x ∈ E2 : |f(x)| > σ}

= mes {x ∈ E : |f(x)| > σ}

= λf (σ)

donc :
λf (σ) = λg(σ)

(3) On pose :

λf (σ) = mes{x ∈ E : |f(x)| > σ} = mes {E1}

λg(σ) = mes {x ∈ E : |g(x)| > σ} = mes {E2}

Donc
|g(x)| > σ ⇒ |f(x)| > σ

Alors Si

x ∈ E2 ⇒ x ∈ E1 ⇒ E2 ⊂ E1

⇒ mes {E2} ≤ mes {E1}

⇒ λg(σ) ≤ λf (σ)

Lemme 2.1. Pour σ1, σ2 positifs tels que σ = σ1 + σ2, et pour f,g des fonctions
mesurables, on a :

λf+g(σ) = λf (σ1) + λg(σ2) (2.2)
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Proposition 2.1. Soient n = 1, E = (0,∞) La fonction f est positive, continue,
strictement décroissante sur (0,∞) et lim

x→∞
f(x) = 0

alors :

1) λf (0) = +∞.

2) ∀ σ ∈ [0,∞[ , λf (σ) = f−1(σ)

Preuve :

1) λf (0) = mes{x ∈ E : f(x) > 0} comme f est positive alors :

λf (0) = mes {E}

= mes {(0,∞)}

= +∞

2) soit σ ∈ [0,∞[,

λf (σ) = mes{x ∈ E : f(x) > σ}

= mes{x ∈ E : x < f−1(σ)}

= mes
{

(0, f−1(σ))
}

= f−1(σ)

Rappels : Si ∀k ∈ N les ensembles Ek sont mesurables et non nuls et
∞⋃
k=1

Ek est

aussi mesurable Alors :

mes

{
∞⋃
k=1

Ek

}
≤

∞∑
k=1

mes {Ek} (2.3)

Si de plus les ensembles Ek sont disjoint deux a deux Alors :

mes

{
∞⋃
k=1

Ek

}
=

∞∑
k=1

mes {Ek} (2.4)
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a) Si Ek ⊂ Ek+1 Alors :

mes

{
∞⋃
k=1

Ek

}
= lim

k−→∞
mes { Ek} (2.5)

b) Si Ek+1 ⊂ Ek et mes {Ek} <∞ Alors :

mes

{
∞⋂
k=1

Ek

}
= lim

k−→∞
mes {Ek} (2.6)

Lemme 2.2. Soient E ⊂ Rn, Eun ensemble mesurable, m ∈ N, a0 = 0 , a1 < a2 <

a3 < · · · < am, E1, E2, E3, . . . , Em des ensembles mesurables non vides disjointes
deux a deux (Des sous ensemble de E de mesure finie) ou

f =
m∑
k=1

ak.χk (ou χk sont des fonctions indicatrices des ensembles Ek) alors :

1) ∀σ ∈ [am,∞)

λf (σ) = 0 (2.7)

2) ∀σ ∈ [ak−1, ak] et ∀k ∈ [1, . . . ,m]

λf (σ) =
m∑
k=1

mes {Ek} (2.8)

Proposition 2.2. Soit f une fonction qui vérifie les conditions de lemme (2.2) c.a.d :

f =
m∑
k=1

akχk

Si 0 < p <∞ on a : ∫
E

|f |p dx =
m∑
k=1

ak mes {Ek} (2.9)

Preuve : On a : Ei ∩ Ej = ∅ , ∀i 6= j et i, j = 1,m
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alors : mes {E} =
m∑
k=1

mes {Ek} et E =
m⋃
k=0

Ek

∫
E

|f |pdx =

∫
∪mk=0Ek

|
m∑
k=1

akχk|pdx =

∫
∪mk=0Ek

|a1χ1|p + |a2χ2|p + · · ·+ |amχm|pdx

=

∫
E1

|a1χ1|pdx+

∫
E2

|a2χ2|pdx+ · · ·+
∫
Em

|amχm|pdx

= |a1|p
∫
E1

dx+ |a2|p
∫
E2

dx+ · · ·+ |am|p
∫
Em

dx

= |a1|pmes{E1}+ |a2|pmes{E2}+ · · ·+ |am|pmes{Em}

=
m∑
k=1

|ak|pmes {Ek}

Lemme 2.3. Soit E ⊂ Rn, E ensemble mesurable et mes {E} < ∞ , f : E −→ N
fonction mesurable alors :

1) λf (0) = mes {E1} où E1 = {x ∈ E : f(x) 6= 0}.

2) La fonction λf (σ) est décroissante sur [ 0, ∞).

3) lim
σ−→∞

λf (σ) = 0.

4) a) ∀σ ∈
[
0, ||f ||l∞(E)

)
λf (σ) > 0 ;

b) si ||f ||l∞(E) <∞ alors :
∀σ ∈

[
||f ||l∞(E),∞

)
λf (σ) = 0.

5) λf (σ)est continue à droite.

Preuve :

1) Soit σ ∈ [0,∞[ on a :

λf (σ) = mes {x ∈ E, |f(x)| > σ}

λf (0) = mes {x ∈ E, |f(x) > 0}

= mes {x ∈ E, f(x) 6= 0}

= mes {E1}
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Par conséquence :
λf (0) = mes {E1}

2) Montrons que λf (σ) décroissante :
Soient σ1, σ2 ∈ [0,∞[ tel que σ1 ≤ σ2

λf (σ1) = mes {x ∈ E, |f(x)| > σ1} = mes {E1}

λf (σ2) = mes {x ∈ E, |f(x)| > σ2} = mes {E2}

Comme :

σ1 ≤ σ2 =⇒ (|f(x)| > σ2 =⇒ |f(x)| > σ1)

=⇒ si x ∈ E2 =⇒ x ∈ E1

=⇒ donc E2 ⊂ E1

=⇒ mes {E2} ≤ mes {E1}

Par conséquence :
λf (σ2) ≤ λf (σ1)

3) Montrons que lim
σ−→∞

λf (σ) = 0

Soient {th} une suite croissante de nombre réel no négative tel que :

lim
k−→∞

tk =∞ ,∀k ∈ N et Etk+1
⊂ Etk et

∞⋂
k=1

Etk = ∅

En vertu de (2.6) , on peut écrire :

mes

{
∞⋂
k=1

Etk

}
= 0⇒ lim

k−→∞
mes {Etk} = 0

ie :
lim
t−→∞

λf (σ) = 0

5) Montrons la continuité à droite :



2.1 Fonction de distribution 28

λf (σ) est une fonction décroissante de σ alors il suffit de montrer que

lim
n→∞

λf (σ +
1

n
) = λf (σ).

On a la suite d’ensemble An = {x : |f(x)| > σ + 1
n
} est décroissante pour

l’inclusion où n ∈ N∗.

mes

{
∞⋂
n=1

An

}
= lim

n→∞
mes {An}

= lim
n→∞

λf (σ +
1

n
)

= λf (σ)

alors λf (σ) est continue à droite.

Lemme 2.4. Soit E ⊂ Rn, E ensemble mesurable , f et fk des fonctions non
négatives mesurables sur E, De plus pour presque tous les x ∈ E on a :

fk(x) ≤ fk+1(x) lim
k−→∞

fk(x) = f(x)

Alors : ∀k ∈ [0,∞)

λfk(σ) ≤ λfk+1(σ) ≤ λf (σ). (2.10)

Où :
λf (σ) = lim

k−→∞
λfk(σ)

Preuve : Soient : σ ∈ [0,∞], k ∈ N

Eσ = {x ∈ : f(x) > σ}

Ek
σ = {x ∈ : fk(x) > σ}

Ek+1
σ = {x ∈ : fk+1(x) > σ}
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Montrons que :
Ek
σ ⊂ Ek+1

σ ⊂ Eσ

(i) Ek
σ ⊂ Ek+1

σ

On a :
fk(x) 6 fk+1(x)

Donc :
|fk(x)| > σ ⇒ |fk+1(x)| > σ

Alors si
x ∈ Ek

σ ⇒ x ∈ Ek+1
σ

Par suite :
Ek
σ ⊆ Ek+1

σ

Par conséquence
mes

{
Ek
σ

}
6 mes

{
Ek+1
σ

}
Finalement :

λfk(σ) ≤ λfk+1(σ)

(ii) Ek+1
σ ⊂ Eσ

On a :
f(x) = lim

k−→∞
fk(x) = lim

k−→∞
fk+1(x)

Alors on a :
f(x) = lim

k−→∞
fk+1(x)

Comme fk(x) est une suite croissante alors :
∀x ∈ E

fk+1(x) 6 f(x)

On a :
|fk+1(x)| > σ ⇒ |f(x)| > σ
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Alors
x ∈ Ek+1

σ ⇒ x ∈ Eσ

Donc
Ek+1
σ ⊆ Eσ

Par conséquente

λfk+1(σ) ≤ λf (σ)

Théorème 2.1. Soit E ⊂ Rn, E ensemble mesurable ,f est une fonction mesurable
sur E, alors si :

i) 1 < p <∞ on a :

||f ||LP (E)
=

(
p

∫ ∞
0

σp−1λf (σ)dσ

) 1
p

=

(
−
∫ ∞

0

σpdλf (σ)

) 1
p

(2.11)

ii) si : p =∞ on a :
||f ||L∞ = inf{σ : λf (σ) = 0} (2.12)

iii) si : p = 1 on a :
||f ||L1(E)

= ||λf (σ)||L1(E)
(2.13)

Preuve :

(i) pour 1 < p <∞, on a :∫ ∞
0

σp−1λf (σ) dσ =

∫ ∞
0

σp

σ
λf (σ) dσ

=

∫ ∞
0

σp

σ

(∫
{x :|f |>σ}

dµ

)
dσ

=

∫ ∞
0

σp

σ

(∫
E

1{x :|f |>σ} dµ

)
dσ
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d’aprés le théorème de Fubini-Tonelli, on obtient :

∫ ∞
0

σp

σ

∫
E

1{x :|f |>σ} dµdσ =

∫
E

(∫ |f(x)|

0

σp

σ
dσ

)
dµ

=

∫
E

1

p
|f(x)|p dx

=
1

p

∫
E

|f(x)|p dx

=
1

p
‖f‖pLp

d’où

1

p
‖f‖pLp =

∫ ∞
0

σpλf (σ)
dσ

σ

‖f‖pLp = p

∫ ∞
0

σpλf (σ)
dσ

σ

‖f‖Lp =

(
p

∫ ∞
0

σpλf (σ)
dσ

σ

) 1
p

(ii) Pour p =∞ on a par défintion :

‖f‖L∞ = inf {σ ≥ 0, mes{x ∈ E : |f(x)| > σ} = 0} ,

et d’aprés la définition de λf (σ)

‖f‖L∞ = inf{σ : λf (σ) = 0}

(iii) pour p = 1 on remplace par 1 on obtient :

‖f‖L1(E)
=

∫ ∞
0

λf (σ)dσ = ‖λf (σ)‖L1(E)
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2.2 Exemple

Soient n = 1 ∀x ∈ E = [0,∞[, f(x) = xα , α ∈ R
Calculer λf (σ) pour tout α

a) Pour α > 0

λf (σ) = mes{x ∈ E : |xα| > σ} =∞

b) Pour α = 0

λf (σ) = mes{x ∈ E : 1 > σ}

b.1) Pour σ ∈ [0, 1[ donc
λf (σ) =∞

b.2) Pour σ ∈ [1,∞[ donc
λf (σ) = 0

c) Pour α < 0

c.1) Pour 0 < σ < 1

λf (σ) = mes{x ∈ E : xα > σ}

xα > σ ⇔ x < σ
1
α

⇔ x ∈
[
0, σ

1
α

]
λf (σ) = σ

1
α

c.2) Pour σ = 0

xα > 0 ⇔ x <∞

⇔ x ∈ [0,∞)

λf (σ) =∞
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c.3) Pour σ = 1

si t = 1

xα > 1 ⇔ x < 1

⇔ x ∈ [0, 1[

λf (σ) = 1.

c.4) Pour σ > 1

xα > σ ⇔ x < σ
1
α

⇔ x ∈ [0, σ
1
α [

λf (σ) = σ
1
α .
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2.3 Fonctions de réarrangement

Définition 2.2. Soient E ⊂ Rn un ensemble mesurable, f : E −→ C, f une
fonction mesurable, on appelle réarrangement de f dans un ordre décroissant, la fonc-
tion f ∗ définie par :

f ∗(σ) = inf {s ∈ [0,∞) : λf (s) ≤ σ} , ∀σ ∈ [0,∞) (2.14)

Remarques 2.2. De la définition on peut déduire :

1) |f |∗ = f ∗.

2) Si : g ∼ f sur [0,∞) alors g∗ = f ∗.

3) Si λf (σ) est positive, non nulle, continue et strictement décroissante alors :

f ∗(σ) = λ−1
f (σ). (2.15)

Preuve :

1) |f |∗ = f ∗ évidente.

2) Soient (g ∼ f) sur [0,∞) et σ ∈ R donc ∃ E1 ⊂ E tq : g 6= f sur E1 et
mes{E1} = 0 on a :

g∗(σ) = inf {s ∈ [0,∞) : λg(s) 5 σ} (2.16)

car(g ∼ f =⇒ λg = λf ) alors :

g∗(σ) = inf {s ∈ [0,∞) : λf (s) ≤ σ} (2.17)

3) Montrons que : f ∗(σ) = λ−1
f (σ)

soit σ ∈ R.

f ∗(σ) = inf {s ∈ [0,∞) : λf (s) ≤ σ} = inf
{
s ∈ [0,∞), s ≥ λ−1

f (σ)
}

= inf [λ−1
f (σ),∞).
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Donc :
inf {s ∈ [0,∞) : λf (s) ≤ σ} = λ−1

f (σ).

Alors :
f ∗(σ) = λ−1

f (σ).

Les propriétés de la fonction f ? sont comme suit :

1) f ? ≥ 0, décroissante et continue à droite.

2) sur [0,∞)

λf?(σ) = λf (σ) (2.18)

3)

σ = f ?(t)⇔ t = λf (σ) (2.19)

.

Lemme 2.5. Soit f une fonction vérifiant les condition de lemme(2.2) du paragraphe
précédant, ∀t ∈ [ck,∞) :

f ∗(t) = ak (2.20)

Où ∀k ∈ {1, ...,m} , cm,n = 0

ck =
m∑
l=k

mes {Ek} ,

Lemme 2.6. Soient E ⊂ Rn un ensemble , f : E → C une fonction mesurable,
Alors :

1) f ∗(0) = ‖f‖L∞(E), ∀t ∈ (0,∞), 0 ≤ f ∗ <∞.

2) La fonction f ∗ est décroissent sur [0,∞) .

3) Si mes {E} <∞ , où E1 = {x ∈ E : f(x) 6= 0}
a) Alors: ∀t ∈ [0,mes {E1})

f ∗(t) > 0
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b) ∀t ∈ [mes {E1} ,+∞)

f ∗(t) = 0.

4) ∀t ∈ [0,∞[

λf (f
∗(t)) ≤ t.

5) La fonction f ∗ est continue à droite sur [0,∞).

Preuve :

1) Montrons que f ∗(0) = ‖f‖L∞(E)

f ∗(0) = inf {s ∈ R : λf (s) ≤ 0}

= inf {s ∈ R : mes {x ∈ E : f(x) > s} = 0}

= ‖f‖L∞(E)

2) Montrons que f ∗ est décroissante
soit 0 < σ1 < σ2

on a :
λf (s) < t1 ⇒ λf (s) < σ1 ⇒ λf (s) < t2 ⇒ λf (s) < σ2

donc
{s ∈ [0,∞) : λf (s) < σ1} ⊂ {s ∈ [0,∞) : λf (s) < σ2}

par suite :

inf {s ∈ [0,∞) : λf (s) < σ2} < inf {s ∈ [0,∞) : λf (s) < σ1}

alors
f ∗(σ2) ≤ f ∗(σ1).

3) Comme la fonction λf est décroissante , alors la condition f ∗(σ) = 0 est équi-
valente a la condition suivante : ∀s > 0, λf (s) ≤ σ et donc lim

s→+0
λf (s) ≤ σ, il
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reste a remarque que d’après le lemme (2.3) (sur les distributions)
λf (0) = lim

s→+0
λf (s) = mes {E1} .

Lemme 2.7. On suppose que les conditions du lemme (2.6) sont vérifiées ∀t ∈ [0,∞),
Alors :

f ∗k (σ) ≤ f ∗k+1(σ) ≤ f ∗(σ) = lim
k 7→∞

f ∗k (σ)

Dans le lemme (2.4) on a prouvé que

λfk(s) ≤ λfk+1(s) ≤ λf (s)

Tels que
lim

k→+∞
λfk(s) = λf (s)

On à :

{s ∈ [0,∞[: λf (s) ≤ σ} ⊂
{
s ∈ [0,∞[: λfk+1

(s) ≤ t
}
⊂ {s ∈ [0,∞[: λf (s) ≤ σ}

Par conséquence :
f ∗(σ) ≤ f ∗(k+1)(σ) ≤ f ∗(σ)

Conséquence :

Soient E ⊂ Rn un ensemble mesurable, f une fonction mesurable sur E et g
une fonction continue croissante sur [0,∞) , alors on a :

(g|f |)∗ = g(f ∗) (2.21)

en particulier ∀p ∈ (0,∞)

|fp|∗ = (f ∗)p (2.22)

Lemme 2.8. Soient E ⊂ Rn un ensemble mesurable et f : E → C une fonction
mesurable alors : ∀t ≥ 0

mes {s ∈ [0,∞) : f ∗(s) > t} = mes {x ∈ E : |f(x)| > t}
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autrement
λf∗ = λf sur [0,∞)

Lemme 2.9. Soient U ⊂ Rn un ensemble mesurable, f, g : U −→ C deux fonctions
mesurables, ∀ t1,t2∈ [0,∞)

(f + g)?(t1 + t2) ≤ f ?(t1) + g?(t2) (2.23)

et
(fg)?(t1 + t2) ≤ f ?(t1)g?(t2) (2.24)

Le théorème suivant est prouvé dans [2].

Théorème 2.2. Soient 0 < p ≤ ∞ , E ⊂ Rn un ensemble mesurable, f est une
fonction mesurable sur E alors :

‖f‖Lp(E) = ‖f ∗‖Lp(0,∞) = ‖f ∗‖Lp(0,mes{E}) (2.25)



Chapitre 3

Applications sur les fonctions de

distribution et réarrangement

3.1 Espaces de Marcinkiwiecz (Espaces faibles)

Définition 3.1. Soient 0 < p ≤ ∞, U un ensemble mesurable U ⊂ Rn,
f : U −→ C. Pour 0 < p < ∞, on dit que f ∈ L?p ( espace de Marcinkiewicz ou
espace faible) si :

1) f est mesurable sur U .

2) ‖f‖(1)
L?p

= supσ∈[0,∞) σ(λf (σ))
1
p <∞.

Dans le cas p =∞, on a : L?∞ = L∞.

Définition 3.2. Soit ‖.‖ une application de X dans R où X un espace vectoriel. On
dit que ‖.‖ est une quasi-norme si :

(i) ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0.

(ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖, pour tout α de R et x de X.

(iii) il existe k > 1 tel que ‖x+ y‖ ≤ k(‖x‖+ ‖y‖), pour tout x et y de X.

Proposition 3.1. Pour 0 < p <∞,
(
L?p, ‖.‖L?p

)
est un espace quasi-normé.
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Preuve.

i) Si ‖f‖L?p = 0 alors pour tout σ > 0, λf (σ) = 0 et par définition de λf , on
déduit que f est nulle presque partout.

ii) Pour tout réel α , on a :

λαf (σ) = mes{x : |f(x)| > σ

|α|
},

alors

‖αf‖L?p = sup
σ≥0

σ(λαf (σ))
1
p

= sup
σ≥0

σ(λf (
σ

|α|
))

1
p

= |α| sup
σ
|α|≥0

σ

|α|
(λf (

σ

|α|
))

1
p

= |α|‖f‖L?p

iii) D’aprés l’inégalité
(a+ b)

1
p ≤ a

1
p + b

1
p (3.1)

D’prés le Lemme (2.1) et pour σ1 = σ2 =
σ

2
, on Obtient : ∀σ ≥ 0

(λf+g(σ))
1
p ≤

(
λf (

σ

2
)
) 1
p

+
(
λg(

σ

2
)
) 1
p
.

Alors :

σ(λf+g(σ))
1
p ≤ σ

(
λf (

σ

2
)
) 1
p

+ σ
(
λg(

σ

2
)
) 1
p

≤ 2σ

2

(
λf (

σ

2
)
) 1
p

+
2σ

2

(
λg(

σ

2
)
) 1
p

≤ 2
(σ

2
λf (

σ

2
)

1
p +

σ

2
λg(

σ

2
)

1
p

)
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En passant à la borne supèrieure, on obtient :

‖f + g‖L?p ≤ 2(‖f‖L?p + ‖g‖L?p)

Les espaces L?p sont en particulier des espaces de Lorentz Lpr.
Propriétés :

1) ∀f ∈ L?p(U), 0 < p ≤ ∞ on a :

‖f‖(2)
L?p(U) = sup

t∈[0,∞)

t
1
pf ?(t) (3.2)

2) ∀f ∈ L?p(U), on a :
‖f‖(1)

L?p(U) = ‖f‖(2)
L?p(U) (3.3)

Preuve :

2) Si pour un σ donné, il y a un t tel que f ?(t) = σ, D’aprés la proprité (4)(2.19),
On a :

λf (σ) ≤ t,

Ainsi
σ(λf (σ))

1
p ≤ t

1
pf ?(t),

D’où par passage au sup par rapport à σ ensuite par rapport à t, on obtient :

‖f‖(1)
L?p(U) ≤ |f‖

(2)
L?p(U) (3.4)

D’autre part, pour ε ≥ 0 et d’aprés la définition carctéristique du sup, on
obtient :

‖f‖(2)
L?p(U) ≤ t

1
pf ?(t) + ε

et d’aprés D’aprés la proprité (4)(2.19), on a :

‖f‖(2)
L?p(U) ≤ σ(λf (σ))

1
p + ε,
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en passant à la borne supèrieure, on a :

‖f‖(2)
L?p(U) ≤ ‖f‖

(1)
L?p(U) (3.5)

alors d’aprés (3.4) et (3.5) on obtient

‖f‖(1)
L?p(U) = ‖f‖(2)

L?p(U).

3.2 Espaces de Lorentz

Définition 3.3. Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on définit l’espace de Lorentz, noté Lpr, par :

1) si 1 ≤ r <∞

‖f‖Lpr(0,∞) =

(∫ ∞
0

(t
1
pf ?(t))r

dt

t

) 1
r

<∞ (3.6)

2) si r =∞
‖f‖Lp∞(U) = ‖f‖(2)

L?p(U) = sup
t≥0

(t
1
pf ?(t)) <∞ (3.7)

Proposition 3.2. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Alors

1) ‖f‖Lpp(0,∞) = ‖f‖Lp(0,∞),

2) ‖f‖Lp∞(U) = ‖f‖(2)
L?p(U) = ‖f‖(1)

L?p(U).

Preuve.

1) Si r = p, alors

‖f‖Lpp(0,∞) =

(∫ ∞
0

(f ?)p(t) dt

) 1
p

= ‖f ?‖Lp(0,∞)

D’après le théorème (2.1) et la propriété (2)(2.18) on obtient :

‖f ?‖Lp(0,∞) = (p

∫ ∞
0

σpλ?f (σ)
dσ

σ
)

1
p ,
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alors
(p

∫ ∞
0

σpλ?f (σ)
dσ

σ
)

1
p = (p

∫ ∞
0

σpλf (σ)
dσ

σ
)

1
p ,= ‖f‖Lp(0,∞)

d’où
‖f‖Lpp(0,∞) = ‖f‖Lp(0,∞)

2) Si r =∞, voir la preuve du propriété précédant ((2)(3.3)).

Remarques 3.1. En général, les espaces de Lorentz sont des espaces qausi-normeé
mais dans le cas où p > 1, il est possible de remplacer la qausi-norme par une norme
et donc les Lpr devient des espaces de Banach.

Théorème 3.1 (Théorème d’interpolation de Riesz-Thorin). Soient p0, q0, p1

et q1 des réels tels que p0 6= p1 et q0 6= q1. On considère l’opérateur linéaire borné T
tel que :

T : Lp0
(U, dµ) −→ Lq0(V, dν),

de norme M0, et
T : LP1(U, dµ) −→ Lq1(V, dν),

de norme M1. Alors
T : Lp(U, dµ) −→ Lq(V, dν),

de norme M , tel que :
M ≤M1−θ

0 M θ
1 ,

où 0 < θ < 1 et
1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,
1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

.

Démonstration : Voir [2].

3.3 Théorème d’interpolation de Marcinkiewicz

On montre avec certaines suppositions supplémentaires relatives aux paramètres,
que le théorème de Riesz-Thorin peut-être renforcé, c’est à dire que la bornétude de
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l’opérateur T : Lp(U) −→ Lq(V ) peut-être établie avec des conditions plus faibles par
rapport à l’opérateur

T : Lpk(U) −→ Lqk(V ), (k = 1, 2);

c’est-à-dire qu’on peut considérer des opérateurs plus généraux et non seulement
linéaires.

Définition 3.4. L’opérateur T : Lp(U) −→ Lq′(V ) est dit sub-additif :
1) Si son domaine de définition contient les fonctions f , g et leur somme arithmé-
tique f + g, de plus est vérifiée l’inégalité suivante :

|T (f + g)| ≤ |Tf |+ |Tg|.

2) Si son domaine de définition contient f et αf ∀α ∈ (C∨R) et est vérifiée l’inégalité

|T (αf)| ≤ |α||Tf |.

Théorème 3.2. (Théorème d’interpolation de Marcinkiewicz) Soient
U ⊂ Rn, V ⊂ Rm des ensembles mesurables,

0 < p1 ≤ q1 ≤ ∞, 0 < p2 ≤ q2 ≤ ∞, q1 6= q2 (3.8)

un opérateur sub-additif défini sur Lp1(U) + Lp2(U), tel que

T : Lp1(U) −→ L?q1(V ), T : Lp2(U) −→ L?q2(V ), (3.9)

de plus
‖T‖Lp1(U)−→L?q1(V )

<∞, ‖T‖Lp2(U)−→L?q2(V )
<∞. (3.10)
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Alors quelque soit p et q tels que

1

p
=

1− θ
p1

+
θ

p2

,
1

q
=

1− θ
q1

+
θ

q2

, (3.11)

pour un certain θ ∈ (0, 1),
T : Lp(U) −→ Lq(V ), (3.12)

existe la constante C > 0, dépendant seulement de p1, p2, q1, q2, p et q, telle que

‖T‖Lp(U)−→Lq(V )
≤ C‖T‖1−θ

Lp1(U)−→L?q1(V )
‖T‖θLp2(U)−→L?q2(V )

. (3.13)

Le lemme suivant est prouvé dans [4].

Lemme 3.1. Soient U ⊂ Rn, U un ensemble mesurable, f une fonction mesurable
sur U . Alors ∀ξ ∈ (0,∞), il existe des fonctions f1,ξ et f2,ξ mesurables sur U , telles
que f = f1,ξ + f2,ξ sur U et ∀p ∈ (0,∞]

‖f1,ξ‖Lp(U) = ‖f ?‖Lp(0,ξ) , ‖f2,ξ‖Lp(U) = ‖f ?‖Lp(ξ,∞). (3.14)

Conséquence : Si 0 < p1 < p < p2 ≤ ∞, f ∈ Lp(U), alors ∀ξ ∈ (0,∞)

f1,ξ ∈ Lp1(U) , f2,ξ ∈ Lp2(U).

Preuve. D’une part en vertu l’inégalité de Hölder on a :

‖f1,ξ‖Lp1(U)
= ‖f ?‖Lp1 (0,ξ).

En prenant comme paramètres
p

p1

et
(
p

p1

)′
=

p

p− p1

dans l’inégalité de Hölder

pour (f ?)p1 , on obtient :

‖f ?‖Lp1 (0,ξ) =

(∫ ξ

0

(f ?)p1 dx

) 1
p1

≤
[
‖(f ?)p1‖L p

p1

|ξ|
p−p1
p

] 1
p1
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= ξ
1
p1
− 1
p‖f ?‖Lp(0,ξ)

≤ ξ
1
p1
− 1
p‖f‖Lp(0,ξ) <∞,

et d’autre part pour p2 <∞

‖f2,ξ‖Lp2(U)
= ‖f ?‖Lp2(ξ,∞)

=

(∫ ∞
ξ

|(f ?)(t)|p2 dt

) 1
p2

= f ?(ξ)

(∫ ∞
ξ

∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣p2

dt

) 1
p2

= I.

Comme
∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣ < 1, alors ∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣p2

<

∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣p ,
d’où

I ≤ f ?(ξ)

(∫ ∞
ξ

∣∣∣∣ f ?(t)f ?(ξ)

∣∣∣∣p dt) 1
p2

= |f ?(ξ)|1−
p
p2 ‖f ?‖

p
p2

Lp(ξ,∞)

≤ |f ?(ξ)|1−
p
p2 ‖f‖

p
p2

Lp(ξ,∞) <∞.

Si p =∞
‖f2,ξ‖L∞(U) = ‖f ?‖L∞(ξ,∞) = f ?(ξ) <∞.

On a pris en considération le fait que ∀ξ ∈ (0,∞), f ?(ξ) <∞ et f ? décroissante
sur (0,∞).

Preuve. (Théorème d’interpolation de Marcinkiewicz)

1) Soit p1 6= p2. On prouve le théorème pour p1 = q1 et p2 = q2, pour la preuve dans
le cas général on peut consulter [10] et [18].

Alors
1

p
=

1− θ
p1

+
θ

p2

,
1

q
=

1− θ
p1

+
θ

p2

, d’où p = q.
On pose

M1 = T : Lp1(U) −→ L?p1(V ) , M2 = T : Lp2(U) −→ L?p2(V )

2) Au début on prouve que l’opérateur :
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T : Lp(U) −→ Lp(V ) est borné.

Soit f ∈ Lp(U), ∀ξ ∈ (0,∞), f1,ξ et f2,ξ des fonctions du définies sur (3.4).
Comme T est sub-additif, alors d’aprés le lemme (2.9) et la remarque 3 on a :

(Tf)?(2ξ) = |Tf |? (2ξ) ≤ (|Tf1,ξ|+ |Tf2,ξ|)? (2ξ)

≤ (Tf1,ξ)
?(ξ) + (Tf2,ξ)

?(ξ).

En vertu du théorème (3.3.1) et de l’inǵalité de Minkowsky on obtient :

‖Tf‖Lp(V )
= ‖(Tf)?(ξ)‖Lp(0,∞) = 2

1
p‖(Tf)?(2ξ)‖Lp(0,∞) (on pose ξ = 2z)

≤ 2
1
p

+( 1
p
−1)+

(
‖(Tf1,ξ)

?(ξ)‖Lp(0,∞) + ‖(Tf2,ξ)
?(ξ)‖Lp(0,∞)

)
,

on pose a+ = a =

(
1

p
− 1

)
si a ≥ 0, a+ = 0 si a < 0.

D’aprés la conséquence du lemme (3.1) fk,ξ ∈ Lpk , (k ∈ {1, 2}) et en vue des
définitions (3.2.1) et (3.3.1) (Définition de l’espace de L?pk(U)) et en prenant en compte
(3.9) et (3.10) ∀t ∈ (0,∞) et en particulier t = ξ on a :

(Tfk,ξ)
? ≤Mkt

− 1
pk ‖fk,ξ‖Lpk (U), k ∈ {1, 2}.

Par conséquence d’aprés l’inégalité (3.14) du lemme (3.1), on trouve :

‖(Tf1,ξ)
?(ξ)‖Lp(0,∞) ≤M1

∥∥∥ξ− 1
p1 ‖f1,ξ‖Lp1 (U)

∥∥∥
Lp(0,∞)

= M1

∥∥∥ξ− 1
p1 ‖f ?‖Lp1 (0,∞)

∥∥∥
Lp(0,∞)

= M1‖
(

1

ξ

∫ ξ

0

(f ?(t))p1dt

) 1
p1

‖Lp(0,∞)

= M1

∥∥∥∥1

ξ

∫ ξ

0

(f ?(t))p1 dt

∥∥∥∥
1
p1

L p
p1

(0,∞)

. (3.15)
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De la même manière pour p2 <∞, on a :

‖(Tf2,ξ)
?(ξ)‖Lp(0,∞) ≤M2

∥∥∥∥1

ξ

∫ ∞
ξ

(f ?(t))p2 dt

∥∥∥∥ 1
p2

L p
p2

(0,∞)

. (3.16)

En appliquant l’inégalité de Hardy avec
p

p1

> 1 et celle avec
p

p2

< 1 respective-

ment à (3.15) et (3.16) à la fonction f ? qui est décroissante, on obtient :

‖(Tf1,ξ)
?(ξ)‖Lp(0,∞) ≤ C1M1 ‖(f ?)p1‖

1
p1

L p
p1

(0,∞)

= C1M1‖f ?‖Lp(0,∞) = C1M1‖f‖Lp(U),

et d’une manière analogue pour p2 <∞ on obtient :

‖(Tf2,ξ)
?(ξ)‖Lp(0,∞) ≤ C2M2‖f‖Lp(U),

où C1 et C2 dépendant seulement de p1, p2 et p.
Finalement, on a :

‖Tf‖Lp(V ) ≤ C3(M1 +M2)‖f‖Lp(U), (3.17)

avec C3 = max(C1, C2).
3) Pour la preuve de l’inégalité (6) on utilise le lemme (3.4.1) avec aξ à la place de
ξ où a > 0. Alors (3.15) devient

‖(Tf1,aξ)
?(aξ)‖Lp(0,∞) ≤M1

∥∥∥∥ 1

aξ

∫ aξ

0

(f ?(t))p1 dt

∥∥∥∥
1
p1

L p
p1

(0,∞)

≤M1a
1
p1
− 1
p

∥∥∥∥1

ξ

∫ ξ

0

(f ?(t))p1 dt

∥∥∥∥
1
p1

L p
p1

(0,∞)

.

D’une manière analogue à la place (3.16) on obtient respectivement une inéga-
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lité analogue à la précèdente avec a
1
p2
− 1
p à la place de a

1
p1
− 1
p

‖(Tf2,aξ)
?(aξ)‖Lp(0,∞) ≤M2a

1
p2
− 1
p

∥∥∥∥1

ξ

∫ ∞
ξ

(f ?(t))p2 dt

∥∥∥∥ 1
p2

L p
p2

(0,∞)

.

Par conséquent à la place de (3.17), on obtient :

‖Tf‖Lp(V ) ≤ C3(M1a
1
p1
− 1
p +M2a

1
p2
− 1
p )‖f‖Lp(U). (3.18)

On recherche le minimum de la partie droite de (1.3)′ par rapport à a > 0, d’où
le résultat :

‖Tf‖Lp(V ) ≤ C4M
1−θ
1 M θ

2‖f‖Lp(U),

où C4 ne dépend que de p1, p2 et p.

3.4 Fonction maximal (Opérateur de Hardy-Littlewood)

Définition 3.5. Soit f une fonction localement intégrable définie sur Rn , Mf est
dite fonction maximale si :

M(f)(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy (3.19)

Lemme 3.2. soit g une fonction définie sur Rn,∀α > 0

Eα = {αx : |g(x)| > α} et g intégrable,alors :

λ(α) ≤ A

α
(3.20)

tels que : (A =
∫
Rn |g(y)|dy et λ(α) désigne la mesure de Eα, appelée distribution de

fonction g).

preuve :

A =

∫
Rn
|g(y)|dy ≥

∫
Eα

|g(y)|dy ≥
∫
Eα

αdy
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≥ α

∫
Eα

dy = αλ(α)

Lemme 3.3. Soit g ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p <∞ ,alors :∫
Rn
|g(y)|pdy = −

∫ ∞
0

αpdλ(α) (3.21)

Où λ(α) désigne la mesure de Eα comme définie dans le lemme (3.2), et
si g ∈ L∞(Ω), alors :

‖g‖L∞(Ω) = inf {α, λ(α) = 0} (3.22)

Lemme 3.4. Soit E un sous-ensemble mesurable de Rn qui est recouvert par une
famille de boule (Bj), alors on peut extraire une sous suite B1, B2, ..., Bk,

(Bk

⋂
Bl = ∅ si k 6= l)(finie ou infinie ) telle que :

∑
k

|Bk| ≥ C|E|, (3.23)

où C est une constante positive qui dépend seulement de la dimension n, par
exemple : C = 5−n .

Théorème 3.3. (Hardy-Littlewood).Soit f une fonction définie sur Rn , alors :

a) Si f ∈ LP (Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ , la fonction Mf est p.p finie .

b) Si f ∈ L1(Rn), pour chaque α > 0, alors :

| {x : (Mf)(x) > α} | ≤ C1

α

∫
Rn
|f(x)|dx, (3.24)

où C1 = cste qui dépend de n .

c) Si f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ et (Mf) ∈ Lp(Rn) alors :

||Mf ||Lp(Rn) ≤ Ap||f ||Lp(Rn) (3.25)

où Ap dépendent de p.
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Preuve :

b) Montrons que si f ∈ L1(Rn), ∀α ≥ 0

| {x : (Mf)(x) > α} | ≤ C

α

∫
Rn
|f(y)|dy

Eα = {x : (Mf) > α}

Soit x ∈ Eα , il existe une boule Bx de sorte que :
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy > α (3.26)

c’est à dire que ∫
B(x,r)

|f(y)|dy > α|Bx|

(Bx)x ∈ Eα forment un recouvrement de Eα, alors d’après le lemme (3.4) on peut
extraire une sous suite B1, B2, ..., Bk, telle que :

∑
k

|Bk| ≥ C|Eα|

d’où ∫
B(x,r)

|f(y)|dy ≥
∫
⋃
Bk

|f(y)|dy

=
∑
k

∫
Bk

|f(y)|dy

≥
∑
k

α|Bk|

≥ αC|Eα|

et donc ∫
Rn
|f(y)|dy ≥ αC|Eα|
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d’où
|Eα| ≤

1

αC

∫
Rn
|f(y)|dy

=
C1

α

∫
Rn
|f(y)|dy

c) Nous montrons maintenant simultanément (a) et (c) :

Soit f1(x) ∈ L1(Rn) alors :

(i) |f(x)| ≤ |f1(x)|+ α

2
,

(ii) Mf(x) ≤ (Mf1)(x) +
α

2
Conclusions

A = {x : (Mf)(x) > α} ⊂
{
x : (Mf1)(x) >

α

2

}
En effet, si x ∈ A, : alors

(Mf)(x) > α

et donc
(Mf1)(x) +

α

2
> α

d’où
(Mf1)(x) >

α

2

Alors

λ(α) = | {x : (Mf)(x) > α} |

≤ |
{
x : (Mf1)(x) >

α

2

}
|

≤ C

α/2

∫
Rn
|f1(y)|dy

D’après le lemme (3.3) on a :∫
Rn

(Mf)pdx = −
∫ ∞

0

αpdλ(α)
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d’où
||Mf ||pLp(R

n) =

∫
Rn

(Mf)pdx = −
∫ ∞

0

αpdλ(α)

Après intégration par parties on obtient :

‖Mf‖pLp(Rn) = −[αpλ(α)]∞0 +

∫ ∞
0

pαp−1λ(α)dλ(α)

= p

∫ ∞
0

αp−1λ(α)λ(α)

≤ p

∫ ∞
0

αp−1 2A

α

∫
Rn
|f1(y)|dy dλ(α)

= 2Ap

∫ ∞
0

αp−2

∫
|f |>

α

2

|f(y)|dy dλ(α)

≤ 2Ap

∫
Rn
|f(y)|

∫ 2|f(y)|

0

αp−2dλ(α) dy

=
2pAp

p− 1

∫
Rn
|f(y)|pdy

=
2pAp

p− 1
‖f‖pLp(Rn)

donc
‖Mf‖Lp(Rn) ≤ Ap‖f‖Lp(Rn)

où

Ap =

(
2pAp

p− 1

) 1
p

.
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3.5 Fonction maximale sur l’espace de Lorentz clas-

sique et l’inégalité de Hardy avec poids pour une

fonction décroissante

Une certaine caractérisation concernant la bornitude de l’opérateur maximal est
donnée pour une classe de fonction dans les espaces classiques de Lorentz. Ceci est
obtenu en déterminant les fonctions de poids pour lesquelles l’inégalité de Hardy est
vérifié pour des fonctions non décroissantes. Une caractérisation relative aux fonc-
tions non décroissantes est aussi déduite.

Introduction : Les espaces de Lorentz classiques Λq(W ) considérés ici sont dé-
finis comme l’ensemble des fonctions g définie sur Rn telles que :

‖g‖Λq(W ) =

[∫ ∞
0

[g∗(x)]qW (x)dx

]1/q

<∞

où
g∗(y) = inf{s : µ({t : |g(t)| > s}) ≤ y}

g∗ est une fonction de réarrangement décroissante de g définie sur [0,∞], µ est la me-
sure de Lebesgue,W (x) est positive, et 1 ≤ q <∞. PourW (x) = (q/p)x(q/p)−1,Λq(W )

est l’espace L(p, q) étudie dans[22 et 16], on caractérise ici les fonctions W pour les-
quelles une constante D existe, telles que :

‖Mg‖Λq(W ) ≤ D‖g‖Λq(W ) (3.27)

Où M est l’opérateur de Hardy Littlewood maximal, défini comme suit :

Mg(x) = sup
1

|Q|

∫
Q

|g(y)|dy

et le sup est pris sur tous les cubes φ contenant x, Les auteurs montrent que ce
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problème est équivalent a déterminer les fonctions non négatives W pour lesquelles
l’inégalité de Hardy :∫ ∞

0

∣∣∣∣1x
∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣qW (x)dx ≤ C

∫ ∞
0

|f(x)|qW (x)dx (3.28)

est valable pour toutes les fonctions f positives décroissantes sur [0,∞].
Les principaux résultats de l’article sont comme suit :

Théorème 3.4. Si 1 ≤ q < ∞ et W (x) ≥ 0, alors (3.28) est valable pour toute
fonction décroissante positive sur [0,∞), Ssi il existe une constante B telle que r > 0,∫ ∞

r

W (x)

xq
dx ≤ B

rq

∫ r

0

W (x)dx. (3.29)

Corollaire 3.1. Si 1 ≤ q < ∞ et W (x) ≥ 0, alors (3.27)est valable pour g définie
sur Rn ssi il existe B telle que (3.29) est versifié pour r > 0

Théorème 3.5. si W (x) ≥ 0, 1 ≤ q <∞ et

sup
r>0

1

r

[∫ r

0

W (x)dx

]1/q [∫ r

0

W (x)−q
′/qdx

]1/q′

<∞ (3.30)

Alors (3.28) est vérifié pour toute fonction positive décroissante ou d’une manière
équivalant a (3.27) est vérifiée. L’inverse est aussi vraie pour W non décroissante.

Corollaire 3.2. La condition (3.30) est plus forte par rapporte à celle de (3.29) et
pour W non décroissante et non négative , elles sont équivalents



Conclusion

Le présent manuscrit est une introduction à la théorie des fonctions de distri-
bution et réarrangement et leurs applications.

La thématique est un sujet d’actualité, elle fait l’objet des recherche et en
particulier ses applications aux différents domaines de mathématiques sont très im-
portant ; Plus particulièrement aux espaces fonctionnels (espaces faibles , espaces de
lorentz)et à la théorie d’interpolation .

Ainsi elle apparait dans certains opérateurs tels que l’opérateur de Hardy-
Littelwood.

Il y’a certains problèmes relatifs à ces notions qui sont encore ouverts.
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