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INTRODUCTION

‘objectif principal de Ce travail est I’étude de 'éxistence de solutions de pro-
blemes périodiques du second ordre par la méthode des sous et sur solutions.

Plus précisemment, il s’agit de problémes périodiques du type :

u' = f(t,u(t)) pourt € [0,2n]
u(0) = u(2m) (1)
v (0) = o/ (2m)

ou f : [0,21] x R — R est une fonction continue. L’étude de probléme (1) est
basée sur une combinaison de 'argument du point fixe avec la méthode des sous et
sur-solutions.

Ce travail se compose de trois chapitres :
Chapitre 1 : C’est un rappel de quelques définitions et notions de base de I'analyse
fonctionnelle. Dans ce chapitre nous rappelons les définitions des espaces, opérateurs
et fonctions et des théorémes utilisés tout au long de ce mémoire

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre on introduit la notion des sous et sur-



solutions d'un probléme périodique du second ordre. On définit d’abord les sous
et sur-solutions classiques C? qu’on utilisera au chapitre 3 pour établir un résultat
d’existence au probléme périodique (1) ou f est une fonction continue. Par la suite
on introduira la notion des sous et sur-solutions W2, qui sera utilisée au chapitre 3
pour montrer P'existence de solutions %! pour le probléme (1)en supposant que f
est L'-Carathéodory. Cette notion a été introduite par H.Epheser en 1955 et a été
développée par De.Coster et P.Habets en 1996 [1]|. Parmi les auteurs qui ont traité ce
sujet nous citons S.Djebali dans ces articles |2, 3| et I.Rachunkova et M. Tvrdy [4, 5|.
La troisiéme partie de ce chapitre concerne la résolution des problémes périodiques du
second ordre en utilisant les fonctions de Green. Nous allons traiter comme exemples

les problémes suivants :

" (t) = h(t) sit €]0,2n]
(0) = ¢(27) (2)
¢'(0) = ¢'(27).

(7(t) — a20(t) = h(t)  sit €]0,2n]
©(0) = ¢(2m) (3)
L#'(0) = ¢'(2m).

(1) + a2p(t) = h(t)  sit €]0,2n]
¢(0) = p(2m) (4)
L¢'(0) = ¢'(2m).

ou h € L'([0,27]) et a > 0.

Ces exemples seront trés utiles dans la construction des sous et sur-solutions pour le

probléme périodique
Chapitre 2 : Dans ce chapitre nous considérons le probléme périodique (1) et

nous donnerons quelques conditions sur la fonction f qui permettent d’assurer ’exis-



tence des sous et sur-solutions de ce probléme. Pour construire ces derniéres nous
allons utiliser les résultats élaborés dans la troisiéme partie du chapitre 1 concernant
I’existence de solutions d’'un probléme périodique du second ordre et précisemment
les résulats des trois exemples (2), (3), (4) traités dans ce chapitre. Nous términons
ce chapitre par des exemples illustratifs. Le travail de ce chapitre a été fait par
[.Rachunkova et M.Tvrdy dans les articles [4, 5].

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous allons étudier les théorémes d’existences cités
dans les articles de I.LRachunkova et M.Tvrdy [4, 5] et dont les démonstrations de
ces théorémes ont étés prises des travaux de C. De.Coster et P.Habets [1| concer-
nant 'existence de solutions d’un probléme périodique par la méthode des sous et
sur-solutions. Dans la premiére partie de ce chapitre nous montrons 'existence d’une
solution C? du probléme périodique (1), en supposant que f est continue et nous
donnerons un théoréme d’existence qui montre que si le probléme admet une sous-
solution « et une sur-solution [ telle que @ < [ alors on peut trouver une solu-
tion comprise entre ces deux fonctions. Dans la deuxiéme partie nous allons traiter
le méme probléme en supposant que f est L'-Carathéodory et nous allons montrer
I'existence d'une solution W?! en introduisant la notion des sous et sur-solutions
W2 Dans cette méthode on donnera un critére d’extrémum basé sur la dérivée se-
conde. Nous terminons ce chapitre par des exemples qui illustrent I'interét de cette

méthode dans la résolution des problémes périodiques.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et notions fon-
damentales de I'analyse fonctionnelle. Nous présentons quelques résultats
concernant ’existence de solutions pour des problémes périodiques asso-
ciés & des EDO du second ordre en utilisant les fonctions de Green et

leures propriétes.

1.1 Espaces Fonctionnels

Définition 1.1. On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet

sur le corps C ou R.

Exemples

Soit J = [a,b] un intervalle de R. Les espaces vectoriels C'(J,R), espace des
fonctions continues de J dans R et L' (J,R), espace des fonctions L' intégrables

sur J et BM(J,R), espace des fonctions bornées et mesurables de J dans R, munis
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respectivement des normes suivantes :

b
]| = sup [z(£)], [l = / [x(@)|dt,  |lzl[pa = max | (t)]
ted a teJ

sont des espaces de Banach sur R.
Définition 1.2. Un espace topologique X est dit compact sl est séparé et vérifie
['une des conditions équivalentes suivantes :
1. De tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un recouvrement fini (pro-
priété de Heine-Borel).
2. De toute famille de fermés de X ayant une intersection vide, on peut extraire
une famille finie ayant une intersection vide (proposition de Contor).
3. Une famille de fermés de X a une intersection non vide si toute sous famille

finie extraite a une intersection non vide.

Proposition 1.1. Dans un espace normé de dimension finie, les parties compacts

sont les parties fermées et bornées.

Définition 1.3. (Espace L?) Soit p un entier tel que oo > p > 1. On désigne par

Q un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesque. On définit l’espace :
PQ)={u:Q—R:u mesurable et/ lu(z)Pdr < oo}
Q

p
que l'on munit de la norme ||ul|, = (/ |u|p) :
Q

Définition 1.4. (Espace de Sobolev) Soit m un entier tel que m > 2 et I un

intervalle ouvert de R. On définit ’espace de Sobolev d’ordre m par :
WmP(I) = {ue LP(I) : o/, u", ...u™ € LP(I)}

Définition 1.5. (Fonction de Carathéodory) Une fonction f: J x R — R est
L'- Carathéodory si :
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1. La fonction t — f(t,x) est mesurable sur J, pour tout x € R.
2. La fonction x — f(t,z) est continue, pour presque tout t € J.
3. ¥r>0,3h € L'(J,R) : Vt € J,Vx € R tel quellz|| <1 on a || f(t,z)| < h(t)

Si la fonction f vérifie uniquement les conditions 1 et 2, elle est dite de Carathéodory.

Remarque 1.1. En particulier ’espace :
W2NI) = {ue LYI) : v/, u" € L' (1)}

est un espace de Sobolev.

1.1.1 Théoréme d’Ascoli -Arzela

Soit M un sous ensemble d'un espace de fonctions définies d'un intervalle [a, b]

de R a valeurs dans un espace vectoriel normé X.

Définition 1.6. (Ensemble équicontinu) M est dit équicontinu si :
Ve > 030 > 0:Vt, 7 € [a,b], [t —7| <= ||f(t) — f()|| <e,Vfe M.

Définition 1.7. (Ensemble uniformément borné) M est dit uniformément borné

sl existe K > 0 tel que :

If()]| < K,Yf € M.

Définition 1.8. (Ensemble relativement compact) M est dit relativement com-

pact si M (adhérence de M )est compact.

Théoréme 1.1. (Ascoli-Arzela) Soit C(J,R) l’espace des fonctions continues d’un
intervalle compact J de R a valeurs dans un espace vectoriel normé R. Un ensemble
M est relativement compact dans C(J,R) si et seulement si M est uniformément

borné et équicontinu .
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Corollaire 1.1. Soit BM(J, X) lespace des fonctions bornées mesurables d’un in-
tervalle compact J de R a valeurs dans un espace vectoriel normé X. Pour qu’un
ensemble M soit relativement compact dans BM (J, X) il suffit que cet ensemble soit

uniformément borné et équicontinu.

Définition 1.9. (Opérateur compact) Un opérateur A défini de X dans lui méme

est dit compact si l’ensemble A(X) est relativement compact .

Définition 1.10. (Opérateur complétement continu) Un opérateur A est dit
compleétement continu si :

i. A est continu de X dans lui méme.

ii. VB C X borné, A(B) est relativement compact.

Théoréme 1.2. (Point fixre de Schauder) Soit X un espace vectoriel normé sur

R et C' une partie non vide de X fermé et convexe. St T est une application continue

de C dans C' telle que T'(C') soit relativement compact, alors T admet un point fize.

Théoréme 1.3. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue) Soit X
un espace de Banach. Soit (f,)nen une suite de fonctions dans L'(X, X) et soit f
une fonction de X dans X tell que f>0. On suppose que :

i. La suite (fn(z))nen converge vers f(z), pour presque tout x € X .

ii. Il existe une fonction g € L*( X, R) telle que :
Vn e N, || fu(2)| < g(x), pour tout t € X.

Alors :
fel'(X,X) et lim [ fn = fllzr = 0.

Corollaire 1.2. (Inégalité de la moyenne) Soit |a,b] un intervalle de R et f une

fonction bornée sur [a,b] et g € L*([a,b]). Alors :

/a bf(t)g(t)dt” < sup (1)) / " Lol

te[a,b]
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1.2 Les sous et sur-solutions

Dans cette section nous présentons des définitions et des résultats sur les
sous et sur-solutions correspondantes au probléme considéré. Nous allons
commencer par définir les sous et sur-solutions dans ’espace C? puis nous

donnons des définitions dans l’espace de Sobolev W21,

1.2.1 Les sous et sur-solutions de classe C?

On considére le probléme périodique :

u’ = f(t,u(t)) pourt € [0,2n]
u(0) = u(2m) (1.1)
W' (0) = o/ (2m)

ou f est une fonction continue de [0, 27] x R dans R.

Dans ce qui suit on désignera par C'([0,27]) l'espace des fonctions continues et
différentiables de [0, 27] dans R et par C?(]0, 27[) 'espace des fonctions continues et
deux fois différentiables de |0, 2] dans R.

Définition 1.11. (Sous-solution) Une fonction a € C?(]0,2x[) N C([0, 27]) est

une sous -solution du probléme (1.1) si :
i) Pour tout t €]0,2n[; " (t) > f(t, a(t)).
ii) «(0) = a(27) et &/(0) > o/ (27).

Définition 1.12. (Sur-solution) Une fonction 3 € C?(]0,2x[)NC* ([0, 27]) est une

sur- solution du probléme (1.1) si :
i) Pour tout t €]0,2x[; 8"(t) < f(t,B(t)).
i) 5(0) = B(2n) et F/(0) < F/(2m).
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1.2.2 Les sur et sous-solutions dans ’espace W?!

Dans cette partie on repend le probléme périodique (1.1) dans le quel on suppose
que la fonction f est L'-Caratheodory.

Pour simplifier les notations, on prolonge f(¢,u) par périodicité a tout R, en posant :
flt,u) = f(t+2m,u),Vt € R et YueR
et on consideére ’ensemble :
Cor ={u € C(R) : Vt € R,u(t) = u(t + 2m)}.

Nous allons a présent introduire les dérivées de Dini en un point ¢, d’une fonction

continue d’un intervalle I de R dans R en notant par :

D_u(ty) = hlig{ inf u(to + h})l — u(ty)

u(to + h) — u(to)

D~ u(ty) = lim sup

h—o~ h
t h) — u(t
Du(to) = lim inf ulto + }z u(to)
u(to + h) — u(to)

+ o .
D™ u(ty) = hlgg sup W

respectivement les dérivés a gauche supérieures et inférieures et les dérivés a droite

supérieures et inférieures de la fonction u au point tg.

Définition 1.13. (Sous-solution W?!) Une fonction o € Co, est une sous-solution
W2l du probléeme (1.1) si pour tout ty € R, ou bien D_a(ty) < DT a(ty) ou bien il
existe un intervalle Iy ouvert tel que to € Iy, a € W>(Iy) et pour presque tout t € I

on a :

a’(t) = f(t,a(t)).
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Définition 1.14. (Sur-solution W*') Une fonction 3 € Co, est une sur-solution
W2l du probleme (1.1) si pour tout to € R, ou bien D™B(ty) > Dy B(to), ou bien il
existe un intervalle Iy ouvert tel que ty € Iy, 8 € WY (1y) et pour presque tout t € I

on a :

pU(t) < f(t,B(1)).

Proposition 1.2. Une fonction a € C?%(]0,2x[) N C'([0, 27]) est une sous-solution

W2l du probleme (1.1) si et seulemement si elle satisfait la Définition 1.11.

Démonstration. Condition nécessaire : On suppose que « est une sous-
solution C? du probléme (1.1). C’est-a~dire qu’elle satisfait Définition 1.11. Alors
pour tout ¢t €]0,27[ on a :a”(t) > f(t,a(t)). Ce qui implique que pour tout t, € R la
condition D_a(ty) < Dta(ty) n'est pas satisfaite car a € C*(]O, 2n[) mais il existe
un intervalle ouvert Iy =|27k, 27 (k+1)[ ot k € N tel que tg € Iy et o € W21(1y) car
on a C?(0,2m) N C*([0,27]) € W*(]0, 27]) et pour tout ¢ € I

o(t) = f(t a(t)).

Donc «a est une sous-solution dans W21,

Condition suffisante : On suppose que « est une sous-solution W?2! du probléme
(1.1). Soit ty €]0,2nx[. Puisque a € C([0,27]) alors D_a(ty) = D*a(ty). Donc il
existe un intervalle Iy ouvert tel que ty € Iy et a € W2!(ly) et pour presque tout

te€lyonad(t)> f(t,a(t)), puisque &” et f sont continues sur |0, 27|, alors :

Vi € Iy, a"(t) > f(t, a(t))
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et comme a € Cy,, alors a(0) = a(27) de plus

iy — 1 ) = a(0)
R
— lim a2m 4+ h) — a(2m)

= o/ (27).

D’ou o/(0) > o/(27) ; ce qui prouve que « est une sous-solution C2.

Proposition 1.3. Une fonction 8 € C*(]0,2x[) N C(|0,27]) est une sur-solution

W2 du probleme (1.1) si et seulemement si elle satisfait la Définition 1.12.

Démonstration.

Elle suit les mémes étapes et le méme raisonnement que la proposition précédante.

1.2.3 Propriétes des sous et sur-solutions

Proposition 1.4. Si a; et ay (resp.fietPBs) sont deuzr sous-solutions (resp.sur-
solutions) du probléme (1.1) qui s’intersectent un nombre fini de fois, alors

a = max(ay, s), resp. (B = min(fy, Ba)) est une sous-solution (resp.sur-solution)
du probleme (1.1).

Démonstration.

Soient ay et ay deux sous-solutions du probléme (1.1) et soit ¢y € R.
o Si aq(tg) > as(tp) alors, grace a la continuité de ay et aq, il existe un intervalle
ouvert V' tel que to € V et ay(t) > as(t),Vt € V.
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e Si D_ay(ty) < DT ay(to) alors :

D_a(ty) = lim infa(to +h) — alto)

h—0~ h
. an(to+h) — aq(to)
=1
Jim inf =22
= D_Oél (to)
< D+()él(t0)
. a1 (to + h) — aa(to)
=1
.
. alto+ h) — al(ty)
=1
o=
= D+Oé(t0).

e il existe un intervalle ouvert I tel que ty € Iy, a; € W?(Iy) et pour presque
tout ty € Iy,

af(t) = f(t, 0u(t))
alors pour I} = I, NV, on a a; = a sur I;.Donc a € W?1(I}) et pour presque tout

tel;
o'(t) < f(t alt)).

o Si a1<t0> = Oég(to) = Oé(to).
Dans ce cas on va discuter deux possibilités sur aq(t), et as(t) :

* 51 ay(t) > as(t) sur un voisinage |ty — h,to + h[ de tp, on a :
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o Si D_ay(ty) < Dyay(ty) alors :

a(ty+ h) — alty)

D_a(ty) = lim inf

h—0~ h
. an(to+h) — aq(to)
=1
Jm inf =20
= D_Oél (to)
< Diai(to)
. ar(to+h) — aq(to)
=1
hg(?+ inf h
. } Oé(tg -+ h) — Oz(to)
=1
=
= D+Q{(t0)

e il existe un intervalle ouvert I tel que ty € Iy, oy € W?(Iy) et pour presque

tout t € Iy,
af(t) = f(t, au(t)).
alors il existe un intervalle I} = IyN]ty — h, Lo tel que ty € I, a = a; € W(I))
et pour presque tout ¢t € [y
a’(t) = f(t a(t))
81 (t) > aolt) sur Jtg — h,to] et ai(t) < as(t) sur Jto, to + A,
e Si D_ay(ty) < Diay(to),alors :
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alty+ h) — alty)

D_a(ty) = lim inf

h—0~ h
_ hm infal(to -+ h) — Oél(t0>
h—0~ h
= D,al (to)
< D+(X1(t0)
= D+Oég(t0)
. on(to+ h) — ax(to)
=1
R
. . a(to + h,) — Oé(to)
=1
i inf ==
- D+Oé(t0)

e il existe un intervalle ouvert Iy tel que ty € Iy, a; € W?(Iy) et pour presque
tout t € I
oy (t) > f(t, ax(t)).

Alors :
o Si D,OQ(lfo) < D+042<t0), alors :
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alty+ h) — alty)

D_a(ty) = hligl_ inf

h
_ hm infal(to -+ h) — Oél(t0>
h—0~ h
= D,al (to)
= D_Oég(to)
< D+062(t0)
. as(to + h) — ax(to)
=1
i sup=——
. afto + h) — a(ty)
=1
i sup ==
= D+a(t0).

o 'l existe un intervalle ouvert I; tel que ty € I, ap € W?(I;) et pour presque

tout t € I,
ay(t) = f(t aa(t)).

Alors il existe un intervalle I = Iy N I; tel que ty € I, o € WL(I) et pour presque
tout t € I,
a'(t) = f(t at))

1.3 Sur les problémes aux limites associés aux EDO

du second ordre

L’objectif de cette partie est de présenter quelques résultats concer-
nant les problémes aux limites associés aux EDO du second ordre, et en
particulier les problémes périodiques linéaires. Nous allons étudier des
résultats d’existence de solutions pour ce type de problémes en utilisant

les fonctions de Green que nous allons utiliser dans la construction des



1.3 Sur les problémes aux limites associés aux EDO du second ordre 18

sous et sur-solutions du probléme (1.1).

1.3.1 Présentation du probléme

On considére le probléme du second ordre suivant :

©"(t) +p(t)p(t) = f(t) pourt € [a,D]
p(a) = ¢(b) (1.2)
¢'(a) = ¢'(b)

ou p et f sont des fonctions définies de [a, b] dans R.

On appelle probléme homogéne associé au probléme (1.2) le probléme suivant :

O"(t) + p(t)p(t) =0 pourt € [a,d]
p(a) = p(b) =0 (1.3)
¢'(a) =¢'(b) =0

Théoréme 1.4. (Altérnative de Fredholm) Le probléme (1.2) admet pour toute
fonction f une solution unique si le probléme homogéne (1.8) admet pour seule so-

lution la solution triviale.

Remarque 1.2. Le probléme (1.3) a au moins une solution, par exemple la solu-
tion triviale ¢ = 0. Cependant cette solution a peu d’intérét en pratique ce qui nous
rameéne a montrer que ce probléme a au moins une solution non triviale. On a le

résultat suivant :

Proposition 1.5. Une condition necessaire et suffisante pour que le probléeme (1.3)

admet une solution non triviale est que pour deuz solutions linéairement indépen-
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dantes 1 et o de Uequation ¢"(t) + p(t)e(t) =0 on a :

: =0. (1.4)

©y(a)
©5(b)

Dans ce cas toutes les solutions sont données par : ¢(t) = cpo(t) ou @o est une

solution non triviale du probléeme (1.3) et ¢ une constante arbitraire.

1.3.2 Fonction de Green

Définition 1.15. On appelle fonction de Green associée au probléme (1.2) une fonc-
tion G : [a,b] X [a,b] — R vérifiant les propriétés suivantes :

1. G est continue sur [a,b] X [a,b].

2. G est symétrique : G(t,s) = G(s,t),¥(t,s) € [a,b] X [a,]].

3. %—f(t, s) est continue pour tout t # s.

4o Lttt = Lttt = 1.

5. La fonction partielle t — G(t, s) est solution de (1.2).

6. La fonction partille t — G(t, s) vérifie les conditions aux bords homogénes,

pour tout s € [a,b].

Théoréme 1.5. Si le probleme (1.8) n'admet pas de solutions non triviales, alors il
existe une et une seule fonction G ne dépendant pas de [ et dite fonction de Green
telle que pour toute fonction f la solution du probléme (1.2) s’écrie de maniére unique

sous la forme :

Démonstration.
*Existence de la fonction G :

On considére deux solutions ¢, et py de 'equation

" +pp=0
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qui vérifient :

pi(a) = ¢1(b) a(a) = ¢a(b)
wh(a) = ¢5(b) wh(a) = ¢1(b).

On appelle wronskien des fonctions ¢, et @2 le nombre :

w(pr, 2)(t) = p1(t)py(t) — @) ()2 (t).

On a w(p1, ¢2) # 0 pour tout ¢ € [a, b] et de plus il ne dépend pas du choix de t .
On pose

el g g <t <5 <b
G(t, 8) _ ) wlere2)(®) (1-5)

% sia<s<t<h.

On peut vérifier facilement que G vérifie les propiétés de la définition 1.15.

*Unicité de la fonction G :

Soit G et H deux fonctions de Green associées au probléme (1.2). Alors
b
/ (G(t,s) — H(t,s)]f(s)ds =0,Vt € [a,b],etVf : [a,b] — R
pour ¢ fixé posons f(s) = G(t,s) — H(t,s);on a
b
/ Gt 5) — H(L, 5)|2ds = 0,%¢ € [a,}]
comme G et H sont continues alolrs G = H c’est-a-dire
G(t,") = H(t,-),Vt € [a,]]

*Existence et unicité d’une solution :
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La fonction ¢ définie par :

o) = [ aeorreas =20 [ooreas e 2 [ o

(9017 P2 (9017 ©2

est solution du probléme (1.2). En effet,nous avons :

0= [ )

et en dérivant une deuxiéme fois on trouve :

o0 = [ G eseas 10| e - Fieen

or d’aprés les propiétés de la fonction de Green on a :

oG, . 0G, ..
Srt) = ) = 1.

On en déduit ’expression :

b 92
o0 = [ s+ 1)

On remplace ¢ dans I'équation ¢”(t) + p(t)¢(t) = f(t) pour trouver :

a;—g(t,s)f(s)ds + f(1) +p(t)/a G(t,s)f(s)ds = f(t).

a

ce qui implique que :

b 2
[ |5 s 4 p06,9)] s+ 50 = f10
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Puisque G vérifie I’équation homogéne ¢”(t) + p(t)p(t) = 0, alors

2

88—2(5(15, s)+ p(t)G(t,s) = 0.

ce qui entraine que f(t) = f(t). D’ou ¢ est solution du probléme (1.2).

1.3.3 Exemples de problémes associés aux EDO du second

ordre

Exemple 1.3.1. Soit le probleme :

" (t) = h(t) pour t € [0, 27]
p(0) = ¢ (271) = ¢ (1.6)
¢'(0) = ¢ (2m)

ouc€eR et he L([0,2n]).
Le probléeme (1.6) admet une unique solution o € C*([0,27]) donnée par :

2
o(t) = c—l—/ H(t, s)h(s)ds,Vt € [0, 27|
0
ot la fonction H est définie par :

2 g0<t<s<on
H(t,s) = (1.7)

2 G 0<s<t<om

En effet : on considére l’équation
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En intégrant une premiére fois les deux membres entre 0 et t, on obtient :

/gtw”(s)ds-_-jﬁth(s)ds,

c’est-a-dire,
et donc

¢w=4%@w+wm

Ensuite par une deuxieme intégration, on trouve :

/ds/ T)dT + ¢'(0).

o(t) = /Ot(t — s)h(s)ds + t¢'(0) + ¢(0).

C’est-a-dire,

Comme on a : ¢(0) = p(2m) et ¢'(0) = ¢'(27) alors :
2m
c+¢'(0)2m + / (2w — s)h(s)ds = ¢
0

ce qui donne
-1 2
meZE;A (27 — s)h(s)ds.
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On remplace ¢'(0) dans l’expression de ¢(t) on trouve :

o) = c—% 0 ﬂ(2ﬂ—s)h(s)ds+/0 (£ — $)h(s)ds
= c— % i (2m — s)h(s)ds — % t 7r(27r — s)h(s)ds + /0 (t — s)h(s)ds
= c—i—/o Wh(s)ds—l—/t 7r%h(s)ds

= c+ H(t,s)h(s)ds

ou H est définie par l’expression (1.7).

Lemme 1.1. La fonction H donnée par (1.7) vérifie les estimations suivantes :

T s(2m — s)
—— < - < H <
3 ST g SHE9<0
pour tout (s,t) € [0, 272
Démonstration.
*$Sio<t<s<2rm
s(t — 2m)
H(t,s) =
( 7S> 27T

> t(s — 2m)
> s(s —2m).
D’ou 'on déduit que :
s(t — 2m) S s(s — 2m)
27 - 2r

On considére maintenant la fonction p(s) = 5(52;73”) définie sur [0,27]. On a p'(s) =
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S—T

s’annule pour s = 7. Elle est négative sur [0, 7] et positive sur [7,27]. Donc p
admet un minimum au point s = 7, et p(m) = 5*, alors pour tout s € [0, 27, p(s) >
=¢. D’ou

T s(s — 2m)

< H(t < 0.
3 S o SH(Es) <0

De la méme maniére on montre que cette inégalité est satisfaite si on prend 0 < s <
t < 2.

Exemple 1.3.2. Soit a > 0 et a # k pour tout k € N. Alors pour toute fonction
h € L([0,27x]) le probleme :

" (t) + a?o(t) = h(t) pourt € [0,27]
(0) = ¢(27) (1.8)
¥'(0) = ¢'(2m)

admet une unique solution o € C?[0,2x| définie par :

2
o0 = [ gltomis)as
0
ot g(t,s) est donnée par :

et G0 <t<s<om
965 =4 ontatmie (1.9)
coslalmist) ) <o <t < O

2asin(a)

Pour démontrer ce résultat on considére d’abord le probleme homogéne associé au
probléme (1.8) et on peut montrer qu’il admet seulement la solution triviale. D’ou
par le Théoreme 1.5 on conclu que la fonction de Green existe et est unique .

Pour la construction de cette fonction on prend deux solutions de [’equation différen-
tielle de ce probleme linéairement indépendantes et chacune d’elles vérifie une des

conditions aux bords.
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Les solutions de l’équation différentielle " + o = 0 sont de la forme :
o(t) = crcos(at) + casin(at)

ol ¢; et ¢y sont deux constantes arbitraires.

Soient p1 et py deux solutions telles que :

#1(0) = ¢1(2m) et 5(0) = o (2m)
on trouve :
©1(t) = 2sin(ma)cos(mra — at)
po(t) = —2sin(am)sin(ar — at).

Le wronskien de @y et oy est donné par : w(p1,p2) = 4asin?(ar) et d’apres la
formule (1.5) la fonction de Green sera donnée par l’expression (1.9) et enfin la

solution du probleme (1.8) est définie par :

olt) = / " g(t, 5)h(s)ds.

Lemme 1.2. Pour tout a €]0, %], la fonction de Green g dans (1.9) satisfait aux

estimations suivantes :

cos(a) <glts) <
— 7N T 2asin(am)

~ 2asin(am)
pour tout (t,s) € [0,27] x [0, 2m].

Démonstration.

Si a €]0, %], 0 < am < 7 donc sin(ar) > 0. Dela :

cos(a(m +t—1s)) < 1
2asin(am) T 2asin(ar)’
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D’autre part si on suppose que 0 <t < s < 27. Onan+t—s < m, et la fonction cos est
décroissante sur [0, 7], alors cos(a(m 4t —s)) > cos(arm) car a(r+t—s) < (am) < 7.

D’ou :

cos(a(m +t —s)) S cos(am)
2asin(am) T 2asinarm

On en déduit alors que :

cos(am) 1
Saomlan] < glts) < 2asin(ar)’

~ 2asin(am
De la méme maniére on montre cette inégalité si 0 < s <t < 2.

Exemple 1.3.3. Soit a > 0. Pour toute fonction h € L([0,2x]) le probleme :

©"(t) — a®p(t) = h(t) pourt € [0,27]
(0) = p(2m) (1.10)
©'(0) = ¢'(2m)

admet une unique solution o € C?[0,2x| définie par :

2
o(t) = / k(t,s)h(s)ds
0
ot k(t,s) est donnée par :

k(t, s) ~aemiam #0<t<s<om (1.11)
78 = .
_coshlalmts—t) o) < 5 <t < 2.

2a sinh(a)

On reprend le méme raisonnement que dans [’Exemple 1.3.2, en considerant les so-

lutions de l’équation différentielle ©" — o = 0 qui sont de la forme :

at

o(t) = c1e + coe”

ou c1 et ¢y sont des constantes arbitraires. Comme le probleme homogéne admet
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uniquement la solution triviale alors le probléme (1.10) admet une unique solution

donnée par :
2
o(t) = / k(t,s)h(s)ds
0

ou k est la fonction de Green associée au probléme (1.10).
Pour la construction de la fonction k on considére deux solutions ¢, et o de l’équa-

tion ©" — a?p = 0 telles que
01(0) = p1(2m) et 5(0) = h(2m).

On trouve :

¢1(t) = 2(cosh(at — 2war) — cosh at)
o(t) = 2(sinh at — sinh(at — 27av)).

Le wronskien de o1 et @y est donné par : w(py, @) = 16 asinh® Ta et en apliquant

la formule (1.5) on obtient ’expression de k(t,s) donnée par (1.11).

Lemme 1.3. On peut vérifier que pour tout o > 0 la fonction de Green k satisfait

aux estimations sutvantes
cosh(am) -1

<k(t,s) < ———— <0

~ 2asinh(ar) ~ 2asinh(am)

pour tout (t,s) € [0,27] x [0, 2m].

Démonstration.
On a el +et
cosh(t) = 5
et . »
sinh(t) = ‘ _26

La fonction cosh étant croissante sur [0,00[, en prenant 0 < ¢t < s < 27 on a
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a(m+t—s) <am, et dela:
cosh(a(m +t —s)) < cosh(am).

D’ou puisque la fonction sinh est strictement positive sur |0, oo[ on a :

cosh(a(m +1t —s)) < cosh(am)
2asinh(am)  ~ 2asinh(am)’

D’autre part, on a cosh(a(m 4+t —s)) > 1 ce qui entraine :

cosh(a(m +1t —s)) S 1
2asinh(ar)  — 2asinh(arm)

Ainsi nous avons vérifier que pour tout t, s € [0,27] tel que ¢t < s, on a :

cosh(am) S cosh(a(m +1t — s)) S 1
2asinh(am) = 2asinh(ar)  — 2asinh(ar)

0>

Si on multiplie les membres de cette inégalité par —1 on trouve

cosh(a) < k(t.s) < -1 <0

~ 2asinh(ar) ~ 2asinh(an)

pour tout (¢,s) € [0, 27| x [0, 27].

Par un raisonnement analogue on montre cette estimation pour s < t¢.

1.3.4 Applications aux théorémes du point fixe
Théoréme du point fixe de Brouwer(1912)

Théoréme 1.6. Soit C' un compact convexe non vide de R™ et f : C' — C une

application continue. Alors f admet au moins un point fize dans C'.

Démonstration.

Sans perte de généralité nous allons nous restraindre au cas ot C = B(0, R).
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Si pour zg € 0C, f(xy) = xo, le théoréme est démontré. Sinon i.e f(z) # z, Vo € 9C
considérons alors la déformation continue f;(z) = x—tf(x), pourt € [0,1], et x € OC.

On a les estimations suivantes :
L@@ = (]l = 2l f )] = [’ =t f(@)][| = (1 = )R > 0.
En effet, comme f(C) C C on a
tIf () < 1f (@) < R, vt € [0,1].
Le deg(1; — tf,C,0) est donc bien défini et vaut par homotopie
deg(14,C,0) =1 =deg(ly — f,C,0) #0.
Il existe donc z € C' tel que (I; — f)(x) = 0, c’est-a-dire f(z) = .

Théoréme de Schauder (1930)

Théoréme 1.7. Soit C' un sous ensemble convexe, fermé, et non vide d’un espace
de Banach et f : C — C une application continue et compacte. Alors f admet au

moins un point fize dans C.

Démonstration.

*Etape 1 :On suppose C' = B(0,1).
S’il existe xy € OC tel que f(xg) = xo il n’y a rien a démontrer, sinon Vt € [0, 1] le
degré de I; —tf en 0 relativement & C' est bien défini. En effet s’il existe x € 9C' tel
que tf(z) = x alors, R =t||f(x)|| < Rt, car f(C) C C et donc t = 1 ce qui contredit
|f(x)]| = R = ||z||. Et par homothopie on a deg(f,C,0) = 1. D’ou le résultat.
*Etape 2 : On suppose que C' est un convexe, fermé et non vide.
On considére une rétraction continue R : B — C' ou B une boule contenant C'. Soit
le diagramme B — C' — B. L’application foR est compacte, car f est compacte

et R bornée. D’aprés la 1¢" étape, 'application foR admet un point fixe zq € B et
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foR(xg) = xy. Or R(zg) € C et par hypothése f(C) C C, alors f (R(xzg)) € C et
donc xg € C.



Chapitre 2

Construction des sous et

sur-solutions

Dans les travaux concernant les problémes aux limites du second
ordre on applique souvent la méthode des sous et sur-solutions, en sup-
posant l'existence de ces derniéres. Mais le probléme qui se pose est le
suivant : sous quelles conditions peut on assurer I'existence d’une sous et
d’une sur-solution dans un probléme aux limites associé & une EDO du

second ordre.

Références bibliographiques : I.Rachunkova et M. Tvrdy [4, 5].
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons le probléme suivant :

u" = f(t,u(t)) pourt € [0,27]
u(0) = u(2m) (2.1)
u/'(0) = u/(27)

dont nous allons étudier quelques conditions sur la fonction f qui nous
assurent ’existence des sous et sur-solutions et trouver des estimations a
priori sur celles-ci.

Pour la construction des sous et sur solutions nous allons utiliser les résul-
tats rappelés dans le chapitre 1 qui concernent la résolution des problémes
aux limites associés aux EDO du second ordre et plus présisemment les

résultas élaborés dans les Exemples 1.3.1, 1.3.2 et 1.3.3.

Dans ce qui suit, nous commencons par rappeler les espaces sui-
vants : L]0, 27], 'espace des fonctions intégrables au sens de Lebesgue
sur [0, 27|, et C?[0, 27| 'espace des fonctions deux fois différentiables sur
[0, 27] et la dérivée second est continue sur [0, 27]. Pour tout z € C?[0, 27]

et h € L[0,27] on pose :

27 _ 1 2
lelle = sup [o®) lhlla= [ (hdseth= 5o [ hsds
0 ™ Jo

z€(0,27]

On note par :
h*(t) = max{h(t),0}, h~(t) = max{—nh(t),0}, pour tout t € [0, 27]

la partie positive, respectivement négative de h sur l'intervalle [0, 27].
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2.2 Construction des sous-solutions

Le lemme suivant est nécessaire dans les estimations que nous allons démontrer

dans les propositions qui suiveront.

Lemme 2.1. Soit p: [0,27] — R et m, M € R tels que mM >0 et m < p(t) < M
sur [0, 27]. Alors pour toute fonction h € L[0,27] telle que h =0 on a :

27 h
y/ (s)ds| < max{|m|, yM|}H QHL. (2.2)

Démonstration.
Soit h € L[0,27] tel que h = 0. Nous avons : h™ = h~ et ||h||, = 47h+ = 47h~.
On suppose maintenant que 0 < m < M.

Nous avons d’une part :
1 2w

e

+
o h™(s)ds.

Donc

2m 2m
2mht > / h*(s)ds > / h(s)ds.
0 0

De méme on a :

2
—27Th_—§/ h(s)ds
0

et puisque h+ = h~ alors :
—2mht < / h(s)ds < 2mh*
0

or on a : ||h||L = 47hT, ce qui entraine

IRl
< .
|/ s)ds| 5

D’autre part, on a :
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—M <p(t) <M, vt € [0, 27]
ce qui implique
2
—M—=< / p(s)h(s)ds < M-——
2 0 2

On en déduit alors que :
|/27T d |< MHhHL

De la méme maniére si on suppose que : m < M < 0 on trouve :

. Al
s)ds| < —
|/ )ds| 2

ce qui prouve la relation (2.2).

Proposition 2.1. Supposons qu’il existent a, A € R et b € L]0, 27| tels que :
i) a<0etb=0
ii) f(t,z) <a+b(t), p.p.t, t €[0,27] et tout x € [A, B] o B = A+ Z[b]|L.

Alors il existe une sous-solution o du probléme (2.1) telle que :
A <a(t) < B,Vte|0,2n].

Démonstration.
On considére le probléme aux limites (1.6) dans I’Exemple 1.3.1 que nous repron-
duisons ici :
O"(t) = h(t) pour t € [0, 27]

p(0) = p(2r) = c (2.3)
¢'(0) = ¢'(2m)

ouc € Ret he L([0,27]). On pose : h(t) = b(t) sur [0, 27].
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Ce probléme admet une solution unique définie sur [0, 27] par :

o(t) =c+ /027T H(t,s)b(s)ds

ou H(t,s) est donnée par I'expression (1.7) qui est rappelée ici :

Me2m) si0<t<s<2m
H(t,s) = (2.4)

20 §i0<s<t<2m

D’aprés le Lemme 1.1, la fonction H(t, s) vérifie I'estimation suivante :

2Qmr —
—g < —¥ < H(t,s) <0,Y(t,s) € [0,27]°.
Alors si on prend m = —7 et M = 0 dans le Lemme 2.1 on trouve :
o m ol o
| [ H(t, 5)b(s)ds| < max{7,0}=—== < —|[bl| .
0 2 2 4
Donc :
T 2m s
FIble < [ HE s < bl
0
d’ou

27
e Tl < pt) =c [ HEs)ds < e+ bl
0

En choisissant ¢ = A 4 Z|b||, on trouve A < ¢(t) < A+ Z|[b||z, d'ou
A< o(t) < B,V € [0,2n].

On peut vérifier que : ¢”"(t) = b(t) et f(t,2) < a+b(t) < b(t) = ¢"(t) et aussi
©(0) = p((2m) et ¢'(0) = ¢'(2m) car ¢ est solution du probléme (2.3). Donc elle
satisfait les conditions de la Définition 1.11. D’ou ¢ est une sous-solution du probléme
(2.1).
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Proposition 2.2. On suppose qu’il existe a, A € R et b € L[0, 2] tels que :
i) a<0etb=0.
il) f(t,z) <a+0b(t) pp.ttel02n] et tout x € [A(t), B(t)]

ot A(t) = a+ h(t) et B(t) = A(t) + Z[|b]l et h(t) = L2 sur [0, 27].

Alors il existe une sous-solution ¢ du probleme (2.1) qui vérifie :
A(t) < p < B(t),Vt € ]0,27].

Démonstration.
On considére le probléme (2.3) en prenant maintenant h(t) = a + b(t) sur l'inter-
valle [0, 27]. Alors en utilisant le résultat de I’'Exemple 1.3.1, ce probléme admet une

unique solution ¢ donnée par :

o(t) =c+ /0 ' H(t,s)(a+b(s))ds

ot H est la fonction de Green définie dans ’expression (2.4). Nous avons :

2m 2m
p(t) = c+a H(t,s)ds + H(t, s)b(s)ds
0 0

t -9 27 —9 2T
= c+a/ Mds%—a/ Mds—l—/ H(t, s)b(s)ds
0 271— t 27T 0

a ((t—2m)) a 9 ,, 17 2m
= _—— 2+ —(27t* — 27t — — H(t, s)b(s)d
C+27r 5 +27r(7T T 2)+/0 (t,s)b(s)ds

_ c+%t(t—27r)—|— /0 2ﬂH(t, $)b(s)ds.

En utilisant le Lemme 1.1 on trouve :

T 2 T
—lebHL < H(t,s)b(s)ds < ZHbHL-

0
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D’ou :
T 2m s
c+ ah(t) — ZHbHL <c+ ah(t)/ H(t,s)b(s)ds < c+ ah(t)ZHbHL.
0
Si on prend ¢ = A + 7 on trouve :
/HwMﬂgﬂw§A+Mw+th
Donc

vt € [0,27], A(t) < o(t) < B(1).

Pour terminer cette démonstration nous avons :
O"(t) =a+0b(t) > f(t,z)p.p.t.t €[0,27] et  VrxelAt),B(t)]

et on a aussi :
p(0) =p@2m) et $"(0) > "(2m)

car @ est une solution du probléme (2.3). Alors on conclu que ¢ est une sous-solution

du probléme (2.1) qui vérifie :
A(t) < o(t) < B(t),Vt € [0, 27].

Remarque 2.1. Les Propositions 2.1 et 2.2 considérent seulement le cas ot a < 0.

Le cas ou a est non nécessairement négative est étudié dans ce qui suit.

Proposition 2.3. On suppose qu’il existe a,A € R, a €]0,1] et b € L[0,2n] tels

que :

i) b=0 etaSMouM:oﬂfH_M

4sin(am)

i) f(t,2) < —az+a+b(t), p. p. tt € [0,27], et tout x € [A, B] ot B = A4 2L

2asin(am)
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Alors le probleme (2.1) admet une sous-solution ¢ qui vérifie :
A< p(t) < B,Vt € [0,27].

Démonstration.

On considére le probléme (1.8) de I’'Exemple 1.3.2 que nous reprenons ici :

" (t) + a?p(t) = h(t) pourt € [0, 2]
©(0) = p(2m) (2.5)
¢'(0) = ¢'(2m)

On prend h(t) = M + b(t) pour tout ¢t € [0, 27].

Ce probléme admet une unique solution ¢ définie sur [0, 27| par :

2
o) = [ glt9) (M + b(s))ds
0
ou g est la fonction de Green donnée par (1.9) et qui est rappelée ici :

et GO <t<s<om
g(t,S): . (26)
coslalmis—t) ()< g < ¢ < 2.

2asin(am)

Nous avons :

2asin(am) 2asin(am)

1

1. L. 7r
= Sasin(an) [[aszna(ﬂ +s—t)]h + [asma(ﬂ +t—3)?
B 1 <25in(om)> 1
~ 2asin(an) « Ca?

Donc
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On a d’apres le Lemme 1.2

cosQT 1

0< —— <yg(t,s) <

2asin(ar) 2acsin(am)’

ce qui implique, en utilisant le Lemme 2.1, que :

27
|/ (t,s)b(s)ds| < L
= dasin(ar)’

c’est a dire que :

_ HbHL ) S/Oﬂg(t,S)b( )d5< H HL

dasin(am ~ dasin(ar)

D’ou on déduit :

2
MM = / o(t, )b(s)ds < 22 4 1Pl
0

a?  dasin(am) a?  dasin(ar)’
et puisque M = oA + _allblle a1ors

4sin(am)’

16

2asin(ar)’

A<p(t) <A+
On conclu finallement que :
A < p(t) < B,Vt € [0, 27].
Ona:¢"(t)=M+b(t) et A< p(t) < B pour tout t € [0,27]. D’ou
ft, o) < —ap(t) +a+blt) < M+bt)  ppt,tel0,2rn]
car a < M et puisque

" (t) = —ap(t) + M +b(t)  p.ptte0 2]
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on en déduit que :

ft.o(t) < ¢"(t)p-ptt €[0,2n].

Alors ¢ est une sous-solution du probléme (2.1).

Corollaire 2.1. En considérant les mémes hypothéses que celles de la Proposition

2.3, en prenant « G]%, oo[ on obtient la méme conclusion pour la sous-solution ¢ en
prenant M = $(2A+||b||.) et B = A+ |||,

Remarque 2.2. Si on suppose que I’hypothése a < M n’est pas satisfaite, i.e I >
0:a= M+ p, alors on peut remplacer Uintervalle [A, B] par [A+ 5, B + 4] dans
Ihypothése ii) pour obtenir :

a 16/l a 16/l

— < pt) < — 4+ ———— Vt € |0, 27].

a?  dasin(amw) ~ Plt) = a?  dasin(ar)’ 0, 2]
Si on remplace a = M + p et M = oA + &Lﬁ‘lyﬁr), on trouve

p p
A+? < t) < B+?,Vte [0, 27].

Proposition 2.4. On suppose qu’il existe a, A € R, o €]0,00] et b € L[0,27] tels

que :
iyb=0eta<—M ou M=a?A+ —alliusﬁncho(sct‘g”)‘
i) f(t,x) < o2z +a+b(t) ppt tel0,2n] et Vo € [A, Bl.ow B= A+ ltlzcoshlom)

2 sinh (o)

Alors le probleme (2.1) admet une sous-solution ¢ qui vérifie :
A< p(t) < B,Vt €[0,27].

Démonstration. On procéde de la méme maniére que dans la preuve de la

Proposition 2.3, en considérant le probléme (1.10) dans I'Exemple 1.3.3 que nous
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reprenons ici :
©"(t) — a?p(t) = h(t) pourt € [0,2n]
©(0) = p(2) (2.7)
¢'(0) = ¢'(2m).
On prend h(t) = —M + b(t). Ce probléme admet une solution unique ¢ définie sur
[0, 27| par :

gp(t):/oﬂk:(t, s)h(s)ds

ol k est la fonction de Green associée a ce probléme qui est donnée par 1’expression

(1.11) qui est rappelée ici :

) ~omian . S0SE<s<m 28
t7S: Q simmnloam *
(t:9) —coshlalmts—t) i )< g <t < 2m. Y

2asinh(ar)

Puisque h(t) = —M + b(t) on a :

o(t) = /0 7rl{;(t, s)(—M +b(s))ds = —M/O 7rk’(t, s)ds —I—/O 7rk‘(t, s)b(s)ds.
Or on a:

/%k(t’ s = /t_cosh(a(ﬁ—i—s—t)) e /2” cosh(a(m +t —5))

2asinh(a) 2asinh(a)

= —m l[é sinh(a(m + s — )] — [é sinh(a(m +t — s))]7"
- —m(smh(aﬂ — sinha(r — t) — sinh ot — 7) + sinh(an))
_ _m@sinh(aﬂ) _ _é,
Donc
olt) = 2 + - k(t, 5)b(s)ds.
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Nous avons d’aprés le Lemme 1.3 :

__cosh(ar) <k(ts) < 1

< 0,V(t,s) €0,27]%

2asinh(ar) 2 sinh(ar)

Donc en utilisant le résultat du Lemme 2.1, on obtient :

h
|/ (t, 5)b(s)ds| < WL Coshlam) vy oy g o)

4asinh(arr)
Cest-a-dire :

_lbllz cosh(am) ||b]| . cosh(am)

4asinh(ar)

< /QW k(t,s)b(s)ds <

4o sinh(ar)
En aJoutant aux membres de I'inéquation on trouve :

M h( M M h
M |[b]| 1, cosh(am) < / k(t, )b ds< HbHLcos (aurr)

o dasinh(ar) 4asinh(ar)

Puisque on a
al|b|| cosh(ar)

4 sinh(a)

M = oA+
et

||b]| 1, cosh(ar)

B=A
o sinh (o)

on trouve finalement :

A< p(t) < B,Vt €[0,27].

D’un autre coté nous avons :
¢"(t) = a®p(t) — M +b(t), vt € [0, 27]
et ¢(t) € [A, B]. Donc en utilisant ii) on obtient :

Ft.p(t) < ap(t) +a+b(t) < a®p(t) — M +b(t) < ().
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On en déduit que ¢ est une sous-solution du probléme (2.1).

Remarque 2.3. Sia = —M + u, pour u > 0. Pour retrouver le résultat de la

Proposition 2.4 on remplace l'intervalle [A, B] par [A — X5, B — %] dans i1).

2.3 Construction des sur-solutions

Dans cette section nous reformulons les assertions étudiées dans la
section précedante pour obtenir des conditions qui assurent l’existence
d’une sur-solution du probléme (2.1).Vu la dualité des définitions des sous
et sur-solutions (Définitions 1.11 et 1.12) les preuves des propositions de
cette section sont analogues a celles de la section précedante et sont donc

omises.

Proposition 2.5. On suppose qu’il existe a,A € R et b € L0, 2n] tels que :
i) a>0etb=0.

ii) f(t,x) >a+0b(t) p. p. tt €10,2n] et , Vo € [A, B] ou B est défini comme dans
la Proposition 2.1.

Alors il existe une sur-solution ¢ du probleme (2.1) qui vérifie :
A< p(t) < B,Vt € [0,27].

Proposition 2.6. Supposons qu’il existe a,A € R et b € L[0, 2] tels que :
i) a>0etb=0.
il) f(t,x) >a+0b(t) p. p. t ,t €[0,27] et Vo € [A(t), B(t)] ou A(t), B(t) sont définis

comme dans la Proposition 2.2.

Alors il existe une sur-solution ¢ du probleme (2.1) qui vérifie :

A(t) < p(t) < B(t),Vt € [0,27].
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Proposition 2.7. On suppose qu’il existe a, A € R, a €]0,3] et b € L[0,2n] tels

que :

i) b=0cta>M ot M = a2A+ 2l

4sin(am) "

ii) f(t,x) > —az +a+b(t) p. p.t. t € [0,27] et Vz € [A, B] ot B = A4 bl

2am

Alors le probleme (2.1) admet une sur-solution ¢ qui vérifie :
A< p(t) < B,Vt €[0,27].

Corollaire 2.2. En considérant les mémes hypothéses de la Proposition 2.7 et en
prenant « 6]%,00[, on obtiendera la méme conclusion pour la sur-solution ¢ en

prenant :

1
M = 4+ [b])

et
B=A+ b

Proposition 2.8. On suppose qu’il existe a,A € R «a €]0,00] et b € L[0,2n]| tels

que :
i) a>—-Methb=0 oaM:azA%—%W.
i) f(t,x) > a2z +a+b(t) p. p.t. t €0,27] et Vo € [A, B] ou B = A+ Ltlzcoshlom)

2 sinh(am)

Alors le probleme (2.1) admet une sur-solution ¢ qui vérifie :

A< p(t) < B,Vt € [0,27].
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2.4 Exemples

Exemple 2.4.1. On considére le probléeme :

u”(t) + sinu(t) = h(t) sit€]0,2n]
u(0) = u(2m)
u'(0) = o' (2m)

ou h € C([0,27]). Pour construire une sous-solution de ce probléeme, on pose h(t) =

h + h(t), avec
1 27

=

h(t)dt.
o O

La fonction a(t) = A+ w(t), avec W = 0 satisfait :
o’ (t) + sina(t) = w"(t) + sina(t) > b+ h(t).
Dans le cas ou h < sina(t), nous choisissons w solution du probleme :

w(t) = h(t) si t €]0,27]
w(0) = w(2m)
w'(0) = w'(27).

Nous avons ||wl|s < %HZLHU Si on suppose que
Bl <38 et R < cos(Zlhl)

alors ||w||e < 5. Donc on peut choisir A= 7. D’ou la fonction a(t) = 5 4+ w(t) est

une sous-solution de ce probleme.

Si h > —COS(%WLHD) nous démontrons de la méme fagon que B(t) = 35 4+ w(t) est

une sur-solution de ce probleme.
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Exemple 2.4.2. On considere le probléeme suivant :

u'(t) — zu* =q(t) sit€]0,27]
u(0) = u(2n)

ot g € L*(0,2m).

Pour construire une sous-solution de ce probléme on pose q(t) = G+ ¢(t) ou g =

% O%C_I(t)dt et on pose at) = A+ w(t) tel que w =10, on a :
() = —=a® = (1) — —=a® > G+ (t)
Vi Vi

On choisit w solution du probléme :

(t) si t €]0, 27|

Nous avons

1o lloe = llw'lloo < [l -

On pose A = —w(0). Donc
vt € [0, 2], la(t)] < l|q]| 1t

alors
" 1 2 — ~ ~|12
o'(t) — —=a” —q —q(t) > —||ql[7:(27)

Vit

D’ou at) = w(t) —w(0) est une sous-solution, si on suppose que

3
2

~ 3 _
Igl7: (2m)2 +7 < 0.
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De méme si on pose $(t) = a(t) + B ot B est une constante positive, alors [ est

une sur-solution.



Chapitre 3

La méthode des sous et

sur-solutions

La premiére partie de ce chapitre est consacrée, moyennant les no-
tions de sous et sur-solutions de classe C? (voir Définitions 1.11 et 1.12)
aux résultats d’existence de solutions de classe C? pour les problémes
aux limites périodiques. Dans la deuxiéme partie on suppose que le se-
cond membre du probléme considéré est L'-Carathéodory et grace aux
notions des sous et sur-solutions W?! on présente des résultats d’exis-

tence de solutions de classe W21,

Références bibliographiques : C.De Coster et P.Habets [1], S.Djebali [3],
[.Rachunkova et M.Tvrdy [5].
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3.1 Existence de solutions C?

Dans cette section nous allons considérer le probléme périodique sui-

vant :
u’(t) = f(t,u(t)) pourt e [0,27]
u(0) = u(2n) (3.1)
u'(0) = u'(27)
ou f est une fonction de [0,27] x R dans R. Nous allons associer a ce
probléme une sous et une sur-solution. Le résultat principale sur lequel
se base la méthode de sous et sur-solutions est le théoreme des valeurs
intemédiaires. Il prouve que si on peut trouver une sous-solution inférieure

a une sur-solution, alors il existe une solution comprise entre ces deux

fonctions.

Définition 3.1. Une fonction u € C*([0,2n]) est dite solution du probleme (5.1) si

elle vérifie le systéme :

u’'(t) = f(t,u(t)) pourt € |0,2n]
u(0) = u(2m)
u'(0) = u'(27).

Théoréme 3.1. Soient a et B respectivement des sous et sur-solutions de classe C*
du probleme (3.1) telles que av < . Et soit E l’ensemble defini par :

E = {(t,u) € [0,27] x R/a(t) < u < A1)}

On suppose que [ est continue sur E. Alors le probleme (3.1) admet au moins une

solution u € C?[0,27] telle que pour tout t € [0, 27]

a(t) < u(t) < B(t).
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Démonstration.
La démonstration de ce théoréme se fait en deux étapes.
*Etape 1 :

On montre que toute solution du probléme (3.1) satisfait :
alt) <u(t) <)

*a(t) <wult)
On suppose par l'absurde qu’il existe ¢ € [0,27] tel que u(t) — a(t) < 0. Puisque
(u— ) € C%([0,27]), il existe ty € [0, 27| tel que :

ter{(l)glﬂ]{u(t) —a(t)} = ulty) — alty) < 0.

e Si ty €]0,2n] alors u”(tg) — o’ (tp) > 0 et puisque u est une solution de (3.1) et

u(to) < a(ty) alors

u’(to) — o (to) = f(to, a(to)) + u(te) — a(te) — a”(to)
= [f(to, a(to)) — & (to)] + [u(to) — (to)]
<0

ce qui est une contradiction.

e Sity € {0,27}, alors

min {u(t) —a(t)} = u(0) — a(0) = u(27) — a(27) < 0,

t€[0,27]

entrainant «'(0)—a/(0) > 0 et v/(27)—a/(27) < 0;0r v/ (0) = o' (27) et &/ (0) > o/ (27)
ie. v (0) —a/(0) < u/(2m) — a/(27). D'ou

u'(0) — /(0) = o/ (27) — &/ (2m) = 0.
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Donc, pour t assez petit, on a u(t) — a(t) <0 et

/0 [ (s) — a'(s)] ds = / [F(s,0(5)) + u(s) — als) — a”(s)] ds
_ / (s, as)) — ()] + [u(s) — a(s)] ds

<0

c’est a dire u/(t) — o/(t) < 0. D’ou la contradiction.

*u(t) < B(1)
On suppose par 'absurde qu'il existe t € [0, 27] tel que :

max {u(t) — B(t)} = u(to) — B(te) > 0.

t€[0,2m]
e Si ty €]0,2n[, alors u”(ty) — 8”"(to) < 0 et puisque w est une solution de (3.1) et

u(to) > P(to) alors

u’(to) — B"(te) = f(to, B(to)) +ulto) — B(te) — 8" (to)
= [f(to, B(to)) — B"(to)] + [u(to) — B(to)]

> 0

ce qui est une contradiction.
e Sity € {0,27}, alors

max {u(t) — 5(t)} = u(0) — 5(0) = u(2m) — 5(27) > 0

te[0,2m]

entraine que

W(0) — B'(0) <0 < o/(2m) — B'(2n).

f étant une sur-solution de (3.1), on a

u'(0) — B(0) = w'(2m) — B'(0) = w'(2m) — B'(2m);
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ce qui entraine que
W(0) — §(0) = o (2r) — B'(2) = 0.

D’aute part, puisque u(0) — 5(0) > 0, alors pour t assez petit on a u(t) — 3(t) > 0 et

/0 W(s) — B"(s)]ds = / (s, B(s)) + uls) — B(s) — B"(s)) ds
- / (s, B()) — B()] + [us) — B(s)] ds

> 0

c’est-a-dire u/(t) — p'(t) > 0. D’ou la contradiction.

* Etape?2 :

Dans cette étape nous allons montrer que le probléme (3.1) admet au moins une
solution. Pour cela nous allons transformer le probléme (3.1) en un probléme de
point fixe et appliquer le théoréme de Schauder (Théoréme 1.2). Nous allons avoir
besoins des résultats du chapitre 1 concernant les problémes aux limites associés aux
EDO du second ordre traités dans la section 1.5. Ceci nous amene a considérer le

probléme modifié suivant :

u' —u= f(t,y(t,u)) —y(t,u) pourt €]0, 27|
u(0) = u(2m) (3.2)
' (0) = u/(27)

ou 7 : [0,27] x R — R est définie par :

alt) siu<a
Y(tu) = qu(t) sia<u<p (3.3)
B(t) sif<u.

Ce probléme admet, d’apres le Théoréme 1.5, une solution u qui s’écrit d’'une maniére
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unique sous la forme

2

ut) = [ Gt ) [f(s,7(s,u(s))) — (s, uls))] ds (3.4)

0

ou G(t,s) est la fonction de Green associée au probléme homogéne associé au pro-
bléme (3.2). Rappelons que I'expression de G(t, s) est donnée par la formule suivante

(voir Exemple 1.3.3, formule (1.11)), en remplacant o = 1.

—mmies) sio<t<s<or
G(t,s) = sinh(x (3.5)

cosh(m+s—t) .
~ osnh(r) S 0<s<t<2m.

L’expression (3.4) de la solution u du probléme modifié (3.2) nous permet de trans-
former le probléme (3.1) en une équation intégrale. Considérons alors 'opérateur

suivant :

T :C(]0,27]) — C([0, 27])

tel que pour tout u € C0,27] et tout ¢ € [0, 27] :

Tu(t) = / "Gt 5) [F(5.1(5,u(s))) — (s, u(s))] ds.

Les points fixes de cet opérateur sont solutions de 1’équation intégrale, donc solutions
du probléme (3.1). Pour montrer 'existence de solutions du probléme (3.1) il suffit
de montrer que T" admet un point fixe en vérifiant que les hypothéses du théoréme
de Schauder (Théoréme 1.2) sont satisfaites. C’est-a-dire montrer que 7" est continu
et que T(C|0, 27]) est relativement compact. Pour montrer cette derniére hypothése
nous allons utiliser le théoréme d’Ascoli-Arzela (Théoréme 1.1), c’est-a-dire vérifier
que T'([0, 27]) est équicontinu et uniformément borné.

*T est continu

Soit (uy )nen une suite qui converge dans C([0, 27]) vers un certain élément u. Alors



3.1 Existence de solutions C?

55

pour ¢ € [0, 27] :

Tun(t) = Tu(t)] = /O Gt 5) (5,705, 1n(5))) = £5,7(5, u(3))) +7(5, un(5)) = 75, u(s))] ds

< t n
< max [G(t.s ||/ (5,75, 1n(5)))
27
< max |G(t,s ]/ h(s)|ds
ts€027r]

< t.8)| ||k, — h
_tsrg[g>2<]| (, s)|ll [

ou pour tout s € [0, 27|

hn(s) = f(s,7(s,un(s))) = (s, un(s))

et
h(s) = f(s,7(s,u(s))) — (s, uls)).

— (s, un(s))] =

[ (s,7(s,u(s))) = 7(s,uls))

Puisque f et v sont continues et que la suite (u,(s))nen converge vers u(s), alors la

suite (h,,($))nen converge vers h(s) pour presque tout s € [0, 27| et puisque f et 7 sont

bornées, alors d’apreés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (Théoréme

1.3), on a ||h, — h||zr — 0. Donc pour tout ¢ € [0, 27], |Tu,(t)

(T'up ) nen converge vers Tu. Par conséquance T' est continu.

*T(C[0,27]) est uniformément borné

—Tu(t)] — 0. D’ou

Soit u € C[0, 27]. Puisque les fonctions « et 8 sont bornées (car elles sont continues

dans le compact [0, 27]) alors il existe deux constantes m; et msy telles que :

vVt € [0,27]; |a(t)] < my et Bt <
Pour M = max{m;, ms}, nous avons :

vt € [0, 27], max{|a(t)|, |B(t)|} < M.

ma.
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On en déduit alors que :
vt € [0,27], |7 (t, u(t)] < M
D’autre part, f étant continue sur le compact E, on en conclu que :
M,y > 0,Vt € [0,27] : |f(t,v(t,u(t)))| < M.
D’ou
2m
Tut)] =1 [ 6(6,5) (s (s,u(5)) = (svu(s)] s
2
< max (G [ (20 u9) = 2. uls)] d|
0

s5,t€[0,27]

27
< max |G(t,s)||/ (M + M;)ds|
0

t,s€[0,2m)

S 27TM2(M + Ml)

olt My = maxy scpo,27) |G(t, s)|. Donc I'ensemble T'(C|0, 27]) est uniformément borné.
* T(C[0,27]) est équicontinu

Soient ty,ty € [0,27] et soit € > 0. Puisque G est uniformément continue, alors

9

30> 0: |t = ta < 0= |G(tr,5) = Glt2:5)| < ymyar

Vs € [0, 27].
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D’ou pour u € C[0, 27] :

[Tu(ty) — Tu(ty)| = | /0 W(G(fu s) = G(ta, 8)) [f(s,7(s,u(s))) — (s, u(s))] ds|

< |Gt 8) = Glta, 9)|[f (5, 7(s, uls))) — (s, u(s))]

€
<2 (M + M
< W(M—l—Ml)Qﬂ'( + M)

<e

ce qui prouve que T(C10,27]) est équicontinu.

D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela ( Théoréme 1.1) T(C0,27]) est relativement
compact. Par suite, par le théoréme de point fixe de Schauder (Théoréme 1.2) T
admet un point fixe v dans C[0, 27] qui est solution du probléme (3.2).

De plus, nous avons :

u"(t) — u(t) + f(t"y(t,u(t))) - ’7(t7 u(t)),

et donc u” est continue, ce qui imlique que u € C?[0,27]. On en déduit que u est

solution du probléme (3.1). D’aprés la premiére étape, u vérifie :
a(t) <wu(t) < p(t), Vvt € [0, 27].

Corollaire 3.1. Soit f : [0,27] x R — R wune fonction continue telle que pour
ry <1y etVt e |[0,2n]
f(t7rl) S 0 S f<t7r2)'

Alors ce probleme admet au moins une solution u € C*([0,27]) telle que
r1 < u(t) < re,Vt €0, 27).

Remarque 3.1. Le résultat du Théoréme 3.1 n’est pas seulement un résulat d’exis-

tence. Il donne aussi une localisation de la solution et cela peut étre tres utile comme
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nous allons le voir dans les exemples suivants.

3.2 Exemples

Exemple 3.2.1. On considere le probleme suivant

e —ud +sin’t =0 pourt €]0,27|
u(0) = u(2m)
uw'(0) = u/(2m)

ou € > 0 est un paramétre assez petit.

La fonction a(t) = sint — 2¢ est une sous-solution de ce probléme car :

e2a’(t) — a®(t) + sin®t = e*(—sint) — (sint — 2¢)® +sin’¢

=& [6 sint — 13esint + 852]
0

V

avec o(0) = a(2m) = —2¢ et &/ (0) = a'(2m) =1 — 2¢.
La fonction (t) = sint + 2¢ est une sur-solution de ce probléme.
En effet,

e2B"(t) — B*(t) +sin®t = e?(—sint) — (sint + 2¢)? + sin® ¢
=c [—6 sin®t + 11sint — 852}
0

A

avec $(0) = B(2m) = 2¢ et §'(0) = §'(27) = 1 + 2¢.
De plus, on a o(t) < p(t),Vt € [0, 27].

En vertu du Théoréme 3.1, ce probléeme admet une solution u vérifiant :

a(t) < u(t) < B(t),vt € [0, 27]
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ce qui nous permet de dire que :
sint — 2e < wu(t) <sint + 2¢,Vt € [0, 27]

c’est a dire

u(t) =sint + O(e).
Exemple 3.2.2. On considere le probléme
' +sinu = h(t) pourt €]0, 2|

u(0) = u(27)
uw'(0) = u/(2m).

On suppose que h € C°([0,27]) et ||h|lco < 1.

™

Nous avons a(t) = I est une sous-solution de ce probléme car :

2

& (t) + sina(t) — h(t) = sing — h(t)

—1— h(t)
>0

avec a(0) = a(27) = § et o/(0) = o/ (2m) = 0.

La fonction B(t) = X est une sur-solution de ce probleme car :

2

§(t) + sin (1) (1) = sinr —h(1)
— 1l

< 0

avec 3(0) = B(2m) = = et §'(0) = '(27) = 0.

Puisque h est continue et o < 3, d’aprés le Théoreme 3.1, ce probléme admet une
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solution u telle que
3
<u(t) < 7”,\# e [0, 2n).

ro| 3

Remarque 3.2. Comme nous allons le voir dans l’ezemple suivant, le Théoreme 3.1

n’est pas valable si o > (.

Exemple 3.2.3.

1

u' = —u+sint  pourt €]0,2n]
u(0) = u(2n)
uw'(0) =/ (2m).

On voit que a(t) = 1 est une sous-solution de ce probléme car :
a’(t) + at) —sin(t) =1 —sint > 0

et a(0) = a(2r) =1 et &/(0) > a/(27) = 0.

La fonction 5(t) = —1 est une sur-solution car :
B"(t) + B(t) —sin(t) = —1 —sint < 0

avec B(0) = A(2m) = 1, B/(0) < B(2r).
Mazs le probleme n’admet pas de solutions.
En effet, soit I’équation
u"(t) = —u(t) + sint.

En multipliant les deuxr membres par sint et en intégrant de 0 a 2w, on trouve

2 2m
/ u”(t) sin tdt = / (—u(t) + sint) sin tdt.
0 0

2m 2w
/ u”(t) sintdt = — / u(t) sin tdt
0 0
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2 2T
/ (—u(t) +sint)sintdt = 7w — / u(t) sin tdt.
0 0

Alors le probleme n’admet pas de solutions bien qu’il admet une sous-solution et une

sur-solution.
Exemple 3.2.4. On considére le probleme suivant :
u’(t) = ku* 't + h(t)  pourt €]0,27]

u(0) = u(2n)
u'(0) = o' (2m)

ouk>0,neNetheC(0,2r]). On pose 1y = _(w)m et ry = (w)m

Nous avons
ft,r1) ==kl <0 et f(t,r2) = ||hlloo + h(t) > 0.

On a ainsi
f(tarl) S 0 S f(t7r2)'

D’apres le corollaire 3.1, il existe une solution u telle que :

r < u(t) < ry, Vit €0, 27].

3.3 Existence de solutions W?2!

En considérant la preuve du Théoréme 3.1, on voit que 'argument
dans le cas ol le minimum de u — « est atteint en ¢, €]0, 27[ est différent
de 'argument utilis¢ dans le cas ot ¢y € {0, 27}. Dans ce dernier cas nous
avons utilisé une intégrale et ceci peut étre généralisé et c’est la clé de la

méthode.
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Dans cette partie nous allons considérer le probléme (3.1) en supposant
que la fonction f est L!'-Carathéodory et donner un résultat d’existence

de solutions de classe W21,

Théoréme 3.2. Soient o et B respectivement une sous et une sur-solutions W2t du

probléme (3.1) telles que av < (B et soit E ’ensemble défini par :
E={(t,u) €[0,2n] x R: at) <u<B(t)}.

On suppose que f : E — R est L'-Carathéodory.

Alors le probleme (3.1) admet au moins une solution u € W21(0,27) qui vérifie que :
Vit € [0, 27], aft) < u(t) < B(t).

Démonstration.

Pour démontrer ce théoréme nous allons procéder de la méme maniére que dans
la démonstration du théoréme 3.1. Donc nous allons transformer notre probléme en
un probléme de point fixe,et pour cela nous allons considérer le probléme modifié
suivant :

u' —u=ft,v(t,u) —(t,u) pourt €0, 2n|
u(0) = u(2n) (3.6)
' (0) =/ (27)

ou v : [0,27] x R — R est définie par I'expression (3.3).
Ce probléme modifié nous permet de transformer le probléme (3.1) en une équation

intégrale, en considérant sa solution u définie par :

/O ' G(t,s) [f(s,7(s,u(s))) — (s, u(s))] ds.

A partir de cette équation intégrale nous allons définir 'opérateur 7" de C([0, 27])
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dans C([0, 27]) par :

TU(t)Z/OﬂG(t, s) [f(s,7(s,u(s))) — (s, u(s))] ds

ou G est la fonction de Green associé au probléme (3.6).

Pour montrer I'existence de solutions du probléme (3.1), nous allons utiliser le théo-
réme de Schauder (Théoréme 1.2). Pour cela nous allons montrer que 7' admet un
point fixe en montrant qu’il est continu et que 7'([0, 27]) est relativement compact
et ceci en utlisant le théoréme d’Ascoli-Arzela (Théoréme 1.1), c’est-a-dire que nous
allons vérifier que T'([O, 27]) est équicontinu et uniformément borné.

*T est continu :

Soit (up)nen une suite dans C([O, 27]) qui converge vers un élément u € C([0, 27]).

Nous avons ; pour tout ¢ € [0, 27] :

Tun(t) = / "Gt ) [£5,9(5 un(5))) — (5, ()] d.

Comme f et v sont continues par rapport a u alors :

G(t,5) [f(5,7(s,un(5))) = (s, un(s))] —> G2, 5) [f(s,7(s, uls))) = (s, u(s))], p-p.s € [0, 27].

De plus on a :
Vs € [0, 27] a(s) < y(s,un(s)) < B(s).

Donc il existe une constante M = max{|c||so, || 5|o0 } telle que |y(s, u,(s))| < M.D’autre

part, f est L'-Carathéodory, alors il existe une fonction hy, € L(0,27) telle que
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Ceci entraine que :

Tun(®)] < max |G(t,s)| / 17 (5,75, un(s))) + Mlds

t,s€[0,27]

< max |G(t,s)|/07r[hM(s)+M]ds

T t,5€(0,27)
< max |Gt )| [|haellps + 27M].

T t,5€[0,27)

Donc d’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (Théoréme 1.3)
| Tu, — Tul| — 0

dans C([0,27]). D’ou la continuité de 7.
*T(C[0,27]) est équicontinu :
Nous avons pour tout s € [0, 27],|v(s,u(s))| < M o M est costante positive donnée

et
£ (s,7(s,u(s)))| < ha(s), p.p.s € [0, 27]

olt hys est la fonction L' associée a 'hypothése sur f qui est L!-Carathéodory.
Soit £ > 0 et t1,ty € [0,27]. Puisque G est uniformement continue, il existe § > 0

telle que :

£

t1—1t 1) G(t — G(t .
[t —ta| <0 = |G(t1,5) (2’8)|<HhMHL1+27TM

Soit u € C[0,27) et soit t1,ty € [0,27] tel que [t — t2| < 6. Nous avons :

[Tu(ty) — Tu(ty)| = |/0W(G(thS)—G(tQ,S))[f(S,V(&U(S)))—’V(S,U(S))]dﬂ

IN

|G(ty,s) — G(tz,S)I/O ﬂ\f(Sﬁ(Sﬂt(S))) — (s, u(s))lds

= Tl 2eag el 2m80)

3

IN
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ce qui prouve que T(C10,27]) est équicontinu.
*T(C[0,27]) est uniformément borné :

Soit u € (C[0,27]) et t € [0, 27| nous avons :

27
Tu(O)] = | [ 61t.5) s 5.u) =15, u(s))} s
0
2
< max |Gt s)|/ Bar(s) + M] ds
t,s€[0,27] 0
< max |G(t,s)|[||hum| 2 + 27 M]
t,s€[0,27]
ce qui montre que T'(C[0,27]) est uniformément borné. Donc d’aprés le théoréme
d’Ascoli-Arzela (Théoréme 1.1) T'(C[0, 27]) est relativement compact. Par suite par
le théoréme de point fixe de Schauder (Théoréme 1.2) T' admet un point fixe dans
C([0,27]). De plus on a :

u(t) = (o) - | "0 1, 5) (5,25, u(s))) — 75, u(s))] ds € C([0,27])

0

et
u"(t) = ul(t) + f(t.v(tu(t))) — vt ult) € L1(0,2m)

ce qui implique que v € W?1(0,27). Donc u est solution du probléme modifi¢ (3.6)
avec u € W(0, 2m).
Par suite pour montrer que u est une solution du probléme (3.1) il suffit de montrer
que

Vit € [0,27], a(t) < u(t) < B(¢).

e <u:

On suppose par 'absurde que u < «, i.e il existe ty € R tel que :

mtin{u(t) —a(t)} = u(ty) — alty) < 0.
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to réalise le minimum de v — « implique :
D~ (u— a)(to) <0 < Dy (u— a)({),

c’est-a-dire
U/(tg) — D_CY(to) S ul<t0) — D+Ck(t0).

Donc
D_Oé(to) Z D+Oé(t0>.

Alors d’aprés la définition de sous-solution W?! (Définition 1.13), il existe un in-
tervalle ouvert I tel que ty € Iy, a € W?>(Iy) et pour presque tout ¢t € I on
a:

o(t) > f(t.a(t)).

D ’autre part on a (u — «a)'(ty) = 0, car to réalise le minimum de (u — «) et puisque
(u—a)(ty) <0 et (u— ) est continue, alors pour tout t € Iy, et t proche de tg, on

a (u—a)(t) <0, ce qui entaine

(u—a)(t) = / (' (s) — a”(s)) ds

to

— [ 1f(s.a(9) +u(s) - als) ~ a"(s)) ds

to

— [ (#s.a(s)) = a”(5) + (uls) — a(s)) ds

to

<0

ce qui contredit le fait que ¢ réalise le minimum de (u — «). Donc a < w.
ou < f3:

De la méme maniére on montre que v <  on en déduit que

Vit € [0,27], a(t) < ult) < B(t).
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Alors u est une solution du probléme (3.1).

3.4 Exemple

Exemple 3.4.1. On consideére le probléeme :

e2u” = h(u) — h(|t = |)  pourt €]0, 2|
u(0) = u(2m)
uw'(0) = u/(2m)

ou h € CY(R) est telle que h'(t) > a®.

Les fonctions oy et oo définies par :

8 —at
t) = —(t — — e
a(t) = —(t—m) — e
et
ao(t) = (t —m) — Eea(t;%)

a

sont respectivement sous et sur-solution de ce probleme car elles vérifient :

—at

o — hen) + hlt = 7)) = —e*Ze ¥ — hen) + bt - 7))

a —at ‘t_ﬂ—l
= —52—6 € —|—/ h,(S)dS

& 1

V

2l 4 2 (|t -7+ (t—m)+ Eefeat)
5 a

> 0.
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et
2 n 2@ a(t—2m)
e“ay — h(ag) + (|t —7|) = —¢ PO h(as) + h(|t — |)
a(t—2m |t_ﬂ"
- +/ h'(s)ds
€ s

\Y
i
|
o
+
IS

2a, a(t—2m) 2 <|t _ 7T| _ (t _ ﬂ_) X Ee—a(tg2w)>
g a

La fonction a(t) = max (aq(t), as(t)) est une sous-solution de ce probléme. D’autre

part la fonction

—alt—m|

B(t) = It — | + e~

est une sur-solution du probléme car en la reécrivant sous la forme :

—a(t—m)
(t—m)+ce = sit>m

/B(t): aat—ﬂ'
(7r—t)—|—ée(s) sit<m

on obtient apres calcul :

52§ey —h(B)+h(t—7) sit>w

2a a(t—m)

ef%e” = —Nh(B)+h(r—t) sit<m.

e’B" —h(B) + h(|t —7|) =

Donc

e2ee ™ — [PO(s)ds  sit>n
2" n(8) +h(le -l =4 '
eftem e — [, W(s)ds  sit<m
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et par suite

—a(t—m) —a(t—m)

g2« —a2<t—7r+§e : —(t—w)) sit>

e”B"—h(B)+h(|t—ml) <

2a a(t—m) a(t—m)

e?le = —a2<7r—t+§e : —(7T—t)> sit<m.

D’on
26" — h(B) + h(|t — =) <0,

Comme la fonction h € C*, alors la fonction h(u) — h(|t — 7|) est L'-Carathéodory
sur [0,27] xR et d’aprés le théoréme d’existence (Théoreme 3.2) il existe une solution

u du probléme telle que :
Vt € [0,27], a(t) < u(t) < B(1).
Grace auz expressions de a(t) et f(t) on peut écrire u sous la forme :

alt—m|

u(t) =t — 7| + o(ce =

).
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