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Notations

A : Opérateur de Fredholm.

H : Espace de Hilbert.

L(H,H') : L’ensemble des opérateurs bornée
C : L’ensemble des nombres.

complexe.

dim : Dimension.

N(A) = ker(A) : Noyau.

R(A) = Im(A) : Image.

D(A) : Domaine de définition de I'opérateur.
ind : L'indice.

N : L’ensemble des nombres naturel.

R : L’ensemble des nombres réel.

B’ , : La boule unité fermé.

H
E, F : Espace vectoriel normé.

X,Y : Espace de Banach.

C(H, H) : L’ensemble des opérateurs fermé.
(E,||.|lg) : Espace normé.

7 : I’ensemble des nombres entiers.

V' : Opérateur entier.

K : Compact.

@ : Somme direct.

¢(A) : La co-norme.



G(A) : Le graphe d’opérateur A.
o(X,Y) : L’ensemble des opérateurs semi-Fredholm.



Introduction générale

Le mathématicien Ivar Fredholm a développé grace a ces travaux sur les équations
intégrales une grande partie de I'analyse fonctionnelle.
Il a développé sa théorie a partir du théoreme connu sous le nom d’ Alternative de

Fredholm qui concerne la résolution de I’'équation

avec T un opérateur agissant sur X (par exemple les opérateurs intégraux a noyau).Ce
théoreme affirme que I’équation (1) admet une solution unique pour tout g apparte-
nant a X ou bien I'’équation homogene \f —T'f = 0 admet n solution linéairement
indépendantes (ce qui équivaut a codimension(R(T — X\I) = n)) et dans ce cas
I'équation non homogene (1) est résoluble si et seulement si g vérifie n conditions
d’orthogonalité.

La théorie de Fredholm est un premier pas vers la théorie des opérateurs de Fred-
holm.

La théorie de Fredholm donne des informations sur les solutions de I'équation (1)
en utilisant la dimension du noyau de T'(dim N (7)) et la dimension du quotient
de 'espace par 'image codimension R(7') ce qui a fait émerger une nouvelle classe
d’opérateurs, les opérateurs de Fredholm.

Cette classe est tres importantes pour plusieurs raisons une de ces raisons est le role

joué par I'indice dans 'analyse et la géométrie, qui est définie par :



ind(T) = dim N(T') — codim R(T).

Les apports de Fredholm furent rapidement connus des mathématiciens, apres que
Holmgren exposa en 1902 a Gottingen la théorie de Fredholm.

Hilbert comprit rapidement 'importance des travaux de Fredholm. Pendant le pre-
mier quart du vingtieme siecle, En 1903, Fredholm publie la version complete de
sa théorie dans Acta Mathématica. Hilbert généralise la théorie de Fredholm pour
inclure la théorie des valeurs propres, ce qui va le conduire a la notion d’ espace
de Hilbert. Fredholm décédé le 17 aout 1927 a Danderyd. L’étude importante dans
cette théorie est la propriété de stabilité des opérateurs de Fredholm c’est le but du
troisieme chapitre de notre travail.

Ce résultat a été prouvé pour la premiere fois par F.V.Atkinson en 1951 [1] pour le
cas borné, tout en concluant que 1 ’ensemble des opérateurs de Fredholm est ouvert
dans [5] I'ensemble des opérateurs bornés et 'indice d'un opérateur de Fredholm est
constant sur chaque composante de I’ensemble résolvant essentiel.

Au cours de cette année, Atkinson [1] établit un autre type de stabilité pour cette
classe d’opérateurs par rapport aux perturbations de type compact en 1952, le critere
de stabilité s’élargit au cas borné par M.G.Krein et M.A.Krasnoslky [7] et par
B.Sg.Nagy[11]. Plusieurs formes ont été données a ce résultat qui ont pour base
la création des métriques (distances)sur l'espace C'(H) des opérateurs fermés sur un
espace de HilbertH. Une premiere distance d sur C'(H) a été introduite par New-
burgh [12] en 1951. Ceci a été réalisé en définissant d’abord la distance entre deux
opérateurs fermés comme la distance entre deux sous-espaces fermés de H et en-
suite prendre la distance entre deux opérateurs fermés comme la distance entre leurs
graphes.

M.G.Krein [7] et M.A.Krasnoselky [7] ont obtenu une deuxieme métrique g sur C'(H)

équivalente a d définie par :



9(A, B) = ||Paay — Paw) || L xm)

ou Pga) et Pgpy sont respectivement les projections orthogonales dans H x H sur
le graphe G(A) de 'opérateur A et le graphe G(B) de l'opérateur B.

EN 1963. H.Corde et J.Ph. labrousse ont construit une troisieme métrique p, plus pra-
tique équivalente aux deux premiers distance, p est définie en fonction de I'opérateur
borné Ry = (1 + A*A)™1 Ra- et AR, et par suite énoncerent le premier théoréme
de stabilité des opérateurs de Fredholm non bornés et conclurent que I’ensemble des
opérateurs de fredholm est ouvert dans C'(H).

Description du travail

L’objectif de notre travail est de présenter les opérateurs de Fredholm dans les deux
cas borné et non borné et de réécrire d’'une maniere aisée ces théoremes de sta-
bilité ainsi que leur démonstrations, le travail s’acheve par une application sur les
opérateurs de Hilbert-Shmidt et I'algebre de Calkin.

contrairement au cas borné, la stabilité dans le cas non borné devient difficile a
démonter, raison pour laquelle on a été contraint d’introduire des outils mathématiques
pour faciliter 'acces a ces résultats.

Le mémoire est constitué de trois chapitres :

Le premier chapitre consacré a la définition des opérateurs semi-Fredholm et les
opérateurs de Fredholm dans le cas borné sur un espace de Hilbert H. On peut
définir les opérateurs de Fredholm d’une autre maniere équivalente en utilisant les
sous-espaces de codimensions finis. On s’intéresse aussi a 'adjoint d’un opérateur de
Fredholm et a I'alternative de Fredholm.

Le deuxieme chapitre est consacré a la définition des opérateurs fermés a images
fermés car ses opérateurs permettent de définir des opérateurs de Fredholm non borné
dans un espace de Hilbert H.On commence par définir la con-orme d’un opérateur
linéaire A noté c(A) et on établit le lien entre Im(A) et la con-orme ¢(A) et la relation
entre ¢(A) et ¢(Ax),0On définit ainsi la con-orme d’un opérateur linéaire A suivant

un sous-espace F de H.



Au troisieme chapitre on étudie la stabilité des opérateurs de Fredholm borné et non
borné, Dans ce chapitre, on montre que les perturbations faible n’influent pas sur
I’ensemble des opérateurs de Fredholm non bornées, contrairement au cas bornée,
la stabilité nécessite une condition sur la norme de l'opérateur bornée, cette pro-
priété de stabilité sera traduite sous forme des théoremes de stabilités . On acheve
ce chapitre par des applications sur les opérateurs de Hilbert-Schmid et 1’algebre de
Calkin



Chapitre 1
Opérateur de Fredholm borné

Dans ce chapitre on définit les opérateurs semi-Fredholm et les opérateurs de Fred-
holm dans le cas borné sur un espace de Hilbert H. On peut définir les opérateurs
de Fredholm d’une autre maniere équivalente en utilisant les sous-espaces de co-
dimensions finis. On s’intéresse aussi a 1’adjoint d'un opérateur de Fredholm et a
I’alternative de Fredholm.

Dans tout ce qui suit on note par L(H, H') 'ensemble des opérateurs bornés d "un
espace de Hilbert H dans un autre espace de Hilbert H' et L(H) = L(H, H').

1.1 Semi Fredholm

Définition 1.1. Soit A€ L(H,H').

A est dit un opérateur semi-Fredholm a droite (respectivement a gauche) s’il existe
un opérateur borné B € L(Hl, H) et un opérateur K compact sur H' (respectivement
sur H)
tel que :

AB =1+ K(respectivement BA =1+ K)

Proposition 1.1. Si A€ L(H,H') et A\ € C et A # 0, alors Im(A — \) est fermé
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dans H' et dimker(A — \) = dimker(A — \)* < +o0

Preuve

Supposons que A € o(A)
Posons A = o(A)\\, Hy = E(\)H, Hrn = E(A)H, Ay = A\H, et Ap = A\Hx.
A ¢ o(Ap), alors Ax — A est inversible. Mais Im(Ax — \) = E(A)H = H,.

Comme Im(A—X) = (A=XNHy+ (A= NHpa =Im(A\—\)+ Hp, etdim Hy <

+o0 alors Im(A — \) est fermé.
Remarquons que :

H/Im(A—\) ~ Hy/Im(Ay — \).

Comme dim H) < +o0, alors : dim[H/Im(A—\)] = dim Hy —dim Im(A, —\) =
dimker(A — \) < 400 car ker(A — \) C E(\)H = H,.

Mais [H/Im(A—N)]* = [Im(A— )]+ = ker(A—\)*, par conséquent dim ker(A —
A) = dimker(A — A\)* < +o0.

Théoréme 1.1. L’orthogonalité F+ de F est un sous espace vectoriel supplémentaire
de F' dans FE

preuve :
L’intersection F'( F'- = 0 est réduit a 0 que le produit scalaire est non dégénéré de

plus tout z € E s’écrit évidement

r = x—pp(x)+ Pp(z)et on a
r — pp(r) € F*
r = F'4F
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On note Pr est la projection surF parallelement & F*.

Proposition 1.2. Soit A € L(H, H') , alors les 3 assertions suivantes sont équivalentes :

1) A semi —Fredholm a gauche .
2) ImA est fermé dans H' et dimker A < +o0 .

3) Il existe un opérateur B € L(H' ,H) et un opérateur F de rang fini sur H telle
que BA=1+F .

preuve
1) = 2) Supposons que A est semi-Fredholm a gauche et montrons que ImA est
fermé dans H' et la dimker A < 400 A est semi-Fredholm & gauche c’est-a- dire il
existe un opérateur B borné de H dans H et un opérateur compact K sur H tel
que: BA=1+K

par définition ker BA

ker BA={r € H BAx =0} D {x € H; Av = 0} = ker A.

donc ker BA D ker A = dimker A < dimker BA d ’autre part ker BA = ker(1+ K)
et 1 + K est le sous espace propre associé a la valeur propre A = 1, donc il est de
dimension égale 1 qu’elle est finie par conséquence dim ker A < oo

ImA={BAx;x e H} ={(1+ K)z;z € H} = Im(1 + k)

On a ImBA est fermé dans H' donc il existe ¢ > 0 tel que :

|BARI| > b, Vh € H
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si h € (ker BA)" puisque |[BAh|| < C.d (h.ker BA)

[BAR|| = [|C]]
IBI[l[AR] = |[A]]
[AR] = (C/IIBIDIR
IAR]| > C||nl|

A (ker BA)™ est un fermé mais ImA = A (ker BA)"+A (ker BA) et comme A (ker BA)
est de dimension fini par conséquent, ImA est fermé dans H .

2) = 3)

On suppose que ImA est fermé dans H et dim ker A < +00 et montrer qu’il existe un
opérateur B € L(H, H') et un opérateur F de rang fini sur H telle que BA =1+ F
On pose A; = A/ (ker A" alors A; est inversible de (ker A)* dans ImA

A est un espace quotient donc est un anneau alors elle est inversible de plus on a
(ker A" = ImA

en effet ;montrons que A; est bijective :

A; est surjective :

Soit y € ImA cherchons z € (ker A)™ tel que Az =y

comme y € ImA alors il existe t € H tel que y = A(t)

d’autre part, comme ker A est fermé on a d’apres le théoreme de la projection ortho-

gonale :

H =ker A® (ker A)*

par conséquence

t:t1+t2

Avec t; € ker A et t, € (ker A)*

to = p(t) ou p est la projection orthogonale sur (ker A)l et ¢ = 1 —p est la projection
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orthogonale sur ker A dans H(H = q — p)
Posons x = ty € (ker A)L , Avx = Aty = Aty = At = y donc A, est surjective .
Ay injective :

Soit x € (ker A)* tel que :

Alx:()

alors

z € (ker A) N (ker A)* =0

donc

D’ ou A; existe

Soit p’ la projection sur ImA dans H', et définissons B de H dans H par B = A{'p’.
Calculons BA . Soit © € H, x = o1 + x5 ou x1 € ker A et x5 € (kerA)L, alors
BA(z) = AT'p' Ar = AT A = AT Awy = AT Aoy = 09 = 0 — 1.

Si F'= —q ou q est la projection dans H sur ker A, alors :

BA=1+F

et

ImF = Imq = ker A
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Or on a ker A de dimension finie alors ImF de rang fini et donc compact .
3) = 1) D’apres la définition 1.1 , avec K = F .
Si ImA est fermé dans H et dimker A < 400 et codim ImA < +oo

1.2 Opérateur de Fredholm

Définition 1.2. [10] Soit A € L(H, H')

A est dit un opérateur de Fredholm si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1) ImA est fermé.
2) dim(ker A) est finie.
3) codim(ImA) est finie.

Définition 1.3. [6] L’indice d’un opérateur de Fredholm est la fonction a valeur

entier suivante :

ind: F(X,Y) s Z
A ind(A) = dim(ker A) — dim(coker A)

Exemple : Considérons deux espace R™ et R™ muni de la norme euclidienne.
Soit A : X — Y un opérateur linéaire continue

finalement, dim(ker) et dim(coker A) sont finie et ImA est fermée.
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Alors :

ind(A) = dim(ker A) — dim(coker A)
= dim(ker A) — dim(R"/ImA)
= dim(ker A) — (dim(R") — dim(I/mA))
= dim(ker A) — dim(R") + dim(ImA)
(B™) — dim(R") € (m — )

= dim(R

On peut définir les opérateur de Fredholm on utilise les espaces de Banach .

Définition 1.4. [10] Soient X,Y deuz espaces de Banach.On dit que A € L(X,Y)
est un opérateur de Fredholm, s’il existe un sous-espace fermé X; C X de codi-
mension finie, tel que la restriction de A a X1 soit un isomorphisme de X sur
Y: = A(X)), et que codim, A(X;) < +oo.

Autrement dit :on a codim,(X;) < 400, codim, A(X;) < +oo et il exviste une
constante C' > 0, tel que :

Vo € X1, | Azlly > C|lzlx.

Définition 1.5. On dit que A € L(X,Y) est un plongement de X dansY s’il existe

une constante C' > 0 tel que :
Vo € X;||Azlly > Cllz||x

il est clair que les opérateurs proches de A vérifie encore la propriété, mais pour un
C" < C wvoisin de C :

Par linégalité triangulaire, on aura pour tout v € X
1A+ S)zlly = [[Azlly — [[Szllx = Cllz|l = [[SHz]] = (€ = [[SI)]=|

Ce qui montre que A’ = A+ S est encore un plongement si ||S| < C

l’image par un plongement A de tout sous-espace fermé de X est fermé dans 'Y
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Lemme 1.1. Si A est un plongement de X dansY et si la codimension de A(X)dans
Y (finie ou infinie)est supérieure ou égale ak il en est de méme pour les opérateurs
A’ voisins de A.

Si A est un plongement et si la codimension de A(X) dansY est finie et égale a k,
il en est de méme pour les opérateurs A’ voisins de A.

Si A est un plongement et si la codimension de A(X) dans'Y est infinie, il en est de

méme pour les opérateurs A’ voisins de A.

Proposition 1.3. Un opérateur A € L(X,Y) est un presque plongement si et seule-
ment si son noyau est de dimension finie et son image fermé. Dans ce cas, la res-

triction Ay de A a tout supplémentaire X, du ker A est un plongement de X; dans
Y.

Preuve
Supposons ker A de dimension finie et A(X) fermé. On peut trouver X; fermée tel
que X = X; @ ker A, alors A(X;) = A(X) est un espace de Banach, et A; =
Ax, € L(Xy, A(X)) est une bijection continue. D’apres le théoreme d’isomorphisme
de Banach, la bijection inverse est continue, donc A; est un isomorphisme de X; sur
A(XY).
Si S e L(A(X),X;) est 'inverse de A, on a

Vo € Xy, ||zl = [|S. Az|| < [|S|[[|Az]| = || Az[| = [|S]I 7 ]|]

ce qui donne la propriété de plongement pour A, avec C' = ||S|~*

1.3 DP’adjoint d’un Opérateur de Fredholm

1.3.1 L’adjoint d 'un opérateur

Définition 1.6. Soit l'opérateur T € L(H). L’adjoint de Test | * opérateur linéaire

borné, noté T™, vérifiant
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(x,Ty) = (T"x,y),Vr,y € H

Définition 1.7. Soient X et Y deux espaces de Banach et T' un opérateur borné de
X dans Y. L “adjoint de T noté T', est Uopérateur borné de Y* dans X* vérifiant

(T'0)(z) = (T (x)).

Théoréme 1.2. [4] Soient X et Y deux espaces de Banach .
Soit A un opérateur linéaire de X dans Y , On suppose que le graphe, G(A) est

fermé dans X XY alors, A est continue.

preuve :
On considere sur X les deux normes .

lzlli = llzllx + |A(z)[|% et ||x|2 = ||=]|x ces normes sont appelées les normes du
graphe. Comme G(A) est fermé, X muni de le norme ||.||; est un espace de Banach,
d’autre part ||z||2 < ||z||1, par conséquence ces deux normes sont équivalentes . Il
existe une constante C' > 0 telle que ||z||; < ||z||2 donc ||T'(2)], < C|| X]||x -
Existence et unicité :

Tout opérateur sur H admet un unique adjoint en effet. Soit B un opérateur borné et
soit Y un vecteur de H. L’application qui & un vecteur z associe (B(x) | Y) est une
forme linéaire continue le théoreme de représentation de Riesz garantit 'existence
d’un unique vecteur z tel que cette forme linéaire continue coincidé avec ’application
qui a X associe

(x| z) . Papplication B* qui a Y associe z est alors I'adjoint de B.

Réciproquement, si deux applications quelconques

B,B*: H — H* vérifiant :

Va,y € H(B(x) |y) = (X | B*(y))
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Alors on a la proposition suivant :

Proposition 1.4. B, B* sont toutes deuz linéaires et continues

preuve
1 la linéarité est une conséquence directe des propriétés de bilinéarités et de non

dégénérescence du produit scalaire et on utilise le faite que :

VX, Y, Yo e HVA e K
(x| B*(Y1 4+ AYa)) = (B(z) | y1 + AYa) = (B(x) | y2) + AM(B(z) | 12)

On en déduit
(| B*(y1 + AY2)) = (x| B*(11)) + (z | AB*(y)2)
donc
(| B* (W) + AB*(y)2 — A*(y1 + AY2)) = 0

I'égalité (1) est vrai pour toutes les vecteurs de x ce qui montre que le terme de droit
est nul .Cette nullité démontre le caractere linaire de A*.

Pour monter la continuité de B*, il suffit grace au théoreme du graphe fermé vérifier
que si z, tend vers x est si B*(x,) tend vers Y, alors B*(x) = Y. Or ces deux
hypotheses impliquent(en utilisant ’équation d’adjonction) que pour tout Z , (7 |
B*(x),) tend a la fois vers (Z | B*(x)) et vers (Z | y) donc que B*(z) — Y est nul
(car orthogonal a tout Z ) .

Remarque :

. Tout opérateur sur H admet un unique adjoint.

. L’adjoint de l'opérateur 7' est linéaire.

. Silopérateur T est borné alors I’adjoint est aussi et ils ont méme norme d’opérateur.

. Un opérateur est borné, si et seulement s’il est continue.
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1.3.2 Adjoint d’un opérateur de Fredholm

Les résultats suivantes nous sers a démontré quelques propriétés par suites

Lemme 1.2. [10] Soit (E,||.|r) et (F,|.|r) deuz espaces normés et A € B(E, F)
un opérateur borné alors :

1) ker A* = (ImA)°

2) ker A = (ImA*)°

3) ker A* = (ImA)*

Preuve

Dker A" ={y" € F*|0=A"y" =y" o A}
={y" € F"[y"|[ImA = 0}
={y* € F*ly*(y) = 0 pour tout y € ImA}
= (ImA)°

2)(ImA*)° = {x € Elz*(x) = 0 pour tout x* € ImA*}
= {x € E|0 = (A"y")z pour tout y* € F*}
= {x € E|0 = y"(Az) pour tout y* € F*}
= {z € E|0 = Az}
=ker A

3)WVWa € B,z € ker A" & Vy € E(A*(z]y)) =0
< Vy € F(z|Ay) =0

& x e (ImA)*t
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Théoréme 1.3. [3] Soit M un sous-ensemble fermé d’un espace normé (E, ||.||g),

alors sont 1somorphe

(1) M° = (E/M)*
(2) M* = (E"/M?)

Preuve :

(1) Soit IT : x — E/M L’application quotient et soit A : y* — y*II. Clairement A
est un opérateur linéaire de (E/M)* dans M°. Si z* € M° alors M C ker z*. alors

la propriété universelle du quotient garanti qu’il existe un unique y* € (E/M)* tel

que z* = y*m et de plus ||y*||(z/an* = [|[E*| g

Autrement dit A est bijectif et ||y*||(z/an)- = [|Ay*|

E*

en conséquence, A est méme un isomorphisme isométrique de (E /M) dans M°.

(2) Soit A : E*/M° — M* 'application qui envoie un élément de z* + M° € E*/M°
sur la restriction de z* a M. Puisque deux éléments x} + M° et x5 + M° de E*/M°
sont égaux si et seulement si x| M = z5| M, A est bien-défini. Il est aussi injectif par
définition et clairement linéaire.

Maintenant, si m* € M* et z;, . est une extension de Hahn-Banach de m* a E, alors

A(z*m* + M°) = m*, ainsi A est surjectif. Il s’agit donc d’un isomorphisme.

Théoréme 1.4. [13](théoréme de I’ Image fermée)

Soient X et Y deux espaces de Banach, alors pour tout A € B(X,Y) les assertions
suivantes sont équivalentes .

(1) ImA est fermée.

(2) ImA = (ker A)°.

(3) ImA*est fermée.

(4) ImA* = (ker A)°
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Preuve

(1) & (2) il découle du théoreme 1.3 et du lemme 1.2 que

ImA = (ImA)° = (ker A")

(1) & (4) D’apres le lemme 1.2,

(ker)® = (ImA*)° D ImA*

nous avons 'application

S:X/kerA— ImA
x +ker A — T(x)

est un isomorphisme . Maintenant, si x € (ker A)°, alors 'unique application
T:(x+kerA) — z*(x)

définie par la propriété universelle du quotient est un élément de (X/ker A)* . Par
conséquent, T o S~ € (ImA)*. Donc il existe y* € Y* tel que y*|ImA = T o S~L.
Ainsi, pour tout x € X

(A"y")z =y (Az) = (j o S7')(Ax)
= (T oS (S(x + ker A))
=T(x + ker A) = z*(x).

Clest-a-dire A*y* = x*. Par conséquent (ker A)° C imA* et donc (ker A)° = ImA*
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4 = 3 D’apres la proposition

Soit (X, .]]) un espace normé, A C X un sous-ensemble de X et B C X* un

sous-ensemble de X™*. Définissons
A° ={z € X" | 2"(z) = 0 pour tout x € A}

B° ={zx € X | 2"(x) = 0 pour tout z* € B}

Les ensembles A° et B° sont fermés.

L’ensemble B° = N «cx+ ker x* est fermé en tant qu’intersections de fermés.
Soit Z* une suite dans A° qui converge vers un certain Z* € X. Alors en particulier,
ZH(x) — Z*(z) pour tout z € X. Or Z* |4= 0 pour tout n € N, ce qui entraine
que Z* | 4= 0. Par conséquent, Z* € A° et ce dernier fait fermé.

D’apres cette proposition les ensembles polaires sont des fermés

Théoréme 1.5. [3/(L’adjoint d’un opérateur de Fredholm)

Soit X, Y deux espaces de Banach et A € L(X,Y) un opérateur de Fredholm.

On considere alors son adjoint définie par :

A YT — X
Y*—y oA

Nous allons montrer que A* est aussi un opérateur de Fredholm et que sont indice
est l'opposé de celui de A .

. On a X*,Y* sont des espaces de Banach puis E et F sont des espaces normés .
On sait que A* € B(Y™*, X*). il reste avoir que

1) ImA* est fermée
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2) dim(ker A*) < 400
3) dim(X*/ImA*) < +o0

preuve :
1) Etant donné que A est Fredholm, son image ImA est fermé , ce qui équivaut a

dire que ImA* est fermé, d’apres le théoreme de I'image fermé.

2) En appliquant le théoreme 1.3.3 au sous-espace KerA de X, il vient :
(KerA)* =2 X*/(ker A)°
Or le théoreme de I'image fermée fournit (ker A)° = ImA*, ainsi :

(ker A)" = X*/(ker A)° = X*/ImA*

Donc

dim(X™*/ImA*) = dim(ker A*) = dim(ker A) < oo

Par hypothese
3)En appliquant le théoreme 1.3.3 au sous-espace ImA de Y, il vient :

(Y/ImA)* = (ImA)°

En outre le lemme 1.3.2 fournit
(ImA)° = ker A*

, par conséquent :

(Y/ImA)*(ImA)° = KerA*

ainsi
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dim(ker A*) = dim(Y/ImT)* = dim(Y/ImA) < co

Dans ce paragraphe on va trouver une relation entre 'indice d 'un opérateur de
Fredholm et 'indice d” adjoint d’'un opérateur de Fredholm

Remarque
dimker(T" — \) = dimker(T" — \)* < 400

Théoréme 1.6. [3] Soit A€ L(H,H').

A est de Fredholm si et seulement si A* est de Fredholm dans ce cas
ind(A) = —ind(A").

Preuve

La preuve de se théoreme découle directement par le théoreme 1.3 et le théoreme 1.5

Par conséquence A* est un opérateur de Fredholm donc :

ind(A*) = dimker A* — codim ImA*
= codim ImA — dimker A
= —ind(A)

Corollaire 1.1. [2]
Pour tout opérateur de Fredholm A : X +— Y nous pouvons reformulé [’indice

sous la forme suivante :

ind(A) = dim(ker A) — dim(ker A*)
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preuve

Découle du point (3) du théoréme 1.5 ot nous avons montrer que

dim(coker A) = dim(Y/ImA) = dim(ker A*)

1.4 produit d’opérateur de Fredholm

Une propriété intéressante de l'indice est que l'indice de produit d’opérateurs de

Fredholm est simplement la somme des indices composants.

Lemme 1.3. [6]
Soient X,Y des espaces de Banach et A € B(X,Y) .
Soit M un espace de X de codimension finie n alors A est de Fredholm si et et seule-
ment si la restriction :
Ag: M — 'Y est de Fredholm de plus :
ind(A) =ind(Ap) +n
preuve
Si le résultat est vrai pour n =1 , il se généralise par récurrence :
POSONS :
X = M @ vecteur X, considereront les 2 cas possibles suivants :
-Si A(Xy) ¢ ImA,, alors
A(X) = Ao(M) ® vecteurA(xy) et ker Ag = ker A, ainsi ,d(Ag) = d(A) + 1 et
n(Ag) = n(A) , d'otind(A) = ind(Ag+ 1)
- Si A(x1) € ImAy , alors ImA = ImAy et il existe u € M tel que :
A(Xo) = Ao(u) de plus , ker A = ker Ag @ Vectz; —u .
Ainsi , d(Ag) = d(A) et n(Ag) =n(A) — 1, d’ot ind(A) = ind(Ag) + 1.

Notations
Soit A: X — Y, un opérateur de Fredholm alors :

ker A et Im A admettant des supplémentaires ( ker A est continue et sa dimension
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est finie) .

On peut écrire X =ker A® Xpet Y = ImA@yy, comme Xy = I'mA, on peut définir
une application bijective :

A Xo XYy =Y par

Av(xo, yo) = A(xo) + 1o on appelleA la bijection associée & A .

Théoréme 1.7. [6] Soient X,YetZ trois espaces de Banach .

St A: X - Y etB:Y — Z sont des opérateurs de Fredholm, alors BA est un

opérateur de Fredholm, de plus :

indBA = indA + indB

preuve

Soit A la bijection associe a A et posons Ay, la restriction de Aa X (notons que
Ap est aussi la restriction de A a Xp) comme A est un isomorphisme et que B
est Fredholm, 'opérateur BA en identifiant Xy et Xy« 0, on obtient que BA est la
restriction commune de BA et BA & Xo .

BA est Fredholm <= BAj est Fredholm <= BA est Fredholm.

ind BA = ind BAy + dim (X/X))
= ind BA — dim (X, X yo/X0x0) + n(A)
=ind B +ind A.

Lemme 1.4. [2]
Supposons que H admet les décompositions H =M & N = M' & N’ et soit A un

A
A= r X
0 A,

M®N —- M SN ouAy : M — M, X : N — M et Ay : N — N'. Supposons

opérateur donne :



1.5 alternative de Fredholm 27

Ay est inversible et que N et N’ sont de dimensions finis alors A est de Fredholm et

ind(A) = dim N — dim N’

preuve
OnaImA= M & N'(ImA ou N'()ImA est de dimension finie donc fermé .
Soit 'application Y : ker(A;) — ker(A) définie par Y (h) = —A; ' (h)® il est facile de
voir que Y est bijective et donc : dimker(As) = dim ker(A) de méme il est facile de
voir que ImA = M’ @ ImAs d’ou en prenant I'orthogonal : ker(A* = ker(A*?) anis
A est de Fredholm et ind(A) = dim ker(A3) soit yle rang de la matrice A, .

indA =dim(N —r) —dim(N' —r) = dim N — dim N’

1.5 alternative de Fredholm

A Pépoque de larticle de Fredholm (1903), il n’y avait pas plus d’espaces de
Banach que la théorie des opérateurs compact, donc Fredholm s’intéressait a la
résolution d’équation intégral de la forme suivante :
étant donnés un noyau K (z,y) et une fonction continue g sur [0, 1], peut-on trouve

f continue sur [0, 1] qui vérifie ’équation intégrale :

fx) = [} K(x,9)f(y)dy + g(z), Yz € [0,1]

Si le noyau K est continue sur le carré, il résulte du théoreme d’Ascoli que 'opérateur
intégral Ax de noyau K est compact de C([0,1]) dans lui-méme, et on est train
d’essayer de résoudre une équation de la forme (Id — K)f = g.Fredholm découvre
dans le langage de I’époque que I'indice de Id— K est nul, ce qui le conduit a formuler

ce qui est reste connu sous le nom d’alternative de Fredholm.

Proposition 1.5. [2] Soit A un opérateur compact sur H, alors I — A est un
opérateur de Fredholm d’indice nul.

preuve

D’apreés la proposition 1.1 on a Im(I — A) est fermé dans H' et dim(H/Im(I—A)) =
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codim Im(l — A) < 400 = dimker(I — A) Alors (I — A) est Fredholm donc :

ind(I — A) = dimker(I — A) — codimIm(I — A) =0

Proposition 1.6. Soit A € L(H,H'), si A est bijectif alors A est de Fredholm

d’indice nul.

Preuve : Comme A est bijectif, alors ker A = 0, par conséquent

dimker A < co. De plus R(A) = H' est fermé et codim R(A) = 0 , donc I'opérateur
A est de Fredholm

ind(A) = dimker A — codimR(A) =0—-0=0

Proposition 1.7. Soit A € L(H,H'), si dim H < +o0 et dim H' < +o00, alors A et
est de Fredholm. Dans ce cas ind(A) = dim H — dim H’

Preuve : Comme dim H < +o0, et dim H' < 400, alors
dimker A < 400, codim R(A) < 400 et R(A) est fermé donc A est de Fredholm.

ind(A) = dim ker A—codim R(A) = dim ker A—dim H'+dim R(A) = dim H—dim H’



Chapitre 2

opérateurs de Fredholm non

bornés

Dans ce chapitre on considére H et H' deux espaces de Hilbert, et A un opérateur
linéaire défini de H dans H’ de domaine D(A) un sous-espace vectoriel de H d’image
A dans H’, avant cela on donne apercu général sur les opérateurs non bornés,
graphe, noyau, image, la notion de ’adjoint, le spectre, la résolvante et on définit les
opérateurs fermés a image fermée et on exprime quelques propriétés qui seront utiles
plus tard On achéve notre travail par définir la co-norme ¢(A) d’un opérateur linéaire
fermé de domaine dense dans un espace de Hilbert H et on étudie les opérateurs de

Fredholm non bornés.

2.1 Généralités sur les opérateurs non bornés

2.1.1 notions générales des opérateurs linéaires non bornés

Définition 2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés et T un opérateur
linéaire défini de sous espace vectoriel D(T') C E dans F. D(T') est appelé le domaine

de [ ‘opérateur T .
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Définition 2.2. Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H est un couple
(D(T),T) ou D(T) est un sous espace vectoriel de H et T est un opérateur non borné

de domaine D(T).

Dans la suite on suppose que D(T') est dense dans H .

Exemple :

Soit T 'opérateur de multiplication par z défini de L? dans L*(R) par

T a pour domaine

D(T)={f € L*(R)/zf(x) € L*(R)}
tel que le produit scalaire sur L*(R) est
(19) = [ f@)glats

Alors : .
_ 2
flz) = — € L*(R)

mais xf(z) ¢ L*(R) car [xf(z)dx est divergente, alors T  est un opérateur non

borné.

Définition 2.3. Soit T € L(H)
1.0n appelle noyau de T le sous-espace ker(T') tel que :

ker(T) = N(T) ={x € D(T) : T'(z) = Ox } de X.

2.0n appelle Image de T le sous-espace Im(T) de Y tel que :

Im(T) = R(T) = T(D(T)) = {Tz : « € D(T)} .
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2.1.2 Opérateur fermés

Définition 2.4. Soit (D(T),T) un opérateur non borné sur un espace de Hilbert

H.Le graphe de T est le sous espace vectoriel noté G(T) de H x H défini par :
G(T) ={(z,Tz),z € D(T)}.

Lemme 2.1. Un sous espace G C H x H est le graphe d’un opérateur linéaire si et
seulement st
0,y) e G=y=0.

Définition 2.5. On dit qu’un opérateur T est fermé lorsque son graphe est fermé
dans H x H c’est-a-dire :

V(zp)n C D(T) et x, — x dans H et Tx, — vy, alorsx € D(T) et Tx =y

. oL’ensemble des opérateurs linéaire fermé de H dans H et a domaines denses est
noté par C(H)

Théoréme 2.1. [4]/(théoréme du graphe fermé)
Soient X et'Y deux espaces de Banach et soit T : X — Y une application linéaire.

On suppose que le graphe de T est fermé de X XY, alors T est continue.

Proposition 2.1. Soient X et Y deuzx espaces de Banach, si T € CL(X,Y) et
D(T)= X, alors T € L(X,Y).

Définition 2.6. Soient X et Y deux espaces de Banach. On dit que
BCD(B): X =Y extension deT C D(T): X =Y et on note T C B si :
1) D(T) C D(B)

2) Bx = Tx,N¥x € D(T)

3) 8T CB= G(T) CG(B)

Définition 2.7. Un opérateur T linéaire est dit fermable si T admet une extension

fermé.
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Proposition 2.2. La plus petite extension fermée d’un opérateur fermable est appelé

la fermeture de T notée T.
Proposition 2.3. Si T est fermable, B fermé et T C B alors T C B.

Preuve

T est une extension fermé de T et soit B extension fermé de A

T CB,G(T) CG(B)=G(T) CcG(B)=G(B)
D’ou :
TCB

Remarque Soient X etY deux espaces de Banach et T': X — Y un opérateur non

borné alors, T est férmable si seulement si

V(fn) € D(T), fn = 0si Tf, converge, alors on a T'f,, — 0

2.1.3 Adjoint d’un opérateur non borné

Définition 2.8. Soit (D(T),T) un opérateur non borné sur H de domaine D(T)
dense. On définit l’adjoint T de T par :

Yz € D(T),Yy € D(T*),(Txz,y) = (x, T*y)

Si Uapplication x — (Tx,y) est continue de D(T) dans C elle posséde alors une
extension continue a H ce qui permet de définit [’élément T*y dans H par le théoréme
de Riesz.

Définition 2.9. Soit T : D(T') C H — H un opérateur dont le domaine est dense
dans H. L’adjoint de T noté T son domaine est définit par :

D(T*)={x € H,D(T) > y — (x, Ty)estcontinue}
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D(T*)={ye€ Hy /3 C >0 tel que |(Tx,y)n,|3 C|x| pour tout x € D(T)}

Théoréme 2.2. Soit (D(T),T) un opérateur a domaine dense, alors :
1) T est fermé dans H.

2) T est fermable si et seulement si D(T*) est dense.

3) Si T est fermable alors T = T** et (T)* = T*.

Preuve

1) On muni H x H, du produit usuel

((r1,91), (2, 92)) 1 = (21, Z2)m + (Y1, Y2) 1r-

V' opérateur unitaire défini sur H x H tel que :
Ve, y) = (-y, )

Pour tous sous-espace vectoriel £ de H x H, on a aussi :
V(EY) = (V(E)*

En effet : Siy € V(E1), alors Y = V(X)) tel que X € E clest-a-dire Y = V(X) ou
(X,Z) =0¥Z € E,donc Y € (V(E))* car (Y,V(Z)) = (V(X),V(Z) = (X, Z) =0,
VZ € E.

Réciproquement, si Y € (V(E))* alors (Y,V(X) = 0, VX € F, de plus il existe
ZeHxH, telqueY =V(Z),dou(V(2),V(X)) =(Z,X) =0, cest-a-dire Z € E
et Y € V(E1). Soit (z,y) € H x H

(2,y) € V(GT)]T & ((2,9), (-Tz,2)) =0,Vz € D(T)
& (r,Tx) = (y,2),Vz € D(T) (2.1)
& Tr'r =y, Ve e D(T") & (z,y) € G(T™).

Dot G(T*) = [V(G(T))]* = V[G(T)1]., puisque [V (G(T))]* est fermé dans H x H.,
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2) Remarquons que G(T) est un sous-espace vectoriel de H x H, on a

VA(G(T)) = G(T > G(T)) = [G(T) - (2.2)
= {2 G} = {VIVG@)*t}

Si D(T*) est dense dans H, on peut définir 7** et G(T') est le graphe de

T =T,

Inversement, si D(T*) n’est pas dense dans H, alors (D(T%))* # {0}, soit ¢ €
(D(T*))*/{0}, donc (0,4) € [V(G(T*))] ear ((0,9), (=T*¢f, f)) = (0.T% f) +
(Y, f)y =0,Yf € D(T*), d’ott [V(G(T*))]* ne peut pas étre le graphe d'un opérateur
linéaire sur H et puisque [V (G(T*))]* = G(T'), ou on voit que T ne peut pas étre
fermable.

3) Si T est fermable, alors D(T™) est dense dans H et

2.1.4 L’opérateur symétrique

Définition 2.10. Un opérateur T dans un espace de Hilbert est dit symétrique si
T CT*. C’est-a-dire :

D(T) C D(A*), Tu = T"u pour u € D(T)

1l est claire que T est symétrique st et seulement si :

(Tu,v) = (u, Tv) pour u € D(T)
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2.1.5 L’opérateur auto-adjoint

Définition 2.11. On dit que T un opérateur auto-adjoint si : T = T™*, c’est-a-dire :
1. D(T) = D(T™),
2. Tu = T*u, pour tout u € D(T).

2.1.6 spectres et résolvante

Définition 2.12. Soit E un espace normé, et T un opérateur fermé dans E. L’en-
semble résolvant de T, noté p(T), est constitué de tous les nombres A € C tel que
Vopérateur NI — T est une bijection de D(T') sur E avec un inverse borné .

o L'opérateur Ry(T) = (A — T)~! est appelé la résolvante de T au point X € C.
e Le complémentaire de p(T) dans C, noté o(T), s’appelle le spectre de T

o(T) = C/p(T)

donc

o(T) ={ e C\A ¢ p(T)}

Définition 2.13. (valeur réguliére) Soit T un opérateur non-borné fermé. On dit
que \ est une valeur réquliere de T si :

T — X : D(T) — H est une application linéaire bijective de D(T') sur H, avec T~*
un tnverse continue.

SiT n’est pas fermé, T n’admet aucune valeur réguliere, donc on a toujours o(T) = C
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R\(T) est borné de Im(T — M) dans D(T') c’est-a-dire

Y C >0, ||B(T)u| < Cllu|| Yu € Im(T — \I)

o(T) est appeler le spectre de l'opérateur T et on a :

1) o(T) = C/p(T)
2) C' = o(T) U p(T)
8)o(T)Np(T) = ¢

Le spectre d’un opérateur non borné est constitué de trois types de spectres, dans ce
que suit on va formuler les différents types de spectre avec T est un opérateur non
borné de domaine D(T)) .

Le spectre ponctuel :

o(T)={X € C,(T — A\I)} n’est pas inversible(n ’est pas injective) de D(7T) dans
Im(T — \I).
On le note par o, est on lit le spectre ponctuel . C’est-a-dire il existe x # 0 tel que
Tx = Az, alors on dit que A est une valeur propre de T' et £ un vecteur propre associé
a .

L’ensemble des valeurs propres d’un opérateur 71" est appeler le spectre ponctuel de T.
Le spectre continu
le spectre continue note par o.(7T') est :
0.(T) ={X € C}, (T — M) inversible de D(T') dans Im(T — AI) et Im(T — M) est
dense dans H ; R)(T') n’est pas borne .

o. est appelé le spectre continu de 7.

le spectre résiduel
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o, = {A € C}, (T — \I) inversible de D(T') dans Im(T — \I) et Im(T — \I) n’est
pas dense dans H .
C’est-a-dire tout A € o(T') tel que A n’est pas une valeur propre .
o, est appelé le spectre résiduel de T'.

Remarque

Si 0.(T) =0 et 0,(T) =0, alors T devient un opérateur borné .

2.2 opérateur de Fredholm

Définition 2.14. Soit (A, D(A)) un opérateur solvable normal non borné. A est dit
de Fredholm si :

1) R(A) est fermé dans H' .
2) dimker A est finie.
3) coker R(A) est finie .

I'indice dans ce cas est la quantité définie par :
ind(A) = dimker(A) — codim R(A) € Z

L’ensemble des opérateurs de Fredholm définie de H dans H est noté par F(H, H') .
remarque F(H,H') C C(H,H").

Proposition 2.4. Soit (A, (D(A)) un opérateur non borné solvable normale.
si A€ F(H,H') alors A* € F(H,H') et dans ce cas on a :

ind(A*) = —ind(A)

preuve
La preuve utilisera une quantité appelé la co-norme noté ¢(A) quand la étudiera plus
tard.

Comme A est de Fredholm , R(A) est fermé dans H' donc ¢(A) > 0 or on a déja
c(A) = ¢(A%alors ¢(A*) > 0 par conséquence R(A*) est fermé dans H comme
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dimker A* = dim(R(A))* et en sais d’apres des résultat précédent que (H/R(A))*
est isomorphe a (R(A))*

dimker A* = dim(H, R(A))* = dim(R(A))* = Codim(R(A)) (3)

Nous avons aussi :
codim(R(A*)) = dim(H/R(A*)) = dim(H/(ker A)*)

et comme H/(ker A)* est isomorphe & (ker A)* par conséquence on a :

codim(R(A*)) = dim(ker A)* = dim ker A (4)

Ainsi 'opérateur A* est de Fredholm .
D’apres (3),(4) on trouve :

ind(A*) = dimker(R(A"))
= codim(R(A))) — dimker(A)
= —ind(A)

2.2.1 translation dans I3

Considérant F' espace vectoriel de 1'espace 1% des suite £ = {z, }nen 2 coefficient

dans F' tel que :

[e.e]
Z z]? < o0
i=0

muni de la norme.
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Iz : 2 — Ry
{wn} — [z}l = Y ll*}2
i=0
Il s’agit d’un espace de Banach .

Nous allons montrons que cet espace possede deux familles infinies dénombrables

d’opérateurs de Fredholm, les translations a droit et translations a gauche.

2.2.2 translation a droite

posons :

T; 1 — 17

(ZL‘Q, X, .I‘Q) — (0, Zo, ZL‘l)

La translation d’un cran & droite.
Il S’agit d'un opérateur de Fredholm d’indice —1.En effet, T} est clairement linéaire
et les trois conditions de la définition de Fredholm sont vérifiées :

1) le noyau T est continue uniquement de le suite indépendant nulle. ainsi :

dim(kerT;) =0 < oo.
2) le conoyau :
Coker(T}) = 1%/R(T})

avec une classe d’équivalence contient tout les suite de /2 de méme premier coefficient

ry € F. Par conséquent la suite (1,1, z5...) constitue donc une base de Coker(T})
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et on a:

dim(Coker(T}) =1 < oo

3) vérifiant que R(T}) est un fermé de [%.

Soit donc {z,} C [% une suite qui converge vers un certain

E={&}Clj
par conséquence, pour tout € > 0 il existe m € N tel que pour tout (n > m), on dit

que :

|z — &l = {Zizo | T, — 5|2}% <e

pour tout n > m et pour tout ¢ fixé o na :

[0, = &I < llzn — €Il <€

et donc x,, — ¢ pour tout 7 et en particulier 0 = z,, — & or la suite iden-
tiquement nulle converge vers 0, donc par unicité de la limite nous obtenons &; et
¢ € R(T}) qui est de ce fait fermé dans [%.

Nous obtenons en outre que I'indice de T} est :
ind(T}) = dim(kerTy) — dim(CokerT;) =0—1= —1

2.2.3 translation a gauche

posons :

R -

($0,$1,$2...) — (.%'1,%'2...)
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La translation d’un cran a gauche.
Il s’agit d’un opérateur de Fredholm d’indice 1.En effet T gl est clairement linéaire et

les trois conditions de la définition de Fredholm sont vérifiées :

1) le noyau est :

ker(T,) = {{zn} € [}/20 arbitraire € F z; = 0Vi > 1}

Ainsi :

dim(ker 7;) = 1 < oo

2) le conoyau est :

Coker(T}) = B/R(TY) = B./1} = {0}

3) I'image deT, gl est [% tout entier qui est fermé en tant qu'un espace topologique.

Nous obtenons en outre que l'indice de Tg1 est :

ind(T, = dim(ker T,}) — dim(CokerT,}) =1-0=1

2.2.4 Co-norme d’un opérateur fermé et opérateur de Fred-

holm non bornés

Dans tout ce qui est suit I'opérateur A sera considéré non partout définit sur H.
Notons D(A) son domaine,on donne et dans la suite la théorie élémentaire de Fred-
holm non bornées. Avant cela donnons bref une apercu sur les opérateurs a images
fermés. Pour cela il est nécessaire de connaitre les opérateurs fermés a images fermées

et d’exprimer quelques propriétés qui seront utiles plus tard.
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Finalement, on achéve notre travail par la définition de la co-norme c¢(A) d'un
opérateur linéaire fermé de domaine dense dans un espace de Hilbert H, et on revient
a cette derniere plus précisément.

D’apres ce qui précede on note :

1) C(H,H') I'espace des opérateurs linéaires fermés de H dans H' et & domaine
dense dans H' .

2) Si A€ C(H,H'),G(A) désigne le graphe de A tel que :

G(A) = {(z, AX),z € D(A)}.

Proposition 2.5. [6] Soient H, H' deux espaces de Hilbert et A un opérateur fermé

si :
B/H, (r) € ABy(1) Alors B;{, (r) € ABy(1)

preuve
11 suffit de montrer que B;{, (r) € ABg(1\1 — ¢). Pour tout ¢ €]0, 1].
Soit

y € By'(r) = llyllm <r
alors : 3¢9 > 0 tel que :
[yl < (1 —eo0)
Ou bien

€ B,(r)

D’autre part on a :
B;{, (reg) C ABg(ep),Vn € N

En effet :
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siz e B;{,(rsg‘) = ||zl < (reg)
Ou bien :

% <r= % € B;I,(r) CAB (1) = 2 € e§ABy(1) = z € e§ ABy(r)

par récurrence :
pour n=0 on a :
B;{/ (r) C ABy(1) comme

(7AS B;{/ (r) 3z € Br(1) tel que ||y — Azl < reg = (y — Axg) € B;{, (20)

pour n=1 on a :

comme (y — Azg) € B’ (r) 3 x1 € Bp(eo) tel que :

ly — Azg — Az || < ref = (y — Azg — Azy) € B, (ref)
En réitérant ce procédé, on obtient une suite

(-rn>n€N € BH(ng)

tel que :
ly=3 dull <t (@
i=0
ou bien :
(y — z”: Azx;) € B;I/ (rep™™)
on a: B

Vi€ N, |zl < <

par conséquence :

00 00 1
> el < 3 = e
1=0 1=0
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Ainsi de suite :

=0
est de Cauchy .
car si
m m
n<m:||zn— zm| = Z || = Z ]| -
i=n+1 i=n+1
m

i=n+1
alors (z,) converge uniformément vers x dans H et on a d’apres (6) (AZ,),, converge

vers y dans H et comme A est fermé alors d’apres la définition du domaine d’opérateur
_ 1
xv € D(A) et Av =y alors y € ABy (1)

Théoreme 2.3. [4] Soit H, H' deux espaces de Hilbert.
Si A est fermé et R(A) = H' alors A est une application ouverte .

preuve
Pour montrer que A est une application ouvert il suffit de montrer que :
Vyo€ H Ve>0,3r>0tel quey+ By, CYy+ ABy(e).

D’apres la proposition précédente :

Il suffit de montrer I'existence d’'un nombre r > 0 tel que :

By(r) C ABg(g) comme R(A) = H' alors
H = AUy g nBu(1)] = UpZynABu(1) = Uy nABn(1)
commeH est de Hilbert alors AB(1) est d’intérieur non vide ,d’apres le théoreme de

Baire , donc il existe un ouvert V' de H et p € N tel que :
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et

or :

0eV-VC ABH(%) — AB(%) C ABH(%)
comme V' — V est un voisinage ouvert de 0, il exits r > 0 tel que
B,.(r) CV =V C ABy(e)

Remarque :
1) (A, D(A)) est fermé si est seulement si pour tout suite (x,),cny dans
D(A),z, — x dans H et Ax — Y dans H , implique que z € D(A) et Az =Y.
2) On dit que A est fermable si m est le graphe d’un opérateur non borné que
I'on note par A avec son domaine D(A).
3)Tout opérateur borné est fermé, mais il existe des opérateurs fermés qui ne sont
pas bornés.
4) Si D(A) est fermé et A continue, alors A est fermé.

Avant de donné la définition de la co-norme, i est utile de rappeler quelques
propriétés de 'espace quotient. En effet pour tout opérateur A fermé, le sous espace

ker A est un sous espace vectoriel de Hilbert de norme définie par :

U = inf [jul| = d(u,ker A) (1)
uelU

U est la classe d’équivalence de u sur cet espace 'opérateur de D(A) ker A — H de
défini par AU = AU ,Yu € U est linéaire, fermé et inversible et son inverse A1 et de
domaine R(A) :

R(A™Y) : R(A) — D(A)/kerA

AU — A Y AW =7
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de norme :

|A||t = ~SBFA) ”%H ,avec u ¢ ker A (2)
ue

de plus si y € U alors Cl((zr_j) c’est a dire que y = u — z ou z € ker A, alors :

[ull = inf [Jull = inf lu—z|| = d(u, ker A)
yeu z€ker A
tel que
u € ker A (3)

Les relation 1 et 2 nous donnent :

~ u d(u,ker A

1A = sup L gy, AT
ucker A HAUH ucker A HAUH
ugtker A ugker A

Définition 2.15. Soit K ¢ ker(A) ,(A, D(A)) un opérateur non borné.

On appel co-norme ou module minimal réduit d’un opérateur A non borné, noté par
c(A) la quantité :

| Az

z€D(A)Nker AL ||x||H

c(A) =

Remarque Comme ker A est fermé de H, alors H = ker A @ ker AL et puisque

u ¢ ker A alors u € (ker A)* et par suite la con-orme est donné par :

Aull 1
(A=  inf I Aulr
ueD(A)N(kerA)L  ||ul] 5 [ AH]

¢(A) =0, si A! est non borné et ¢(A) = oo si AL =0
Définition 2.16. Soit A € C(H, H') un opérateur non borné sur H et F un sous

espace de H contenant kerA ,alors on définit

u€D(A)NFL ||U||H

c(F) est appelée la co-norme de A suivant F
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Proposition 2.6. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné de H dans H'

\ . e - . . e - N z /
A a un inverse borné si et seulement si A est injectif et a image fermé dans H .

preuve :
Supposons que A & un inverse borné et montrons que R(A) est fermé dansH '

Soit R(A), alors il existe une suite (z,)neny dans R(A) tel que x, — y, quand
n — oo dans H', or ((2,))nen € R(A), alors il existe une suite (£,), v € D(A) tel
que :

z, = At,, dou At, — y, quand n — oo dans H . Comme A est non borné, alors
il existe K > 0 tel que :

|At,, — Aty > Kt — timllm, et comme ¢, — y, alors la suite (¢,) est une suite
de Cauchy dans H.

D’ou ((t,) convergente vers t, et puisque A est fermé, alors ¢t € D(A) et :

At =y ,avec y € R(A)
Par conséquence, R(A) est fermé dans H .
Inversement. Puisque A est bijectif de D(A) dans R(A) et R(A) est un espace de
Banach, alors A™! est fermé de R(A) dans H, par conséquence A~! est borné de

R(A) dans H d’apres le théoreme de graphe fermé.

Proposition 2.7. [6] Soit (A,D(A)) un opérateur non borné de H dans H'
1) R(A) est fermé si et seulement si ¢(A) >0 .
2) c(A*) = c(A).

preuve
1) D’apres la définition de Popérateur A= | la con-orme ¢(A) > 0 si et seulement
si A~! est borné donc fermé (d’apres le théoreme de graphe fermé), et puisque
D(A™' = R(A) il résulte que A~! est borné si et sculement si R(A) est fermé,
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par conséquence c(A) > 0 si et seulement si R(A) est fermé dans H .

2) Soit Z = R(A) et A; Popérateur défini par :

AlD(A) — Z

u— Aju = Au

Considérons 'opérateur A induite parA; et exprimé par :

Ay :D(A)/ker A —» 2
[u] — Ay([u]) = Ayu

;l;est injectif et on a

Ay Al | Aul

— =c(A) >0
ueD(A)N(ker AL ||u|| g ueD(A)N(ker AN ||ul| g

D’apres (1) de la proposition précédente, on a R(ﬁ est fermé et on a A1 est borné,
et par suite Zﬁ est aussi inversible d’inverse borné tel que :

(A7) = (ATYy”

comme ker A* = R(A), alors H/ker A* = H/R(A'), et en sais que H/R(A') iso-
morphe au dual de R(A) par l'application [y*] = ¢, ou y* est la relation de y a z,

en particulier :

lyr I B(A)" = [lly"TI H/ R(A)

2)on a:



2.2 opérateur de Fredholm 49

HA*y HD A)/ker A = HAlyr“D(A)/kerA
Donc puis R(A) est fermé dans H' et A; est I'opérateur induit par A, alors on a pour
tout y* € D(A*),
1A || = | A5yl = Ayl

3) Comme (A7)~! = (A7Y)* etAl_ est borné alors :
1(AD 7 = A1) = (AT
Il est résulte d’apres les trois étapes 1),2),3) que

Ay A 1
(AT = inf | gl!: e Al _
vep(@a) ly*f| wepan flyrllj[An-1|
avecy ¢ ker A* .

= (A1) = ¢(4)

Proposition 2.8. Soit (A, D(A)) opérateur non borné de domaine dense dans H
alors on a :

1)dim(ker A*) = codim R(A).

2)Si A est fermé et R(A) est fermé, alors dimker A = codim R(A*) .

preuve 1)on sait :

(RIA)* = R(A)* = ker A"

R(A) = (ker A*)*

dim m = dnn(%)* = dim(R(A))* = dim ker A*

2)on a aussi :

codim R(A*) = dim R(Z) = dim 757 rA = dim ker A* = dim ker A

Appellation : Un opérateur fermé a image fermé est appelé un opérateur solvable

normal .



Chapitre 3

Stabilité de Fredholm

Dans ce chapitre, on montre que les perturbations faible n’influent pas sur I’en-
semble des opérateurs de Fredholm non bornées, contrairement au cas bornée, la
stabilité nécessite une condition sur la norme de 'opérateur bornée, cette propriété
de stabilité sera traduite sous forme des théoremes de stabilités . On acheve ce cha-

pitre par des applications sur les opérateurs de Hilbert-Schmid et 1’algebre de Calkin

3.1 Stabilité des opérateurs fe Fredholm dans le

cas borné

Définition 3.1. [4] Soient X et Y deuz espaces de Banach, et soit F € L(X,Y).
F' est appelé perturbation de Fredholm, si U + F € ®(X,Y) chaque fois que U €
O(X,Y).F est appelée perturbation de Fredholm supérieure(respectivement inférieure),
si U+ F € &.(X,Y)(respectivement U + F € ®_(X,Y))chaque fois que U €
O, (X,Y)(respectivement U € ®_(X,Y)).les ensembles des perturbation de Fred-
holm, semi-Fredholm a droite et semi-Fredholm a gauche sont,respectivement,notés
F(X,Y),F.(X,)Y) et F_(X,Y).En générale, nous avons

K(X,Y)C F,(X,Y)C F(X,Y).
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K(X,Y)CF_(X,Y)C F(X,Y).

Théoréme 3.1. Soit A € B(H, H') un opérateur semi-Fredholm a gauche(respectivement
a droite ). St K est un opérateur compact de H dans H', alors A+ K est un opérateur

semi-Fredholm a gauche(respectivement a droite) et l'indice de A+ K est l'indice de

A.

Peuve
Comme A est semi-Fredholm a gauche, alors il existe un opérateur B dans B(H, H')

et un opérateur F' compact sur H de sorte que
BA=1+F.
Comme K est compact alors BK reste compact, par conséquent :
BA+BK=1+F

Alors
B(A+ K)=1+ (F + BK)

Or lopérateur F' est compact alors :F + BK est compact, d'ou A + K est semi-
Fredholm a gauche.
Soit A un opérateur de Fredholm, alors il existe un opérateur de Fredholm B et un

opérateur compact L tel que :
AB=1+1L

Or d’apres le théoreme 1.7 BA est de Fredholm de plus ind(BA) = ind(B) +ind(A)
Et comme L est compact alors 1+ L est de Fredholm et ind(1 + L) = 0,

Donc ind(A) + ind(B) = 0 ou bien : ind(B) = —ind(A).

D’autre part, On a :BA+BK = B(A+K) = 14+ (L+BK) et (L+ BK) est compact,
alors 1 + (L + BK) est de Fredholm, alors :

ind(B(A+ K)) =ind(B) +ind(A+ K) =0
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et
ind(B) = —ind(A+ K)

par conséquence,on a :
ind(A+ K) = ind(A).

Théoréme 3.2. Soient A € L(H,H') un opérateur de Fredholm et A la bijection
associée.
Si B e L(H,H') tel que :

IBI < A7)

Alors, on a :

1)dimker(A + B) < dimker A
2)codim Im(A + B) < codim ImA
3)A+ B est de Fredholm
4)ind(A + B) = ind(A)

Preuve
A est Fredholm et A :H, x H, — H' est la bijection associée Z(ZL'(), Y,) = Axo + Yo
On pose C' = A + B et on considere :

C:Hyx Hy— H'
(w0, 10) = Cwo + Yo

\V/(l'o,yg) - Hg X H[/)

140, 50) = Co, yo)ll = |Az0 + yo — Cro = ol = (A = C)ao]| < [|A = Clllo
d’ot :
[A-Cll < lA-Cll= A=A+ Bl =[IB] <[|A7™

C est un opérateur borné inversible puisque

C=C—-A+A=AI+AC—A)et |[A(C-A) <1
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Donc: Ol = [+ A1 (C—A) 1A =™ (=AY (C-A)"A' e L(H', Hy x Hy)
Soit 'opérateur
00:HOX{0}—>H/
(IQ, 0) — O.TO

Cy est la restriction commune de C' et C sur Hy x {0}.
Comme Hy ~ ImA et A est de Fredholm, alors codim ImA < +oo et codim Hy <
+0oo donc codim[Hy x {0}] < 4+00. Par conséquent, d’apres la proposition 1.1, C' et

C sont aussi de Fredholm, et on a :
ind(C) = ind(Cy) + codim Hy
Mais
ind(Cy) = ind(C) — dim H,,

car ker Cy = {(,0) € Hy x {0} : Cz = 0} C ker C. Dot
ind(C) + ind(C) — dim Hy + codim H,

. Or, C est bijectif donc ind(C) = 0 , ce qui nous donne que ind(Cy) = — dim(H,).
Alors

ind(C) = ind(Cy) + codim(Hy)
=dimker A — codim ImA
= indA

Car codim Hy = dimker A et dim H, = codim ImA.

Ce qui monter que A est un opérateur de Fredholm d’indice égal a l'indice de
Iopérateur A.

2) Comme H = ker A@® Hy et C est inversible, alors

dimker C' < dim H/Hy = dimker A
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3)

codim ImC = —indC + dimker C
< —indA + dimker A
< codim I'mA

Remarque Ce théoreme montre que I’ensemble des opérateurs de Fredholm est
un ouvert dans L(H, H').

Corollaire 3.1. L’application ind : F(H, H') — Z est constante sur toutes les com-

posantes connexes de F(H, H')

3.1.1 application

1) (opérateur de Hilbert-Schmidt ) :
Soit
K :[a,b] x [a,b] — C(a < b)

une fonction continue pour toute f € L*([a,b]), on considere la fonction K; définie

pour t € [a, b] par

(KF)() = J; K(t,5)f(s)ds.

alors
1)K est un opérateur de Hilbert-schmidt de 'espace de Hilbert L?([a, b]) sur lui méme
Pour tout ¢ € [a,b] fixé, notons K; la fonction s — k(t,s) . En termes du produit

scalaire de L*([a, b]), on peut écrire :

(KA)(t) =<kp f>...(1)
Considérons une base hilbertienne (e, ),en+ de L?([a, b]). D’apres(1), on a

|Ken|l = [i'] < Ky e, > |*dt
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D’ou en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli :

S|l Keall? = Z/ < ko> Pt
n=1 n=1 b

= [ | < K&, > [t
n=1

mais Z | < ki, &y > |2 = ||k||* (formule de Bessel-parseval).

n=1
Ainsi

Z||Ken||2:/ \|Kt||2dt:/ / K (1, 5)[2dtds < oo
— b b Jo

2)Soit A € C*, I'équation T'f — f = g vérifie I'une ou l'autre des deux assertions
suivantes (alternative de Fredholm) ou bien , pour tout g € L?*([a,b]), il existe une
unique solution f ou bien il existe un sous espace strict N de L?([a,b]), tel que si
g € N, léquation admet une infinité de solutions et si g ¢ N, I’équation n’admet
pas de solutions.

3) Un exemple d’alternative de Fredholm en dimension 1

L’existence de K résulte du théoreme d’identification de Riesz de la continuité de
I’application trace .K est auto-adjoint puisque (Ku, v)y1(g+), Vu,v € H'(R"). Enfin,
il est de rang 1 car Yu,v € H'(R"), il existe une combinaison linéaire de u et v qui

s’annule en O :
au(0) +bv(0) =0 d’ont aKu+ bKv = 0.

Si K admettait deux vecteurs propres linéairement indépendants, il ne serait pas de
rang 1 mais au moins 2. .. Ku = Au donne —u" 4+ u = 0(R")

u (0) + Au(0) =0

Que T'on résoudre facilement dans H'(R™) et on trouve : A =1 et u =e°.

le probleme suivant :
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{trouver u tel que —u" +u = f(R") avec u'(0) + aku(0) =0}

admet la formulation variationnelle suivante :

u € H'(R"), [, (W'vO +wv)dz — au(0)v(0) = [, fvdz. Pour tout v € H'(R*),

cela s’éerit aussi en utilisant le théoréeme d’identification de Riez
u—aKu=g

Avec (g, U)HI(R+):fR+ fvdx . D’apres lalternative de Fredholm, si o # 1, le probleme
admet donc une solution unique u € H'(R").
- Si @ = 1, (toujours d’apres D'alternative de Fredholm) le probleme admet une

solution si et seulement si [, fe *dx = 0.

Cette solution n’est pas unique puis que on peut lui rajouter ce™".

3.2 Stabilité des opérateurs de Fredholm dans le

cas non borné :

3.2.1 Stabilité des opérateurs non bornés
Soit H un espace de Hilbert et M, N deux sous-espaces fermés de H.

Définition 3.2. Notons par Py; et Py la projection orthogonale sur M et N respec-

tivement, alors si x € M la distance d(xz, M) entre x et M est donnée par :
d(x, M) = inf ||z —
(2, M) = inf Jlz —y]

Donc :
d(z, M) = [|(I — Py)z|| = ||z — Puzl].

Définition 3.3. Soient M, N deux sous-espaces fermés de H.On pose

d(N, M) = |[(I = Par) Pyl + [[(I = Py) Pyl
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et
6(N, M) = [[(I = Pa) Pyl

Nous avons les résultats suivantes :

Lemme 3.1. d(M, N) défini une métrique sur l’ensemble de tous les sous-espaces
linéaires fermés de H.
Il s’avére que la métrique d(N, M) est étroitement liée a ce qu’on appelle la métrique

entre deux sous-espaces linéaires fermés définie par la formule :
g(N, M) = [Py — Py|

H.O.Corde et J.Ph.Labrousse ont montré que g(M, N) est une métrique sur C(H, H')
équivalente a d(N, M) de facons que :

g(N, M) < d(N, M) < 2g(N, M)

Comme le graphe G(A) de l'opérateur fermé A est un sous-espace fermé de l’espace

H x H, alors on a la définition suivante :

Définition 3.4. Soient A, B deux opérateurs fermés de C(H,H') de graphes G(A),
G(B).

Notons par Peay, Paesy la projection orthogonale dans H x H sur G(A) et G(B)
respectivement.

posons :
6(A, B) = [[(I = Pan)) Poullpixm = 0(G(A), G(B))

9(A, B) = || Po(a) — Pa)loxm = 9(G(A), G(B))

Proposition 3.1. g est une distance sur C(H, H') mais § ne l’est pas.

En effet, 6 ne vérifie pas la condition de symétrique :
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Soit A, B € C(H, H')
6(A, B) = [[(I — Pg))Paw |
6(A, B) = |[(I - Pé(B))Pé(A)H = ||[PG(A)<I - PG(B))]*H
8(A, B) = ||Paay(I — Pas))ll = 0(G(B)*, G(A)") # 6(B, A).

preuve

Vérifions que ¢ est une distance sur C'(H, H').
i) Soit A, B € C(H, H'), alors :

9(A,B) =0 4 ||[Paay — Pam)l =0

< Po) = Pa)

< G(A) =G(B)
< A=B.
it) Soit A, B € C(H, H'), alors :
9(A, B) = [Pea) — Fa) | = | = (Pas) — Pow) |l

9(A, B) = |[Pas) — FPow |l = 9(B, A)
iii) Soit A, B,C € C(H, H')
9(A,C) = [[FPoa) — Pao)ll = | Paay — Pawp) + Pa) — Pao)
< 1Pty = Pow)ll + [Paw) = Fowe)ll = 9(A, B) + 9(B, C)

Proposition 3.2. Soit A,Be C(H,H'), on a :
i) 6(A, B) = §(B*, A%)
i1) g(A, B) = max {6(A, B),d(B, A)} = g(B*, A*).

Preuve
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i) Définissons 'opérateur V' par :

V. HxHw—HXxH

(l’,y) = V($7y) = (—y,ZL’)

V' est une isométrie car :

1
IV (@ )l = 1=y, 2)llmxn = (l2lI* + 91?2 = (2, )|l mxa-
V' est surjectif par construction, donc V' est un opérateur unitaire.

De plus, on a :

Vi(z,y)=VoV(x,y) =V(-yz)=(—z,y)
= —(z,y), dou V? = —Ig.u

D’autre part, on a

On remarque que

Notons par

Us)aa) = (I — Pas)) Paa
Wama) = PayPaa)

donc, Ug(pya(a) est une projection orthogonale, alors on a

Ucp)ca) = Ugsyaa
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Par conséquent

0(A, B) = [[Us)cm | = 1U&B)c )l
= ||[({ - PG(B))PG(A)]*H = HP&A)(I - Pc*;(B))
= HPG(A)([ - PG(B))H = H(I - PG(A)J-)PG(B)l H

Puisque G(A) et G(A*) sont fermé dans H x H et comme
PV[G(A*)} <$7y) = VPG(A*)<x7y); vx?@/ el
alors

0(A,B) = [|[(I = PgayL)Pem)- |

= [|( = Pvigan)) Prias) |l
= [[V[(I = Pga)) Pasl

= (I = Pgar)) Pasl| = 0(B*, A”)

i1) Montrons que g(A, B) = max {0(A, B),0(B,A)}

6(A, B) = ||(I — Pas)) Paa
= [[(Pa(ay — Pas)) Pow |
d’ou
0(A,B) < g(A,B)  (4)

De méme pour 6(B, A)

6(B, A) = [(Pas) — Paay) Pa)ll

D’ou
6(B,A) < ||Pa) — Pawll = 9(A, B) (5)
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Alors, d’apres(4)et(5)on a
max {d(A, B),0(B,A)} < g(A, B) (6)

Réciproquement
Size HxH:

[Pocayz — Pamyz||® = || Poyr — Pom) Paya + Paw)Poayr — Pam?
= ||({ = Pa))Paayr — Pas)y(I — Poa )x||
= [I(I = Pa)) Payz|* + || Pa) (I — Paay)z|?
— 2((I = Pa)) Pawr, Pows) (I — Paa)x)
(
(

I(I — Posy) Paayell® + | Pasy (I — Pogay)z|?
2 Pg(A Z, PG B)J_PG( )(I — Pg(A))JZ>

Or PG(B)J_PG(B) = 0, d’ou

[Pyt — Posal® = (I = Pos) Poyl® + | Pags) (I = Pocay)?
< (I = Pas)) Pay P | Pacay|* + | Pas) (I = Poay)IPI(T — Paay)z|®
< 8*(A, B)|| Pacayz|]® + 6*(B, A)||(I — Paay)z|®
< max {6°(A, B), (B, A) } [|| Paay||* + |(I = Paay)z|?]
< max[{3(4, B),8(B, A)}*|lz|?

Donc on a :

(P — Pogs))zl] < max[d(A, B),6(B, A)|]|

alors
||PG(A) - PG(B)H S max[(S(A, B)? 6(Ba A)] (7)
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De (6) et (7) on a
9(A, B) = max(d(A, B),d(B, A)).

Définition 3.5. Soit(A, D(A)) un opérateur non borné sur H, de domaine D(A)
dense dans H.

On défini l'opérateur R4 par :
Ry=(I+A*A)7!

Admettons les propriétés suivantes de l'opérateur R4 qui vont étre utiles par la suite.

Proposition 3.3. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné sur H, de domaine D(A)
dense dans H, alors on a
i) Ra est un opérateur symétrique positive dont l'image est dense et égale a D(A*, A)
et D(Ry) = H . En outre

A"ARy =1— Ry

i1) L’opérateur AR, est aussi borné et en particulier on a
|RallL,ay < 1, ||[ARA|| Ly <1
i1i) AR u = Ra+«Au pour tout u € D(A) et on déduit que
(AR4)" = A"Ra-

Proposition 3.4. Si A € C(H,H') lopérateur Ra a une unique racine carré

symétrique, borné et positive qu’on la note par
SA =+ R4
Dont l'tmage est dense dans H, et vérifiant :

ISaully; = (u, Rau)
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De plus ImSs = D(A) et siu € D(A) on a Sa-Au = AS,u
On en déduit comme précédemment que

i) L’opérateur AS 4 est aussi borné et en particulier on a

HSAHL(H,H’) <1, ||ASA||L(H1H/) <L

i1) (AS4)* = A*Sa-.

iit) ||Saull + |ASaul|% = ||ul|?; pour tout u € H.

Pour quelques applications, il est utile d’avoir une deuzxieme métrique plus pratique
sur C(H, H'), qu’on note par p(A, B).p(A, B) et est définie par

p(A,B) = [||[Ra — Rp|]*> + |Ra- — Rp-||> + |ARA — BRg|?* + || A*Ra- — B*Rp-||?]2

3.2.2 Stabilité des opérateurs de Fredholm non bornés :
Proposition 3.5. [9] L(H, H') est un sous-espace ouvert de C(H, H').C’est-a-dire
quesiAe L(H,H') et si Be C(H,H') avec p(A, B) < L alors B € L(H,H')

V1A
et |A— Bl < 1+ [[A?V/1+ [ B[Pp(A, B).
Preuve Soit v € D(B), alors

[Bz|| < [[Az]| + [[(B — A)z]|

De plus
L |[(B — A)al| < |Ra-(B — A)a
< |[|[Rax — Rp+||||Bz|| + ||(Rp+ B — Ra-A)x||
Donc

(B —A)z| < /1+ [ AlP[[[Rar — Rp-

|Bx|| + || Rp«B — Ra-Al|||z]|]
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< 1+ [[AllPp(A, B)[|| Bx|| + ||zl

Puisque p(A, B) < 1+1”A||2 ceci implique Je > 0 tel que \/1 + ||A]|>p(A, B) < (1—¢)

ce qui donne
|Bz| < |A[llz]| + (1 — &)l Bx|l + (1 — &)

Ce qui montre que B est borné et on a

[ Bz]| <

m | =

(1 + [[AID]]
Mais puisque B est borné alors, B* l’est aussi et ||B* — A*|| = ||B — Al|.Nous avons
1B = Al < V1 + || A[2[|Ra« — Rp-[[[| B]| + | Rp-B — Ra-All]

De meéme

1B = A% < 1+ [[AIP[[ Ra = B[l Bl + || B*Rp- — A" Ra-

]

Par sommation des deux équation, on obtient

2B = Al < 1= [ AlPp(A, B)(1 + [|B]])
< V1+[APp(A B)v2y/1+]BI?

Finalement :

1B = Al < V1+ [AIPV1+[IB]*p(A, B).

Corollaire 3.2. [8] Si on pose v = Rau + B*Rp-Au on obtient v € D(B) et

[ —ull < |[Ra — Rllllull + [[A*Ra» — B*Rp-

[Aull - (8)

|Au— Bol| < |ARs — BR|llul] + | Ra- — Rp-

[Aull - (9)

Théoréeme 3.3. [11](Premier théoreme de stabilité) VA € F(H,H'), VB € C(H, H')
tel que p(A, B) < \/;(JFAC—)(A), alors B € F(H,H') et ind(A) = ind(B).

La démonstration du théoréme découle directement des lemmes suivants :




3.2 Stabilité des opérateurs de Fredholm dans le cas non borné : 65

Lemme 3.2. [8] Si B appartient a l'ensemble des opérateurs a images fermés et
A € C(H,H') et F est un sous-espace fermé de H contenant ker A tel que A =
d(ker B, F) < 1. Alors :

V1= X¢(B) = cp(A) < /14 A (A)V/1+ A(B)p(A, B).

Lemme 3.3. [9] Si B appartient a 'ensemble des opérateurs a images fermés tel
que dimker B = 0, alors si A € C(H, H') est tel que p(A, B) < — B on obtient

\/1+c2(B)’

[e(A) = e(B)] < V1+ 2(A)V/1+A(B)p(A, B)

Preuve : Du théoréme 3.2.2

Supposons que dimker A < 4+00. Donc puisque

1+ 2(A)

<
d(ker B, ker A) < “(A)

p(A,B) <1

On doit avoir aussi que dimker B < +00.

Maintenant soit F' un sous-espace de dimension finie de H engendré par ker B et
ker A, alors F' est un sous-espace fermé contenant ker A, et par conséquent \ =

d(ker A, F') = 0, et en appliquant le lemme 3.2.3, on obtint

¢(A) — cp(B) < 1+ 2(A)\/1+ 2F(B)p(A, B)
Ceci signifie que cp(B) > 0 sinon
c(A) <1+ A(A)p(A,B) < c(A).

Qui donne une contradiction, mais cp(B) > 0 signifie que I'image de By, la restric-
tion de B a F*, est fermé et puisque F est de dimension finie, ceci signifie que ImB

est fermée, donc dim ImB/ImBp < 4+00. Dot le résultat.
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Sidimker B = 400, alors codim ImB = dim ker A* < 400, par conséquent p(A*, B*) <
%, Puisque p(A, B) = p(A*, B*),c(A) = ¢(A*) et alors B* € F(H, H') ainsi
B e F(H H.

Montrons que ind(A) = ind(B). D’apres ce qui précede, B et donc B* ont une
image fermée, en outre d(ker B, ker A) < 1 et d(ker B*, ker A*) < 1 c’est-a-dire que
dim ker A* > dim ker B* et codim ImA > codim ImB.

Supposons que dimker A < +o00 et sont dimker A > dimker B +n ou n € N avec

n > dimker A — dim ker B, alors
ImB* Nker A = (ker B)* Nker A

Contient un sous-espace M de dimension n.
Soit N = {u € D(B*),ul ker B*, B*u € M}, alors dim N = n.Finalement :
Soit T'= N & ker B*, alors dimT" = n + dim ker B*. On veut montrer que dim 7T <
dim ker A*, c’est-a-dire T ne contient aucun élément différent de zéro u + w,u €
N, w € ker B*, orthogonal a ker A*.
Supposons qu’il existe un élément u + w et soit v = Ra«(u + w) = Ras(u + w) +
AR B*(u+w) et puisque B*(u+w) = B*u € ker. Alors, comme (A*u, B*(u+w)) = 0
On a

|A™ — B*(u +w)||* = |A™|]* + | B* (u + w)]|?

lv = (u = w)lI* = (1 = Ra)(w+w)|* = [lu+ w|* = (u+w,v) — | A"

La sommation des deux égalités donne
lu+wl* +[|B*(u + w)[|* = [lv — (u+ w)[|* + [[A"v — B*(u + w)||* + (u + w, v).
Puisque u + v est orthogonal a ker A* et en utilisant

[Raull* + AR sul* = (u, Rau)
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On obtient

L+ Al < vl + [A™]* = (u+w,v) < [Jollflu+ wl|

Donc
]| < mHUﬂLwH
Et donc “ H2
U+ w
< N 7
-t )] < 1

Utilisant (8) et (9) du corollaire 3.2.1, obtient
lu+wl?+[B*(u+w)|® < [|A*"Ra« — B*Rp-

utwl+[|Ra— Rp||| B (u+w)|[]* +

uw2
R4 = R lfut wll + |ARs = BR[| 5 (u + w) [ + {55755
< P(A, Bt wl? + 1B (u + )] + 1t

6214 *
< [i55 + mllle + w] + | B*(u + w)||?

Contradiction, donc dim ker A* = dimker B* +n
Si dimker B* = +o00 on a dimker A* = +inf et ind(A) = ind(B)

Avant de donner le deuxiéme théoreme de stabilité admettons le lemme suivant :

Lemme 3.4. [5] Soient (A, D(A)) et (B, D(B)) deux opérateurs tel que B est A-
borné de borne relative inférieure a 1, alors, S = A+ B est fermable si est seulement

si A est fermable, en particulier S est fermé si est seulement si A est fermé.
Théoréme 3.4. Soit A € F(H,H') et B est A-borné de borne relative a inférieure
al.

SiD(A)CD(B)et0<a<1, b>0 tel que a < (1 —b)c(A).Alors
(A+ B) e F(H,H') et ind(A+ B) =ind(A)

Preuve :
Comme l'opérateur B est A-borné de borne relative a inférieure a 1, alors S =

A+ B € C(H,H') est un opérateur fermé d’apres le lemme 3.2.5 introduisons une
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nouvelle norme définie sur D(A) a partir 'hypothese :
|ullpay = (a +e)||ullag + (b+ ¢)||Au|| g, Yu € D(A), Ve >0 (10)

alors (D(A), ||.||) pca) est un espace de Banach.

Appelons(D(A), [|.[) b iﬁ- o

On définit les opérateurs A et B de Hdans H'. Alors puisque B est A-borné on a
Ac £(H,H') et Be £(H,H.

Puisque ImA =1 m;l\, donc A est un fermé car A est un opérateur de Fredholm,
donc on a

codim ImA = codim ImA

et
dimker A = dim ker A

Alors codim ImS = codim ImS et dimker § = dimker:S'\, siS=A+B.

-~

L’idée de la preuve est comparer ¢(A) et ¢(A)

o A / A /
TR I A 1
u€D(A),u¢ker A HUH u€D(A),u¢ker A HUH
avec U € H/ker A
.Orona
u = inf — 11
fllog = _inf flu—zl (1)
On appliquent la relation (10)a (11) on obtient
[ullpay = ff(a+e)llu—zllm+ O+ e)Alu = 2)[| ]

= (a+e)l[ull + (0 + &)[Aull
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Car Az =0, donc

C(A\) _ ian ||A7;L\||H’ — in ) AHAUHH’
wen(d) |[ul] uen(d) (a +&)[ull + (b + €)|| Aull
Al o(4)

(a+e)+0+o)Au[lla] ~ (a+e)+ b+ e)c(A)

-~

Le fait que a < (14 b)c(A) donc on a ¢(A) > 1 avec ¢ suffisamment petit.

Comme || B|| < 1, alors || B|| < ¢(A) et puisque B est borné dans H, alors on a :
Im(A+ B) = Im(A+ B) et ker(A+ B) = ker(A + B)

alors
dimker(A + B) < dimker A

codim Im(A+ B) < codim ImA

Et puisque A est de Fredholm alors A + B l'est aussi.
Si a = 0 le théoreme reste vrai. En effet dans ce cas on a € + be(A) < ¢(A)

Par la relation (10), on a || Bu|| g < ¢||u|| g +b||Au|| g donc il suffit de prendre € = o’.

3.2.3 Algebre de Calkin

Rappelons que K(H) est un idéal fermé de L(H), ce qui nous permis de définir
espace vectoriel L(H), K(H) .
On peut facilement vérifier que (L(H)K(H),+,.,0) est un algebre appelée dans la
littérature mathématique algebre de Calkin [3].
Si A € L(H), alors la classe d’ équivalence de A dans 1" algebre de Calkin est
A=A+ K(H).
En particulier O = K (H), si I est I identité de L(H), alors I = I + K(H).
alors tous les éléments de la classe I de I sont des opérateurs de Fredholm d’indice
0. (Voir la proposition 1.5).
Soit 7 la surjection canonique définie L(H) dans L(H)/k(H) par m(A) = A+ K(H)
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La relation fondamentale entre algebre de Calkin et les opérateurs de Fredholm est

exprimé par le théoreme d’Atkinson [2].

Théoreme 3.5. [1] Soit A € L(H) AlorsA est un opérateur de Fredholm sur H
(A € F(H)) sim(A) = A est inversible dans L(H) /K (H) ( pour la loi de composition
de L(H)/k(H))

Preuve
Si A € F(H), alors d’apres la proposition 1.1, il existe B € L(H) tel que (I — BA) €
K(H) et (I — AB) € k(H), par conséquent, n(/ — BA) =n(I — AB)+n(0) =0

Donc

m(l) = 7(A) + (B)
= n(B)n(B)

C’est- a -dire que m(B) est 'inverse de m(A) dans L(H)/K(H].
Réciproquement supposons que m(A) est inversible dans L(H)/K(H) donc il existe
B e L(H)

Ou bien
7(l — BA)=(I — AB) =7(0) = K(H)
Donc il existe deux opérateurs K, Ko € K(H) tels que

I =AB+ K,
I =BA+ K,

11 vient alors de proposition 1.1 que A € F(H)
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Remarques 3.1. D’apres le théoreme de stabilité on sait que si K € k(H) alors,
A+ K € F(H) et ind(A+ K) = ind(A) pour tout A € F(H). En utilisant les
propriétés d’une algébre, on peut aussi vérifier que la réciproque est vraie, c¢’est-a-

dire :
KeK(H)= (A+K)e F(H),VAe F(H)

Nous pouvons aussi caractériser les opérateurs de Fredholm sur H d’indice nul a

Uaide du résultat suivant :

Théoréme 3.6. Soit A€ F(H).
ind(A) = 0 si est seulement s’il existe un opérateur B € L(H) de rang fini tel que
A+ B soit inversible dans L(H)

Preuve
Supposons que dimImB < oo et A 4+ B est inversible dans L(H), alors B €
K(H),(A+ B) € F(H) et ind(A+ B) = ind(A)

Comme (A + B) est inversible, alors
ind(A+ B) =0 =ind(A)

Inversement, supposons que ind(A) = 0.
Comme dimker A = codim I'mA < oo , il existe deux complémentaires X, et Yy dans

H respectivement de ker A et ImA :

H=kerA® Xo=ImADY,
dimker A = dim Y}

Par conséquent, il existe un opérateur inversible Ay des ker A dans Yy (propriétés de
la dimension finie )

Soit P la projection de H sur Xj rang de ker A . Posons B = Ay(I — P)B est bine
défini,( I - P )est la projection sur ker A le rang de X, et B étant de rang fini.

D’autre part,
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(A+B)r =[A+ Ay(I — P)lx =0
comme A, € A et Ag(I — P)x donc

Ax € %Aﬂyo = {0}
Ao(I — P)x € ImANy, = {0}

D’ou, A, =0et x = P,
Par suite,x € ker AN Xy = {0}, Par conséquent, ker(A + B) = {0} etA + B est

inversible .



Conclusion

Notre travail consiste a vérifier que I'ensemble des opérateurs de Fredholm est
un ouvert dans I’ensemble des opérateurs fermés, mais pour montrer ces résultats,
Labrousse,F.V.Atkinson et M.G.Krein,il ont été obliger a introduire des métrique

(d, g, p) pour facilité les preuves et bien sur la quantité la co-norme.
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