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INTRODUCTION

Dans ce travail on considére les fonctions monotones et certaines de leurs appli-
cations. Elles sont appliquées aux inégalités de Hardy, a la bornitude de 'opérateur
de Hardy-Littlewood, aux espaces fonctionnels tels que 'espace de Lebesgue faible,
I’espace de Lorentz et autres.

Le mémoire comprend une introduction, 03 chapitres, une conclusion et une
bibliographie assez récente.

Dans le 1¢" chapitre, on rappelle quelques propriétés des fonctions monotones,
ensuite on aborde un travail publié ot il est question de donner des caractérisations
pour lesquelles des inégalités inverses du type de Holder sont satisfaites pour les
fonctions monotones.

Au 2°™¢ chapitre, sont étudiées les inégalités de Hardy classiques pondérées pour
les fonctions monotones puis viennent les inégalités modernes de Hardy ou il est
question de caractériser la fonction de poids pour les fonctions monotones décrois-
santes afin que cette inégalité soit vérifiée.

Le 3°™¢ chapitre, comprend quelques applications, on cite 'une d’elles : soit

Ty = /0 k) (1)t

un opérateur intégral avec une fonction décroissante ot on cherche les conditions de

bornitude de cet opérateur entre les espaces LZZC,(WO) et AI(D{UOS avec pg > 1.

Ppo
dec,

00

)

croissante et A?{Ul est I'espace de Lorentz pondéré.

(w0) désigne 'espace de Lebesgue pondéré avec des fonctions positives dé-
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Chapitre 1

Inégalités intégrales pour les
fonctions monotones et les fonctions
de poids

Dans ce chapitre on concéder quelques propriétés des fonctions monotones, en-
suite nous donnons des caractérisations pour lesquelles les inégalités inverses du type
de Holder pour les fonctions monotones sont satisfaites ,

1.1 Introduction a la théorie des fonctions mono-
tones

Définition 1.1. Une fonction f est dite monotone no décroissante si :

1y < xp = f(x1) < f(x2)
d’une maniére analogue on définit les fonctions monotones non-croissante

Nous commencerons par I'étude des propriété de l'intégrale de Lebesgue

Flz) = / oL (1.1)

comme fonction de borne supérieure par la remarque évidente, mais importante,
suivante : si la fonction f est non négative, alors F'(x) est une fonction monotone non
décroissante. d’autre part, toute fonction sommable est différence de deux fonctions
sommables non négatives :

f(t) = fi(t) = f-(rt) (1.2)

de ce fait, I'intégrale 1.1 peut étre décomposée en une différence de deux fonctions
monotones non décroissantes. Par conséquent, 1’étude de l'intégrale de Lebesgue

3
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

comme fonction de sa borne supérieure peut étre réduite a 1’étude des fonctions
monotones du méme type,

Rappelons d’abord certaines notions. Lorsqu’il ne sera pas fait mention expresse
du contraire, nous ne considérons que des fonctions données sur un segment. Une
fonction f est dite monotone non décroissante si ,

1 <29 = f(21) < f(a2)

de maniére analogue on définit une fonction monotone non croissante
soit f une fonction arbitraire sure la droite.la limite !

g o+ 1)

lorsqu’elle existe s’appelle limite a droite de la fonction f au point zy et se note
f(zg 4+ 0). de fagon analogue on définit la limite & gauche de la fonction f au point
xg, notée f(xg—0). L'égalité f(xo+0) = f(xo— 0) signifie, évidemment soit que la
fonction f est continue au point zg, soit qu’elle a en ce point une discontinuité non
essentielle. le point ol toutes ces deux limites existent, mais sont inégales, s’appelle
point de discontinuité de premiére espéce ;

la différence f(xg+0) — f(zo — 0) s’appelle saut de la fonction f en ce point

Si f(zo) = f(zo —0) (xsp : f(xg) = f(xo+0) ) on dit que f est continue & gauche
(rsp : a droite) au point x.

1.1.1 Propriétés des fonctions monotones

1 toute fonction f, monotone non décroissante sur |a, b], est mesurable et bornée,
donc sommable.
En effet, par définition on a

fla) < f(z) < f(b) sur [a,b].

D’autre part. pour toute constante c. I’ensemble

Ac={z: f(x) <c}

est soit un segment soit un intervalle semi-ouvert (soit un ensemble vide). en effet,
supposons qu’il existe des points x tels que f(x) < ¢, et soit d la borne supérieure
de ces points. Alors A, représente soit le segment [a, d| soit 'intervalle semi-ouvert
la,d).

1. le symbole h — 0+ signifie que h tend vers 0 en restant toujours positif.
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

2 Une fonction monotone ne peut avoir que des discontinuités de premiére espéce.

En effet, soit 2y un point quelconque de [a, b, et soit x, — zg, ot xn < xq.Alors
la suite {f(x,)} est bornée inférieurement et supérieurement ( par exemple,parf(a)
et f(b) ). par conséquent, elle a au moins un point d’accumulation. d’autre part,
I'existence de plusieurs points pour une telle suite serait, évidement, en contradiction
avec la monotonie de la fonction f. Ainsi, f(zg+ 0).

Une fonction monotone n’est pas nécessairement continue. Cependant en a la
propriété suivante.

3 L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction monotone est au plus dé-
nombrable.

en effet, la somme de tout nombre finie de sauts d’une fonction monotone f sur le
segment [a, b] ne dépasse pas f(b) — f(a) par conséquent pour chaque n le nombre des
sauts plus grands que % est fini. en faisant leur somme pour tous lesn = 1,2, 3, ...,
on trouve que le nombre totale de sauts est fini ou infini-dénombrable.

Parmi les fonctions monotone les plus simples sont celles que 'on appelle fonc-
tions des sauts. Elles peuvent étre construites de la maniére suivante :

Supposons que sur le segment [a, b] soit donnée une suite finie ou dénombrable
de points

X1, T2, ey Ty -

et qu’a chacun d’eux soit associé un nombre positif &, de telle fagon que > h,, < co
définissons une fonction f sur [a, b], en posant

f((l}) = Z hy, (1.3)

Tn<x

Il est clair que cette fonction est monotone non décroissante. En outre elle est
continue & gauche? en chaque point, I’ensemble de ses point de ses points de discon-
tinuité n’est autre que {z,} et le saut en chaque point z,, vaut h,, > En effet,

flz=0)=lim f(z —¢) = lim > B

2. Si la fonction f était définie par la formule

Ty <x

elle serait continue & droite. dans la suite, sauf s’il y a mention explicite du contraire, toutes les
fonctions seront supposées continue a gauche.

3. A condition qu’aucun des points x, ne coincide avec b, car x,, = b n’intervient pas dans la
somme (1.3) Pour tenir compte du saut au point b il faut, au lieu de [a,b] considérer l'intervalle
semi-ouvert [a,b+ ¢),e > 0.
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

et, comme tout x, vérifiant la condition z,, < x vérifie également la condition x,, <
x — € pour € > 0 suffisamment petit, la derniére limite est égale a

Zhn:f(x)

Tn<x

flz—=0) = f(z)

Si le point x avec 'un quelconque des points z,,, par exemple, avec x = x,,,, alors

f(xno—i_o):ali)%if(xno_'—g)zel_l}%i <Z+ hn: <Z hna
Tn<TngtE Tn>Tng

c-a-d.
f(xno + 0) - f(xno - 0) = hn0‘

Enfin, si x ne coincide avec aucun des points x,,, la fonction des sauts est continue
en ce point(démontrer!).

dans la suite, nous entendrons par fonction des sauts toute fonction qui peut étre
obtenue a 'aide de la construction décrite plus haut. Les fonctions des sauts les plus
simples sont les fonctions en escalier dont les points de discontinuité peuvent étre
disposés sous la forme d’une suite monotone

< Ty <...<xy, < ...

Dans le cas général, une fonction des sauts peut étre douée d’une structure plus
compliquée ; par exemple , si {z,,} est I'ensemble des points rationnels du segment
la,b] et h,, = 5=, la formule (1.3) définit une fonction des sauts, discontinue pour x
rationnel et continue pour z irrationnel.

Une autre classe de fonctions monotones en quelque sorte opposées aux fonctions
des sauts, est continuée par les fonctions continues monotones. on a la proposition
suivante.

4 Toute fonction monotone continue & gauche peut étre représentée de facon unique
comme la somme d’une fonction continue monotone et d’une fonction de sauts (conti-
nue a gauche).

En effet, soit f une fonction non décroissante continue a gauche, x1, xo, x3, ... ses
point de discontinuité et hq, ho, hg3, ... ses sauts en ces points.

Posons
H(z) =Y hy

Tn<T
la différence
p=f—H
6
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

est une fonction continue non décroissants. pour démontrer cela, considérons la dif-
férence

pla) =) =[flz)— flz)] - [H(= ) - H(x)]|.
ott # < z'.Le seconde membre de cette égalité représente la différence entre la
croisement totale de la fonction f sur le segment [z, 2] et la somme de ses sauts
sur ce segment. Il est claire que cette différence est non négative, ce qui prouve que
la fonction ¢ est non décroissante. d’autre part z* étant un point arbitraire on peut

écrire
plx*—0) = f(z*—=0)— H(z" = 0) = f(z* = 0) Zh"’
n<lz*
p(r" +0) = f(z" +0) = H(z" +0) = f(z" +0) = > hy,
<g*
d’ou

p(x*+0) —p(z*—0)= f(z"+0)— f(z"—0)—h" =0
( h* est le saut de la fonction H au point z* ) Il en résulte, compte tenu de la

continuité a gauche de f et H, que ¢ est bien une fonction continue.

1.1.2 Dérivabilité des fonctions monotones

Théoréme 1 (H.Lebesgue). Tout fonction monotone f définie sur un segment [a, b]
admet presque partout sur se segment une dérivée finit .

Théoréme 2. Une série partout convergente

> Fu(x) = F(z)

ou F), sont des fonctions monotones non-décroissantes sur |a,b| est presque par-
tout dérivable terme a terme :

oo
> Fi(x) = F'(x).
n=1
Corollaire 1.1. La fonction des sauts d’une fonction monotone a une dérivée nulle

presque partout.

Démonstration. En effet, une telle fonction est la somme d’une série convergente de
fonctions non décroissantes de la forme

0 pour x < x,
E =
n(7) { h, pour x> x,

dont chacune a une dérivée presque partout nulle. O
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

1.1.3 Dérivée d’une intégrale par rapport a sa borne supé-

rieure
JL

de toute fonction sommable est différence de deux fonctions monotones du théo-
réme 1 on déduit immédiatement le résultat suivant

Comme l'intégrale

Théoréme 3. Pour toute fonction sommable ¢ la dérivée
d xX

% i gO(t)dt

existe presque pour tous les x.

1.2 Inégalités pondérées pour les fonctions mono-
tones

Nous donnons des caractérisations pour lesquelles les inégalités inverses du type
de Hélder pour les fonctions monotones sont satisfaites ,

Définition 1.2. soit f une fonction monotone positive sur (0,00), o un nombre réel,
on note Q,, un ensemble des classes des fonctions f telle que la fonction x=°f(x)
est une fonction décroissante , et nous écrivons f € Qq,

Définition 1.3. soit f une fonction monotone positive sur (0,00) , a un nombre
réel , on note Q*° un ensemble des classes des fonctions f telle que la fonction
x=®f(x) est une fonction croissante , et nous écrivons f € Q*°

Remarque 1.1. on dit que f € Q% N Qq, st elle est croissante ou décroissante.

Notation 1. Soit w une fonction de poids (une fonction positive mesurable) sur
E = (0,00) pour 0 < p < oo l’espace de Lebesgue pondéré L,.,(E) est l'espace des
fonctions mesurables telle que : :

(B = ( [ staputoc) "

Le but est de trouver des conditions sur les fonctions de poids u et v telles que

Pinégalité
(/OOO f($)qU(:v)d:v); <C (/OOO f(l’)pv(gj)dx); )

8
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

soit valable pour toute fonction f positive de I'une des classes Qq,, @ ouQ)y, NQ°.
L’essentiel ici et de prouver de telles inégalités avec des meilleures constantes.

Notre principale objectif et de prouver de telles inégalité avec les meilleures
constantes, cela a été possible, pour tous les parameétres 0 < p < ¢ < oo certains
résultat de ce type ont déja été prouver par Lorentz-Hunt , Bergh , Bergh-Burenkov-
Persson , Stepanov , Heinig-Stepanov , Pecarie-Persson , Heinig-Malingranda , et
derniérement par Gol’dman-Heinig-stepanov .

Lemme 1. Soient w une fonction de poids et 0 < v <1,0<r < oo
S10 <], alors

(/Ooo gp—l(@iw(;p)dmy < /OOO [/Ow(y)w(x)dxlvdy (1)

/ T o)y = / T ()d(s7) — a7 (a). @)

~H=)

et

S0 <7, alors

([ o e@rtua) < [T / :)w@)dxy@ 3)

Pour v =1 on a égalités dans (1) et (3)

Démonstration. Premiérement on prouve le pour la fonction décroissante pon peut
écrire formellement I'inégalité

o () < / 10, o)) (2)da (s5)

en fait 1 (0%) = co et p~(o0) =051 0 < y < p~(z) alors z < p(y) on trouve

¢ () 0o 00
o () = / dy = / 10,07 ()] (9)dy < / 10, o(y))(2)dy.

Dans le cas ot soit ¢~ (07) < oo ou ¢ (00) > 0 on peut faire des modifications de
cet argument pour voir que l'inégalité (xx) est également vraie dans ces cas. Ensuite,

par l'inégalité de Minkowski avec la L1 ,-norme a (%), nous constatons que
77

(/Ooo 901<£U)iw($)d:c)w — “9"71(55)\\%@

< [ tosn@dilzn < [ (@)

e (
0
oo #(y) K
= / / w(z)dr| dy
0 0

1,dy
p\/?
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

et I'inégalité (1) est prouvée.
L’égalité (2) découle de 1'égalité évidente

T

| o= [ e eaen

et I'égalité géométriquement claire

Pour prouver I'inégalité (3)pour ¢ croissante nous observons tout d’abord que

gp_l(x) < /0 Lio(y),00) () dy. (% * %)

En effet, si p71(07) = 0,07 (c0) =0 et 0 < y < p~!(z) alors p(y) < et

o1 (z) 00 00
vl () :/ dy =/ Lio o102 (¥)dy S/ Lip(y),00) (7)dy.
0 0 0

Les cas ou soit ¢ *(07) > 0 ou ¢ (00) < oo nécessite des modifications mineures
a nouveau. Ensuite, de la méme maniére que ci-dessus, par I'inégalité de Minkowski
avec L1 ,-norme utilisé & ( % *) on trouve que

,\/?

(/OOO sol(x)izl)(gzd«)clyc)7 =l @)z

< H/O Lo ccl@ayl| 1w S/O lo™ @)l wdy

00 00 Y
< / [/ w(:v)d:v} dy,
0 w(y)
et I'inégalité (3) est prouvée.

Si v = 1 alors ensemble {(z,y) : y = p(x) ou x = ¢ !(y)} en tant que somme
des graphes ¢(z) et ¢~ (y) a une mesure a deux dimensions nulle (cf. [16]), le
théoréme de Fubini nous avons des égalités O

Remarque 1. Si ¢ est unr fonction croissante et p(07) > 0 , alors l’égalité (3)
suit de 'égalité (1), Nous ne devrions utilisés l'inégalité (1) que pour la fonction
décroissante (x) = 1/p(x) avec le poids wy(x) = w(l/z)/xy et changer la variable
renl/x .

10
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

Théoréme 4. Soient 0 < p<qg< o0 et —o0 < ag < a3 < Q.
(A) L’inégalité

(/000 f(:c)qU(:L')d:c> v <A (/OOO f(x)pv(l')dl-) 1

est valable pour tout 0 < f € Qq,, st et seulement st

t 1/q t —1/p
A,, = sup (/ xq‘”u(x)dx> (/ xp‘”v(x)dx) < 00.
t>0 0 0

de plus A = A,, est la meilleure constante.
(B) L’inégalité

( /0 h f(a:)qu(a:)daz) v <B ( /0 h f@)%(@@) v

est valable pour tout 0 < f € Q*° si et seulement st

e’} 1/‘1 [e%¢) —1/10
Ba, := sup (/ xqaou(x)dx) </ acmov(x)da:) < 00.
t>0 t t

de plus B = B,,, est la meilleure constante.

Démonstration. (A) (4) < (5)
(4) = (5) , on pose f(x) =™ 1y (x) dans (4)

o) 1/q o0 1/p
(/ a:“ll[o,t]a:qu(x)da:) <A (/ xo‘ll[o,t]xpv(x)dx>
0 0
nous donne
t 1/q t 1/p
(/ :cqo‘lu(a:)cm) <A (/ :Cpo‘lv(a;)da;)
0 0

—1/p
on multiple les deux cotes par ( fot xmlv(x)dx> on trouve

( /0 t xqalu(x)dx) " ( /0 t xpo‘lv(x)dx>_1/p <A

t 1/q t —1/p
sup (/ zqalu(:v)dx) (/ :Bpalv(m)am) <supA=A
>0 0 0 t>0

11
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

donc
Ay, <A

() = (4),

on a
t 1/q t —1/p
A, = sup (/ mqo‘lu(a:)da:> (/ x”o‘lv(x)dx) < 0.
>0 \Jo 0

en multiple par
t 1/p
(/ :vpalv(:zr)d:v>
0

t 1/p t 1/q
(/ a:palv(x)dm) Ay, = sup (/ xqalu(x)dx>
0 t>0 0
t 1/q t 1/p
</ fnqalu(x)dm) <A, (/ xpalfu(:c)dx) vt > 0.
0 0

Puis, en mettant les deux membres a la puissance p

< /0 t xqalu(x)dx)p/q < A7 ( /O t :cpalv(x)dx) |

et en faisant le changement ¢ = p(y) avec 0 < ¢ | :

P () v/ #(v)
/ 21 (z)dx < AP / 2P (z)dx | .
0 0

ensuite en intégrant de 0 & oo par rapport a y :

o [ rely) ple o [ re(y)
/ / 21 () dx dy < A&/ / 2Py (x)dx | dy.
0 0 0 0

par l'inégalité (1) avec v = p/q < 1 et I’égalité (1) pour y =1, on a

en trouve

donc

00 p/q oo
(/ gp_l(x)Q/pxqalu(x)dx) < Agl/ o Hx)aP* v (x)ds.
0 0

on prend ¢~ (z) = (27 f(x))P , qui est une fonction décroissante

([ @)

p/q

<y, [T fpaatain
0

12
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

On trouve
([ sterumas)™ <, [ sopecarte
Donc
A< A,
® = o
(/000 f(x)qu(x)dx) v <B </OOO f(w)pv(x)dx> Vp
On prend : flx) =21y,  t>0dans (6)

(/ooo(ff%l[t,oo))qU(x)dx) Ha <B (/Ooo(x%l[t,oo))pv(x)dx> 1/p

Ce qui nous donne

([ o) "< ([ i)

en multipliant par
00 —-1/p
</ x”““v(x)dm)
t

( | xqo‘ou(:c)d:c> " ( | :Upa%(x)dx> ey

e’} 1/q 0 *1/p
sup (/ xqaou(a:)da:) (/ :vpaov(a:)da:) <supB=DB
t>0 t t t>0

B, = B

0 1/'1 o —1/13
B, = sup (/ xqaou(x)dx> (/ xpaov(x)d:c> < 00
t>0 t t

en multipliant par
oo 1/p
(/ xpaov(x)dx)
t

13

on trouve

ensuite

Donc
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

on a

e 1/p 00 1/q
(/ :Epaov(a:)dx> B,, = sup (/ xqo‘ou(a:)da:)
t t>0 t
0 1/‘1 0 1/13
</ a:qo‘ou(x)dx> < By, </ xpaov(x)dx) Vit < oo
t t

en élevant les deux membres a la puissance p

( /t b xqaou(x)dx) " B ( /t h xpaov(x)dx>

puis en faisant le changement suivant ¢t = ¢(y) 1 :

o0 p/q o0
(/ xqaou(x)d:c) < Bgo (/ q;paOU(Q:)dQI)
w(y) »(y)

en intégrant de 0 & oo par rapport a y

o] o] p/q 00 00
/ (/ xqaou(x)dx> dy < Bgo/ </ xpaov(x)dx> dy
0 o(y) 0 ©(y)

en appliquant 'inégalité (3) du lemme 1 :

Alors

on prend 0 < go_l(x) = (z7*f(z))P 1
(/om o (@) Pt ) de

)
(/OOO(17_a°f(90))qxqa(’U(x)dx>p/q < BP, /Ooo(x_aof(x))l’arpa%(q;)dx
)

donc
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

Remarque 2. Le théoréme (1) peut également étre écrit comme suit : Si 0 < p <
q < oo ,Alors

HfH t 1/q t —-1/p
% — sup (/ xqo‘lu(x)d:p) (/ mpo‘lv(x)dx)
0<f€Qq, Hf“zw >0 0 0

sup
11 : e o
sup L% = sup (/ a:qaou(x)d:c> (/ xpaov(x)d:t>
o<reqeo [[fllpo >0 \Ji '

1

et

Exemple 1.1. Soient 0 < p < ¢ < oo et u(z) = 2471 | v(z) = 2?71 avec a > —ay.

Ensuite Ay, = p"/Pq~"9(a + ay)/P19 et, par théoréme 1(A) , nous concluons que

X T

pour tout 0 < f € Qn, . Ce résultat , pour o = 0 , est connu dans la théorie d’espace
de Lorentz (cf [13, Théoréme 3.11]) en tant qu’intégration L(1/ca.p) C L(1/a.q)
d’espaces de Lorentz avec la norme égale a 1 , ou lespace de Lorentz L(1/c.p) est
l’espace générer par la fonctionnelle :

0 1/p
I fllejap) = [pa/O (:L"“f*(x))pd.r]

ou f* est le réarrangement de f

Théoréme 5. Soient 0 < p < q < oo, Supposons que 0 < f € Q% N Q,, avec
—00 < ap < a; < o0 et u,v deux fonctions de poids satisfaisant les conditions (5)

et (7). Alors
([ swruiwe) " < cpu ([ rmma)” ®)

o Cp g = (AYW/a=1/p) 4 Bl/(l/q—l/p))l/q—l/f’ pour p # q
et Cp, =max(A,B). sip=q .

15
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

Démonstration. YM > 0 on choisit £ € (0, 00) de telle sorte que

/5 " @) u()ds = M /0 @) u(w)dr. (@)
(/000 f(:r;)qu(x)dx)p/q = (/OE f(z)lu(x)de + /:O f(:v)qu(x)dx)p/q

on utilise (a)

(/oOo f(x)%(x)dx)p/q = (14 M)*/4 (/05 f(x)qu(x)dx)p/q

d’autre part

(/OOO f(x)qu(x)dx> ( / (@) "u(z)ds + / fl@)u(z da:) :
<M+1) < /ﬁ f(w)qu(x)dx) :
Alors : YA >0

A ( /0 h f(a:)%(x)dx)p/q Y (M - 1>p/q ( /5 h f(a:)%(x)dx)p/q (©

d’aprés (b) et (c) on a

(14 X) (/Ooo f(x)qu(x)d:)s)p/q = (14 M)P/a [(/: f(:)s)qu(x)dx>p/q

A 00 p/q
T ( /5 f (x)qu(as)daz) ]
on divise par (1+A)

(o522 o)
+ W ( /{ f(x)qu(x)dx)p/q]

ensuite

(b)
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

d’aprés théoréeme (1) (a) et (b)et on choisit A telle que AP = on trouve

que
([

< 1+Mp/q[ /ff Pu(z dx—i——Bp/oof Pu(x dx]

A
Mpr/a

1+ A
(1+ M) r/a
RSl | )P
T /oof v(z
B (1 + M)p/a »
-~ Br 4 ApMp/q f v(z
M > 0 est atteint a M = M, = A/B)pq/ a-p)
Alors on a :
—p\P/a
(1+M)p/q - (1_|_(A/B)pq/q p) b
Br + Ap)\P/4 Br + AP(A/B)(pq/q—p)p/q
(qu/q*p_,_qu/q*p)p/q
_ Bra/(a—p)-p/q
Br+(®2)/a—p 4 Ap+(2)/a—p APBP
Bp%/a—p
(qu/qu + qu/qu)p/q
— AP BP
Bpra/a—p + Apa/q—p

— (qu/q—p + qu/q—p)p/q (qu/q—p + Axmz/q—zv)_1 AP BP

_ /(a—p) -p)\1/a-1/p1p _

= [AB(AY/ (P + APa/4 P)) /a PP = Cg’q
pour p # q , et dans le cas ou p = q et il est égale max(AP, BP). ]

Exemple 1.2. soient 0 < p < ¢ < oo et u(z) = 7 o(z) = 277! avec

ap < a < oy les conditions (5) et (7) valable , respectivement avec
A= p g (o — )PV et B = p/Pq V(o — )P awec le théoreme (2)
on obtient cette inégalité

(/Om(‘aﬂ )" df)

1/p=1/q
< pl/pq—l/q ((a — Ojo) (al - Oé))

- a1 — g

o] d /p
([ ety
valable pour tout 0 < f € Q* N Q., V[ satisfait
0 < f(x) <max ((s/t)*, (s/t)*) f(t) Vs, t >0
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CHAPITRE 1. INEGALITES INTEGRALES POUR LES FONCTIONS MONOTONES ET LES FONCTIONS DE POIDS

Théoréme 6. Soient 0 < p<qg< o0 et —00 < ap < ay < 00
Linégalité

) (Amf@wwmwauqsc(Awf@Vwmm)UP

valable pour tout 0 < f € Q* N Qq, si et seulement si (9) et vrais pour la fonction
fi(z) = min(z®*, t*1~*0x*) qvec t > 0 arbitraire , i.e.,

P { </ooo[mm<“’a*t“1‘“°w“°>]qu<x>dx) .

t>0

X Uf[mm(”a”t“‘“W)}%(x)dx) W}

Démonstration. Voire [6] O

Remarque 3. Si on prend u et v comme lexemple (2) alors :

1/p—1
Wﬁmewwmm—m>”“

D=
pq ay — oo

Corollaire 1.2. Si0 <p < g < oo alors :

b 1o~ fllw _ [ min(e, t)]lg
o<fl || fooo fllpw 0 | min(z, )|,

Corollaire 1.3. 510 < p < g < o0 alors :

sup | fooo f”q.u _ || min(z, t)”q.u
0< fconcave H fooo f”p.v t>0 || min('I?t)“PfU

Corollaire 1.4. 510 <p < g < o0 alors :

1 oo .
sup H%fooofnq-u — sup | m%n(lyt/x)nq-u
o<l I3 Jo fllpw 50 [ min(L,¢/2)]l.0

18

Sample output to test PDF Combine only



Chapitre 2

Inégalités de Hardy pour les
fonctions monotones

Dans ce chapitre, nous allons étudier les inégalités de Hardy avec poids , mais
au lieu de travailler uniquement avec des fonctions positives, nous allons considérer
des fonctions monotones positives.

Certains auteurs, comme G. H. Hardy, ont déja envisagé 1’étude des inégalités
de Hardy quand on impose la restriction de la monotonie.Dans ce qui suit nous
donnerons les premiers résultats concernant les fonctions monotones. Cependant,
I’étude de I'inégalité de Hardy dans le cone des fonctions monotones a commencé
a susciter un réel intérét lorsque M. A. Aridn et B. Muckenhoupt ont étudié, la
bornitude de 'opérateur maximal de Hardy Littlewood,dans les espaces de Lorentz
qui est vérifiée si et seulement si I'inégalité de Hardy pondérée est valable pour les
fonctions positives et décroissantes. Ensuite, Il est intéressant d’étudier 'opérateur
classique de Hardy dans le cone des fonctions monotones.

2.1 Premiers résultats pour les fonctions monotones

Comme il a été dit dans I'introduction du chapitre, les inégalités de Hardy dans le
cone des fonctions monotones ont été examinées avant I’approche de M. A, Arino et
B-Muckenhoupt. En particulier, nous avons un résultat similaire avec une estimation
de ci-dessous pour les fonctions monotones

Si de plus dans le théoréme (7), on suppose que f | alors on obtient le résultat
suivant

Théoréme 7 (ce théoréme est utilisé dans la remarque (2.1)). Si f une fonction
positive , p > 1 et a« < p—1 alors :

/OOO (i /Oxf(t)dt)pxadm < (ﬁ)p/:o P@)ad

19
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE HARDY POUR LES FONCTIONS MONOTONES

Démonstration. On suppose (t = zs)

</ooo (i /Dx f(t)dt>pxadx) v _ (/OOO </01f(IS)ds)pxadx> 1/1:
([T stosyarnas) o) ’

On applique 'inégalité intégral de Minkowski et par changement de variable (y = xs)
on obtient :

(Am(lﬁﬂ%”W%QY¢ﬁupﬁfj(Amf%mpﬁm)mﬁs
<[ (o) e
- (/o1 S_l/p(aﬂ)d's) < /0 ) f”(y)yo‘dy) ”

D o0 1/p
- P () d
p— (/0 Py y)
Théoréme 8. Sip>1,a<p—1et0< f| Alors :
— t)dt | x“de > ——— x)Paxde.
[7G [ > [T

Démonstration. On définit F(z) = [; f(t)dt et par le théoréme de Lebesgue on a

d P p—1 p—1yp—1 p—1 p

— (F@)" =pf(&) (F@®)" = pf@) (fO) ") = pt" (1)

pour presque chaque ¢ , nous intégrons de 0 & x , on a
x
F(z)P > / tP=Lf(t)Pdt.
0

En appliquant le théoréme de Fubini, nous obtenons

/O N (i /0 ' f(t)dt)pxad;z: _ /0 " Pl rds
> /0 N (p /0 ' Pt f(t)pdt) T Pdx
=p /0 N ( /t N xo‘_pdx) L f(t)Pdt

00 ta—l—l—p
_ /0 AL
-—£ / F(epeed

0
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE HARDY POUR LES FONCTIONS MONOTONES

Remarque 2.1. Si on applique les deuz théoremes (8,7) avec p > 1 et a« =0
pour VO < f |

v [Cseras [T(3 [ ) a <y [T e

avec des conditions supplémentaire on peut trouver que les intégrales :
00 1 T p
/ (—/ f(t)dt) x%dx
0 T Jo

/ f(x)Pxdx
0
sont comparables

Théoréme 9. S10<p<1,a<p—1 et f une fonction monotone positive alors :

/0°° (é /OI f(t)dt)pxo‘dx ~ /OOO F(2)Prda

Démonstration. voir(|3], page : 45)
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE HARDY POUR LES FONCTIONS MONOTONES

2.2 Caractérisation de I’'inégalité pondérée de Hardy
pour les fonctions monotones

D’aprés la section précédente, on voit qu’il est nécessaire d’étudier des inégalités
de Hardy dans le cone de fonctions monotones. Ce probléme a été résolu par M. A.
Arino et B. Muckenhoupt (p > 1) en 1990 et par E. Sawyer dans une situation la
plus générale (p,q > 1), dans la méme année.

Tout d’abord, considérons la bornitude de 'opérateur de Hardy classique : H :

LA (w) — LP(w) ou p > 1.

dec

Définition 2.1. Soient w € R* une fonction de poids, et 0 < p < 0o , on définit le
cone des fonctions décroissantes comme suit :

L (w) = {o <7l ( / ) f<x>pw<:c>dx)’1’ < oo}

Remarque 4. l'inégalité (B. Muckenhoupt)

(/OOO (i /Ox f(t)dt)pw(x)dxy <C (/OOO f(x)pw(x)da:y f>0f) (21

est valable si et seulement si
(/ w(;z:)zfdx> " < (2.2)
0

B = sup (/ w(x)dx)
r>0 r P

Si la fonction de poids w satisfait (2.2), alors (2.1) est valable. Cependant,l’inverse
n’est pas vrai,

B =
=

est satisfaite
Exemple 2.1. on peut considérer la fonction de poids

str<1ona

1 oo r ’ £/ l—p g— 1
(/ m%pdm#—/ xépdx> </ xgpdx)p B - +C, T, i
" 2 0 D—3 o+ 1

SO~
s

S

iS]
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE HARDY POUR LES FONCTIONS MONOTONES

ot Cp, et C}, sont des constantes qui ne dépendent que de p. Donc B = oo et (2.2)
n’est pas vérifier. Cependant, lorsque f |, nous avons :

([ f o) )= (o) )
= 1/p
<o [ rwpera)

<o sore i [ sy "
<o ([ rapuma)

C

et (2.1) est valable .

Théoréme 10. Soient (X, 1) un espace mesurable et w une fonction de poids. Alors,

s10<p<oo:
0o 0o Ar(y)
/ [ ()P w(t)dt = p/ yP! / w(t)dt | dy (2.3)
0 0 0
est valable

f* désigne le réarrangement de la fonction f
pour la preuve voir ([3],page 51)

Théoréme 11. Soit 1 < p < oo ['inégalité :

([ ([ sa) wions) <o ([~ sopuimn) e

est valable pour toutes les fonctions décroissantes positives si, et seulement si, il
existe une constante C' > 0 tel que

/ w(x)dx < C’%/ w(z)de  Vr>0 (2.5)
r 0

xP
Notation 2. On note B, la classe de poids qui satisfont (2.5).

Lemme 2. Soit f une fonction décroissante positive on considére g(x) = f(Aly|"),x €
R” quand A = |By1(0)|, alors g*(t) = f(t)

Pour la démonstration du Lemme 2 voire [3]
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CHAPITRE 2. INEGALITES DE HARDY POUR LES FONCTIONS MONOTONES

Démonstration. Nous supposons d’abord que (2.4) est valable pour toutes les fonc-
tions décroissantes positives , fixant r > 0 on choisit f(z) = x(,(x), donc

([ vt sre [ 200) < ([ wimar)’
/TOO %d;ﬁ < (J’Tlp /Orw(x)dx

avec C" = CP — 1 nous supposons que (2.5) est valable pour tout r > 0.
Observons que
x P z t p—1
([ swae) = [*( [ s05) sionar
0
oo [ (0 o) s

ou,

On définit g(t) := ( i > f(t) , alors :
o0 1 x V4 . ) %
— [ ftdt) w(z) P dt dx
0 T Jo
Nous remarquons que, si f | , alors la fonction : ; f(f s)ds | et donc g | alors

nous savons que, par le lemme 2, g = h* avec h(z) := g (A|x | ) En appliquant (2.2),
nous obtenons :

T 00 An(y) 1 00
| atwrtar= [T [ e @ty == [ i (), 7 dy
0 0 0 P Jo

En appliquant le théoréme de Fubini, (2.5), (2.3) et inégalité de Holder, nous
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concluons :

/OOO (é /Ox f<t>dt>pw dl‘—/ / min (A (y )pdy%dx
- ( [ wwae sy | y “’;j)dx) dy
cver [ [ wiouni

(1+C")/0 g(x)w(x)dx

—aven [T(3[ f(t)dt>p_1 F@yule)ds
<1+ ( Ooof<x)pw(w)dx)’l°

« (/Ooo G/O f(t)dt)pw(x)dx)”l'

Alors :
1

LGl (”dt)pwmdx); <o ([ sorut)’

avec C =14+C' O

Corollaire 2.1. Soient 0 < p < 1 et w un poids dans Rt alors 'opérateur de Hardy
classique H : LY (w) — LP(w) est borné si et seulement si w satisfait la condition

B

)
Pour la preuve voir ([3|, page : 54)

Théoréme 12. On suppose que 1 < p < 00 et soient v, g deux fonctions mesurable
positives sur (0,00) telle que 0 < fo z)dr < 0o Yt > 0 alors

Osg}i Ug}gjﬁjz))jg N / </ fo v(s) ds ) v(w)dx
</OOO </0 g(t )dt)p—l (/jv(t)dt)l_p/g(x)dx) F
i </ooo (/0“ g(t)dt)p/ W@)p/

fooo g(x)dz
(fooo U(iﬂ)dz)g

L

3=

Q

+
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preuve voir (|3],page 55)
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Chapitre 3

Applications

La caractérisation de I'inégalité pondérée de Hardy dans le classe des fonctions
monotones a plusieurs applications, nous pouvons étudier la normabilité de ’espaces
de Lorentz et I'espaces de Lorentz de type faible en termes d’inégalités de Hardy
pour les fonctions positives monotones .

Définition 3.1. Soient 0 < p < 0o et v est une fonction de poids, alors on définit
l’espace de Lorentz pondére,

AP(u) = {f:R" = R", || fIAP(v) } < o0,
ol

1) = ([ f*(sc)%(x)dx)’l’

Définition 3.2. Soient 0 < p < oo et v est une fonction de poids, alors on définit
I’espace de Lorentz pondéré faible

AP®(v) = {f : R" = R || f|AP®(v) } < oo,
17147 () = sup (frtw'/r(1)).

Définition 3.3. L’opérateur de Hardy est défini par :

Hf(t) = %/0 f(z)dz,t > 0.

3.1 Normabilité des espaces de Lorentz

Définition 3.4. Nous définissons [’espace

Ip(v) = {f measurable on R™ : (/Oo f**(an)pv(:c)dm) ’ < oo}
0
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS

Théoréme 13. On suppose 1 < p < oo, et v(x) et f une fonction mesurable positive

sur (0, 00)
Les conditions suivantes sont équivalentes
(1) Ap(v) est un espace de Banach

(i) Ap(v) = Tp(v) et | Fll = (2 f*(2)Po(x)da) » avee || f] == (2 f

(i1i) L’inégalité

(/Orv(x)dxy </O (% /jv(t)dt)l_p/ dx),, <Cr

est valable pour tout r > 0.

(iv) L’inégalité
0 5 B r 1
</ U(x)dx> < — </ v(ac)dac)
T xP r 0

Po(x)dz)?

(3.1)

est valable pour tout r > 0, c’est-a-dire que le poids v satisfait une condition

B

-

Démonstration. voir ([3], page 61)

]

Définition 3.5. Nous disons qu’un poids v est dans B , sl existe une constante

C > 0 telle que pour tout 0 < s <r < oo

1 /[ 1 [
- <(CO-= .
7‘/0 v(t)dt < C’S/O v(t)dt

Remarque 3.1. Si on écrit V(z) = [ v(t)dt et v € By est équivalent a dire que

V' est quasi-concave.
Afin d’étudier la normabilité de A'(v), on utilise les résultats suivants,

Théoréme 14. Considérons l'opérateur intégral Ty, f (x fo t)dt ou k(z,t)
est un noyau positif et supposons que si f est decmzssante alors ka LdeC (wg) —

APL (wq) avec pg > 1 est borné si, et seulement si,

supsup/ k(x,t)dt (/ wo(t)dt) " (/ wl(t)dt) "<
z>0 r>0 Jo 0 0

Théoréme 15. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) A*(v) est un espace de Banach.
(ZZ) v € Bl,oo
(1ii) M : AY(v) — A1>°(v) est bornée.
(iv) H: L', (v) — LY®(v) est bornée.

Démonstration. voir ([3], pages :66-68)
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Théoréme 16. Soit Ty f(z fo t)dt et on suppose que Ty f est une fonc-
tion non-croissante , quand f est non- crozssante , alors Uopérateur Ty, : LY (w) —
AP (w) est bornée si et seulement s,

o

sup (/OOO (/Oyk(z,t)dt)p/ (/wa(t)dt) ﬂjlw(y)dy) '

1 =

+ /OOO k(2 £)dt </0°O w(s)ds) ) (/0 w(s)ds) .

Théoréme 17. Ce qui suit est équivalent

(3.2)

(i) AP(w) est un espace de Banach.
(i) 7 Ly (w) —> L7 (w)
(i1i) M : AP(w) — AP (w)

3.2 Normabilité des espaces de Lorentz faibles

Proposition 3.1. Soit 0 < p < oo, a > —1 et v une fonction de poids
Va(t) == (1 4+ )V (t)*v(t)
Alors || - [|arcew) = || + [| Artas1).00(y,) €t dome AP (v) = APt ()

Remarque 3.2. Si on prend a = % — 1 > —1 dans la proposition 3.1 , on trouve

que
Ap,oo(v> — Al,oo (Ul,1>
Démonstration.
t p(a+1) p(oc1+1) %
</0 Ua( ) = ( 1 + a )av(r)dr) - ([U(T)aﬂ]i:()) pla+1)
1
= V P
on a

t platl) 1
[T —— ( / vamdr) — sup SOV = [Flareie
t>0 0

t>0

Théoréme 18. soit 0 < p < 0o les assertions suivantes sont équivalentes
(i) v e B,
(ii) fr . ldt < Cis ’"p
(iii) [ tpHdt < Cvg
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Démonstration. poids v € B, si et seulement s’il existe une constante C' > 0 telle

que
/ v®) g < Y0
T tp

rp

pour tout » > 0

/s %dt <oV (3.3)

< v
en intégrant par partie

/s U(t) gt — V(s) B V(’f‘) n C’/s V(t)dt

tp sP 7P tptl

tpt+1 - rp

*V(t) CV(t) <1 _V(s)

puis (3.3) équivalente a
/‘V®ﬁ<0ﬂﬁ

tpt 1 - rp

WQgcw”mm/mV@ﬁ<CK@

mais

c’est (7ii). enfin, pour voir I’équivalence entre (ii) et (i7i) on utilise le résulte dans
[16] : si m est une fonction positive, 0 < r < oo, alors

[ S mme

[ 5w~

L’équivalence entre (ii) et (iii) est obtenue a partir de m(r) = VT(Z;) O

si et seulement si

Définition 3.6. Soit v une fonction de poids, on note V(t) = fgv(s)ds.
pour 0 < p < o0

on dit que V' est une fonction p quasi-concave s’il existe une constante C' > 0
telle que pour tout 0 < s <r < oo

Vi) _ V()

rp sp ’

(3.4)

Proposition 3.2. Soient 0 < p < co,a > —1 et € > 0, si V satisfait (3.4) alors
Vo € Bp(a+1)+e-
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS

Théoréme 19. Soit 0 < p < oo alors
(i) H : L5 (v) — LP™(v) si et seulement si

/ L gt<o—"— w0 (3.5)
0 V(t)r Vir)e

(it) siv satisfait (3.5), alors il existe ¢ > p telle que H : L1 (v) — L2>°(v)

dec

Démonstration. pour prouver (i) on prend T'=H, X = LP>®(v) et N = || - || zp.oow),
alors
1 1 t 1 1
HH <V7> = sup — (/ V(S)Pds) V(t)r < oo
Lpeow) >0 T
on prouve (ii) soit f(t) = V(t)_% telle que || f||Lpoo(v) = 1. On définit

HEF() ==H (H1F) (t)

avec H1f(t) = (Hf)(t) on note que si v satisfait (3.5) et par (i) on a
H: Ldec( )—>pr00( )eterLdec( )7

HEf(t) = %/Ot %logk_l (;) dr

pour k = 2 on a , en intégrant par partie

/ /f Jdsdr = - /f )ds log(t) /f 21(%)%

on outre on suppose que la formule est vraie pour k et on applique le théoréme de
Fubini
HLF (1) / / — 1 ght (g) dsdr
1 1 r
- - logh! (—) drd
t/of(s)/sr(k—l)! ©8 s)
1/ 1, [t
= Z/o f(s)Hlog (E) ds
par (i), 3A > 0 telle que “ka“moo(v) < AF|| fll Lpoo(w) = A¥ sion prend 0 < e < &

alors -
Z 11 F ]| oy < D _(eA

k=1

par conséquent

; 1 HE ] ooy < ©
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS

Pour C' > 0 étant donnée o = % -1, HQHLg»:j(v) = ”g”Li’;"(va)
o P ko k
SO =Y ény <Y eH S e
k=1 L2 (v) k=1 L3z (va) h=t (3.6)

= Y M gy <
k=1

donc

et (3.6) donne

(L@ aze e

Pour tout ¢ > 0, de 3.5 on a

t
Sls/ L r<ot
V(s)® o V(r)» V(t)»

pour tout oo > s >t > 0 telle que p-quasi-concave on applique (3.7)

V(t ; 1 t 1 e
<t) v(t)p/ V(r) FV(r) Rdr < C
0
donc
t 1+4e€ t
/ Vi) < 0—
0 Vi(t)»
Ce qui implique H : L. (v) — L¥®(v) avec ¢ = - U

Théoréme 20. soient 0 < p < oo et v une fonction de poids dans RT | alors les
conditions sutvantes sont équivalentes :

(i) M : AP>*(v) — AP>(v)
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CHAPITRE 3. APPLICATIONS

(i1) v satisfait (3.5) telle que

/ L agt<o .
o V(t)r V(r)r

pour tout r > 0
(iii) v € B,

. : * * 1 *
(1) Si || fxpoe vy 7= sUPso (HF) (V ()7, alors || - [arsow) = | - |35
(v) AP*°(v) est un espace de Banach.

Pour la preuve voir ([3], page : 75) .
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CONCLUSION

Le théme est d’actualité. On peut appliquer les fonctions monotones
a différents opérateurs dans différents espaces fonctionnels ce qui ouvre
des perspectives de recherche.
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