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Introduction

Le travail de ce mémoire concerne des problemes d’optimisa-
tion géométrique [9, 10, 7, 6, 11, 8, 3]. On sait déterminer la
forme d'un domaine 2 minimisant une fonction cotlt qui en dé-

pend par le biais de la solution uq d'une EDP posée dans (2.
J(Q) = J (2, uq)

La complexité de ces problemes a donné naissance a des ap-
proches matiples, ayant pour objectif de calculer la forme opti-

male sur un domaine 2 (si elle existe).

On citera en particulier :

* Loptimisation de forme paramétrique : cette méthode
se base sur un nombre fini de parametres géométriques et
consiste a trouver ces parametres.

* Doptimisation de la forme classique : les domaines im-
posés sont de la méme topologie que l'initialisation.

* Doptimisation de forme topologique : les domaines ob-

tenus sont de forme quelconque.
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Introduction

La premiere approche de la méthode d’optimisation topologique
a été effectué par Schumacher [3] sous le nom de "bubble me-
thod". Cette méthode consiste a étudier la variation de la fonc-
tion J par rapport a I'insertion d'un défaut sphérique w, = Xy+pw
avec condition aux limites de Dirichlet sur le bord du défaut. On
cherche alors un développement asymptotique sous la forme sui-

vante :

J(Q\w,) = J() + f(p)ds(Xo) +o(f(p)), Vp=0

N

ou
e f(p) est une fonction positive et lin% f(p) =0.
p—
e 0; est le gradient topologique qui permet de localiser le dé-

faut.

Dans le cadre de ce mémoire, on va utiliser la méthode d’opti-
misation topologique pour le traitement adapté a un controle du
plaque mince.

La modélisation mathématique de ce probleme conduit a ’opéra-
teur Bilaplacien.

A%y = f

Dans notre travail, on applique donc la méthode d’optimisa-
tion topologique définie plus haut pour calculer le gradient topo-
logique pour l'opérateur Bilaplacien et en déduire un algorithme
pour localiser la zone de confinement du trou a partir des me-

sures données sur la frontiere du plaque mince.
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Introduction

Le premier chapitre est consacré essentiellement aux rappels des
résultats principaux sur les espaces de Sobolev classiques, nous
en rappelons des définitions et quelques propriétés pour mieux
comprendre le continu de ce travail. A la fin de ce chapitre, on
rappelle quelques résultats théoriques généraux que nous utili-

Sserons.

L'objectif du deuxiéme chapitre est d’analyser la sensibilité to-
pologique de 'opérateur Bilaplacien vis a vis de l'insertion d’'un
défaut circulaire avec condition aux limites de Dirichlet sur le

bord de trou.

Finalement, le troisieme chapitre est dédié aux résultats numé-

riques obtenus avec ces outils du gradient topologique.
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Chapitre 1
Rappels et préliminaire

1.1 Equations aux dérivées partielles

Définition 1.1. L'équation aux dérivées partielles est une équa-
tion mathématique contenant en plus de la variable dépendante
u et les variables indépendantes (x,y,...) une ou plusieurs déri-

vées partielles.

Cette équation est ainsi de la forme :

; @ @ Pu *u 0*u
"O0x’ Oy’ 022 Oxdy’ Oy’

F(x,y, ..., )=0 (1.1)

ou F' est une fonction de plusieurs variables. Si n le nombre de
variables indépendantes, alors nous considérons le n-tuplets de
variables indépendantes ( = ,y ,...) comme appartenant a un do-

maine D convenable de R.

Nous utiliserons EDP comme abréviation d’équation aux déri-
vées partielles. Une solution de ’équation (1.1) est une fonction

u=u(x.,y,...).



Rappels et préliminaire

Exemple 1.1. Exemple ’EDP :

0*u ou., Ou, Ou

x(@) + (8_y) - (%)'(@) = sin(z” + y°) (1.2)

(12) & 25 5) + (507 - (50-(Gr) — sin(a? + 47) =0

1.1.1 D’ordre d’une EDP :

L'ordre d'une EDP est un ordre de la dérivée partielle d’ordre

le plus élevé. Par exemple :

Ou O*u
92205 + :U(&CQ) = exp(z) (1.3)

est une EDP d’ordre 3.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.

Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une applica-

tion notée < -,- > de E.F dans le corps IK réalisant :

1. la linéarité par rapport a la premiere variable : Vo, 5 € IK, Vxy, 29,y €E/

<ary+ fro,y >=a<x,y>+p < 10,y >
2. Ve,yeE, <z, y>=<vy, x>
3. <x,xz>>0VrcE

4. <z,x>=02=0



Rappels et préliminaire

Définition 1.3.

Soit < -,- > un produit scalaire dans F. Si E est complet pour
la norme induite par le produit scalaire (|| = ||= /< -,- >) , on dit

que F est un espace de Hilbert et on le note (H, < -, - >).

1.3 Quelques rappels sur les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role crucial dans I'étude des
équations aux dérivées partielles.
Soit 2 un ouvert de R"” muni de la mesure du Lebesgue. On dit
lespace LP(f)) des fonctions mesurables de p-eme puissance ab-
solument intégrable pour p € N* et essentiellement borné pour
p = +oo sur {2 .

On note :

Hfmmnz([gﬂ@wm)p

[flloc = sup | f(z)
xef)

La norme de I'espace L*(Q2) est induite par le produit scalaire :

<fy>=l#uwwux

avec ce produit scalaire, 'espace L?(2) est un espace de Hilbert.

1.3.1 Espaces de Sobolev W#?(Q) :
Soit 2 un ouvert de R" et soit p € R ,avec 1 < p < +00, k € N

Définition 1.4. Lespace de Sobolev W*?(Q) est défini par :

WhP(Q) = {f :R" = R, DI°lf € LP(Q), |a| < k}

9



Rappels et préliminaire

I lweny = > 1D fllze

lo| <k

pour k=1, p=2:
WH2(Q)={f :R" =R, fec L*(Q),Df € L*(Q)}
On note :
HY(Q) = WH(Q)
H*(Q) = W*4(Q)
Pour u € W'?(Q), on note :

ou Ou (9u)
Ox, Oxy ' Oz,

Vu =

Lespace W1?(Q) est muni de la norme :

n
ou ,
lullfrs = llullfs + 3 oIl Vi€ N
. 1
1=

Lespace H'(Q) est muni du produit scalaire suivant :

ou Ov

a axz >12, Vi e N

<uv>H1—<uv>L2+Z<

’Li

et la norme associé est :

"L Ou
1
ull g = (Jull7> + ; Ha—%\lﬁz)z

1.3.2 Lespace H| :

(1.4)

Définition 1.5. L'espace H] est un autre espace de Sobolev et

qui est un sous-espace de H'(Q)) qui nous sera trés utile pour les

10



Rappels et préliminaire

problemes avec les conditions au limites de Dirichlet.

Cet espace constitué des fonctions des traces nulles sur le bord.

On note :
Hy={f€H" [0}

Proposition 1.1. Muni du produit scalaire (1.4) de H', I'espace

de Sobolev H] est un espace de Hilbert.

1.4 Conditions aux limites :

Une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs
que prennent les solutions des équations aux dérivées partielles

sur une frontiére. On a plusieurs types de conditions aux limites :

1.4.1 Conditions aux limites de Dirichlet :

La condition aux limites de Dirichlet est imposée a une équa-
tion différentielle ot &4 une équation aux dérivées partielles lorsque
lon spécifie les valeurs des dérivées que la solution doit vérifié
sur les frontieres/ limites du domaine.

Pour une équation différentielle par exemple :
v +u=0 sur Ja, b

La conditions aux limites de Dirichlet sur I'intervalle [a,b] s’ex-

prime par :
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ou « et [ sont deux nombres réelles.

Pour une équation aux dérivées partielles par exemple :
Au+u=0 sur ()

Ou A est le Laplacien. La condition aux limites de Dirichlet sur

un domaine 2 C R"” s’exprime par :

ou f est une fonction connue définie sur la frontiere 0.

1.4.2 Conditions aux limites de Neumann :

Cette méthode est imposée a une équation différentielle ou a
une équation aux dérivées partielles lorsque I'on spécifie les va-
leurs des dérivées que la solution doit vérifié sur les frontieres/
limites du domaine.

Pour une équation différentielle par exemple :

W +u=0

La condition aux limites de Neumann sur I'intervalle [a,b] s’ex-
prime par :

u'(a) =aetu(b) =7

ou « et § sont deux nombres réelles.

12



Rappels et préliminaire

Pour une équation aux dérivées partielles par exemple :
Au+u=0

Ou A est le Laplacien. La condition aux limites de Neumann sur

un domaine 2 C R"” s’exprime par :

ou(x)

ou f est une fonction scalaire connue définie sur la frontiére 02

et 77 est le vecteur normal a la frontiére 9.

Remarque 1. On appelle une condition aux limites de Neumann
ou(z)

homogeéne si : 7 = 0
n
. 0
et non homogene si : ai(_}@ = f(x)
I

1.4.3 Condition aux limites de Robin :

Elle est également appelée condition aux limites de Fourier

imposé a une équation différentielle ordinaire ou a une équation
aux dérivées partielles, il s’agit d’'une relation linéaire entre les
valeurs de la fonction et les valeurs de la dérivée de la fonction
sur le bord du domaine.
Cette condition est une combinaison pondérée d'une condition
aux limites de Neumann et d'une condition aux limites de Diri-
chlet. Elle constitué de conditions aux limites de types différents
imposées chacune sur une partie du bord du domaine.

Si O est un domaine dans lequel une équation doit étre résolu,

13



Rappels et préliminaire

et si 0O désigne le bord du domaine, la condition aux limites de
Robin est de la forme :
ou

au+b— =g sur 00
ox

ou a,b et g sont des fonctions définies sur J0. u est la solution
définie dans O que l'on cherche a déterminer et % désigne la
dérivée par rapport a x sur le bord.

En dimension un, si par exemple O = [0, 1], la condition aux li-

mites de Robin s’écrit :
au(0) — bu'(0) = ¢(0)

au(l) + bu'(1) = g(1)

Remarquons que le signe devant le terme dérivé change selon
la partie du bord considérée : la raison est le vecteur normal a
[0,1] au point O pointe vers la direction négative (gauche), tendis

qu’en 1 ce vecteur pointe vers les positifs.

1.5 Formule de Green :

Théoréme 1. Soit ) un ouvert borné de classe C'. Alors pour

toutes fonctions u € C*(Q) et v € C'(N) on a:

ou
/QAu(x)v(::r;)dac: Fa—n(a:)v(a:)df—[)Vu(x)Vv(x)d:z:

Ou %(z) = Vu(z).n(z) (dérivée normal de u).

14



Rappels et préliminaire

1.6 Solution élémentaire

Définition 1.6. Solution élémentaire de P(D)opérateur différen-
tiel a coefficients constants sur R"= une distribution £ € D'(R")
telle que

P(D)E =6, dans D'(RY)

1.7 Mesure de Dirac

Une mesure de Dirac(ou masse de Dirac) est une mesure sup-
portée par un singleton et de masse unitaire.
Soient un espace mesurable (X, A) et a« € X. On appelle mesure
de Dirac au point a, et on note J,, la mesure sur (X,.4) définie
par :

1 s1 a€ A
VA € A, da(A) =
0 s% a¢ A

Remarque 2. VA € A, da(A) = 14(a)

Ou 14 est la fonction indicatrice de A.

1.8 Inégalité de Cauchy Schwarz

Théoréme 2. Soient u et v deux fonctions appartenant a L*(Q),

ona:

1 1

/Qu.de‘ < [/Qu%mr. [/Qv%mr

15




Rappels et préliminaire

1.9 Formulation Variationnelle de Probléemes Elliptiques

Définition 1.7. Une forme linéaire est une application entre deux
espaces vectoriels sur un corps IK ou deux modules sur un an-
neau qui respecte 'addition des vecteurs et la multiplication sca-
laire définie dans ces espace vectoriels ou modules ou en d’autre
termes qui préserve les combinaisons linéaires.

Soient F et F' deux espaces vectoriels sur un corps IK, une appli-

cation f : £ — F est dite linéaire si elle vérifie a la fois

V(z,y) € E*, fla+y)=f(z)+ f(y)

et
VAelK, VxeFE, f(Ar)=M\f(z)

Une application [ possédant la premiere propriété est additive

et pour la seconde est homogéne.

Définition 1.8. Une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert
V est une application qui associe a un couple(v,w) € V x V un

scalaire noté a(u, v) et satisfait :

oa(Brv1+fv2, w) = Bra(vi, w)+Fea(ve, w), Vi, v, w €V, etV B €R
oa(v, frwi+Fows) = Sra(v, wr)+Feal(v, we), Vv, wi,wy €V, etVp, 5 €R
Alors pour la formulation variationnelle d'un probléme on a :

1. Un espace de Hilbert V ou nous cherchons une solution, avec

norme || . ||y et un produit scalaire (., .)y.

16



Rappels et préliminaire

2. Une forme bilinéaire a : V x V — R qui est déterminée par

Iéquation différentielle a résoudre.

3. Une forme linéaire [ : YV — R qui est déterminée par les don-

nées.

Supposons que af.,.) est une forme bilinéaire définie sur V x V et

que [ est une forme linéaire sur V.

Définition 1.9. (Coercivité d'une forme bilinéaire)
La forme bilinéaire est dite coercive ou elliptique s’il existe une

constante o > 0 telle que

a(v,v) >allv|}, YoeV.

Définition 1.10. (Continuité d’une forme bilinéaire)
La forme bilinéaire est dite continue s’il existe une constante

~v > 0 telle que
a(v,w) <y [l vyl wlly, Yo,weV.
Le probleme abstrait peut s’écrire : trouver u € V tel que
a(u,v) =1l(v) = (f,v), YveV (1.5)

L'existence et I'unicité de la solution du probleme (1.5) suit du

théoreme de Lax-Milgram :

17



Rappels et préliminaire

1.9.1 Théoreme de Lax-Milgram

Théoréme 3.

Soit V un espace de Hilbert muni d'une norme || . ||.
Supposons de plus que a(.,.) : V xV — R est une forme bilinéaire
qui est continue et coercive et que [ € V'. Alors, il existe une

solution unique u € V du probleme variationnel (1.5).

1.9.2 Inégalité de Poincaré

Théoréme 4.

Soit p, 1 < p < +o¢ et  un ouvert borné de R. Alors il existe
une constante ', dépendant uniquement de ¢ et p, telle que, pour

toute fonction u de 'espace de Sobolev W*#()),

[ul| o) < ClIVul| o)

18
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1.10 La méthode du gradient topologique :

Dans ce paragraphe, nous reprenons des présentations de la
méthode du gradient topologique données par plusieurs auteurs
Schumacher [3], Guillaume [6] et Masmoudi [8].

Soit 2 C R” et un point zy € . Soit w C R" un trou de forme

fixée. On définit le domaine (2, ,, = O\, avec w, = z( + pw.

Définition 1.11. La méthode du gradient topologique consiste a

minimiser une fonction
J(Q) = J(UQ, Q)

ou ug est une solution d'un probleme d’EDP dans () et on définit
le méme probleme sur le domaine troué (2, , avec une condition
de type Dirichlet ou Neumann sur le bord du trou. On suppose

que le développement asymptotique de la fonction cotlit s’écrit :

J (o, p) = J(0) + f(p)g(xo) + o(f(p)) (1.6)

g s’appelle le gradient topologique au point z.

Cette méthode est la recherche des points qui donnent le signe
de g négative.

Cette expression suggere que les points z; € € susceptible d’ac-
cueillir des "trous" sont ceux ou le gradient topologique est le
plus négative. En effet, 'introduction d’un trou en ces points fera
décroitre la fonction colit et donc rapprochera celle-ci de son mi-

nimum.

19
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Elle nécessite le calcul du gradient topologique ¢(z() en chaque
point, son expression s’écrit généralement en fonction de I'état ug
et de I'état adjoint v, relatifs au probleme aux limites posé dans
le domaine sain. Seules les mesures de frontiére sont porteuses

de l'information sur la localisation du trou.

Algorithme

Sous réserve de connaitre ’expression du gradient topologique,
11 1 . 9, os . .
algorithme peut s’énoncer de la maniere suivante :

*Calculer I’état :

2

A’ug = f dans €,

¢ %2 =0 sur I, (1.7)
uUQ =0 sur r

\

*Calculer I'état adjoint solution de :

(

A%vg = —DJ(ug) dans €,

q %2 =0 sur I, (1.8)
vQ =0 sur r

\
*Calculer la sensibilité topologique en tout points.
*Déterminer les minimaux locaux de signe négatif du gradient

topologique.

20



Chapitre 2

Calcul de 1a sensibilité

topologique

Ce chapitre est consacré au calcul de la sensibilité topologique
pour 'opérateur de Bilaplacien vis a vis de I'insertion d’'un défaut
sphérique avec condition aux limites de Dirichlet sur le bord du

trou.

La méthode employée d’abord a été proposée par Schumacher
[3] et J. Sokowski [12]. puis M.Masmoudi [8] généralise la mé-
thode a plusieurs opérateurs comme Holmholtz, Laplacien, Stokes
[3] et pour plusieurs classe de fonction de cofit et de conditions

aux limites .

2.1 Déquation Bilaplacienne en 2D :

Sous I'action d'un champ de forces de volume et d'un champ de
forces de surface, une plaque uniforme mince se déforme. Avec

les hypotheses de Kirchhoff et de Love [5], 1a théorie des plaques

21



Calcul de la sensibilité topologique

minces en élasticité linéaire, bien que basée sur un modele tridi-
mensionnel peut étre ramenée a un modele bidimensionnel for-
mulé sur la surface moyenne de la plaque. Les fonctions incon-
nues ne dépendent alors que de deux variables d’espace.

La section médiane de la plaque (ou feuillet moyen) est considé-
rée comme un ouvert ) borné, connexe et régulier de R?, dont
la frontiere I' est réguliere. La méthode énergétique due a Lan-
dau et Lipschitz conduit a I'’équation d’équilibre biharmonique
ci-dessous, régissant la déflexion verticale u(xy, z2) (ou le dépla-
cement transversal de la plaque pour des petits déplacements de
celle-ci ) qui a un point p quelconque de la surface moyenne au
repos associe le point p’ de la surface moyenne dans la configura-
tion déformée

DA*’u=f dans

et aux conditions aux limites suivantes pour les efforts

0*u s O%u 5 0%

D{Au+(1—v) (2n1.n2.axlax2 _nz'(?_x%_nl'ﬁ_x%

)} =-M sur

0Au 0 Pu  *u 0u
D{Z=" (1) — (11 g e—s — =+ (R2—n2) —— )} =
{ on * U)as(”l n28x% 8:U%+(nl n2) 83:18332)} d Sur
. Eh? , ) el
ou D = ———— est un coefficient appelé module de rigidité
12(1 — v?)

a la flexion dépendant du module de Young strictement positif £,
du coefficient de poisson du v matériau dont est formée la plaque

1 } "
avec ) < v < 5% et de I'épaisseur h de la plaque. f; est densité de
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charge transversale supportée par la plaque, elle est normale a
celle ci. M désigne le moment de flexion (le moment d’axe porté
par la tangente a I') et F représente I'effort tranchant. Nous re-
tiendrons que n(ng, ny) est le vecteur unitaire de la normale exté-
rieure au bord, s = (s1, $2) est le vecteur unitaire de la tangente
au bord (déduit de n par une relation de g) et 0/0s représente la
dérivée tangentielle le long du bord I'. Des équations similaires a
celles qui précédent se retrouvent par exemple dans Landau ou
Necas. En dehors des conditions de bord signalées plus haut et
qui seront utilisées dans la suite de notre travail, nous donnons
ci-apres d’autres conditions aux limites couramment rencontrées
dans la pratique selon que la plaque soit encastrée, libre, ou sim-
plement posée.
— Lorsque la plaque est encastrée sur toute la frontiere son dé-
placement u et sa pente % sont nulles
— Si la plaque est encastrée sur une partie I'; de la frontiéere et
libre sur la partie complémentaire I';, les conditions de bord
se traduisent par u = 0, % =0surl'yet M =0, F surl;
— Lorsque la plaque est simplement posée (ou simplement sup-
portée) sur toute la frontiere, les conditions aux limites sont

données par u = 0, M =0 sur I'
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2.2 La sensibilité topologique pour le cas Dirichlet :

Dans cette partie on donne une analyse de sensibilité topolo-
gique pour le cas Dirichlet. Il s’agit de calculer la variation d'une
fonction colit J par rapport a la création d’un petit trou w, dans
avec une condition de Dirichlet sur le bord dw,.

Les résultats présentés sont valables pour une grande classe de

fonction cotiit et des trous de formes arbitraires.

2.2.1 Cadre abstrait :

Soit (V,),>0 une famille d’espaces de Hilbert vérifiant I'injec-
tion suivante :

VpZO, Vp°—>V()

Pour tout p > 0, on considere :
1) a, : V, x V, — R une forme bilinéaire symétrique continue
et coercive sur V).
ii) [, : V, — R une forme linéaire et continue sur V,.
Pour tout p > 0, on note u, I'unique solution du probléeme varia-

tionnel suivant :

a,(u,, w)=1,(w), Yw eV
p(tp, w) = ly(w) p @.1)
u, €V,
Soit J une fonction de coit de la forme

J(p) = Jp(u,o)
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ou u, est la solution de I'équation (2.1) et J, est une fonction dé-

finie sur V,.
Remarque 3.

Pour p > 0, 'espace V, s’injecte dans V). Cette injection est
fournie par le prolongement par zéro a I'intérieure de w,,.
pour simplifier 'écriture, le prolongement d’une fonction v € V,
par zéro dans w, sera noté aussi u.
On suppose que J; est différentiable par rapport a u € V,, sa dif-
férentielle en u sera notée par DJy(u).
Dans le but de dériver le développement asymptotique de la fonc-
tion J par rapport a p, on considére les deux hypotheéses sui-

vantes :

Hypothese H1 : 1l existe §, € R, indépendante de p, et une fonc-
tion scalaire positive f : R, — R, tels que :

D) ag(to — ) = £(0)da + o (1),
i) %i_r% f(p) =0.

ou vy est la solution de probléeme adjoint
ag(w,vy) = —DJy(ug)(w), Yw € Vo (2.2)
Hypothese H2 : Il existe d; € R, indépendante de p, telle que

Jp(up) — Jo(uo) = DJo(uo)(u, — uo) + f(p)do + o(f(p))
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Sous ces hypotheses, nous avons le résultat suivant :

Théoreme 5. Si les hypotheses ci-dessus sont vérifiées, J admet

un développement asymptotique suivant :

J(p) = J(0) + f(p)(05) + o(f(p))

Avec d; = 6, + do

Preuve :

Sous ’hypothese (H2) on a
J(p) = J(0) = J,p(u,) — Jo(uo)
= DJo(uo)(up — uo) + f(p)do + o(f(p))
En utilise I'équation (2.2) et 'hypothése (H1), on trouve
J(p) = J(0) = —ao(u, — uo,v0) + f(p)do + o(f(p))
= f(p)(0a + ) + o(f(p))

On note §; = ¢, + &y, alors :

J(p) = J(0) = f(p)os + o(f(p))

2.2.2 Probléeme Bilaplacien perturbé

Dans ce paragraphe, on donne la formulation de notre pro-
bleme dans le cas d’'une perturbation avec condition de type Di-

richlet.
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La perturbation est la création d'un petit trou w, = X, + pw out
w est une forme unitaire (dans notre cas, ce sera la boule unité)
dans le domaine €2, avec une condition de Dirichlet homogéne sur
le bord Ow,.

Dans ce cas, la solution du probleme u, vérifie le suivant :

)
A*u, = f dans Q,,
% =0 sur T,
{ On (2.3)
U, =0 sur T,
| v =0 sur Ow,)

avec 2, = Q \ ,.

Formulation variationnelle du probleme

La formulation variationnelle de ce probleme consiste a trou-
ver

u, €V, solution de
ay(uy,v) = 1,(v) Yo eV, (2.4)

ou l'espace fonctionnel V,, la forme bilinéaire a, et la forme li-

néaire [, sont définis par :
2 ou
V, = {lue H (Qp),u |8(2p: 0 et %‘ag =0}

et
9 ou
V():{UEH (Q),u ‘3920 et %‘3920}
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a,(w,v) = /Q Aw, - Av, Vw,v eV,

p

et
ly(v) = f-w, YoeV,
Qp

Pour définie a, et [,, écrivons la formule variationnelle de (2.3)

On a u, est la solution de (2.3), donc

/QPA(AUP)-vzfgpf-v (2.5)

Par intégration par partie :

J

Puisque v = 0 sur 0(2,, alors :

J

Puis par une nouvelle intégration par partie que :

/A(Aup)-v:/Aup-Av—/ Aup-@.
Q 0 9, on

p p

0
A(Auy) - v = —/ V(Au,) - Vv + —(Auy,) - v
Q, 09, on

P

A(Auy) - v = —/ V(Au,) - V.

p Q,

v

Comme 5
mn

= (0 sur 01, alors :

/
Ainsi, on déduit de (2.5) que :

/QAUP-AU:/Q feu.

P p

A(Auy,) -v = / Au, - Av

Q,

P
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Et au final

ay(up, v) = / Au, - Av, Yo eV,

p

lp:/ f-ov
Q,

Et particulier, pour p =0, 0n a

et

Vo = {u € H2(Q),u‘ag =0, —n |aQ: 0}
et ug solution de
ag(ug, v) = lo(v), Yv €V

avec

ap(w,v) = / Aw - Av, YVw,v € Wy
0

et

2.2.3 Sensibilité topologique

Ce paragraphe est consacré a 'analyse de sensibilité topolo-

gique par rapport a la création d’'un trou avec une condition de

Dirichlet. On se propose de calculer un développement asympto-

tique de la fonction .J par rapport a p.

On commence par le cas général. On considere une fonction cotit

arbitraire vérifiant la deuxiéme hypothese (H2). En suite, on
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considere le cas de la fonction cott définie par :

J(p) = / [V, (2.6)
QP

D’apres le cadre abstrait, on se ramene a ’étude asymptotique
de la quantité

ao(ug — up, vo) = /(Auo — Au,).Avy dX. (2.7)
Q

Il s’agit donc de trouver §, € R et une fonction scalaire positive

f: Ry — R, tels que:

/Q(Auo — Au,).AvgdX = f(p)d, +o(f(p))
lim f(p) = 0

p—0

Afin d’obtenir le développement souhaité, on va établir quelques

estimations préliminaires.

Estimations préliminaires
On utilise le fait que v, = 0 dans w, et le terme (2.7) se décompose
comme suite :

Aug.Avy dX —l—/ (Aug — Auy).Avy dX  (2.8)
QP

Clo(uo - upav()) = /

Wp
La proposition suivante nous donne une estimation du premier

terme de (2.8)
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Proposition 2.1. On a le développement suivant :

/ Aug.Avg dX = p?|w|Aug(Xo).Avg(Xo) + o(p?) (2.9

P

Preuve :

Ona:

/

On utilisant le changement de variable X = X+ pY, On obtient :

/

AUQ.A’UO dX :/ AUO(Xo)Avo(X0)+/ [AUO.AU()—AU()(X()).A’U()(Xo)] dX

P Wp

AUO.AUO dX = / AU/O(XO).AUO(XQ) d(XO + pY)

P

—|‘/ [AUO.A’UO — AUO(X()).AU()(XQ)] d(X() + ,OY)

:/AUO(X()).AU()(Xo)pZ dY
T / (g Avig — Aug(Xo).Avp(Xo)).p* dY
= p2|w\Au0(X0).AUO(X0)

+p? / Aug(Xo + pY).Avg(Xo + pY) dY

—,02 / AUO(X()).AU()(XQ) dY
Comme la solution v et v, sont suffisamment régulieére (H*°) au
voisinage de X, = (zg,yo),on a :

lim [AUO(XO + pY)AU()(XO + ,OY) — AUO(X()).AU()(XQ)] dY =0

p—0 J,,
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On déduit alors

/ Aug.Avy dX = p*|w|Aug(Xo).Avg(Xo) + o(p?)

P

(]
On examine maintenant le deuxiéme terme de (2.8).
Posons z, = up — u,, ona:
A%z, = A*(up—u,)
= AQUQ - AQUP
=0
car
A’yy=f dans
et
A’u,=f dans Q,
On vérifie que :
)
A%z, =0 dans Q,
% =0 sur I
{ On (2.10)
2y = sur r
| % = uy sur Ow,
On décompose z, sous la forme
2p=h,+r1, (2.11)
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Avec
E(X — X))

E(;)

hp(X) = uo(Xo)

ou F étant la solution élémentaire de l'opérateur Bilaplacien
dans R?

1
E(X)= —8—7T|a:\21n(\x]),VX c R? (2.12)

En utilise (2.10) et la décomposition (2.11), on déduit que r, véri-

fiant le systéme suivant :

e

A%r, = —A?h, dans Q,
h
? = —% sur
¢ o " (2.13)
T = —h, sur r
E(X — X
rp = ug(Xo) — %UO(XO) sur 0wy
\ p

Le second terme de ’égalité (2.8) d’écrit alors :

J

A(ug—u,)AvgdX = —/ V(A(uo—up))Vvods+/ A(up—u,)Vug.nds
Q, P

p 2,

= / A*(ug — u,).vods — V(A(ug — u,)).n.vg
Q, 09,

—l—/ A(ug—u,).Vog.nds = — V(A(uo—up)).n.v0d5+/ A(ug—u,)Vug.nds
00,

pr awp

= — V(Azp).n.vods—i—/ Az,.Vvy.nds
Ow, dwp

= — V(Ahp).n.vods—l—/ Ah,.Vvy.nds

Ow, Ow,

- V(Arp).n.vod8+/ Ar,.Vvy.nds

80)0 8wp
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Posons :
c1(p) = —/ [Uo—vo(Xo)]V(Ahp)”—/ [Vug(Xo) — Vugln.(Ah,)
Ow, Ow,
ea(p) = — V(Arp).nvo—l-/ Ar,.Vuvg.n
8wl) 8(.1){,

La proposition suivante donne alors une estimation du deuxieme

terme (2.8).

Proposition 2.2. On a le développement suivant

/Q Ay — ). AvdX = |p\2[—l§—7;<uo<xo>.vo<xo>>] +e(p) + ex(p)

) o]

Lemme 1.
; V(AE).nds =1
Preuve :
On utilise I'’équation de £
Ona:
A’E = §,

/ (AE) v = (30, v) = 0(0)
Q
On fait intégration par partie, on obtient :
0(0) = / (V(AE)).nv — / V(AE).Vo
Ow, Q

On choisit v = 1, alors Vo =0
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On trouve :

V(AE).nds =1

Ow,
]
Lemme 2.
/ AE(X — X()).VU()(X()).TLCZO' =0
Ow,
Preuve :
On a:
A’E = 6,
A(AE) = 6

donc AE = P, avec P est la solution élémentaire de Laplacien

Alors

1
AE = ——In|z|
21
1
/ AE(X—X())V?}()(X()).TLCZO' = — 1H‘X—X()|.VUO(XQ).TLCZO'
Ow, Q0 Ow,
1 0 T — X
= ——[=—wp(X In| X — Xy|. d
sl [ X Xl e
o _
+ —.UO(XO)/ In| X — Xo|. 2= do]
8y Ow,

On utilise le changement de variable X — X, = pY’, on trouve :

1
AFE(X — Xo)Vuy(Xp).ndo = ——p[gvo(Xo)/ In|Y|z'do
o, 21" " 0x B

0
— (X, In|Y|y
o) [ Yy
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On utilise les cordonnées polaires en 2D

2’ = cost et Y =sind avec 6 € [0, 27|
On obtient :
1 a 27
AE(X — Xy).Vuy(Xo).ndo = ——.pln p[—uv(Xp) cosfdf
dw, 2m ax 0

8 21
9 (X nfdo
+ Zn(X) /O 5infdd]

Preuve de la proposition 2.2 :

D’apres la décomposition(2.11), On a :

/A(ug—up)(Avo)dX = / Azp,AvydX
0 0

p p

— —/ V(Ah,)n.vods + Ah,Vvy.nds
Ow,

Ow,

- V(Arp)n.vods+/ Ar,Vvy.nds

6&1;, 6wp

Les deux premiers termes de cette décomposition s’écrit :

— V(Ahp)n.vods+/ Ah,Vyy.nds = — V(Ah,)n.vy(Xo)ds

dw, Ow), Ow),

+ / Athvo(XO).nds + 61(/))
Ow,
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En remplacant h, par son expression, on obtient :

— V(Ah,)n.vy(Xo)ds + Ah,.Vvy(Xo).nds + €1(p)

Ow 0 30Jp

1
= _W%) apr(AE(X — Xo)uQ(Xo)).n.Uo(Xo)dS

*Eéiﬂ%AEcz—xomu%ﬂmaan%+fﬂm

D’apres les lemmes (1) et (2), on obtient

1
- V(Ahp).nv0d8+/ Ah,Vyy.nds = —muo(Xo)Uo(Xo)+61(,0)
8‘*),0 8wﬂ ;
_ 8alpl?
— —1n(‘p‘)U0(X0)Uo(X0) + El(p)
PPl oy (Xo)uo(Xo)] + e1(p)
= 1P ln|p|u0 0)Vo(A0 1\p
On déduire alors :
8
| Al = ) A = Pl (Ko (X)) + €1 (0) + ex(p)
0

p

Ce qui finit la démonstration.

2.24 Développement asymptotique de la fonction cout (Cas

Dirichlet)

On présente dans ce paragraphe le résultat principal pour le
cas Dirichlet. Le résultat obtenu est valable pour toute fonction
colt vérifiant '’hypotheése (H2) avec f(p) = |p|* plus précisément,
le développement asymptotique obtenu est valable pour toute
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fonction J de la forme

J(p) = Jp(up)

Avec J, est une fonction définie sur V, vérifiant :

1) Jy est différentiable en wuy.

ii) Il existe §y € R, indépendante de p, telle que :

To(up) = Jo(ug) = DJo(uo)(u, — o) + |p[*do +o(|pf*)  (2.14)

Théoréme 6. Soit J une fonction cott définie par J(p) = J,(u,).
Si J, vérifie 'hypothese (2.13), alors J admet le développement

asymptotique suivant :
J(p) = J(0) + |p|*(|w]Aug(Xo) Avg(X0)) + do) + o(|p*)  (2.15)

Le résultat de ce théoréme est valable pour des trous w, = X+ pw
de taille infinitésimale p de formes w quelconques.

Le terme §, dépend de I'expression de la fonction J, considérée.
On donne la démonstration de ce théoréeme dans le paragraphe
suivant apres l'introduction de quelques résultat préliminaires.
Dans la proposition suivante, on considere la fonction cotit défi-
nie par :

J(uy) = / |Vu, |

Cette fonction I'écart de la solution u, dans la domaine avec trou

par rapport a la mesure Vuf) effectuait sur (2,
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Proposition 2.3.

1) La fonction cotit définie par (2.6) vérifie (2.14) avec :

DJ()(U())UJ = —2/ AUO.U)
Q

p

b = 0
ii) La fonction J associé admet le développement suivant :

J(p) = 7(0) + | p|*(Jw] Aug(Xo) Avg(Xo)) + o(|p|*) (2.16)

Démonstration

Pour démontrer le dernier théoreme et la proposition, on a be-
soin de démontrer quelques lemmes.

On commence par le terme §.

Lemme 3.
/Q (¥, - [Vuol)? — 2 /3 (Vuon)uo = ol £(p))
Preuve :

u, — ug est solution de

(

A*(u, —up) =0  dans Q,
0
—(u, —uy) =0 sur
< o ™) (2.17)
u, — U =0 sur I
u, — U = —uy sur Ow,
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Le premier terme s’écrit :

/Q (¥, — [Vuol)? / V(4 — o)

p

D’apres l'inégalité de Poincaré :

| 9wl = 19wl < [ 15, - )P

Q,

= |A(u, — uo)|.]A(u, — up)|

— /aw,, V(u, — up).nA(u, — up) — /Qp V(u, — ug.n)V(A(u, — up))
= /awp V(u, — up).nA(u, — up) — /awp(up — up)V(A(u, — ug)).n

—|—/Q (u, — ug)A*(u, — up)

p

= V(u, — up).nA(u, —up) — /a (up, — o) V(A(u, — up)).n

Ow,

< lup = wolls g, 1A (up = o)l -1 ow, + lluolls o, | A(w, = uo)l| s o,

2
c ) cp 2
< 2_p2HUp - uo|’%,ﬁw9+7|‘A(up — uo)”—%,@w,,

2 Cp2 2
+2p2HUoH o0, T 5 1A, — )25 4,
2
¢ 2 cp 2
< 2_,02||up - U()H%ﬁwp+7’|up - uO”%,@w,,
2
cp
2/)2 HUOHQ 0w, + 7”7% - UOHE,&UP
¢ 2 sz 2
< Q_pQHuP - UOHQ,Q"'THU/) - UOH;Q
c 2 Cp2 2
+2—p2\|U0H2,9 + 7”% — Ugll3.0
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c
202

C

2 2
+ ¢p?)[Jup — uollz0 + 27

<(

C 9 9 C
< (2/)2 +cp )HV(UP T U’O)H2,Q + 2p2
9 C
201t 53
3 2p2

C
IV (up = wo)ll30 < 57+ cp)|IV (u — uo)

2 C
<
”2,9 = 2p2(1 _ pgc) — e

IV (uy — uo)

C

2
— <
90 = 1Vl < =

Q,

Le deuxiéme terme s’écrit :

2 [ (Voo = el Vuolha ol
Ow,
— ol Vuslha ol

= o(f(p))

| vl =1Vl =2 [ (Funn)an < 5ol (o)

Q

Donc :

/Q (19| — [ Vuoll)? - 2 / (Vg0 = o £(p))

P wp

Lemme 4. Sous ’hypothese (H2), on a :

d =10
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Preuve :

La fonction J, est vérifié :

D Jy(up)w = —2/ Augw
Q

P

Et d’apres la définition de la fonction de cofit, on a :

Jo(uy) — Jo(uo)

2 | VugV(u, —up) + / Vg |* — 2/ (Vu,)Vuyg

p Q, Q,

2 [ TV, — o) + / (¥, — [Vuol))?
Q, Q,

—2/Q (Aug)(up, — up) + 2/ (Vug.n)(u, — wo)

2 o9,

/ (V]| — [ Vuoll)?

Q,

Do), — )~ 2 |

Ow,, Q,
DJ(ug).w — 2/ (Vug.n)ugy +/ (IVu,|| — |V auol])?

8wp Qp

Bt fo, (V] = [Vual)? =2 [, (Vuom)un = o(£(p)

D’apres le lemme (3), alors §, = 0.

Lemme 5.

er(p) = — /a (v — v0(Xo)]V(Ah,).n — / Voo(Xo) = Vool n.(Ahy)

Ow,

le(p)| < clp)?

42
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Preuve :
alp) = = [ o= w0 V(Ah)n [ [F(X0) = Van (A,
Ow,, wp
)l < [ o=KLV + [ [VulX0) = Tunl A,
Ow, wp
< lvo = vo(Xo)[| -1 g, - 1A 1 5, + I V0(Xo) = Vvo.nl| s o, | ARl o,
< ClHAhPH%,aa}p + CQHAhP”%,&up
< allhyllag, + coflhpll2,
D’apres le lemme (8),0n a
le1(p)] < clpl?
[
Lemme 6.
€a(p) = — V(Ar,)n.vy —l—/ Ar,Vvg.n
awp ﬁwp

lex(p)| = o(|pl)
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Preuve :
ea(p) = —/ V(Arp)n.vo+/ Ar,Vuy.n
8wp awp
@)l < [ V@) allul+ [ AVl
ow, Oow,
< NA7ll1 0, - lvoll —10, + [[AT][2 g0, -lvoll -2 00,
< ClHATPH%,(?wp+62HAT0H%78WP
< callrllzg, +cllrll2e,

D’apres le lemme (7), on a

le2(p)l = ol|pl*)

(-]
Lemme 7.
7pll2.0, < o(lpl)
Preuve :
On approxime 7, par r, et r> avec :
7";; est la solution de
( A%rl =0 dans Q)
P p
orl
—2 =90 sur r
} on (2.18)
7“[1) =0 sur r
E(X —-X
T’l = U()(Xo) — ( 1 O) .UO(X()) sur &up
\ g E(;)
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rf) est solution de

;

A%Z = —A?h, dans Q,
or? oh
p p

e T T
{ On on sur

ro =—h, sur r

2 _
L7 =0 sur ow,

J

= V(ATI)H.U+/ AT})AU—/ Ar;Vv.n
0 0

AQT;.v:—/Q V(Ar;)VU—l—/a V(Aré)n.v

p 2,

an g P Qp
= V(Ar}))n.v — Ar;Vv.nnL/ AT})AU
09, 09, Q,

1

On prend v =,

/Q |Afr})\2 + /8w V(Ar}))n.r; — /&u Ar,(Vr,mn) =0

2= /Q Al = / Ari(Trln) - / V(A

awp 80.);,

< cllAryll -y o0, Il o0, + cllAry]

1.0w, 1,0w, Hrénfé,@wp

On applique théoreme de Young, avec :

a = 1

3:0wp

Vean
0
et

b= o/l o,
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On obtient :

lc " 1 192
5_QHA 12100, + 50" 170113 o,
1c 119 1 192
+3 18T o, + 500 ol o,
1lec 1

< 5l o, + 500 I

1c 112 1 2 E(X _XO)
+§?||ATpH—§,8wp + ECP HUO - T%) Uo(XO)Hé,awp

C
;;HATH294-/9HATHBQ
E(X — Xo)

E(3)

1 1
——Inz)*=— [ (lnz)*d
/Q( 2m n) A /Q(nx) v

On fait le changement de variable x = pY’, on obtient :

1 1
— [ (n2)’dz = — [ (In|p|)*p*dY
o [mors = - [ o)

2
P ™
= ZlpY (oY |)? — 2Inl Y| + 2}

1
50 [uo(Xo) 2,11 - 2.0,

Ona:

= Zlar(n(2ep)? — 2n(2ep) + 2

= o(p?)
En utilise le lemme (9), on trouve que :
Ir5ll20, < cllA%R,] 20, + CII H vrFcllhll sy
et d’apres théoreme de trace [4, 5], on a :

Irpllz0, < cllAhyl| 2.0, +clhollz r + clllls r
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< cl|hpllzq, + cllholl20, + cllhll2a,
<cll h,ll20,

D’apres le lemme (8) on a :

15 llao,<clpl’

Lemme 8. on a :

E(X — Xo)

()

hp(X) = — uo(Xo)

E la solution élémentaire de Bilaplacien dans R définie par (2.12)

alors il existe ¢ > 0, pour tout p > 0 tel que :

thH2,Qp < C‘PP

Preuve :
E(X — X)
= ||l -———F (X
1
< IIUO(Xo)Ilz,Qp-Im\HE(X — Xo)ll2.0, (2.20)

p

D’apres la forme Bilaplacienne (2.12),on a :

E(-)= - I—Unl—\

1
p 8 p?

In|p|
— 2.21
TpE (221
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Et en utilisant 'estimation de la solution élémentaire [4] de I'opé-

rateur Bilaplacien V2FE(X,) = o(In| X]) , alors :

[ AECC=X0) = olalg)
Br

/ AE(X — Xy) < cln(p) (2.22)
Br

On remplace (2.21) et (2.22) dans (2.20), on obtient :

2
sl .cIn(p)

1sll2.0, < [luo(Xo)l|2e

< clpf’

* In|p|

Lemme 9. Si la fonction f € H?(,), la fonction h € H—2(T"), et

la fonction g € H3(T") et la fonction z € H?(1,) est solution de

(
A%z = f dans Q,
9= =g sur I

{ On (2.23)
z = h sur I'

|z =0 sur Ow,

Alors :

Izll2.0, < cllfll-20, +cllgll1r +cllhll s r

Preuve du théoréme (6) :

D’apres la proposition (2.2) et les lemmes (5) et (6), on trouve :

/ Aug.Avy dX = |p2|(Jw] Ao (Xo).Avo(Xo)) + o(|p])

P
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Alors
5(1 = |W‘AUO(X0)AUO(X0)

On obtient :

J(p) = J(0) + |p|*(Jw|Aug(Xo) Avg(Xo)) + &) + ol|p]?)

L]
Preuve de la proposition (2.3) :
D’apres le lemme (3), lemme (4) et théoreme (6), on obtient :
99 =0
et
DJO(U())w = —2/ Auo.w
QP
J(p) = J(0) + [p[* (Jw| Aug(Xo) Ave(Xo)) + o(|p|)
L]
Conclusion

Enfin, la sensibilité topologique dans le cas ou nous avons une
condition aux limites de Dirichlet sur le bord de trou de centre

Xo = (0, y0) est
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Chapitre 3

Résultats Numériques

Dans ce chapitre, on cherche a trouver la frontiere de la zone
de confinement du trou a partir de 'expression (2.24) du gradient
topologique, et a localiser ainsi la zone de confinement du trou.
Nous avons utilisé le code FreeFem++ [1] pour les calculs par élé-
ments finis. On a travaillé avec des éléments finis P2Morley [2]
pour tous les calculs.

Dans le chapitre 2, on a calculé la sensibilité topologique dans le
cas avec condition de Dirichlet.

On commencera ce chapitre par la validation numérique du code
pour les calculs direct avec FreeFem++. On validera ensuite le
développement asymptotique, et on terminera le chapitre par
I'identification de la zone de confinement en utilisant cet outil.

Pour valider le calcul direct, on choisit une fonction u., analy-
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tique et on calcul f, ®; et &5 qui vérifient le systéme suivant :

/

A’u,, =f dans

$ Uey =&, sur r (3.1)
auer
- = r
\ on 2 Sur

et on calcule ensuite une approximation v, de la solution u,., par
le code FreeFem++.
Pour la validation, on étudiera l'erreur relative L? définie par

H Uy — Uey HL2
| wew ||z2

erreur —

On considéré 'exemple suivant
Exemple 3.1.

On se donne la fonction
ter = cos[Z((x = 2)” + )]
avec ) = {(x,y) € R? (z — 2)* 4+ (y)* < 1} (voir figure(3.1)), alors,
[ = {(z,y) €ER?, z=2+cos(t), y=sin(t): tel0,2x]}

Soit u( la solution approchée (calculée par EF) de :

;

A%ug =f dans Q

{ U = ®, sur I (3.2)
\ % = oy sur r
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avec

—87‘1’2608(%((33 — 22+ %))

7r4cos(§((x 2)% +4%)) [(z — 2)* +yt + 2% (x — 2)2}
877332'77,(%((33 —2)? 4+ %)) [(33 —-2)°+ 92]

0

FIGURE 3.1 — Domaine (2

3.1 Validation du calcul direct

On commence par la validation de code du calcul direct via

FreeFem++, on compare la solution calculée par le code Free-

Fem++ et la solution exacte u., pour plusieurs maillages.

Dans que ce suit, on trace l’erreur relative L? en fonction du
nombre de points de maillage sur le bord du domaine pour I'exemple

ci-dessus Et on a aussi les isovaleurs de la solution exacte u.,
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40 B0 80 100 120 140 180 180 200
nombres des points sur le bord

FIGURE 3.2 — Lerreur L?

pour I'exemple (1).

REEREREIEIEERRREREE
i
S GEEEREEREegtEeg

o
ga

uex

uo

FIGURE 3.3 — Isovaleurs de la solution ug et de la solution exacte u., avec FreeFem++ pour
I'exemple (3.1) et 400 points sur le bord

3.2 Identification par le gradient topologique

Dans ce paragraphe, nous allons vérifier dans quelle mesure
lalgorithme du gradient topologique décrit plus haut permet d’iden-
tifier la zone de confinement du trou.

Etant donné Qp la zone de confinement du trou, ou génere des
mesures synthétique en calculant par FreeFem++ la solution up
dans Q\Q2p. Ensuite, on calcule v, et vy solutions du probleme di-
rect et de son état adjoint dans le domaine sain et on dresse la

carte du gradient topologique §;(X) = |w|Auy(Xo)Avg(Xp) en tout
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point X € (.

Rappelons I'algorithme "one shot"

093

0

P

Thrho

FIGURE 3.4 — Isovaleurs du gradient topologique (400 points sur le bord) pour ’exemple (3.1)

1. Calculer §;(X), VX € Q.

du gradient topologique :

Deltas

2. Localiser les minima locaux négatifs J ;min.

3. Fixer un seuil ¢ > 0 et définir O}, = {X € Q,4; < (1 —

€)0ymin}.

En observant le comportement du gradient topologique le long

d’une ligne traversant la zone de confinement du trou (voir Fi-

gure (3.2)), on obtient les courbes suivantes :

'
N

]

[

Gradient topologique (rho=0.01)

bl

59778

Gradient topologique (rho=0.01)

gradient
96%
94%
88 %
e B4 %0
80 %

AN

_'VEq;|”|"HU

1al
i

B

I
- M=

-3 -2 -1 o 1 2
les x et y sur la boule de centre (2,0) et rayon 0.81

FIGURE 3.5 — Le gradient topologique (maillage avec 400 points sur le bord)

A partir de ces calculs, on a trouvé que le centre du trou

(0, yo) = (2.7329,0.3449).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons cherché a localiser la zone de
confinement d’'un trou a partir de mesures effectués a la fron-

tiere du domaine.

Nous avons utilisé la méthode de gradient topologique, basée sur
un développement asymptotique de la fonction de colit mesurant
Iécart entre les données mesurées a la frontiére et celles obte-
nues suite a I'insertion d’un trou circulaire de taille p en un oint

X = (z,y) du domaine.

Ce développement asymptotique donne une sensibilité topolo-
gique de la fonction vis a vis de I'insertion d’un trou, dont I'ex-
pression ne dépend que de I'état et de son état adjoint dans le

domaine sain.

Le calcul de la sensibilité topologique permet donc de mettre en
oeuvre un algorithme simple et rapide permettant de localiser la
zone de confinement dans les régions des minima locaux négatifs

de cette sensibilité.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons calculé I'expression analytique de
la sensibilité topologique pour l'opérateur Bilaplacien, dans le
cas de conditions aux limites de Dirichlet. Nous avons ensuite
validé numériquement le développement asymptotique et les ex-
pressions du gradient topologique pour le cas Dirichlet qui cor-

respond a notre probléme.

Enfin, nous avons effectué un test pour localiser la zone de confi-

nement du trou grace a cette expression.

Il reste évidemment beaucoup a faire dans cette direction. On
doit étudier de méme maniere avec conditions aux limites de
Neumann, ce que nous nous proposons de faire en continuation

dans le futur.
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Notations

Notations
Q un domaine dans R
J la fonction cofit.
uQ la solution d’'une EDP posée dans ().
Xo un point (g, 7o) dans R2,
nombre réel.
w la boule unité.
Wy la boule de centre X, et rayon p.
f(p) une fonction positive et %12% f(p) =0.
o7 le gradient top-ologique.
1\ w, lensemble des points {X, X e et
Q, le domaine troué.
Vg I’état adjoint.
DJ la dérivée de la fonction de cott.
(V,),>0 une famille d’espace de Hilbert.
a, une forme bilinéaire sur V, x V,.
L, une forme linéaire sur V,.
r la frontiére de (2.
Ow,) la frontiere de w,.
Vf le gradient de f.
A le Laplacien.
A? le Bilaplacien.
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Notations

E la solution élémentaire de 'opérateur de Bilaplacien.
e>0 un seuil.

Qp le vrai trou.

s | @)
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