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0.1 Introduction

De nos jours, les équations différentielles fractionnaires ont regu beaucoup
d’attention car elles ont immergée dans diverses applications de la science de I'in-
génierie a partir de I’étude de la description exacte des phénomeénes complexes tels
que le controle, la viscoélasticité, I’électrochimie, les milieux poreux et de nombreux

autres branches de la science.

Quand on introduit la notion de la dérivée, on se rend vite compte qu’on peut ap-
pliquer le concept de la dérivée a la fonction dérivée elle-méme, et par la -méme
introduire la dérivée seconde. Puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégra-
tion, opération inverse de la dérivée, peut éventuellement étre considérée comme
une dérivée d’ordre ” moins un”. On peut aussi se demander si ces dérivées d’ordres
successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaire. Il existe plusieurs définitions des
dérivées fractionnaires mais les plus populaires sont aux sens de Riemann-liouville
et Caputo voir le chapitre (2), Pendant longtemps plusieurs définitions, suite aux
travaux de Joseph Liouville et Bernhard Riemann au milieu du 19éme siécle, ont
coexisté sans qu’il y ait une parfaite compatibilité entre elles. Récemment, Hilfer
a introduit un forme généralisée de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

liouville.
Parmi ces définitions nous sommes intéressée de définition de la dérivée fractionnaire

au sens de Hilfer ce qui est un interpolation entre les dérivées fractionnaires aux sens
de Riemann-liouville et Caputo.

Dans ce mémoire nous avons comme un objectif principal d’étudier la dérivée frac-
tionnaire au sens de Hilfer et application aux équations différentielles.

Notre mémoire est organisée comme suit : dans le premier chapitre on présente
quelques définitions et lemmes qui nous seront utiles pour la suite de ce travail, puis
on présente dans le deuxiéme chapitre les notions de la dérivation fractionnaire aux
sens de Riemann-Liouville et Caputo, dans le troisiéme chapitre on définie la déri-
vée fractionnaire au sens de Hilfer, aprés dans le chapitre 4 on applique les dérivées
fractionnaires aux sens de Riemann-Liouville et Caputo aux équations différentielles
pour étudier I'existence et I'unicité des solutions de probléme fractionnaire de Cau-
chy en utilisant le théoréme du point fixe de Banach, et dans le dernier chapitre on
applique la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer aux équations différentielles pour
étudier I'existence et 1'unicité des solutions de probléme fractionnaire de Cauchy a

I’aide du théoréme du point fixe de Banach.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1  Quelques fonctions spéciales

1.1.1 La fonction Gamma

Définition 1.1 [4]
La fonction Gamma d’Fuler est une fonction qui prolonge naturellement la fac-
torielle aux nombres réels, et méme auxr nombres complexes. Pour z € C tel que

Re(z) > 0, on définit la fonction Gamma par :

+oo
[(z) = / et t*71 dt. (1.1)
0
En intégrant par partie dans (1.1), on montre que
I'(z+1)=2T(z), R(z)>0. (1.2)
La propriété (1.2) permet d’établir que

I'n+1)=n! VneN.

1.1.2 la fonction Béta

Définition 1.2 [4]
La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour des nombres complexes

z et w par :
1
B(z,w) :/ =1 (1—t)*"tdt R(z)>0, R(w)>0. (1.3)
0

4
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La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :
B(z,w) = —=————* R(z) >0, R(w) > 0. (1.4)

Il s’ensuit de (1.4) que

B(z,w) = B(w,z) Re(z) >0, R(w) > 0.

1.2 Intégrale de Riemann-Liouville

Définition 1.3 [4]
Soit f : la,b) — R wune fonction continue. On appelle intégrale de Riemann-

( ) a

ot v est un réel (ou méme complexe) convenablement choisi.

Exemple 1

Considérons la fonction f(z) = (z — a)?. Alors

1

A r—a) = — mx— o=l (t —a)? dt. .
a0 = o [ =0 -0 a (1.6

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x — a)T, on a

t:a—ux,
donc
T7:0—1,
et
dt = (x — a) dr.
Alors
I%(z —a)® = L /l(x —a)* ' Q-7 (z—a) 7’ (x—a)dr
‘ I'(@) Jo
(z — a)a+ﬁ



1.2 Intégrale de Riemann-Liouville

Mais
1
/ (1—=7)" 77 dr = B(a, B+ 1).
0

Donc

(z —a)**” T(a) D(B+1)

Iie —a)” Ta)  T(atA+D)
— F(ﬁ + 1) (ZL‘ . CL)OH_'B
Fla+5+1) ’

apres utilisation la fonction béta d’Euler, on a pour a =1

)

1 _F(5+1) —a H—Lx—a +1
Ia(x—a)ﬁ—m(l‘ )B _5+1< )B

I'(z+1)=2TI(2).

Proposition 1.1 [4]

Soit f € C™([a,b)). Pour x fizé lapplication o« — (I¢ f)(x) définie pour Re(a) > 0

est holomorphe.

Proposition 1.2 [4]

Soit f € C°([a,b)). Pour a, B complexes tels que Re(a) > 0 et Re(f) >0 on a

LI f) = 177°F.

Et pour Re(a)) > 1 on a

d
—pef =127,
T =1

Remarque 1

On a

(Ig f)(x) = ﬁ/jd [_(‘”T_t)a} £(1) dt.

Par une intégration par partie on obtient

(x —a)® 1

(L NHx) = s——=f(a)+

T(a+1) 1) / (v =) f(2) at

['(a+

_ (x_a)a a+1 g/
= e @+ @)

(1.7)

(1.8)
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1.3 Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 1.1 [3]
Soit (U,d) un espace métriqgue complet non vide, T : U — U un opérateur tel que

pour quelque soit (u,v) € U on a
d(Tu,Tv) <w d(u,v), 0 <w <1,

alors Uopérateur T a un point five unique u*. De plus, si T*, k € N, un suite
p p q

d’opérateurs définie par :
T' =T, T" =TT, ke N\{1},

alors pour quelque soit ug € U la suite {T*ug} > converge vers le point fize u*.

1.4 Quelques espaces et lemmes fondamentaux

Soit 0 < a < b < 0o. On consideére les espaces de Banach suivants :

1)C|a, b] l'espace des fonctions continues de [a, b] vers R muni de la norme :

[flle = sup [f(z)].

z€[a,b]

2)C,la,b] = {f :]a,b] = R, f-g € Cla,] g(x) = (r —a)’ 0 <~ <1}, muni de
la norme :

1flle, = sup |(z —a)"f(x)].

3)Cra,b] = {f € C"[a,b], f™ € C,la,b] n € N}, muni de la norme :
n—1
£ llew =D B Ne+ 1Fe,
k=0

Lemme 1.1 [3]
Soit >0 et 0 <y < 1. Alors I, est borné de C,[a,b] en C,a,b|.

Lemme 1.2 [3]
Pour o >0, I¢, : Cla,b] — Cla,b].
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Lemme 1.3 [3]

Soit f € L'(a,c) (L*(a,c) est lespace des fonctions intégrables sur (a,c)) alors

C

lim [ (z—t)*" f(t) dt = /C(c —0)* ' f(t) dt =T(a) I, f(c) a>0.

T—rc+ a

Lemme 1.4 [3]
Soit ae>0et0< vy <1 Siy<a, alors I3, est bornée de C,a,b] en Cla,b].

Lemme 1.5 [3]
Soient 0 < a <1,0<y<1. Si feC,la,b] et [,7°f € Clla,b], alors

1o (d%liﬁ ) (2) = f(z) — %S“)(x — )™ Y cla,b].

Lemme 1.6 (3]
Soit 0 <~y <1etfeC,a,b], alors

IY f(a) = lim I f(x) =0 0<y <o

z—at

Lemme 1.7 [3]
Sotent 0 <y <1l,a<c<b, geCleb] et ge Cla,c| alors g est continue au point
cetgeC,la,bl.



Chapitre 2

Dérivation fractionnaire

2.1 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville

Définition 2.1 [4]
Soit a € Im — 1, m[ avec m € N*, on appelle dérivée d’ordre o au sens de Riemann-

Liouwille la fonction définie par :
(D3 f)(@) = ()" (L= H)(@))-

Exemple 2

Prenons la fonction f(z) = (z — a)?, avec 3 un réel on aura

m

d
BLpa(g —a)? = o) ° Iz —a)’ (2.1)

- (&) [Farimmg o™

_ L@+1) AN L mea
- T(B+1+m—a) (dx) ( T

T(B+1) TB+1+m—a)

= TGrlim_a) TGii_a @ o
@D
B r(ﬁ+1—a)( ) (22)

Ou nous avons utilisé la formule :
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(%)m (zr—a)’ = BB-1...(B—m+1)(z—a)f™

reE+1)

Fariom e

Il est claire que la formule (2.2) devient pour a =1 &

RLDL(z — a)f = F(ﬁ"‘l)(x_a)ﬁ—l

L(B)

Remarque 2

Dans l’exemple précédent si on prend B =0 on obtient

rRLpaqy L) &
Dyl = m(m—a)

1 -« _
= g (T =1,

C’est-a-dire que La dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.

Lemme 2.1 [4]
Soit a € |m — 1,m[ et f une fonction vérifiant BEDf = 0 (appartenant au noyau

de lopérateur BED? ). Alors

ot les C; sont des constantes quelconques.

Preuve 1 Comme (BLD2f)(x) = (%)m I f](x) =0, alors on a
17 fl(z) = ) Cix —a).

Par application auzr deur membres I on obtient
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Igo [ fl(x) = Ifo) Cjlz—ay

Par la dérivation classique on a

j=0

m—1 m
I'G+1) d

— C . jta
2T+ 1+a) (d:c) =

_ N TGty TGtatl) (o — aitem
g TH+1+a)T(j+a+1—m)
m—1 .

r 1 :

= C; U+ 1) (z —a)?tom™,

= F'j+14+a—m)

Proposition 2.1

Lopérateur de dérivation de Riemann-Liouville ®X D2 posséde les propriétés sui-

vantes :

1. BEDY est un opérateur linéaire.
L L L L L
2. BLpDa oL DB ARL DB oRL Do £ RL: [yat3,

3. lim "FDof = fm=1) et hmRLDO‘f flm

a—m—1

4. BLD% o I® =id.

5. [(I&oRE D) f1( jZF T —Mi:rl) {lim [(%) ]an_af] (x)}
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Preuve 2  Pour la linéarité c’est une simple vérification :
Soient f, g € C(la,b]) et Soient \,§ € R

MO S +a ) = (1) [0S+ 9)w)

- (%>m (A 1 f(x) + 6 13 g ()]

d\" m—o d\" m—ao
- (1) s () e

= AREDEf(r) +6 "D3g(x)

= [NEDYf+6 "Dyl (2),
donc
PEDEN f+069) =X "Dy f+6 T Dgg.

Pour le troisiéme point on a

Si f est de classe C™ alors on peut écrire pour 0 <j<m—1

flx) = 1" f™) () +

Ou

I« est lintégrale entier d’ordre m.
™) g dérivée d’ordre m.

f9(a) : la dérivée d’ordre j appliquée a a.

(2.3)
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Appliquons Uopérateur 17"~ auz deux membres de (2.3) on obtient

e = 1 a[sz +m o >]
e ] @)+ rz e o) >]
(et ) + mZ e = PO
e £ S LG g

=T+ 14+ m—a)

comme I'(j + 1) = j! alors

x_a]-‘,-m o

(j+1+m—a)

f(j)(a).

(L2 () = (127 ) () + Z i

Jj=

Appliquons 'opérateur (%)m aur deuxr membres de l’égalité

(&) ln @) - (%>m[<fsm—af<m 0+ 3 S

J=

3

(x —a)l™™

= [ ) (@) + TG +1—a)

J

f(a).

I
=)

(d’apres la formule (1.7)).

Quand o« —> m on obtient
<

= (x —a)i—®

lim (*2DOf)(z) = lim (I “f™)(z) + lim Y —————
a?”‘( () “2’“( )(2) azmzof(ﬂﬂ—a)

f(j)(a).

Mais lintégrale de Riemann-Liouville est holomorphe en a donc continue et de la

lim (17" f™)(2) = [I2f™](z) = £ (2),

a—m
<
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7)) = ) + (1) @)
— @)+ [ d
= f"@),

(d’apreés la formule (1.8)).

Comme la fonction gamma est continue on a

m—

3
L

m ©) (4)
zmjzol_‘j—l-l—ozf (a) = jZOF(jJrl—m)f (a)
On a
A G Y
]OF(j+1—m)f (a) =0
En effet
© @—aym o TG+ jom 19()
= TG+1-m w0 = FOF(J‘H—m)( VRS
B m=l g™ ; F9)(a)
T = (%> o Gy

Dot
lim (902 f)(z) = f) (2),

<

et avec la méme maniére on obtient

lim | ("-D2)(x) = £ V().

Pour la quatriéme propriété on a
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(*'DgoId)f = Kd > o I~ aofa}f
— (di) ]m @ Ola f]
= Lf
= f
Pour la derniére propriété on utilise la propriété 4, avec
("LDg o I3 o™ DY) f = DS,
qui donne
RLDR (13 o™ DE)f — f] =0,
a partir du lemme (2.1) on aura
1o oM D) f C x —a)ltom 2.4
(12 0" D7) >0 e e O (24)
Par application aux deuxr membres I"~“on obtient
Imfa[ [(IaORLDa)f] (l’)—f s C j + 1) (SL’ a)j+a m
a a a s ] ] + 1 + o — )
m—1 .
_ FG+1)
Jm ORL D« ) — [[me T — C. Jmea a jH+a—m
[(a a)f]() [a f]() pars ](f)r(j+1+0é— ) ( )
m—1 .
I'(G+1) F'G+a—m+1)
= YO - . (x
par F'G+1+a ) I'G+1)
m—1
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Orsi0<j<m-—1alors lim (d%)j [I™g)(z) = lim [I™Ig](x) =0 et aussi

z—at xz—at

0 sinon

: j lsik=j
lim (L) (z —a)t :{ J: s J
Donc

jlej(f) = = lim (L) (17 f)(x).

x—at

L’équation (2.4) devient

(x —q)ite—m

(12 0" DY) - 1) = Y-~ i (1) Ul

=0 z—at j—l—l—l—a—m)’
d’ot
(1% o™ D2 f](x 3 DG S VAR T g
]:OFJ+1+CK— ) z—at dx @

2.2 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.2 [4]
Soit aw € Im —1,m| et f € C™([a,b)). On appelle dérivée de f au sens de Caputo la
fonction définie par :

(“Dg f)(a) = (L7 f™) (). (2.5)
Remarque 3

On a
“Dg(1) =0,

c’est-a-dire que la dérivée de Caputo d’une constante est nulle.

Exemple 2

On a pour la dérivée d’une puissance

(0% 1 —
CD%(x —a)? = (éﬁr )a) (x —a)P~.
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En effet

Dita-af — | (£) -]

o B+ m
= 1 [
_ _TBHY g, yem
B r(5+1—m)]a ( )y
I+ F(ﬁ—m+1)(x_a)ﬁ_a
 I(B+1-m)T(B+1—a)
_ F(ﬂ + 1) (:L' _ a),b’fa
I'(f+1—-a) '

Proposition 2.2

L opérateur de dérivation de Caputo posséde les propriétés suivantes :

1. Dglraf] = f.

m—1
2. Si¢Def =0 alors f(z) = Ci(z —a).
=0
s (x —a) .
5. 10CDs () = fo) — 3 L= pog)
=

Preuve 3

Pour la premiere propriété on a
CDa[[af] — e o i m [[af]
a a a dx a

= Iy,
1
= f
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Pour la deuzieme propriété on a

Pour la derniére propriété on a

peoine - n||(mme (1)) 4| @]

d m
= oo () 1w
= ([0 f™) ().
Si f est continue et de classe C™ on a
m—1 ($ . a)j .
fla) = (I o f™) () + i f(a)
=0 '
Alors
i (x —a) .
(Ig o f™)(x) = f(x) - i fa),
j=0 )
donc
i (x —a) ..
2D fl(x) = f(z) — f(a)
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Lemme 2.2 [4]

Soit f continue sur [a,b] et a > 0, alors

limJ]j‘f)(x) = 0.

Tr—a

Preuve 4 On a

US| = \ﬁ [ @i dt‘

1 ; a—1
< | e-0to)a
sup|f(t)]
[a7b] a—1
< o) /au*—t) dt
1l (%0 ot
<t [ @m0t
1l .
S Farn "

Par passage a la limite quand x — a* on obtient

lim (12f)(z) = 0.

z—a™t

Corollaire 2.1 [4]

Si0<a<1etf declasse C' alors
(Ig o™ D) f = f,

et
(“Dyold)f=f.

Preuve 5 D’aprés la propriété 5 de la proposition (2.1) et le lemme (2.2) on a

T—a
>

(12 o DY fl(e) = fla)— B {lim[li‘“f](x)}
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Donc

(Ig o™ D) f = f,

et d’apres la propriété 1 de la proposition (2.2) on obtient

(“DgoI)f =

Remarque 4 C’est-a-dire que les dérivations au sens de Riemann-Liouville et de

Caputo respectivement constituent linverse a droite et a gauche de ['opérateur de

Riemann-Liouville(au moins sur les fonctions de classe C1).

Corollaire 2.2 [4]
Si0<a, <1 aveca+B<1etf declasse C' alors

Preuve 6

o

et

(“Di o DI)f =

(“Dg ¢ D) f = DgtPf = (“Dgo“ D) f.

= D,
o4 _cpios
* dx a7

“DIForlP =id.

La commutativité résulte de la commutativité de 'addition des réels.



Chapitre 3

Dérivation fractionnaire au sens de
Hilfer

Dans ce chapitre, nous étudions la dérivation fractionnaire au sens de Hilfer de

deux parameétres.

Définition 3.1 [2]
Soitao e lm—1,m[ et0< <1 avecm €N et f € C™(a,b)), on appelle dérivée

d’ordre a et de type 8 au sens de Hilfer de f au point ”a” la fonction définie par :

D3 1)w) = (12 () ) ) o)

)

ot Lg' est l'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville.

Particuliérement si 0 < o < 1 alors

4

a.p — B(l-a)
N e

(151 ) @

_ ([ pa-0 @ a-y
= (o Lutn) @
= (I7"DYf) (x),

oy =a+p—af et D) est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

On introduit les espaces suivants :
Cyl la,b) = {f € C1_y[a,b], DIP f € Oy, [a, b]} .
Cl_la, bl = {f € Ci,[a,b], D] f € Oy [a,b]} .

21
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D’aprés le lemme 1.1 on a
Ci_[a,b] € C2 [a, b].

Lemme 3.1 [3]
Soit f € L'(a,b) ( L'(a,b) est l’espace de Lebesgue des fonctions intégrables sur

(a,b)), si DIV f existe et dans L*(a,b)
alors

Dadref = - pgialy

Preuve 7
Soient 0 <a<1,0< B <1etfeLa,b)

(D3PI f) () = (If“‘“%(l&‘ﬁ’“‘“) ° fs‘f>) ()

d

0 L) ) o

(
- (Jgﬂ—a)d%(lg—ﬁ*“ﬁf)) ()
(

8(=a)

d
780-0) & 1-p(1-a)
o o f) ) (@)

= (D) (2)

Lemme 3.2 [3]
Soient0 <a<1,0<B<lety=a+pB—af. Si feC]_[a,b] alors

12D} f = D,

et
DyIof = DI,
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Preuve 8

a) Soient 0 <a<1,0< <1, y=a+B—-ab et feC]_,

(I D37 f)()

b)

DS =

Lemme 3.3 [3]

= LD f) (@)
= (I3 o 1) D] f(x)
= (277D f)(@)
= (LID3f)(@).

(DgHrB—ocﬁ o _]g) f

Il a—LFB4+af o[a) f

<
()
)

DAl f,

%I&

Soit f € L'(a,b). Si DE""f existe et dans L'(a,b)

alors

DB f =

B1-a) pili=a) f.

[a, 0]
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Preuve 9
Soient 0 <a<1,0<3<1etfeLa,b)

D) = (B

Loz 2)

d
780-0) L 71-p)(1-0)+a
o o /)| (@)

(
- (z§<la>d%(lgﬁ+“ﬁf)> ()
(1200

ff<1a>i<f;ﬂ<1a>f>) (x)
= (1507 D=2 ) ().

Lemme 3.4 [3]
Sotent0 <a<1,0<<lety=a+p—ap.
St f € Ci_,[a,b] et LYy e Ct_,la,b] alors DYPIS f existe dans (a,b],
et
DyI7 f(z) = f(x) € (a,b].



Preuve 10

D’apres le lemme (3.1) on a

DXPIOf(z) = 170D~ f(z)

Proposition 3.1
Soient 0 <a<1,0< <1, y=a+B—af, et f€C]_[a,b] alors

Dy f =R Dsf,

et
D3 f =€ Daf.

Preuve 11

a)Si f=0
a,0 _ 0 d 11—«
D) = (o goner) @)
d 11—«
- (Fan)@
)
b)Si =1

D) = (1o g n2f ) @
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Exemple 3
Prenons la fonction f(z) = (z — a)°

a,B 6 d (m—c) )
Da’ (ZE—CL) - a (.T—CL))

_ Iﬁ(moc (d

>m (F 1— 5)F(7<2 J—r 611)) To+1) (z - a)(l_ﬁ)(m_am)

_ [Bm—a) ( I'(d+1)

“ I'l—a—pm+af+59)
_ F(5+ 1) _\0—«
= Tito—a® 9

= BLD%z —a)°.

(I _ a)aﬁ—f—&—a—ﬁm)



Chapitre 4

Application de la dérivation
fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville et Caputo aux
équations différentielles

4.1 Application de la dérivation fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville aux équations différentielles

Nous allons construire un théoréme d’existence et d’unicité des solutions de pro-
bléme fractionnaire pas a pas puis on lance le théoréme. Nous allons travailler avec
la propriété 5 de la proposition (2.1) avec a =0
et 0 < a < 1 pour plus de commodité. On note I* et D® au lieu de I® et B D2,

a—1

Fay Jim (1) (4.

[(I% o D*) f](x) = f(x) —

Nous avons vu précédemment que si f est continue sur [0, b] alors lim+ (I~ f)(x) =0
x—0

et donc I® o D*f(x) = f(x), de la l'espace des fonctions dans lequel nous allons
considérer les équations différentielles sera un espace ou cette limite est finie sans

étre forcément nulle.

Lemme 4.1 [4]

Si lim z'=*f(x) = c et f continue sur|0,b],
x—0F

alors
lim (I f)(x) = ¢ ().

x—0t

27
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Preuve :

1

N = e | @0

1

_ —m_a)/o (2 — ) 1 4170 F (1) dt.

Comme 1im+ '~ f(z) existe, alors la fonction x'~® f(z) est prolongeable par conti-
z—0

nuité a [0, b].

D’ou

(1)) — ¢ T(a) = ) /Oz<x—t>-a L) — ] d.

(1 —«

pour que cette égalité est vraie la fonction I' doit vérifier :

1 x
INa)= —— —t) > t* e dt.
(o) = gy | =0 e
En effet
x x t —Q
/ (x—t)" >t 1 dt :/ T (1 - —) t* 1 dt.
0 0 z
On pose
t
_ = u7
T
alors
dt = x du.
On a
t:0—zxz=u:0—1,
donc

T 1
/ (x—t) >t tdt = / 27 (1 —u)™ (zu)* 'z du
0 0

— /1(1 — )" u*! du
0
= ﬁ(l —C(,Oé)-
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Donc
1 z o cB(l—a,a)
— —t) e ledt =
T(1-a) /0 (=) ‘ T(1—a)
eIl —a) (o)
- T(1—a) (1)

Donc reprenons la preuve :

(1)) — ¢ T(a) = ) /0$<x—t>-a e L) — d .

'l -«

Comme la fonction ¢ — 17 f(¢) — ¢ est continue sur [0,b] qui est compact alors

sup [t f(t) — c| existe

[0,0]
sup [t f(t) — | .
—a [0,0] “a sa—
(=)@ = et < B [ e
6(1-@,0&) 11—« _
S TAZa) s[é,lg})ﬁ ft) — ¢l
Donc

() (@) — e T(a)] < T(e) sup @' f(z) — ]

Par passage a la limite quand 2 — o™ on obtient

lim I'"*f(z) = ¢ T'(a).

z—0*t

Introduisons 'espace suivant :

Co([0,8]) = {f :10,b] — R, continue et lim x'~*f(z) existe} ,

x—0t

et posons

£l = supla'=*f(z)].
[0,5]
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On a ||.||, est une norme et que (C,([0,b]), ||.||,,) est un espace de Banach.

En effet
Pour la norme on a

Soit f € C,([0,0])

/]

Soit A € R

Soient f, g € Ca([0,0])

,=0 &
&
&
&
&
&
Al
I1f + 9l

Z' 7 f(x)| =0 Vxelo,b
' 7 f(x) =0 Vx € [0, 0]
' 7 f(x) =0 vz €0, b]
flz) = Va €]0, b]

= sup|z'™* (Af)(2)]
0.

= sup|z' " ()]
0,6

= sup|A| |17 f(2)]
0.

= [Alsup |z'~*f(2)]
0.

= LA

= sup |21 7(f + g)(2)]

[0,6]

= sup [z *(f(x) + g(2))].

(0,]
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On a

|17 (f (z) + g(2))] |27 f () + 2" g(x)]

< et f ()| + et g ()
< sup|a'"f(x)] 4 sup [z g(2)]
[0,0] [0,0]
sup [2'7(f(x) + g(x))| < suplz'™f(x)] + sup [z'g(z)|
[0,0] [0,0] [0,0]

If+glle < Al + Mgl -

Pour montrer que (C,([0,5]), ||.]|,) est un espace de Banach il suffit de montrer qu’il

est complet.
En effet
Soit {uy, }nen suite de Cauchy dans C,([0,b]) c’est a dire :

Ve>03ng e NVp,n>ng = |lu, —u,l, <€

> sup [t [ — wp) ()] < €
0,

= 2" un () — up(2)]] <€ V€0,

= |up(x) —uy(z)| < vz €]0,b]

xl—a

= |u,(z) —up(z)| <e.

Donc

La suite {u,(2)}nen est une suite de Cauchy dans R et comme R est complet alors
La suite {u,(z)}nen est convergente dans R vers la limite u(z).

Puisque la suite {u, }nen suite de Cauchy dans I'espace C,([0,b]), on a

Ve > 0 Ing € N Vp,n > ng = sup |z *[u,(r) — u,(2)]] < e
(0,]

Par passage a la limite quand p — +o0co on obtient

Ve >0 dng € NVn > ng = sup ]:Ulfa[un(x) —u(z)]] <e.
[0,0]

Donc
Ve > 03dng € NVn > ng = ||u, —ull, <e.
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D’ou

La suite {u,}nen converge vers u.

On a u = u, — (u, —u) et u, —u € Cy([0,b]) donc u € C,([0,b]) comme la somme
de deux fonctions dans C,(]0, b]).

Par suite

L’espace (Cyo([0,0]),.||,,) est un espace de Banach.

On définit le probléme de Cauchy fractionnaire par :

(Du)(x) = f(z,u(x)) dans ]0,0]
(P) lim 21 u(x) =c (4.2)
z—0t
D’aprés le lemme précédent 'équation (4.1) devient
(10 D™ fl(2) = f(2) — ¢ 2.
On transforme le probléme (4.2) en une équation intégrale équivalente :
Par application de I* a I’équation de probléme (4.2) on obtient
[ (D%u)(z) = I f(, u(x))
() — ¢ 2l = — / o — 097 f (4 u(t)) d.
I'(@) Jo
D’ou
1 xX
u(x :ca:a_l+—/ (x — )L f(t,ult)) dt. (4.3)
) R /. (o0 (ko)

L’objectif est d’écrire le second membre de (4.3) comme un opérateur 7'u et mon-
trer que sous certaines hypothéses il est contractant dans C,([0,b]) pour pouvoir

appliquer le théoréme 1.1. Posons pour u € C, ([0, b])

1 x

(Tu)(z) =ca® ' + =— / (x — ) f(t,u(t)) dt. (4.4)
() Jo

Il faut montrer que l'opérateur 7" envoie bien les éléments de C,([0,b]) sur des

éléments du méme espace (T est bien définie), ensuite qu'il est contractant (sous des

hypothéses).
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Nous supposerons que

H1 -f(x,y) est définie dans ]0, ] x]ug — d, ug + 6[(§ > 0)

H2 -Vy l'application f(.,y) € C,([0,b])

H3 -f est uniformément lipschitzienne par rapport a y i.e, Jw > 0 telle que

|f(@,91) — fz,92)] < wlyr — yol-
On montre que si u € C,([0,b]) alors Tu € C,([0, b]).

On a T'u est continue sur |0, b] comme la somme de deux applications continues sur
10, 0].

Pour la condition de limite en 0" on a

l—«a

F(a)/o (z — )" [f(t,u(t))] dt

|27 (Tu)(z) — cf <

<

A?w—ﬂ%luﬂumm—fm@wuﬂanﬂ

)" [w lut) = +|f(t,0)] ] dt

VAN
’j&H
204
O\é
=
|
~

)7 [w u()| +w e +|f(t,0)] ] dt

VAN

ﬁHH
|

28
<D\§

N

|
~

< ol [ @0t as
r(a>/0 (=)t [wt ™ u@)]+7[f(t,0)| ] dt.

D’aprés le fait que u € C,([0,0]) et la deuxiéme hypothése sur f on peut dire que

sup [w ¢~ u(t)] + [ f(t, )| | = 4,
0.

existe, d’ol

1—a AT ()
ot (Tu)(e) — el < ¢

mw | + T20) z?. (4.5)
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En effet

x:z:—taflt“*dt = —/xx—to‘ltaldt
/0< ) f | e

Par passage a la limite dans 'expression (4.5) quand = — 0T on obtient

lim '~ (Tw)(z) = ¢,

z—0t

et donc Tu € C,([0,b]).

Par suite T est bien définie.

Pour la contraction on a

z 7 [(Tw)(z) = (To)(@)] = & /Om(w — )7 [f(tu(t) — f(t o)) dt,

et donc

|27 [(Tu)(2) — (Tv)(@)]] < F(a)/o (@ =) [f(tult) — f(t,v(t))] dt

< rpm e [ @0 e - o) a

< ppm e a0 e et — o)

< s ) vl 0 [ et
< v||a%xla/ox(a:—t)al -1 gy

< =l Ty o
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Nous allons faire les estimations dans Iespace C,([0,b1]) avec 0 < by < b et choisir
b1 de facon a ce que la constante de contraction soit < 1. Les calculs précédents

donnent

wl(a)
[T =T, < T2a) b [lu — v

a,by *

sk b soit < 1,

o< (1, (2227

Donc d’aprés le Théoréme 1.1 il existe une solution unique d’équation intégrale (4.3)
dans lespace C, ([0, b1]).
Théorémel4]

Sous les hypothéses sur f données plus haut, il existe une solution unique au pro-

11 suffit de choisir b; afin que la constante K =

1
bléme de Cauchy (4.2) dans Pespace C,([0, b1]) avec by < min <b, (Jg&) a).

4.2 Application de la dérivation fractionnaire au sens
de Caputo aux équations différentielles

On définit le probléme de Cauchy par la maniére suivante :

(H) { (CDS‘U)(I) = f(x,u(x)) (4.6)

u(0) = ug 0<a<l
Et on définit le probléme de Cauchy linéaire par :

{ (“Dgu)(x) = h(z) (4.7)

u(0) = wug 0<a<l1

Lemme 4.2
u:[0,b] — R est solution de probléeme (4.7) si et seulement si

1 v o1
u(m) = Ug + m/g (l’ — t) h(t) dt
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Preuve :

On montre la condition nécessaire :
Soit w : [0,b] — R solution de probléme (4.7)

On a
(“Dgu)(x) = h(x).

Par composition de I'application I§ on obtient
1§ o Dgul) = Igh(x),
mais on a d’apreés la propriété 3 de la proposition 2.2
15 0% Dgu(z) = u(x) + o,
donc

w(z) +co = I§h(z) = u(x) = c+ —— /Ox(w —)* " h(t) dt.

Comme u(0) = g alors ¢ = .

Donc

On montre la condition suffisante :

On suppose que
qu):1m4—féﬁ>qu-¢yklh@)dt (4.8)

Par application de “Dg aux deux membres de (4.8) et d’aprés la propriété 1 de la

proposition 2.2 on obtient
“Diu(x) = “Dgluo+ Igh(x)]
= “Dgug +° DYISh(x)
= h(z),

ot “Dgug = 0 (d’aprés la remarque 3).

On a u(0) = uy. Donc u est solution de probléme (4.7).



Chapitre 5

Application de la dérivée
fractionnaire au sens de Hilfer aux
équations différentielles

On considére un probléme a valeur initiale, et on montre 'existence et I'unicité
des solutions de ce probleme dans ’espace des fonctions continues.

On considére le probléme suivant :

(DXPy)(z) = flr,y) x>a, 0<a<l, 0<B<1
{Iiﬂy(a*):ya y=a+p—ap

O D2¥ est la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer.

5.1 L’existence des solutions

Théoréme 5.1 (3]

Soity=a+pf—af avec 0 <a<1let0<p<1. Soit f:(a,b] xR — R une
fonction telle que

f(y() € Ciy([a, b)) pour tout y € C1—+([a,b]). Siy € C)_([a,b]), alors y vérifie
(5.1) si et seulement si y vérifie I’équation intégrale

y(z) = %@ —a) 4 I8 f(a,y(a). (5.2)

Preuve 12 Montrons la condition nécessaire

Soit y € C]_ ([a,b]) une solution du probleme (5.1), montrons que y vérifie (5.2)

37
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D’apres la définition de CY_ ([a,b]) et le lemme 1.4 on a

117y € Cla,b]) et DYy = &(I177y) € Ciy((a, b)) ainsi on a I', 7y € CL ([a, b)),

dx

donc d’apres le lemme 1.5 on a

I, DLy(x) = y(@) — oz —a) " w € a,b]
On a D).y € Ci_,([a,b]), le lemme 3.2 donne

DDy = 19Dy = 1% f(,y()  dans Ja,b),
d’apres (5.3), (5.4) on a

v(@) = iy lo = al TS y() v € al],

Montrons la condition suffisante

Soit y € C__([a,b]) vérifie (5.2) ie,

y(z) = %(x —a) T I fr,y(x)  x € a,b).

Par application de D], auz deux membres de (5.6) on obtient

Dly(x) = Dy, F??:) (x —a)™" + I f(z, y(x))

DIV (L y()) (@),

ot
ol -1 d 1—vy -1
D) (x—a)"" = d—]a+ (x —a)” =0.
x

DYy =D f(Ly().

D’apres Uhypothese D)y € C1—,([a,b]) on a

DI y() = DXy € Gy b,

(5.3)

(5.4)

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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et puisque f(.,y(.)) € Ci_,([a,b]), alors par le lemme 1.1 on a

1701 y() € Crs((an b)), (5.9)
De (5.8) et (5.9) et la définition de l’espace CZ[a,b] on a

L7 f(y() € ¢ ([a, b))

Par application de Iff*a) au (5.7) et par le lemme 1.5 on a

101 y0)] @)

r — q)Pd-a)-1 .
N I (5.10)

DX y(x) = flz,y(z)) —

Puisque 1 —y <1 —B(1 — ), le lemme 1.6 donne

1 )] @) =0,

donc (5.10) devient
Dyfy(x) = f(z,y(x)) € ]a,b].

Par application de ]if’ sur les deux cotés de (5.5)

L) = 7 |- @) G
= ot Iy O)] @) (5.12)

Par passage a la limite quand x — a* on obtient
L7(a") = o+ [ (y0)] (@) = v

Dans ce section on prouve l'unicité des solutions du probléme de Cauchy 5.1 dans

I'espace Cf‘fy [a, b].

5.2 L’unicité des solutions

Théoréme 5.2 [3]
Sotent 0 <a<1,0<f<lety=a+—ap.
Soit f: (a,b] x R — R une fonction telle que
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Hi - f(,y() € P Dab], y e C1_,a,b).

o

H2 - f est lipschitzienne par rapport au deuxieme argument

|f($;y1) - f(xay2)| S k |y1 —92| k > 07

alors il existe une seule solution du probleme de Cauchy 5.1 dans [’espace CY_W[a, b).

Preuve 13
D’apres le théoreme 5.1, il suffit de prouver le résultat pour I’équation intégrale équi-

valente (5.2) qui peut étre écrit sous forme d’un opérateur tel que

o

yo(z) = FZZ(;) (x —a) ™t

Premiérement on prouve l'unicité des solutions dans l’espace Cy_,[a, b, notre preuve
est basée sur la partition de l'intervalle |a, b] en sous-intervalles dans le quelle [’opé-
rateur T est contractant puis on utilise le théoréme du point fixe de Banach .
Notons que Cy_, [c1, 6], a < ¢ < ey < b est un espace métrique complet par rapport
a la distance définie par :

d(yr,y2) = ly1 = v2ller, = sup |(z —a) 7 [yi(x) — ga(2)]].

z€[er,co]

Prenons x1 € (a,b] de sorte que wy = M(Il —a) <1
On a yo € C1—(la,z1]) car

iy:la, ] = R.

ii g-yo est continue sur [a, ;] tel que g(z) = (x —a)' ™7,

et aussi d’apres le lemme 1.1 on a I, : C1_[a, 1] = Ci_4[a, x1] alors
Ty € Ci_4[a, 1],

et de la
T:Ci_yfa,z1] = Ci_4[a, x1].
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Pour yy,y2 € Ci_4[a, 1] on a

1Ty, — Tyallen, = sup [(x —a)'™7 [Tyr — Ty,|(2)]
= s (=0 s [ o= 0 0) = fm0)] |
< % [ o= ) - Fente)]
< E Ok [0 ) - o)
< Bk [l -0 - 0 o) - 0]
< (r— @y Kl — vl 180 — )y
A e

7+ )
o I'(v)
< (21— a)% |y — w2l T +a)

< willy = welle, -

Puisque wiy < 1 alors on peut appliquer le théoréme 1.1 pour obtenir une seule
solution y € Ci_4[a, 1] de U’équation (5.2) dans Uintervalle |a, z4].

1) Sixzy # b, considérerons y € Clxy,b] les solutions de I’équation

tel que

ol

Prenons xo € (x1,b] de sorte que wy = —F(ak-i-l) (72



5.2 L’unicité des solutions 42

Soient y1,y2 € Clw1, 2]

1Ty1 = Tyalle = ;ﬁg”T@ﬂi)—-Tyﬂmﬂ
= s (12 f ()~ L2 ()
= &%U%U@%@»—ﬂ%w@m,
= s [0 ) - F )
< w7 [ =0 0) = S0
< fag [ =0 ) = ) a
< gmgln—wle [ @=0et
< ﬁ%@rwﬂcglﬂﬁ
<t~ ele (@ = o)

< wa Iy — pelle-
Puisque 0 < we < 1, T est un contraction, et puisque f(.,y(.)) € Clxy,z3] pour
quelque soit y € Clxy, xs] et 1% f(.,y(.)) € Clx1,xs] (d’apres le lemme 1.2 ) on a
Zy

Ty € Clzy, 4], et par suite T : Clxy, x5] — Clxy, 23] alors d’aprés le théoréme 1.1
il existe une seule solution yi € Clxy, x3] de l'équation 5.2 dans lintervalle [xq, xs),

de plus d’apres le lemme 1.3 on a

Y1 (z1) = yo(z1).

Par conséquent si :

ey we) a<z <
vl = { yi(r) z <x < (5.13)

Alors d’apres le lemme 1.7 on a y§ € Ci_y[a, 1], yi € Clzy, x2] et yi(z1) = yi(z1)

alors y* € Ci_,[a, 3], donc y* est la seule solution de 5.2 dans C_.[a,zs] dans
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Uintervalle |a, xs).
2) Sixe # b on répéte la méme raisonnement on obtient la solution unique
yr € Clap, Tuy1], n=2,3., M otta =19 < 11 < ... < xpr = b tel que

k
Wpa1 = )(:vn+1 —x,)" < 1.

al'(«
Il résulte que y*(x) =y’ (x),x € (Tp, Tpi1], n=2,3..., M — 1.
1l reste a montrer que la solution unique y* € Cy_[a,b] est dans C{__[a, D]

On a

V(@) = (e ol Iy (@), (5.14)

appliquons D) sur les deux cotés de 5.14

Dyy*(z) = Dl f(x,y"(z))
= Dy f(z,y"(x))

= DI f(w,y" ().
Puisque a < 7y, DE " f(Ly()) € Ci—a,b] (d’apres les hypothéses), alors
Dzy* € Ol—’y[a7 b]7

d’apres le théoréme 5.1 y* est la solution unique du probleme 5.1.
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