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Chapitre 1

Semi-groupes a un parameétre
d’opérateurs linéaires bornés

1.1 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés uni-
formément continus

Soit X un espace de Banach muni de la norme || - || et notons par Lz(X) 'algébre
des opérateurs linéaires bornés de X dans X de norme d’opérateurs qu’on notera

Définition 1.1. Une famille (T'(t))i>0 @ un paramétre d’opérateurs linéaires bornés
de X dans X est dite semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :

(1) T(0) =1, (ou I est lopérateur identité de X)

(2) T(t+s)=Tt)T(s), Vt,s >0
un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés (T'(t))io sur X est dit uniformément
continue sur X , si:

lim || T(t) — 1] = 0 (1)

t—0+t

I'opérateur linéaire A défini par :

D(A) = {x € X, lim Mem’ste} (1.1)
t—0F t
L Ttz —2  dT(t)x
Az = 1tl_1}1’(1)[1+ : T Vo € D(A) (1.2)

est appelée le générateur infinitésimal du semi-groupe (7'(¢))i>0 et D(A) est ap-
pelé le domaine deA
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Dans ce paragraphe , nous allons étudier quelque propriétés de semi- groupes d’opé-
rateurs linéaires bornés uniformément continus

Remarques 1.1. [l est facile de voir que si(T(t))i>o est un semi-groupe uniformé-

t>0
ment continue sur X , alors : lm% |T(s)—T(t)||=0
S—
en effet :

T(t)—T(s) = T(t—s+s)—T(s)

I
S
~
~
|
»
S~—
S
—
»
~—

sis—talorst—s—0
donc [T(t — s) — I| — 0 par suite T'(s) —T'(t) — 0

Tout d’abord,commencons par démontrer le lemme suivante :

Lemme 1.1. soit f : [a,b] — X est une fonction continue,alors :

tl—l>r(§1+t/ /s = /)

preuve pour tout t # 0

1

I 27 fs)ds = Sl = 15 L7 ~ Fa)ds]

< 5 x1fG) = fa)lxe
—swlf() - fla)]

la continuité de f nous permet de conclure

Théoréme 1.1. un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe uniformément continue sur X ssi :A est un opérateur linéaire borné sur X

preuve soit A un opérateur linéaire borné sur X posons :

T(t) = exp™t Z t” (4)

la série ainsi définit dans la forme (4) converge en norme pour tout ¢t > 0 et définit,
pour tout ¢t > 0 un opérateur linéaire borné (7'(t)):>o
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Il est claire que T'(0) = I

+o0
t n
par un simple calculon a t,s > 0 :T(t+ s) = Z ( +|S) A"
n!
n=0
1
T(t + S) = :z% Z:O ﬁcﬁtn_kSkA"

1
= Zk =0 k'( k)

—— qn kkAn

_ . Z tn—k:An—k Sk:AK
nE0EE=0 (n— k)l K!

A" sTA™
+oo +oo
= ( n=0 )( n=0 T)
= T(t)T(s)
par ailleurs,pour tout ¢ > 0,on a :
t”A
1T@) -1 = HZ |
B +oo t"A"
- H =
oo tnu _ etHAH 1 e 0
n!

Donc lim ||T'(¢) — I||=0
t—0t

D’autre part,pour tout £ > 0O,on a :
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T(t)—1 e —1
|[—— Al = | — Al
_ HetA—]—tAH
o t
_ H_ +oo t"A"H
< 1 +oo thAHn
1, oo 1Al
S e L
Lo ya
= 1Al
lim 24— 1 oAl = lim S LAy A= 0
conme Tim (¢ A1) = Jim 4l 4]
alors : lim M =A
t—0t

Ainsi (T'(t))¢>0 est un semi-groupe d’opérateur linéaire borné uniformément continue
sur X ,de générateur infinitésimal A

Réciproquement,soit (7'(t))¢>p un semi-groupe d’opérateurs linéaires borné unifor-
mément continus sur X et soit A son générateur infinitésimal L’application T'(-) :
R — I5(X) est continue, donc fo s)ds € Lg(X),Vt >0

D’aprés le lemme 1, on a: lim — fo s)ds=T(0) =1

t—)O

Il existe alors p > 0 tq : ||— Jo T(s)ds — I||< 1 ,ce qui implique que — fo s)ds est
P

inversible ,et donc fo (t)ds est aussi inversible. Pour tout & > 0 on a:
T(h)—1
(——)(J7T(s)ds) = — fo (h+s) —T(s))ds
1 h
= E( P (s)ds — [P T(s)ds)
1

_ Mﬁ%ﬂwh_ﬁT@@)
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T(h) —1I 1 p+h

Donc ( 7 ) = (h s)ds — — fo (s)ds)( [y T(s)ds)™
compte tenu du lemme (1), on obtient hli]%l (T(h)—1I)/h = I)(fy)~" ainsi, le
—

générateur infinitésimal du semi-groupe (7(¢))¢>0 (umformement continue) est 'opé-
rateur linéaire borné :A = (T'(p) — I)(f7) ™

Remarques 1.2. De la définition (1), on voit bien qu’un semi-groupe (T'(t);-o admet
un unique générateur. si (T(t))io et uniformément continue, alors son générateur
infinitésimal et un opérateur linéaire bornée. D’autre part, tout opérateur linéaire
bornée est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continue. ce
semi-groupe est t-il unique ¢ La réponse affirmative a cette question est donnée par
le théoréeme suivant :

Théoréme 1.2. Soit (T'(t));>0 et (S(t))i>0 deuxr semi-groupes uniformément conti-
nue : si lim T8O — A — lim % (5).

t—0t ¢ t—0t

Alors : T(t) = S(t), ¥t > 0

preuve Montrons que pour tout a > 0, T'(t) = S(t), Vt € [0, a
Soit @ > 0 fixé. comme (T'(t));>0 et (S(t))i>0 soit deux semi-groupe uniformément
continue , alors les applications ¢t — [|T(t)]| et t — ||S(t)|| sont continus . Il existe
alors une constant ¢, tq : T (@)[]S(s)]| < ca, VE, s €10,al.
pour tout A > 0, on a : || =5 R) h) Sh)|| = ||@ - (S(h Al
Soit e > 0 L’égalité (5) imphque qu il existe un 6 > O tq pour 0 < h < 9, on ait :

S(h)~
[P = Al < 55 et |25 — All < 55
ce que entraine alors que pour 0 < h < 4, || T(h)gs(h) < HT(h — Al + || 2= _ g
< (6)

— acp
Soit ¢ € [0,a] et soit n > 1 tq £ < 6 . De la définition (1) d’un semi-groupe et de
(6)il vient que :
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170 = SOl = 13T = B)2)S() = T~ k= 1) )S((k+ 1))

< YLl T(n = B)HSKkE) = T((n =k = DE)S((k+ D5

< CisollT((n =k =DHTEHSED) = T((n =k =D HSE)S)

< Siso IT((n— k= DHIISE T (L) — S|
< Cat Y001

= €t

< €

comme € > 0 est arbitraire,alors T'(t) = S(t), Vt E [0, a]. mais puisque a > 0 est
aussi arbitraire, il s’ensuit que : T'(t) = S(¢),Vt >

Corollaire 1.1. soit (T'(t))i>0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés,uniformément
continus. Alors :

(1) II existe deux constantes w = 0 telle que : | T(t)||< Me* ¥Vt > 0
(2) Il existe un unique opérateur linéaire borné A tq : T(t) = AVt > 0

(3) L’opérateur A de lassertion(2) est le générateur infinitésimal du semi-groupe
(T'(t))1=0
(4) L’application: t — T(t) est différentiel en norme et on a :

drt) =AT(t)=T(t)A, (7)

dt
preuve Toutes les assertions du corollaire 1 découlent de 'assertion 2.pour mon-
trer 2 notons que puisque (7'(t)):>o est un semi-groupe uniformément continu son gé-
nérateur infinitésimal A est un opérateur linéaire borné est aussi le générateur infini-
tésimal du semi-groupe (e4);5( définie par la formule(4) ,et par le théoréme(2)(d unicité),on
obtient :T'(t) = €4, Vt > 0
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1.2 Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés for-
tement continus

Dans tout ce paragraphe, X dénote un espace de Banach de norme || - || et
Lp(X) dénote l'algébre des opérateurs linéaires bornés sur X, munie de la norme
des opérateurs qu’on notera aussi par || - ||

Définition 1.2. Un semi-groupe (T'(t))i>o d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit
un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continus sur X ,si : lim T (t)x =

t—0
r,Ver e X (8)

un semi-groupe fortement sur X est appelé aussi semi-groupe de classe Cj sur
X ,ou tout simplement : un Cy-semi-groupe sue X on établit le théoréme suivant :

Théoréme 1.3. Soit (T(t))i>0 un Co-semi-groupe ur X . alors il existe deuz constants
w >0 et M >1 tells que : || T(t)|| > M exp“*Vt >0 (9)

preuve Montrons d’abord qu’il existe a > 0 et M > 1 tels que :
|T()|| = M, Vvt € [0,b]
. supposons le contraire, c’est a dire, supposons que Va > 0, VM > 1, 3t € [0,qa] tq :

1Tt > M

1
En particulier pour a = 2 et M =n >1 (n € N)), il existe ¢, € [0, =] tq :[|T'(¢,)| >
n
n. donc la suite (||T°(¢,)]])n € N est non bornée . Il vient alors du théoréme de
Banach-Steinhaus, qu'il existe zg inX tq : (||T(t,)zol|)» € N soit non bornée, ce qui

contredit le fait que lim Tt)r =x Ve € X. Ainsi : |[T(t)|| < M Vt>0,t € [0,a]
t—0

comme ||7(0)|| = 1, alors M > 1 posons w = % > 0 Soit t > Oet soientn € N et
Q) telle que : t = na + €2, avec 0 > ) < a. par la propriété des semi-groupe, on a :

TG = ITma+9Q) = [T(QT(na)]
[ T()T (a)"|

M™+1

MM"

MMt;Q

MM:i=% < MMs

M exp®t
ce qui achevé la démonstration du théoréme

IR VA VANRVAR VAN
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Corollaire 1.2. Soit (T'(t))i>0 on Cy-semi-groupe sur X .Alors : pour tout v € X,
la fonction t — T'(t)x est continue de Ry ,sur X

preuve soit x € X et soientt, h > 0. La continuité de ¢ — T'(t)z découle dans

inégalités :
IT(t + h)x — T(t)x| [T(t)(T'(h)x — )]
[T @OIT(h)z — ]

M exp® t||T(h)z — x|

|7 (t = h)(z =T (h)x)]|
1T = m)|ll|lz =T (h)x|

Mexp®(t — h)||lz — T (h)x]|
M exp” t||x — T'(h)x||

INIA I

et pour tout t > h >0 :
|T(t = h)x = T(t)z||

INININA

Théoréme 1.4. soit (T'(t))i=0 un Co-semi groupe sur X de générateur infinitésimal
A alors :

(1) lim tt+hT(s)xds = T(t)x,Vt > 0,Vz € X,(10)

(2) Pour toute x € X et toutt > 0 fo s)xds € D(A) et on a :
A(fS T(s)ads) = T(t)x — x,(11)

(3) Pour toute t > 0 et toute x € D(A), T(t)x € D(A) et on a :
%T(t)x = AT (t)x =T(t)Ax ,(12)

>0 et toute x € D(A) , on a :

(4) Pour toute > 5>
o = [ AT (u)adu = [' T(u)Azdu ,(13)

T(t)x —

preuve
(1) l’egalite énoncée découle de l'inégalité :
I 7 T(s)ads = Tl = [ [ (T (s)e = T)a)as]
< sw||T(s)r - T(t)z|
et de la continuité de la fonction ¢ — T'(t)x de RT dans X ,pour toute z € X

(2) pour z € X et tout h > 0
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% [IT(s)zds = L([YT(s + )z — T(s)x)ds

ffrh T(s)zds — + [ T(s)ads

th T(s)xds — 3 foh T(s)xds

1
h
1
h Jt

en utilisant la résultat(1)— T'(t)x — x , d’ou le (2)

(3) Pour toute x € D(A) , on a:

T(h)—1 T -T
lim LT(t)m = lim (t+h)e (D
h—0+ h h—0t
= lim 7T() TR0,
h—0+
- T ()

Ce qui montre alors que T'(t)x € D(A) et que AT (t)x = T(t)Ax .

L’égalité (*) implique aussi que : %T(t)x = AT (t)x = T(t)Az. c’est a dire que
la dérivé a droite de T'(t)z existe et vaut T'(t)Ax .

Pour prouver(12) , il reste & montrer que pour toute ¢t > 0 ,la dérivé a gauche
de T'(t)x existe et vaut aussi T'(¢) Az .

Pour toute h > 0 ¥t > h ,et tout x € D(A) , on a :

T(t)r — Z;(t —h)x ~T(t)Az = T{t)r —T(t —h) +T(t—h)Az —T(t — h)Azx — T(t) Az

h
= T(t- h)[% — Az] + T(t — h)[Az — T(h) Az]

comme x € D(A) et ||T(t — h)|| est bornée pour h € [0,t] et que (T'(t))0 est
fortement continue, on obtient que :
T(h)x

. Tz —Tt—h)zx L - .
hll>ré1+ h —Tt) Az = hliréh T(t — h)[T — Az] + hlirgi T(t—h)[Az =T
= 0+0=0

,d’ott Iassertion(3)

(4) s’obtient par intégration entre s et t.
Remarques 1.3. la formule (13)du théoréeme (2.2.2) s’écrit en particulier pourt > 0
et s =0 et pour tout x € D(A) sous la forme simple :

Tt —x= /OtT(u)Axdu = /Ot AT (u)zdu, Vo € D(A)

Corollaire 1.3. si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe (T'(t)):>o
,alors :

(1) Le domaine D(A) de A est dense dans X , (ie :D(A) = X)
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(2) A est un opérateur linéaire fermé .Autrement dit A est un opérateur linéaire

dont le graphe G(A) est un fermé de X x X

preuve

(1)

Soit x € X et soit (t,) une suite réelle telle que ¢, >0, Vn € Net lim ¢, =0

n—oo
(par exemple : t,, = nH,‘v’n e N)
posons T, = i fot" T(s)xds,Vn € N
D’aprés l’assertion(Z)de théoréme(2.2.2) on voit que x,, € D(A),Vn € N et par
'assertion(1 )du méme theoréme(2.2.2),on a:
lim z, = lim ;- fo (s)xzds = x Ainsi D(A) = X ,c’est a dire D(A) est dense

n—oo

dans X

La linéarité de A est évidente.Montrons que A est un opérateur fermé,i.e a

montrer que le graphe :

G(A) = {(z,Az)/x € D(A)} de A est un fermé de X x X .
Pour cela,soit (z,) C D(A) tq 2, — = et Az, — y
Montrons alors que € D(A) et que Ax =y

Puisque z,, € D(A),Vn € N,alors d’aprés la formule(13),on a :

t
Tz, — x, = / T(s)Az,ds  VneN,Vt>0 (14)
0

Soit t > 0 ,alors pour tout s € [0,¢],on a :Vn € N,
1T (s) Az, = T(s)yll = [IT(s)(Azn —y)||
< N7 Az, =yl
< M exp“|| Az, — y|
Donc (T'(s)Az,), converge uniformément vers 7'(s)y,quand n — +oc sur [0, t]

Il vient de I’égalité (14)et du théoréme d’inversion limite et intégrale que :

T(t)r —x = /0 T(s)yds

T(t
Donc % = - fo sjyds ¥Vt >0
Tt)r—x .
comme 11_1)]% fo s)yds =y alors hn(l) ————— existe

Dotz € D(A) et Ax =1y

Théoréme 1.5. Soit (T'(t))i>0 et (S(t))i>0 deur Cy-semi-groupe sur X ,de générateur
infinitésimauz respectivement A et B . si A = B,alors T(t) = S(t) ,vt >0
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preuve Soit ¢ > 0 et soit z € D(A) = D(B)
Il vient facilement du théoréme(2.2.2)-(2.2.1) que la fonction :s € [0,t] — u(s)z =
T(t—s)S(s) x € D(A)

est dérivable et que :
d

%u(s>x = S (T(t=5)S(s)r + T(t = )7 S(s)a
= —AT(t —s)S(s)x + T(t — s)BS(s)x
= —T(t—s5)AS(s)z+T(t—s)AS(s)z = 0
ce qui entraine alors que, pour tout x € D(A),la fonction s — u(s)z = T'(t—s)S(s)z

est constante et en particulier ses valeurs aux points s = 0 et s = t coincident,c’est

a dire u(0)x = u(t)z Vo € D(A)

5 B

Dou T'(t)x = S(t)x  Vt>0,Vz € D(A)

comme D(A) = X et T(t) et S(t) sont des opérateurs bornés sur X, pour tout
t > 0.

Il en résulte que T'(t)x = S(t)x Vt>0,Vr e X

D’ou T'(t) = S(t) vVt >0

Théoréme 1.6. Soient (T'(t))i>0 un Co-semi-groupe sur X, de générateur infinité-
simal A et soit V un opérateur linéaire borné sur X (i.e,V € Lp(X))
Alors les propriétés suivants sont équivalents :

(1) T(t)V =VT(t) Vvt >0

(2) VD(A) C D(A) et AVe =V Ax Nz € D(A)

preuve

(1) = (2) soit V € Lg(X) telle que :T'(t)V = VT(t) Vt >0
soit x € D(A), alors on a :
T(t)Vz—V(x)

A(Vzx) = Pné ;
S
. VT(t)x -V
= lim
t—0 Tt)t
A Lidmi

t—0

qui existe et vaut V Az, donc Va € D(A) et on a AVx =V (Ax)

(2) = (1) soit V € Lp(X) telle que telle que VD(A) C D(A)etAVe =V Ax,Vx € D(A)
Pour tout ¢ > 0 et tout € D(A),définissons la fonction :s € [0,t] — W(s)z =
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T(t — s)VT(s)x € D(A)

Alors :
;SW( Jr = (c?s (t—s)VT(s)x+T(t— 8)%VT(S)I
= ATt = s)VT(s)z+T(t —s)VAT(s)z  Par conséquent : W (0)z =
Tt —s)AVT(s)z +T(t — s)VAT(s)x

= 0
W(t)x  Vxe D(A)
Dot : T(t)Ve = VT(t)x Vt > 0,Vx € D(A)
comme D(A) = XetT(t)VetVT(t) sont continues alors T'(t)V = VT(t) Vit >
0

Nous avons vu dans le corollaire (3) que si A est le générateur infinitésimal d'un
Co-semi-groupe sur X ,alors D(A) = X et A est un opérateur fermé.Maintenant,nous
allons démontrer un résultat plus général,pour cela nous commencons tout d’abord
par énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.2. Soit Eun espace vectoriel normé et soit F' un sous espace vectoriel de
E telle que -F # E.Alors il existe f € E', f # 0 telle que {x, f) = 0,Vz € F

preuve c’est un corollaire du théoréme de Hahn-Banach

Théoréme 1.7. Soit (T'(t))i>0 un Co-semi-groupe sur X ,de générateur infinitésimal
(sur X )A.Alors :

(1) D(A™) = X ,pour toutes n € N*

(2) (1 DA =X

n>0
preuve

(1) si n =1 ,compte tenir du corollaire(3),il résulte que D(A) = X.
Posons D = {p € C*(R) :c’est a support compact dans [0, +o00[}
Pour tout ¢ € D et tout z € X,on pose x, = [ ¢(s)T(s)zds
et on considére 'ensemble : Y = {z,:p € D et v € X}

Pour toutes x € X, o € Det h>0,0on a:
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%% — %fooo ()T (s + h)xds — 1 IS e(s)T(s)ads
— % [ (s — h)T(s)ads — Z 17 ()T (s)zds
= EST(els — h) — (o) T(s)ads — 7 2 p(s)T(s)eds

= (s — ) — pls))T(s)ads + 1 [ (pls — h) — p(s))T(s)eds
= i Jo (pls = h) = @(s))T(s)ads  (15)

comme 3 (p(s—h)—¢(s))T(s)x converge uniformément sur [0, +oo[ vers —¢'(s)T'(s)x

sur [0, +o00|

quand h — 0T ,alors en faisant tendre h vers 07 dans la formule (15).

Il vient que z, € D(A)

et que :Az, = — [T ¢/ (s)T(s)xds

Il en résulte alors que :Y C D(A) et par récurrence on montre que :

Y € D(A™),pour tout n € N* et que :

Az = (=1)" [ oln)(s)T(s)zds pour tout z, € Y

Maintenant,montrons que Y est dense dans X.

Supposons que le contraire,c’est a dire : que Y # X alors d’aprés le lemme(2.2.1),corollaire

du théoréeme de Hahn-Banach,il existe f € X', f # 0 et telle que :

(y, f) =0,Vz, €Y

Done, [~ @(s)(T(s)x, f)ds = ([, ¢(s)T(s)zds, f) =0 Vo € D,Vx € X
Par conséquent :pour tout x € X, on a : (T'(s)z, f) =0 ,Vs € [0, +o0].
Cas sinon,il existe ¢ € D telle que : [ ¢(s)(T'(s)x, f)ds # 0 ce qui est contra-
diction.
Il s’ensuit alors que pour tout z € X :
(I'(s)z, f) =0,Vs € [0, 400]
En particulier pour s = 0 on obtient :(T'(0)z, f) = (z, f) = 0,V € X
Ce qui est absurde car f # 0 sur X.
Comme Y C D(A),pour tout n € N*,on obtient, D(A™) est dense dans X ,i,e :D(A") =
X.
D’ou (1).
(2) On a vu dans (1) que Y € D(A"),Vn € N*
+oo
donc Y C ﬂ D(A™), comme Y = X il vient alors que :

n=1
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ﬁo D(A") = X

1.3 Théoréme de Hille-Yosida

Dans se paragraphe,nous présentons I'un des résultats les plus importantes concer-
nant les Cy-semi-groupes.Il s’agit du théoréme de Hille-Yosida,qui permet de caracté-
riser les opérateurs qui sont générateurs de Cy-semi-groupes.Nous allons commencer
tout d’abord par introduite quelques notions et résultats intermédiaires. Prélimi-
naires :

Définition 1.3. Soit X un espace de Banach et soit A : D(A) € X — X un
opérateur linéaire quelconque.

(1) on appelle ensemble résolvante de A, qu’on note : p(A), l’ensemble :
p(A)={Ae€ C: X[ - A:D(A) - Xestbijectif}

(2) on appelle spectre de A, l’ensemble noté o(A), défini par : o(A) = C\p(A)
(3) pour A € p(A), Uopérateur linéaire,R(\, A) = (M — A)~1 est appelé la résol-

vante de A au point X.

Théoréme 1.8. Soit (T'(t))i>0 un Co-semi-groupe sur X, le générateur infinitésimal
A et soient w > 0 et M > 1 tels que :||T(t)|| > M exp™, Vt > 0.
si A € C tqg Re\ > w, alors :

1) L’application Ry : X — X défini par :

Ryx :/ exp” AsT'(t)zds
0

définie un opérateur linéaire borné sur X

2) X€ p(A) et RN\, A)z = Ryx, Ve € X

preuve

1) soit A € C tq ReX > w
il est facile de voir que R, est un opérateur linéaire de plus, pour tout s > 0
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etx € X ona:

lexp™ T(t)al] < exp=™ ([T()]||l]

exp™ "N M exp™ ||z|

Mexp (ReX\ — w)s||x||

A IA

ce qui entraine alors que :

[Raz|| < [77 [lexp™ T(s)x||ds
< M{fol] JiZ exp-rer-we dg
= Re]y_w x| Ve € X

Il s’ensuit alors que R, est un opérateur linéaire borné sur X et que :

M
Rl < ——
LU Rel —w
pour Vx € X et h>0,on a:
—T(h)R*hx_R”" = + [ exp ™ T(t + s)ads — + [ exp™ T(s)ads

- S [ ey (s — | o exp T(s)ods
- eXIi)zM (fooo exp ™ T(s)zds — foh exp ™ T'(s ):vds h fO exp = T'(t)wds
(227=L) 57 exp ™ T(s)ads — 2= [Lexp™ T(t)ads

par passage & la limite quand h — 0%, on obtient que : lim LWfr—far _

ho50+ h

AR r — x
donc, Ryx € D(A) et que :ARyx = ARz —xVr € X
cdd: (M —A)Ryz =z ,Vx € X
soit z € D(A), alors d’aprés le th (4) -assertion (3), on a : ( on peut utiliser th
(6))

dlexp~As) = —Xexp” AsT(s)z +exp~ As£T(s)z

= —Xdexp” AsT(s)x + exp~ AsT'(s)Ax

Il vient alors que :

R\Az = I, " exp™ AsT'(s)Axds
o0 (exp™ AsT(s)z)ds + A [ exp™ AsT'(s)xds
= lexp™ AT'(s)z]3° + AR\
= —x + AR\x
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ce qui entraine alors que :

ARyx — RyAx = x
, cad :
Ry\(AM —A)x =z Vz € D(A)
donc

()\] - A)R)\ = [XetRA()J - A) = [D(A)

Proposition 1.1. Soit (T'(t))i>0 un Cy-semi-groupe sur X de générateur infinitési-
mal A et soient w >0 et M > 1 tels que : ||T(t)|| > Mexpwt , ¥Vt >0
Alors pour tout X € C tel que Re(\) > w et pour tout x € D(A) on a :

AR(M\, A)x = R(\, A)Ax

preuve Pour tout ¢ > 0 et tout + € D(A) , on a : (on peut utiliser th (6) et
Ry =R(\ A))

t 00
/ exp” AsT(s)zds %/ exp” AsT'(s)zds
0 0
et

t t o0
A(/ exp AsT'(s)zds) = / exp” AsT'(s)Azxds — / exp” AsT(s)Axzds
0 0 0

comme A est un opérateur fermé ;| alors :
ARN A)x = A(/ exp” AsT'(s)zds) = / exp” AsT'(s)Axds = R(\, A)z
0 0

D’ou le résultat.
Théoréme de Hille-Yosida pour les Cj-semi groupes de contractions :

Définition 1.4. Soit (T'(t))i>0 un Cy-semi-groupe sur X
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(1) (T'(t))i>0 est dit uniformément borné . s’il existe M > 1 tq : ||[T(t)|| < M
YVt >0

(2) (T(t))t=0 est dit un Cy-semi-groupe de contractions si : ||T(t)|| <1, Vt>0

Théoréme 1.9. (Hille-Yosida)
un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contrac-
tions (T(t))i>o0 sur X , ssi :

1) D(A) = X et A est un opérateur fermé

2) 10, +00[C p(A) et pour tout X >0 on a : [|[R(N, A)|| < +

preuve(condition nécessaire) Soit A est le générateur infinitésimal d’un Cp-semi-
groupe "de contraction” alors d’aprés le corollaire (3) , on a: D(A) = X et A est un
opérateur fermé
D’autre part , il vient dy théoréme (8) que pour A > w =0 ,o0na: A € p(A) et pour
tout z € X : R(\, A)z = Ry = [} exp™ AsT(s)zds
ce qui entraine alors que :

1R(A, A)]] 1 g~ exp™ AsT (s)xds|
I3~ exp™ As||T(s)x||ds
|5 exp™ lambdas||z||ds (car||T(s)|| < 1¥s > 0)

0
Lz VoeX

ININAINA

Donc ||R(A, A)|| < 5 d’ou le résultat.

pour montrer les condition 1) et 2) du théoréme 9 sont suffisantes pour que A soit
le générateur infinitésimale d’un Cp-semi-groupe de contraction (7°(t)); > 0 on aura
besoin de démontrer les lemmes suivants :

Lemme 1.3. Soit A un opérateur linéaire sur X vérifiant les condition du théoréme
9.
Alors : lim AR(M\, A)z =z,Vor € X

A——+o00
INR(A, A)z — ] = HAf?(A, ;‘DxH
, = R(\, A)Azx , ,
Soit x € D(A) . Alors : daprslapropositionl < ||ROL A)||||Az|| Il s’ensuit
< Hl-o

alors que /\lim AR\, A)x =z Yz € D(A)

——+o00
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comme D(A) = X et [|ARNA)|| <1, (AR(N, A) est un opérateur uniformément
borné) alors : il en résulte que Alilgl AR\ A)x =x Ve € X
—+00

Définition 1.5. pour A > 0 , on appelle approzimation de Yosida de l'opérateur
linéaire A ,lopérateur : Ay = NAR(\, A) = N2R(\, A) — M, (16)

Remarques 1.4. on a :

(Ml —A)R(N\,A) = Icequientraineque
AR(MNA) — AR(MA) = I, donc
AR(MN A) = AR(MNA) =T
D'oAAR(\, A) = MR\ A) -

Lemme 1.4. Soit A un opérateur linéaire satisfaisant les condition 1) et 2) du théo-
reme 9 :
Si Ay est l'approximation de Yosida de A , alors :

lim Ayz = Az,Vz € D(A)

A—400

preuve Soit x € D(A) D’aprés le lemme 3 | on a :

lim AR(A, A)Ax = Ax

A—400

Il s’ensuit alors que :

lim Ayx = lim AR(X\ A)Az(d'aprslapropl)

A——+o00 A——+o00

= Ax

Lemme 1.5. Soit A un opérateur linéaire sur X satisfaisant les condition 1) et 2)
du th 9 et soit Ay Uapproximation de Yosida de A. Alors Ay est le générateur infi-
nitésimale de semi-groupe uniformément continue de contraction (exp!Aembda), > (),
De plus , pour tous x € X et \,;u >0, on a :

|| exp!Aiembde i exptde || < t||Ajambdar — A,x|

preuve De la formule (16) de la déf de A, , il est clair que A, est un opérateur
linéaire borné sur X , donc d’aprés le th 1 ;| A, est le générateur infinitésimal du
semi-groupe uniformément continu . (exp4*); > 0 . De plus pour tout ¢ > 0, on a :
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[[exp | = || exp™ FOA) exp tA||
< exp tA||exp™EAA) || exp~™ = exp~M )
< exp— expIROA Il en résulte alors que
< exp—thexp? =1 car||[R(\, A)|] < 5

(exp*), > 0 est un semi-groupe "uniformément continue ” de contraction sur X .
Il est facile de voir a partir de la définition que pour tout A\,u > 0, Ay et A, et
expt et exp’* commutent entre eux , Il en résulte alors que pour tout z € X :

[ expt —expt || = [ Jy (exptos expt@==)4 )z ds|
Ty tsAy t(l—s)A

< ) fo ||ds£eXp 16X5 v x)||ds preuvedu
< [, tllexp'str exp!I =) (A\z — A,z)||ds
< t||Azz — Auz||car|| expt || < let||exptt=94 || <1

th 9 : (condition suffisantes) Soit z € D(A) . Alors pour tous A,z > 0 on a :

|| exp x — expu x|| < t]|Axe — A,z
< t||Axr — Ax|| + t||Ax — Ax]| (17)
Il vient de l'inégalité (17) et du lemme 4 que pour tout z € D(A) , exp'4** converge
g que p y €XP g

quand X tend vers 400 et la convergence est uniforme sur les intervalles bornés .
Posons : /\lim exp™ 2z = T(t)x , Vo € D(A) . ([eritére de Cauchy uniforme dans
—+00

Ly(7)]) comme D(A) est dense dans X et ||exp™ || <1, Vt >0 (exp' est unifor-
mément borné) alors :

lim exp™ z =T(t)z, Vo € X (18)

A—400

La limite dans la formule (18) est uniforme sur les intervalles bornés .

De la formule (18) , on voit que : T'(0) = I , T(t +s) = T(t)T(s), Vt,s > 0 et
|T(t)|]| <1,¥t>0.Deplust+ T(t)x est continue pour ¢t > 0 car :

limite uniforme de fonction continue t +— exp* z | ainsi (T'(t)); > est un Cy-semi-
groupe de contraction sur X . pour conclure , il nous reste & montrer que A est le
générateur infinitésimale de (7°(¢)); >0 .

pour cela , soit x € D(A) , En utilisant la formule (18) et le théoréme 4 et compte
tenu de la convergence uniforme de exp!* Ayz , vers T'(t) Az sur les intervalles bor-
nés , on obtient :
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Tt)r—x = Jim (exp!M 2 — )
—00
— : sA
= /\h_{glo fo texp®* A xds

= Jot )\h_)m exp*® Ayzds  Soit B le générateur infinitésimal de (T'(t))e=o
= fot lim exp** Ajmpdazds
A—00

= fot T(s)Azds (19)
et soit € D(A). En divisant la formule par ¢t > 0 et en faisant ¢ — 0,on voit que
r € D(B)etona:
T(t)z—x

Bx = lim
t—0

. 1 rt

= 151(1); Jo T(s)Azxds

= Az
ce qui entraine alors que D(A) C D(B) et Az = Bx,Vx € A
comme B est le générateur infinitésimal de (7(¢)):>0 qui est de contraction, alors
d’aprés la condition nécessaire (2),on a 1 € p(B).D’autre part,puisque A vérifie (2)du
théoreme(9) alors 1 € p(A).Mais puisque D(A) C D(B) et Az = Bx,Vx € D(A) on
a:
(I —B)D(A) = (I — A)D(A) = X (car I — A est surjectif)
ce qui entraine alors que D(B) = (I — B){ — 1)X = D(A)
D’oit A = B comme conséquence du théoréme(9)de Hille Yosida,on obtient :

Corollaire 1.4. Soit A le générateur infinitésimale d’un Cy-semi-groupe de contrac-
tions (T'(t)): > 0 et soit Ay Uapproximation de Yosida de A . Alors :

T(t)x = lim exp™ 2, Vo e X
A—+00

preuve Il vient de la démonstration du th 9 , que (Alim exp); > 0 définit un
—+o00

Co-semi-groupe de contraction (S(t)); > 0 dont le générateur infinitésimale est A .
Le th 5 "d’unicité de ’engendrement nous permet donc de conclure que :

T(t)=S(t),vt>0
Corollaire 1.5. Soitw > 0. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimale

d’un Cy-semi-groupe (T'(t)); > 0 vérifiant ||t(t)]| < exp™ , Vt >0
881 :

1) D(A) = X et A est fermé .
2) Jw, +00[C p(A) et pour tout X > w on a : ||R(\, A)|| < =

—w
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preuve Découle du th 9 de Hille-Yosida appliquée au semi-groupe de contraction :
S(t) = exp ™ T(t) Vt > 0 et de générateur infinitésimale :
B =A—xI et pour tout A —w >0 .
Lemme 1.6. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire “fermé” , Alors :
1) L’ensemble résolvant p(A) est un ouvert de C , de plus pour tout u € p(A) et
tout X € C tq |p— A < IIR —7 > on ait - A € p(A)

—+00

RO\ A) = (= N)"R(u, A", (20)

n=0

2) L’application A — R(\, A) est localement analytique et pour toutn € N | on a :

dn
KR(A A) = (=1)n!R(\, A)"T (21)
preuve
1) Soit pn € p(A) et soit A e Ntq, |p— Al < HR( 7y Alors :
M—-—A = pl — A+ N —pl
= pl — A+ (XN —p)l comme |\ — p| < m , alors

= = (n=NR(p, A(ul = A)s
Vopérateur [I — (A — p)R(u, A)] est inversible d’inverse :

+oo

D (= 2" Rlp, A)" = [I = (1 = N R(s; A)] 1

n=0

Il en résulte alors que A\l — A est bijectif .

1
Donc  B(u,——) C p(A),d'op(A)estunouvertdeC.
1R, A)
De plus , pour tout A € C vérifiant | — A| < HR(;,A)II ona:
RN A) = (M —A)"1

= (W = A)" 1 = (p=NR(p, A)"1
= R(Na A) ::(j)(:u o A)nR(Na A)n
= X = N R(u A+ 1
2) Découle immeédiatement de la représentation de la résolvante dans la série de
la formule (20). si f(Z) = 3,00 an(Zo — Z)" alors a, = CL f7(2)
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Théoréme 1.10. Si A est le générateur infinitésimale d’un Cy-semi-groupe (T'(t)): >
0 vérifiant :

[|T(#)|| < M exp”* ¥Vt > Oavecw > OetM > 1.Alors :
1) D(A) =X et A est fermé .
2) Pour tout A € C tel que ReA > w on a : X\ € p(A) et :

M
A A <
[1R(A, >||_(R€A_w)n, Yz €N
preuve

2) D’aprés le th 8 ; comme Re\ > w , alors A € p(A) et pour tout z € X , on a :

R\ A)x = Ryx = / exp ™ T(s)xds.
0

M

tI|IRN, A < ——
RO A)| <

Il est facile de voir que

d o
—R(\ A)x = —/ sexp ™ T(s)zds
d\m 0
Ve e X
et par récurrence on obtient pour tout Vo € X et Vn € N | que :

dr o
— R\, Az = (—1)”/ s"exp ™ T(s)xds.
d\" 0
par ailleurs , par le lemme 6 , on a :
d’)’L
WR()\’ A)=(=1)"n!R(\, A)" + 1

Il en résulte alors que :

n:

1 o0
R(NA)" + 1z = —'/ s"exp M T(s)rds Vo€ X
0

1
 (n—1)!

/ s" —lexp M T(s)rds Vo€ X,¥n € Nx
0
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Il vient alors pour tout z € X et tout n € Nx , on a:

IROAYall = ] o 5" — Lexp= T{s)nds|
< ﬁ fo s" — 1| exp=* T(s)z||ds Do
< —(n_ll)! Jo7 8™ — Lexp Vs M exp®s ||z||ds
M
RMNAY| < ————:VA € Ctqg: Re\ > wetVn € N
1RO AV < 0: Re > wet¥n

Proposition 1.2. (Equation de la résolvante ) Si A : D(A) € X — X est un opé-
rateur linéaire , alors pour tous A, € p(A) , on a :

RO\, 4) = R, A) = (1 — NVR(\, AR (11, A)
preuve De la définition de la résolvante , on a :

AR(A, A) — AR(N, A)|R(p, A) = R(p, A)

et[ﬂR<:ua A) - AR(V” A)]R()‘7 A) = R()‘> A)

En faisant la différence des deux égalités et compte tenu que R(A, A) et R(u, A)
commutent ; on obtient :

R(A,A) = R(p, A) = (= M R(A, A)R(p, A)

Théoréme de Hille-Yosida dans le cas général : Dans ce paragraphe , on va
démontrer le théoréme de Hille-Yosida dans le cas générale d’un Cy-semi-groupe sur
X. Tout d’abord on va commencer par démontrer le lemme suivant :

Lemme 1.7. Soit A un opérateur linéaire sur X tq : 10, +oo[ .
Si de plus : A" RN, A)"| < M Vn e N,VA >0

Alors il existe un norme || - ||1 sur X équivalent a la norme d’origine || - || vérifiant :

1)l < Jllly < MlJl], Vo € X,
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2) [IARA, A)z|ly < [|z[l, Vo € X

preuve Soit pu > 0.
Posons :||z||, = supn>ol| " R(p, A)"|| Vx € X (22) 1l facile de voir que |||, définit
une norme sur X vérifiant :
el < flzfl,, < Ml Ve € X (23)

et [uR(pu, Al <1, (24)
Montrons alors que :

AR, Al < 1

,pour 0 < A < p (25) soit x € X .posons y = R(\, A)X
Il vient alors de I’équation de la résolvante que :

= RO\, Az = R(p, A)(z + (n — \)y)

et par l'inégalité triangulaire et 1'inégalité (24)on obtient :

[0 = | I?(u,z)‘l)lfrJr(?—A)fﬁ(u(,fl)y)llun
< R, Azl + (= N[ B, Ayl
<
< Lz Jﬂ |T Ayl donc Allyll, < [zl
A I
lyll.(1—£2) <

Donc ||AR(A, A)zl|, < ||z||, Yz € X

Dot [[ARN, A)z||, <1pour 0 <A< p

Des inégalités(23)et (25),on voit facilement que :

IA"R(, A)tel] < AR, A)*l, < lzfl, pour 0 < A < (26) D'ou |lzflx =
sup||\"R(\, A) x| < ||z, pour 0 < A<y

D’ou [|z|x < ||z, pour 0 < A < p

Posons ||z||; = F}Lrgo||x||u VreX

En faisant tendre ;1 — oo dans la formule (23)on obtient :

2]l < flzlls < Mjz]], Vo € X

d’ou(1) En prenant n = 1 dans la formule (26),il vient que :

AR, A)zll,, < [l
Vz € X En faisant tende y — oo on obtient :

AR, A)z ||y < ||z|lx Ve e X
D’ou
IARA, A <1
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Théoréme 1.11. (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire A est le générateur infinité-
simal d’un co-semi groupe(T(t))so sur X, vérifiant :||T ()| < M exp™* NVt > 0,avec
w>0,M >1 si et seulement si :

(1) D(A) = X et A est un opérateur fermé.
(2) A€ C/ReX > w C p(A) et pour tout A € CtellequeReX > w ,on ait :

M
Rax A < ———M—
IE(A, )H_(Re)\—w)”
Vn e N

preuve

(=) si A est le générateur infinitésimal d’'un cp-semi groupe (7(¢))t>0 tq [|T(2)] <
M exp™* alors les assertions (1) et (2) découlent du théoréme(10)
(<) réciproquement, supposons que A vérifie les assertions (1) et(2) du théoréme(11).

Alors sans perte de généralité et quitte a considérer le semi groupe S(t) =
exp T (t) vVt > 0 ,on peut supposer que w = 0 l'assertion (2)implique dans

ce cas que :
AR, A)*[| < M

¥A>0,Vn e N

Soit [|-|[; la norme équivalente & ||-|| ,définie dans le lemme (7) et vérifiant :||x|| <

lzll < M|jz]|,Vz e X (27)

et AR(A, A)[1 < 1,VA >0

(2%)
A étant un opérateur fermé a domaine dense ,de plus |0, 0o[C p(A) et [[AR(N, A)||; <
1L,YA>0
I1 vient alors du théoréme(9) de Hille-Yosida concernant les ¢p-semi groupes de
contractions que :
A est le générateur infinitésimal d’un ¢y semi groupe (7°(¢))¢>0 de ||-||1 contrac-
tions sur X, et en utilisant I'inégalité(27), on obtient pour tout ¢ > 0 et toute
reX,

1T (8)| 1T )] ]|
lzlly  car|[T(#)h <1
M]|z|| Ve e X

VARVANIVAY
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Dou ||T(t)]| < M,¥t >0
Maintenant,nous donnons une extension de la formule de présentation du co-
rollaire (4)au cas général des c¢o-semi groupe sur X

Théoréme 1.12. soit A le générateur infinitésimal d’un co-semi groupe (T'(t))i>o
sur X vérifiant :||T(t)]] < M exp™,Vt > Oavecw > OetM > 1.
si Ay est Uapprozimation de Yosida de A, (ie :A = ANAR(X, A) Jalors :

T(t)xr = l/\im exp™ z,Vr € X,Vt >0

preuve : Commengons tout d’abord par le cas ou ||T'(¢)|| < M,Vt > 0 ,(i,e :w =
0) . D’aprés le lemme (7), il existe une norme |-||; sur X,équivalente a ||| tq
(T'(t))e>0 soit un co-semi-groupe de ||-||;-contraction sur X.II vient alors du corol-
laire (4)que :|lexp z — T'(t)z||; — Oguandioo. comme ||| et||-|| sont équivalentes,
on déduit alors que : /\h_)r{)lo exp o = T(t)r, Vo € X,Vt > 0 Supposons maintenant

que :||T(t)|| < M exp®,Vt > 0, avecw > 0 .Alors pour A > 2w , la fonction \||exp ||
est bornée.En effet :pour A > 2w ,on a :

IR(A, A)F|| < # Vk € N donc :

tAAH A2LR( AA)H

exp M [lexp

‘”HZZJOB AQ,ffk (A, A)F|
P Yo A IIR(A A)F|
—)\t z-i—oo >\2 g)\J\/{U
Mexp‘”z ( e
>\2t Awt

M exp~™M expi-w = Mexpi-w
M exp®"t (29)

[|exp
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VARVAN



Chapitre 2

Applications aux équations
d’évolution

Dans ce paragraphe ,nous donnons quelques applications de la théorie des semi
groupes a la résolution des équations différentielles.Plus précisément on étudie le
probléme linéaire abstrait de la forme :

u(t) = Au(t) ,Vt >0
u(0) ==z
ou t est la variable de temps

u(+) est une fonction & valeur dans I’espace de Banach X.
A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire et x € X est la valeur initiale

Définition 2.1. (1) Le probléeme a valeur initiale : (PAC)=
u(t) = Au(t) vVt >0
u(0) ==
est dit probleme abstrait de Cauchy associé a (A, D(A)) et de valeur initiale
X e X.

(2) Une fonction u : Rt — X est dite solution (classique) du probléme (PAC), si
u est continue ment dérivable , u(t) € D(A),¥t > 0 ,et u vérifie (PAC)

Théoréme 2.1. Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un co-semi groupe (T'(t))i>0
sur X .Alors pour toute v € D(A), la fonction :
u:t—u(t) :=T(t)x

est l'unique solution du probleme (PAC) de valeur initiale x .
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preuve Soit X € D(A), alors il vient de 'assertion (3) du théoréme (4) que :u(t) =
T'(t)z est une solution classique du probléme (PAC).
Soit V' une autre solution de (PAC) c’est a dire :

V(t)=AV(t) ¥Vt>0
V(0)==x

Soit t > 0 .Alors pour toute s € [0,¢] on a :

LTt =9)V(s) =  =T(t—s)AV(s)+T(t —5)V(s)
= _T(t—s)AV(s)+ T(t — 5)AV(s) =

En intégrant entre 0 et £ on obtient :

[T(t = 5)V(s)]y =0
ce qui entraine que T'(0)V (¢) — T(t)V(0) =0
Soit alors V(t) = T'(t)V(0) = T'(t)x

Ce qui termine la démonstration du théoréme.

Définition 2.2. Une fonction continue u : Rt — X est dite solution douce(ou mild
solution) du probléme (PAC) de valeur initiale © , si pour toute t > 0 :
fot u(s)ds € D(A)etu(t) = x + Afotu s)ds

Théoréme 2.2. Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe
(T'(t))e>0 sur X .Alors pour tout x € X ,Uapplication : v : t — u(t) = T(t)x
.est Uinique solution douce (mild solution) du probléme (PAC)de valeur initiale x.

preuve Copte tenu de 'assertion (2) du théoréme (4),pour tout z € X , on a :
Tt)r =z+ Af(f T'(s)xds, ce qui entraine que :u(t) = T'(t)x est une solution douce
du probléme (PAC) de valeur initiale x .
Pour I'unicité, supposons que V' est une autre solution douce du probléeme (PAC) de
valeur initiale 2 .Alors : u(t) =z + A [Ju(Qw et V(t) =z + A [ V(w)w
Soit t > 0, alors pour tout s € [0,%] , on a :

T(t—s) [, (u V(r)dr) = —T(t—s)A [ (u(w)—V(w))dw+T(t —s)(u(s) — V(s))
= —T(t — s)(u(s) — (5)) +T(t —s)(u(s) — V(s))

En intégrant entre 0 et t on obtient :

T(t — s) / (ulr) = V(r)drly = 0
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ce qui entraine alors que :

7(0) /0 (u(r) — V(r))dr = 0

ce qui implique :fot u(r)dr = f(f V(w)dw
D’on u(t) = x + Afgu(r)dr =z + Afot V(w)dw =V(t) ¥t >0.

2.1 probléme de Cauchy abstrait non homogeéne
linéaire

x(t) = Az(t) + f(t)
z(0) = xg

la fonction f : Rt — X est continue on suppose que A le générateur infinitésimale
de Cy-semi groupe (T'(t)); > 0 . de sorte que I’équation elle est homogeéne c-a-dire :
f = 0 admet une unique solution a valeur initiale , Voo € D(A)

Définition 2.3. la fonction z : [0,a]— X est une solution classique de (1) sur [0, a]
881 :

1) x continue sur [0, a|
2) x(t) continument différentiable sur]0,a|
3) z(t) € D(A) , pourt >0 et (1) satisfit
Soit (T'(t)); > 0 Cy-semi-groupe de générateur infinitésimale A , est soit x une

solution de (1) alors : les valeurs de g sont dans X et g(s) = T (t—s)x(s) différentiable
avec 0 < s <t , et

Z—g(s) = —AT(t — s)x(s) + T(t — s)x(s)

= T(t—s)(Az(s) + f(s)) — AT (t — s)x(s)
= —AT(t — s)x(s) +T(t — s)Ax(s) + T(t — s) f(s)
= Tt—s)f(s) (2)

f e LY([0,a], X) alors :
T(t — s)f(s) intégrable est on intégre (2) de 0 a t on a :

o) = 90) + T(t = 5)f(s)ds
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par suite :
2(t) = T(t)wo + / T(t—s)f(s)ds  (3)

on particulier : si A € B(X, X) alors Vxy € X donc (1) admet une unique solution
de R définit comme : x(t) = exp zg + f(f exp=4 f(s)ds

Corollaire 2.1. si f € L'([0,a], X) alors : Yz € X la valeur initiale de (1) admet
au plus une solution si x est une solution écrit comme suit : x(t) = T(t)xo+ fg T(t—
s)f(s)ds

pour chaque f € L'([0,a], X) le coté droit de (3) est continue sur [0, a] il est naturel
de le considérer comme une solution généralisé de (1) méme s’il n'est pas différen-
tiable et ne satisfait nous définissons donc;

Définition 2.4. Soit A un générateur infinitésimale d’un Cy-semi-groupe . Soit x €
X et f € LY([0,a], X) la fonction x € C([0,a],X) donner par : x(t) = T(t)xy +
f(f T(t—s)f(s)ds, 0<t<a c’est une solution faible de probleme de valeur initiale
(1) sur [0, a]

Remarques 2.1. En générale la continuité de f n’est pas suffisante pour assuré
existence de solution (1) xy € D(A)

Exemple 2.1.1. contenu...

Théoréme 2.3. Soit A le générateur infinitésimale de Cy-semi-groupe , Soit xy €
D(A) et f:RT — X de C! alors :
la solution faible devient une solution classique de (1)

preuve

Lemme 2.1. Soit u : [a,b] — X supposons que : DT (u(t)) existe sur [a,b] et t —
DY (u(t)) continue sur [a,b] alors : u de classe C* sur [a, b]
D’apres le lemme alors : v € ¢! et

la solution faible de (1) et x(t) = v(t) + T(t)zo , on a x de C*
Soit xy € D(A) alors : DT (t)xg = AT (t)xo



2.2 le dépendance continue des valeurs initiale 32

{L’(t) — U(t) + AT(t)$0
= Av(t)+ f(t) + AT(t)xo
= AQ(t) + T(t)xo] + f(t)
— Az(t)+ f(t),t>0  (4)

Autre coté (4) continue car x f continue pour ca : v € C!

Non linéaire

{a(t) = Az(t) + f(t,2(t))  (5)z(0) ==z

Lorsque A le générateur infinitésimale d’'un Cy-semi-groupe (7'(t)); > 0 sur X un
espace de Banach et f: R™ — X est continue .

Définition 2.5. On dit que = est une solution (classique de (5)) ssi :
1) x € D(A),z € C(R",X),t >0
2) x satisfait (5)

Théoréme 2.4. Six est une solution de (5) alors : T(t):r0+f0t T(t—s)f(s,z(s))ds,t >
0 (6)

preuve
Remarques 2.2. Si x satisfait (6) alors : x n’est pas nécessaire solution de (5)
Exemple 2.1.2.

Théoréme 2.5. Supposons que f : RT.X — X est lipschitzienne par rapport a
deuzieme variable alors Vrg € X admet une unique solution faible sur RY

preuve
2.2 le dépendance continue des valeurs initiale

P, ={&(t) = Azo(t) + f(t, x,(t)), t > 02(0) = 2o, n
{d(t) = f(t,2(1))z(0) = z

Si xg,n — x¢ donc x,, — x uniformément sur un compact de R™
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Théoréme 2.6. Soit x(t, xy) on note la solution faible de (5) au début de xq , Ya > 0
3a(a) > 0 et Ba) > 0 , [z(t, z0) — 2(t, o) < a(a) exp Bla)tlzo — ol Vi € [0,

preuve

Lemme 2.2. Soit x solution faible de (5) sur [0,a] , si on pose :
1) zy € D(A)
2) t — f(t,z(t)) fonction de C*

alors : x solution classique de (5)
preuve

Théoréme 2.7. Soit f: RT.X — X continue et lipschitzienne par rapport a 2éme
variable et de plus si f de C'(RT.X, X) est dérivée partielle Dyf (t,x) et D, f(t,x)
sont lipschitzienne par rapport a 2éme variable .

Soit xg € D(A) alors : l'équation (5) admet une solution classique sur R

preuve

Lemme 2.3. A générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe sur Co([0,1],R*) . on
suppose que u solution de (H , E) équation de la chaleur

Soit v : RT — Cy([0,1],R) tg : v(t)x = u(t,z),t >0 et x € [0, 1]

Soit f: Co([0,1],R) — Co([0,1],R) tq : u — f(u) et f(u)z = g(u(x))

alors :

{0(t) = Av(t) + f(o(),t =20 (T)v(0) = ug

Théoréme 2.8. Soit ug € D(A) si g est lipschitzienne , g € C* et g est lipschitzienne
alors : (5) admet solution classique v et la fonction u : RT.[0,1] — R définit par :
u(t,z) =v(t)x,t > 0,2 € [0, 1] est une solution de (H , E)

2.3 Stabilité et comportement asymptotique de so-
lution

2.3.1 Equation linéaire

Nous considérons I’équation linéaire suivante :

ou
{ 57 (1) = Au(t), £ < 0u(0) = xo
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Nous supposons que A et le générateur infinitésimale Cy-semi-groupe sur un espace
de Banach X .
u(t, zg) = T(t)xq est une solution faible puisque xy € X .
Nous souhaitons étudies : lim T'(¢)zg .
t—+o00

Nous avons qu’il existe : M < 1,w € R tq : | T(¢)| > M exp*,t <0 .

Définition 2.6. Le type de (T'(t))i<o est définit par : Wo(T) = infw € R : supexp ™" | T(t)]] < oo

Remarques 2.3. Siwy(T) < 0 alors : T(t) — 0 comme t — +00 exponentiellement

Proposition 2.1. Le type Wy = Wo(T') du semi groupe T'(t) est calculé par la formule
sutvante :

wo(T) = lim 10glltT(t)ll — inf 1og||tT(t)H

Corollaire 2.2. Si T est un Cy-semi-groupe de type Wy , alors pour tout w > Wy 1l
existe M, > 1 tq :

|1T(t)]] < Myexpwt,t >0
preuve

Définition 2.7. On dit que (T(t))>o0 est éventuellement compact . S’il existe tg > 0
telle que T'(toy) soit compact

Définition 2.8. On dit que (T'(t))t > 0 est compact si T(t) est compact pour toute
t>0

Remarques 2.4. La loi de semi-groupe implique que T(t) soit compact pour t > to
si T(t) soit compact pour t > to

Définition 2.9. La boule spectrale S(A) définir par : S(A) = sup ReA, A € o(A)
Théoréme 2.9. Si (T'(t))i>0 est éventuellement compact alors : Wo(T') = S(A)

Remarques 2.5. Si S(A) < 0 alors : | T(t)|| — 0 comme t — +oo en générale
S(A) < Wo(1)

Théoréme 2.10. Si (T'(t))i>0 est éventuellement compact alors : 0(A) = o,(A)
exemple D(A) = f € C*([0,1]) N Co([0,1]), Af = f", ', f" € Co([0,1])

Lemme 2.4. A est le générateur infinitésimale d’un semi-groupe compact
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2.3.2 Cas non linéaire
Considérer I’équation d’évolution suivant :
2'(t) = Ax(t) + f(x(t)),t >0
z(0) = xo

Nous supposons que : f : X — X est lipschitzienne alors I’équation 2.3.2 admet un
unique solution z(t, zg) sur RT

Définition 2.10. Soit T € X , T un équilibre (solution stationnaire) d’équation
2.8.2 ssi : AT + f(T) = 0 c’est x(t) = T est une solution constante (c-a-dire :
T =ux(t,T),vt >0)

Définition 2.11. (Lyapunov) Soit T un équilibre d’équation 2.3.2 on dit que T est
stable st : Ve > 0,30 > 0 tq : ||xg — || < 0 alors : ||x(t,x0) — T|| < €,VEt >0

Définition 2.12. On dit que T est asymptotiquement stable si :

1 T est stable
2 Yoo >0 , Vo € B(T, 50) : x(t,ﬂfo) — T

Définition 2.13. On dit que T est localement stable de maniére exponentielle si :

1 T est asymptotiquement stable

2 La vitesse de la convergence est exponentielle , i.e : 309 > 0, > 0,3 > 0 tq :
pour toute xo € B(T,d8) . Nous avons : ||x(t,xo) — z(t,T)|| < Bexp™ ||xg —
Z||,vt >0

Définition 2.14. On dit que : T est globalement asymptotiquement stable ssi :

1 T est stable

2 Vg€ X :x(t,xg) = T comme t — +00
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2.3.3 Stabilité linéaire

Supposons que T soit un équilibre d’équation 2.3.2 et que f soit différentiable a

T .
Soit B = f'(T) € B(X, X)

Considérons le systéme linéaire suivant :

{ y'(t) = Ay(t) + By(t),t = 0 (2.1)

y(0) = yo
[’équation 2.1 est bien posé , Vy € X | c’est la solution a I’équation existe , elle est
unique et dépend continuellement des donnes initiales .
L’équation 2.1 a une solution unique y(¢,yo) donnée par :

y(t,y0) = T(t)yo + / T(t — 5)By(S, yo)ds

Lemme 2.5. A+ B est le générateur infinitésimale d’un Cy-semi-groupe S(t) définit
par :

S(t)yo = y(t, yo)

preuve Evidement S(t) était donner par la relation 2.5 est un Cp-semi-groupe .
Soit C' son générateur infinitésimal .
Ona:C=A+1RB
Soit : yo € D(C) alors : lli% w existe

Ou : S(t)yto_yo = T(t)yto_yo + 2 fot T(t — s)By(S,yo)ds
Comme : t — 0 on a : Cyy = Ayy + By
Donc: C=A+ B

Théoréme 2.11. Supposons que (T'(t))i>o est compact si S(A+ B) < 0 alors : T est
localement stable exponentiellement

preuve Prendre : S(A + B) = Wy(S)
il suffit de prouver que : S(t) est compact pour ¢ > 0
Mais = S(t)yo = T(t)yo + Jy T(t — s)BS(s)yods
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Soit @ v( fo (t — s)BS(s)yods , nous devons montrer que v(t) est compact
v(t) = hmf T(t — s)BS(s)yods € B(X, x)
u: Ke = —s)B
_ liny K, ol [77°T(t — s)BS(s)ds
e—
nous devons montrer que K. est compact .
K. = 0 “T(t—s)BS(s)ds
= [y T(t — e+ e—5)BS(s)ds Ou T'(€) est compact et

= T(e) (f_e_s T(t—e—s)BS(s)ds estcompact
[77°T(t — s)BS(s)yods € B(X, X)
puisque la composition de I'opérateur compact avec I'opérateur linéaire est compact

alors : K, est compact donc v(t) est compact

Théoréme 2.12. Le principe de stabilité linéaire Supposons que le type de S
Wy (S) <0, alors T est localement stable de maniére exponentiellement pour ’équa-
tion 2.3.2

2.3.4 Cas spécial
Supposons : f'(T) = —al ,a >0

Proposition 2.2. Il existe Wy > 0, tq : a > Wy alors T est localement stable d’une
maniére exponentielle .

preuve(principe de stabilité linéaire) Wy(S) = A — al générateur infinitésimale
de exp~® T'(t) il s’ensuit que : S(t) = exp ™ T'(¢) .
1S#)]| = ||exp™®* T'(t)| , mais il existe M > 1tq: [|T(t)| < M expot | Wy > 0,V >

On a: [|S(t)]| < M explatWol
Si:—a+ Wy <0< Wy < a, il est alors naturel d’écrire : Wy(S) < —a+w <0
Pour conséquent 7 est exponentielle localement stable pour notre systéme 2.3.2 .



