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Préparée au Département des Mathématiques

Présenté par
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1.2.1 Critère de compacité de Kolmogorov . . . . . . . 19

1.3 Fonction de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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INTRODUCTION

L’objectif de ce travail est de présenter, des résultats d’existence et d’uni-

cité des solutions intégrales pour quelque classe de problèmes á valeur

initiales et aux limites pour des équations différentielles implicites non

linéaires à dérivées fractionnaires au sens de Caputo.

Tous les problèmes étudiés sont considérés dans un espace de Banach.

La technique utilisée c’est de ramener l’étude de notre problème a

la recherche d’un point fixe d’un opérateur intégral convenablement

construit. En appliquant des théorèmes de point fixe. Le contenu de

ce mémoire est basé sur les articles [9, 10, 11].

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme

un domaine intéressant à explorer ces dernières années, voir les mono-

graphies Abbas et al. [3], Kilbas et al. [19], Lakshmikantham et al. [20],

et les articles de Agarwal et al [1, 2], Belarbi et al. [25], Benchohra et

al. [6] et les références citées. Notons que cette théorie a de nombreuses

applications dans la description de nombreux évènements dans le monde

réel. Par exemple, les équations différentielles fractionnaires sont sou-

9
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vent applicables dans l’ingénierie, la physique, la chimie, la biologie,...etc

(voir[5, 18, 21, 26, 22, 24]).

la littérature sur les solutions intégrales pour des équations différentielles

fractionnaires sont très limitées. El-Sayed et Hachem [17] étudie l’exis-

tence des solutions intégrales et continues pour les équations intégrales

quadratique. El-Sayed et Abd El Salam considéré Lp-Solutions pour un

problème de Cauchy pour les équations différentielles ordinaire à dérivées

fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.

Ce mémoire se compose en quatre chapitres .

Dans le premier Chapitre (intitulé ”Préliminaire”), nous don-

nons notations, définitions, quelques propriétés du calcul fractionnaire,et

nous présentons quelques notions de base concernant les questions d’exis-

tence et d’unicité de la fonction de Green , et dans la dernière section

on donne quelques théorèmes du point fixe.

Le deuxième chapitre traite de l’existence des Solutions intégrables

d’un problème á valeur initiales d’équation différentielle implicite d’ordre

fractionnaire suivantes :

cDαy(t) = f(t, y(t),cDαy(t)), 0 < α < 1, t ∈ J := [0, T ] (1)

y(0) = y0 , (2)

où f : J×R×R→ R une fonction donnée y0 ∈ R et cDα est la dérivée

fractionnaire de Caputo,

Nous terminons ce chapitre par un exemple pour voir l’utilité de notre

résultat.

Dans Le troisième chapitre nous étudions l’existence des solu-

tions intégrables du problème d’équation différentielle implicite d’ordre
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fractionnaire à conditions non locales suivante :

cDαy(t) = f(t, y(t),cDαy(t)), 0 < α < 1, t ∈ J := (0.T ] (3)

m∑
k=1

aky(tk) = y0 , (4)

où f : J ×R×R→ R une fonction donnée y0 ∈ R, ak ∈ R et cDα

est la dérivée fractionnaire de Caputo

et 0 < t1 < t2 < ..., tm < T, k = 1, 2, ...,m

et nous avons terminé ce chapitre avec un exemple .

Le quatrième chapitre est consacré à l’existence et l’unicité de solu-

tions intégrables des problèmes aux limites pour les équations différentielles

implicites d’ordre fractionnaire suivantes :

cDαy(t) = f(t, y(t),cDαy(t)), t ∈ J := [0.T ], 1 < α < 2 (5)

y(0) = y0, y(T ) = yT , (6)

où f : J × R× R→ R une fonction donnée y0, yT ∈ R, et cDα est la

dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Une autre section intitulé ”Problèmes aux limites à conditions non

local” est consacrée à certains résultats d’existence et d’unicité pour le

problème suivante :

cDαy(t) = f(t, y,cDαy(t)), t ∈ J := [0.T ], 1 < α < 2 (7)

y(0) = g(y), y(T ) = yT , (8)

où g : L1(J,R)→ R une fonction continue.

Cette section est terminée par un exemple est aussi inclus pour illustrer

les résultats principaux .
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puis on donne une conclusion du travail effectué. Enfin on termine ce

mémoire par une bibliographie.

Mots clés : Problème à valeur initiale, problème aux limites, dérivée

factionnaire au sens de Caputo, équation différentielle implicite, espace

de Banach, point fixe, conditions locales et non locales.



Chapitre 1

préliminaire

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des

théorèmes utilisés dans ce mémoire.

Soit L1(J) désigne la classe des fonctions intégrables de Lebesgue sur

l’intervalle J = [0, T ] menu de la norme ‖u‖L1
=
∫
J |u(t)|dt.

1.1 Calcul fractionnaire

1.1.1 Bref historique

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi

ancien que le calcul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces

origines remontent à la fin du 17eme siècle, l’époque où Newton et Leibniz

ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En parti-

culier, Leibniz a présenté le symbole dnf
dtn pour désigner la neme dérivée

d’une fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hôpital (appa-

remment avec l’hypothèse implicite que n ∈ N), l’Hôpital a répondu :

Que signifie dnf
dtn si n = 1

2 ?

Cette lettre de l’Hôpital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme

13



14 préliminaire

le premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire,

et le fait que l’Hôpital a demandé spécifiquement pour n = 1
2 , c’est -à-

dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette

partie des mathématiques.

Les dérivées non entières possèdent un effet de mémoire qu’elles par-

tagent avec plusieurs matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou

polymère. Ce fait est également une des raisons pour lesquelles le calcul

fractionnaire a connu rècemment un grand intérêt. L’utilisation de l’ef-

fet mémoire des dérivées fractionnaire dans la construction des modèles

matériels simples est livrée avec un coût élevé en ce qui concerne la

résolution numérique. Tout en utilisant un algorithme de discrétisation

des dérivées non entières on doit tenir compte de sa structure non lo-

cale qui signifie en général un haut stockage d’information et une grande

complexité de l’algorithme. De nombreuses tentatives pour résoudre les

équations faisant intervenir différents types d’opérateurs d’ordre non en-

tier peuvent être trouvées dans la littérature.

Une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes

au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20eme siècle, inclut :

P.S.Laplace(1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J.Liouville

(1832-1873), B.Riemann (1847), H.Holmgren (1865-67), A.K.Grunwald

(1867-1872), A.V.Letnikov (1868-1872), H.Laurent (1884), P.A.Nekrassov

(1888), A. Krug (1890), J.Hadamard (1892), O.Heaviside (1892-1912),

S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.Littlewood (1917-1928), H. Weyl

(1917), P.L’evy (1923), A.Marchaud (1927), H.T.Davis (1924-1936), A.Zygmund

(1935-1945), E.R.Amour (1938-1996), A.Erd’elyi (1939-1965), H.Kober

(1940), D.V.Widder (1941), M.Riesz (1949), Caputo (1967)



1.1 Calcul fractionnaire 15

1.1.2 La fonction Gamma et la fonction Béta

1. La fonction Γ d’Euler est une fonction qui prolonge le factorielle

aux valeurs réelles et complexes.

Pour Re(α) > 0 on définie Γ(α) par :

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt (1.1)

La fonction Γ s’étend (en une fonction holomorphe) a C\Z− tout

entier

On a Γ(α + 1) = αΓ(α) et pour n entier on a n! = Γ(n+ 1).

2. La fonction Béta est définie par :

B(α, β) =

∫ 1

0

τα−1(1− τ)β−1dτ =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

avec Re(α) > 0 et Re(β) > 0.

1.1.3 Transformation de Laplace

1. Si la fonction f est d’ ordre exponentiel α (c’ est á dire qu’il existe

deux constantes positives M et T telles que |f(t)| ≤ Meαt pour

t > T ) alors la fonction F de la variable complexe s définie par :

F (s) = L{f(t)}(s) =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt

est appelée la transformée de Laplace de la fonctionf .

2. On peut reconstituer f à partir de sa transformée F à l’ aide de la

transformée de Laplace inverse

f(t) = L−1{F (s)}(t) =
∫ c+i∞
c−i∞ estF (s)ds c = Re(s)

3. La transformée de Laplace du produit de deux fonctions f et g qui

sont nulles pour t < 0 est égale au produit de leur transformée de

Laplace .
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4. La transformée de Laplace d’ une dérivée d’ ordre entier est :

L[fn(t)](s) = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0)

= snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0)

5. La transformée de Laplace de la fonction tp−1 est :

L[tp−1](s) = Γ(p)s−p

1.1.4 Intégrale fractionnaire

Considérons une fonction h définie pour t > a

on pose

(Ih)(t) =

∫ t

a

h(s)ds, (I2h)(t) =

∫ t

a

(Ih)(u)du =

∫ t

a

(

∫ u

a

h(s)ds)du

en répétant n fois on obtient d’ aprés la formule de Cauchy

(Inh)(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1h(s)ds

en utilisent la fonction Γ d’Euler (1.1) on aura la définition suivante :

Définition 1.1.1 ([19],[23]) L’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ R+

de la fonction h ∈ L1([a, b],R+) et continue est défini par :

Iαa h(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1h(s)ds

où Γ(.) est la fonction Gamma. si a = 0 on écrit Iαh(t) = h(t) ∗ ϕα(t),

avec ϕα(t) = tα−1

Γ(α) pour t > 0, et ϕα(t) = 0 pour t ≤ 0, et ϕα → δ(t)

quand α→ 0, où δ représente la fonction delta.
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1.1.5 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.1.2 ([19],[23]) La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville d’ordre α > 0 de la fonction h ∈ L1([a, b],R+),est donnée par :

(Dα
a+h)(t) =

1

Γ(n− α)
(
d

dt
)n
∫ t

a

(t− s)n−α−1h(s)ds

ici n = [α] + 1 et [α] désigne la partie entière de α. si α ∈ (0, 1], alors

(Dα
a+h)(t) =

d

dt
I1−α
a+ h(t) =

1

Γ(1− α)

d

ds

∫ t

a

(t− s)−αh(s)ds.

1.1.6 La dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.1.3 ([19]) La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre

α > 0 de la fonction h ∈ L1([a, b],R+) et continue est défnie par :

(cDα
a+h)(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1h(n)(s)ds.

où n = [α] + 1. si α ∈ (0, 1] alors

(cDα
a+h)(t) = I1−α

a+

d

dt
h(t) =

∫ t

a

(t− s)−α

Γ(1− α)

d

ds
h(s)ds

1.2 Quelques lemmes et propositions

Proposition 1.2.1 ([19]) Soient α,β > 0. Alors on a

(1) Iα : L1(J,R+)→ L1(J,R+) et si f ∈ L1(J,R+) alors

IαIβf(t) = IβIαf(t) = Iα+βf(t).

(2) Si f ∈ Lp(J,R+), 1 ≤ p ≤ +∞, alors ‖ Iαf ‖Lp≤ Tα

Γ(α+1) ‖ f ‖Lp.
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(3) L’opérateur intégral d’ordre fractionnaire Iα est linéaire et borné de

l’espace L1(J) dans lui- même.

(4) limα→n I
αf(t) = Inf(t), n = 1, 2, ... uniformément.

(5) I0
ah(t) = Idh(t) = h(t).

(6) La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est égale à zéro.

(7) cDα
a est non inverse à droit de Iαa c-a-d Iαa

cDα
a 6= Id mais cDα

a I
α
a =

Id.

(8) La dérivée fractionnaire de Caputo et Riemann-Liouville sont linéaires.

Lemme 1.2.1 ([19]) Soit α > 0, l’équation différentielle

(cDαh)(t) = 0

admet les solutions

h(t) = c0+c1t+c2t
2+...+cn−1t

n−1, ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n−1, n = [α]+1.

Lemme 1.2.2 Soit α > 0 et n = [α] + 1,alors

IαcDα
ah(t) = h(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k.

Le lemme 1.2.2 est écrit autrement ce la forme

Lemme 1.2.3 ([19]) Soit α > 0 alors

IαcDαh(t) = h(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1,

pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1..
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Définition 1.2.1 Soit E un espace de Banach et T : E → E un opérateur

1. T est dit continu si pour toute suite (xn)n∈N dans E tel que

(xn)n∈N converge vers x dans E, la suite (Txn)n∈N converge vers

Tx.

2. T est dit compact, si pour tout borné B de E, T (B) est relative-

ment compact .

3. T est dit complètement continu si T est continue et si l’image

de tout borné B de E est relativement compact .

Définition 1.2.2 Soit C(J,R) l’espace des fonctions continues d’un in-

tervalle compact J de R dans l’espace de Banach X, M un sous ensemble

de C(J,R)

1. M est dit équicontinu si est seulement si :

∀ε > 0,∃δ > 0,∀t1, t2 ∈ J :

‖t1 − t2‖ ≤ δ ⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε, ∀f ∈M .

2. M est dit uniformément borné si et seulement si :

∃c > 0 : ‖f(t)‖ ≤ c, ∀t ∈ J et ∀f ∈M .

1.2.1 Critère de compacité de Kolmogorov

Théorème 1.2.4 ([15]) Soit Ω ⊆ Lp([0, T ],R), 1 ≤ p ≤ ∞ si

(i) Ω est borné dans Lp([0, T ],R) et

(ii) uh → u quand h → 0 uniformément pouru ∈ Ω, alors Ω est relati-

vement compact dans Lp([0, T ],R),

où uh(t) = 1
h

∫ t+h
t u(s)ds.

Définition 1.2.3 Une fonction f : J × R × R → R est dite Ca-

rathéodory si :
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(i) La fonction t→ f(t, x, y) est mesurable pour chaque (x, y) ∈ R×R

(ii) La fonction (x, y)→ f(t, x, y) est continue presque par tout t ∈ J .

1.3 Fonction de Green

Soit p, q, f ∈ C([a, b]) où p ∈ C1([a, b]), a < b et (αi, βi) ∈ R2 tels que

∀i = 1, 2

|α1| + |α2|, |β1| + |β2| 6= 0 on considère les équations différentielles ordi-

naires

(H) (py′)′+ qy = 0

(NH) (py′)′+ qy = f

ainsi que les conditions aux bords associées :

(CB)h

α1y(a) + α2y′(a) = 0

β1y(b)− β2y′(b) = 0

(CB)nh

α1y(a) + α2y′(a) = γ

β1y(b)− β2y′(b) = δ

1.3.1 Définition

Définition 1.3.1 On appelle fonction de Green associée au problème

homogène (H)− (CB)h une fonction G : [a, b]× [a, b]→ R vérifiant les

propriétés :

(a) G est continue sur [a, b]× [a, b] ;

(b) G est symétrique : G(x, y) = G(y, x),∀(x, y) ∈ [a, b]2 ;

(c) ∂G
∂x (x, y) est continue pour tout x 6= y
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(d) ∂G
∂x (y+, y)− ∂G

∂x (y−, y) = 1
p(y) pour tout y ∈ [a, b] ;

(e) La fonction partielle x → G(x, y) est solution de l’équation (H)

pour tout x 6= y ;

(f) La fonction partielle x→ G(x, y) vérifie les conditions (CH)h pour

tout y ∈ [a, b].

1.3.2 Existence et unicité

Théorème 1.3.1 (Existence et unicité de la fonction de Green)

Supposons que le problème homogène (H) − (CB)h n’admet pas de so-

lution non triviale. Alors, il existe une (et une seule) fonction G ne

dépendant pas de f , et dite fonction de Green telle que, pour toute fonc-

tion f , la solution y de problème non homogène (NH) − (CB)h s’écrit

de manière unique sous la forme :

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds.

(i) Méthode de Calcul la fonction G

Soit φ1 et φ2 les solutions respectives des problèmes à condition

initiales

(H) +

{
φ1(a) = α2

φ′1(a) = −α1

et (H) +

{
φ2(b) = β2

φ′2(b) = β1.

Alors, φ1, φ2 6≡ 0 sont linéairement indépendantes car sinon φ1 (et

aussi φ2) serait solution du problème (P0) := (H)+(CB)h contredi-

sant l’hypothèse. Soit donc W 6= 0 leur Wronskien et G la fonction

de Green définie par

G(t, s) =

{
φ1(t)φ2(s)
p(t)W (t) , a ≤ t ≤ s,
φ1(s)φ2(t)
p(s)W (s) , s ≤ t ≤ b.



22 préliminaire

Remarquons que le produit pW est constant

(ii) Existence et unicité d’une solution :

1) La fonction F définie par

F (t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds =
φ2(t)

pW

∫ t

a

φ1(s)ds+
φ1(t)

pW

∫ b

t

φ2(s)f(s)ds

est solution du problème (NH) + (CB)h.

2) La fonction H définie par

H(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds =
φ2(t)

pW

∫ t

a

φ1(s)ds+
φ1(t)

pW

∫ b

t

φ2(s)f(s)ds+ψ1(t)+ψ2(t)

est solution du problème (NH) + (CB)(nh), où ψ1(t) et ψ2(t) les

uniques solutions des problèmes :

(H)+

{
α1ψ1(a) + α2ψ

′
1(a) = γ

β1ψ1(b)− β2ψ
′
1(b) = 0

et (H)+

{
α1ψ2(a) + α2ψ

′
2(a) = 0

β1ψ2(b)− β2ψ
′
2(b) = δ

Exemple : Considérons le problème{
y′′ = f(t), a < t < b

y(a) = γ, y(b) = δ.
(1.2)

Constructions les fonctions φ1 et φ2 solutions des problèmes
φ′′1(t) = 0,

φ1(a) = 0,

φ1(a) = −1.

ET


φ′′2(t) = 0,

φ2(b) = 0,

φ2(b) = −1.

(1.3)

Alors φ1(t) = (a− t), φ2(t) = (b− t) et W (φ1, φ2) = b− a
D’ou la fonction de Green :

G(t, s) =

{
(t−a)(s−b)

(b−a) , a ≤ t ≤ s,
(s−a)(t−b)

(b−a) , s ≤ t ≤ b.
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La solution unique du problème (1.2) est donnée par

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds =
φ2(t)

pW

∫ t

a

φ1(s)ds+
φ1(t)

pW

∫ b

t

φ2(s)f(s)ds+ψ1(t)+ψ2(t)

=
t− b
b− a

∫ t

a

(s− a)f(s)ds+
t− a
b− a

∫ b

t

(s− b)f(s)ds+ δ
t− a
b− a

+ γ
b− t
b− a

1.4 Quelques théorèmes du point fixe

1.4.1 Théorème du point fixe de Banach

Définition 1.4.1 Soit (X, d)un espace métrique . une application T :

X → X est dite Lipschitzienne s’il existe une constante k (appelée

constante de Lipschitz) telle que :

d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y) pour tout x, y ∈ X

une application Lipschitzienne avec une constante de Lipschitz k < 1 est

appelée contraction.

Théorème 1.4.1 (Théorème du point fixe de Banach)

Soit (X, d)un espace métrique complet. une application T : X → X est

une contraction avec la constante de Lipschitz k. Alors T a un point fixe

unique x ∈ X.

1.4.2 Théorème du point fixe de Schauder

Théorème 1.4.2 ([15]) :Soit E un espace de Banach et Q un sous-

ensemble convexe de E et F : Q → Q est un compact, et une carte

continue alors F a au moins un point fixe dans Q.
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Solutions intégrables d’un problème á valeur initiales d’équation différentielle

implicite d’ordre fractionnaire

2.1 Introduction

dans ce chapitre on étudié l’existence de solutions intégrables pour

un problème de valeur initial pour les équations différentielles implicites

d’ordre fractionnaire.

Les résultats suivants sont basés sur le théorème du point fixe de Schau-

der et le théorème du point fixe du principe de contraction de Banach .

Soit le problème suivant :

cDαy(t) = f(t, y(t),cDαy(t)), t ∈ J := [0, T ] (2.1)

y(0) = y0 , (2.2)

où f : J × R × R une fonction donnée , y0 ∈ R et cDα est la dérivée

fractionnaire de Caputo.

Dans ce qui suite on donne deux résultats, le premier est basé sur le

théorème du point fixe de Schauder et le deuxième sur le principe de

contraction de Banach.

Un exemple est donné pour démontrer l’application de notre résultat

principal.
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2.2 Existence de solutions

Començons par définir ce que nous entendons par solution intégrale

pour le problème (2.1)-(2.2).

Définition 2.2.1 Une fonction y ∈ L1(J,R) est une solution de problème

(2.1)− (2.2) si y satisfait (2.1) et (2.2).

Pour l’existence de solutions au problème (2.1)−(2.2) nous avons besoin

du lemme auxiliaire suivant.

Lemme 2.2.1 La solution du problème (2.1)− (2.2) peut être exprimer

par l’équation intégrale :

y(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds, (2.3)

où x est la solution de l’équation intégrale fonctionnelle

x(t) = f

(
t, y0 +

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds, x(t)

)
(2.4)

Preuve Soit cDαy(t) = x(t) dans l’équation (2.1) ,alors

x(t) = f(t, y(t), x(t)) (2.5)

et

y(t) = y(0) + Iαx(t)

= y(o) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds (2.6)

supposons les hypothèses suivantes :
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implicite d’ordre fractionnaire

(H1) f : [0, T] × R2 → R est mesurable dans t ∈ [0, T], pour tout

(u1, u2) ∈ R2, et continue dans (u1, u2) ∈ R2, presque partout

t ∈ [0, T],

(H2) Il existe une fonction positive a ∈ L1[0, T] et constantes bi > 0;

i = 1, 2 tel que :

|f(t, u1, u2)|≤ a(t) + b1|u1|+ b2|u2|,∀(t, u1, u2) ∈ [0, T]× R2

Le premier résultat est basé sur le théorème du point fixe de Schauder.

Théorème 2.2.2 Supposons que les hypothèses (H1)-(H2) sont satis-

fait . Si
b1T

2α

Γ(2α + 1)
+

b2T
α

Γ(α + 1)
< 1 (2.7)

alors le problème (2.1)− (2.2) admet au moins une solution y ∈ L1(J,R)

Preuve : Transformer le problème (2.1)−(2.2) en un problème de point

fixe.

Considérons l’opérateur :

H : L1(J,R)→ L1(J,R)

définie par :

(Hx)(t) = y(0) + Iαx(t) (2.8)

où

x(t) = f(t, y0 + Iαx(t), x(t))

L’opérateur H est bien défini, en effet
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pour tout x ∈ L1(J,R) les hypothèses (H1) et (H2) donnent :

‖Hx‖L1 =

∫ T

0

|Hx(t)|dt

=

∫ T

0

|y0 + Iαx(t)|dt

≤ T |y0|+
∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|x(s)|ds

)
dt

≤ T |y0|+
∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|f(s, y0 + Iαx(s), x(s))|ds

)
dt

≤ T |y0|+
∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|a(s) + b1(y0 + Iαx(s)) + b2x(s)|ds

)
dt

≤ T |y0|+
T α

Γ(α + 1)
‖a‖L1 +

b1|y0|T α+1

Γ(α + 1)
+

b2T
α

Γ(α + 1)
‖x‖L1

+ b1

∫ T

0

(∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
Iα|x(s)|ds

)
dt

≤ T |y0|+
T α

Γ(α + 1)
‖a‖L1 +

b1|y0|T α+1

Γ(α + 1)
+

b2T
α

Γ(α + 1)
‖x‖L1

+
b1T

2α

Γ(2α + 1)
‖x‖L1 < +∞. (2.9)

Soit

r =

T |y0|+
(
Tα‖a‖L1+b1|y0|Tα+1

Γ(α+1)

)
1−

(
b1T 2α

Γ(2α+1) + b2Tα

Γ(α+1)

) .

On considère l’ensemble :

Br = {x ∈ L1(J,R) : ‖x‖L1 ≤ r}.
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implicite d’ordre fractionnaire

Clairement Br est non vide , borné, convexe et fermé.

Maintenant, nous allons montrer que HBr ⊂ Br, effectivement pour

chaque x ∈ Br.

de (2.7) et (2.9) on obtient :

‖Hx‖L1 ≤ T |y0|+
(
T α‖a‖L1 + b1|y0|T α+1

Γ(α + 1)

)
+

(
b1T

2α

Γ(2α + 1)
+

b2T
α

Γ(α + 1)

)
‖x‖L1

≤ r.

Alors HBr ⊂ Br. L’hypothèse (H1) implique que H est continue. Main-

tenant , nous montrerons que H est compact, ceci est HBr est relative-

ment compact .

Clairement HBr est borné dans L1(J,R) (c-à-d) la condition (i)du critère

de compacité de Kolmogorov est satisfaite .

Il reste à montrer (Hx)h → (Hx) dans L1(J,R) pour tout x ∈ Br.

Soit x ∈ Br. Alors on a :

‖(Hx)h − (Hx)‖L1

=

∫ T

0

|(Hx)h(t)− (Hx)(t)|dt

=

∫ T

0

∣∣∣∣1h
∫ t+h

t

(Hx)(s)ds− (Hx)(t)

∣∣∣∣dt
≤
∫ T

0

(
1

h

∫ t+h

t

|(Hx)(s)− (Hx)(t)|ds
)
dt

≤
∫ T

0

(
1

h

∫ t+h

t

|Iαx(s)− Iαx(t)|ds
)
dt

≤
∫ T

0

1

h

∫ t+h

t

|Iαf(s, y0 + Iαx(s), x(s))− Iαf(t, y0 + Iαx(t), x(t))|dsdt
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Comme x ∈ Br ⊂ L1(J,R) et l’hypothèse (H2) implique

f ∈ L1(J,R),la proposition 1.2.1(3) donne Iαf ∈ L1(J,R). Alors on a :

1

h

∫ t+h

t

|Iαf(s, y0+I
αx(s), x(s))−Iαf(t, y0+I

αx(t), x(t))|ds→ 0 quand h→ 0, t ∈ J

Par conséquent

(Hx)h → (Hx) uniformement quand h→ 0.

D’après la critère de compacité de Kolmogorov, HBr est relativement

compact. Par conséquence du théorème du point fixe de Schauder le

problème (2.1)− (2.2) admet au moins une solution dans Br



32
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Le résultat suivant est basé sur le principe de contraction de Banach.

Théorème 2.2.3 Supposons que (H1) et la condition suivante sont vérifies.

(H3) Il existe des constantes k1, k2 > 0 tel que

|f(t, x1, y1)−f(t, x2, y2)| ≤ k1|x1−x2|+k2|y1−y2|, t ∈ [0, T ], x1, x2, y1, y2 ∈ R

si
k1T

2α

Γ(2α + 1)
+

k2T
α

Γ(α + 1)
< 1 (2.10)

alors le problème (2.1)− (2.2) a une solution unique y ∈ L1([0, T ],R)

Preuve : on utilise le principe de la contraction de Banach pour prouver

que H défini par (2.8) a un point fixe.

Soient x, y ∈ L1(J,R) et t ∈ J . Alors on a :

|(Hx)(t)− (Hy)(t)| = |Iα[f(t, y0 + Iαx(t), x(t))− f(t, y0 + Iαy(t), y(t))]|

≤ k1I
2α|x(t)− y(t)|+ k2I

α|x(t)− y(t)|

≤ k1

Γ(2α)

∫ t

0

(t− s)2α−1|x(s)− y(s)|ds

+
k2

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)− y(s)|ds.

Ainsi

‖(Hx)− (Hy)‖L1 ≤
k1T

2α

Γ(2α + 1)
‖x− y‖L1 +

k2T
α

Γ(α + 1)
‖x− y‖L1

≤
(

k1T
2α

Γ(2α + 1)
+

k2T
α

Γ(α + 1)

)
‖x− y‖L1
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Par conséquent ,de (2.10) H est une contraction. En conséquent du prin-

cipe de Banach nous déduisons que H a un point fixe qui est une solution

du problème (2.1)-(2.2).

2.3 Exemple :

Considérons le problème suivant :

cDαy(t) =
e−t

(et + 8)(1 + |y(t)|+ |cDαy(t)|)
, t ∈ J := [0, 1], α ∈ (0, 1]

(2.11)

y(0) = 1. (2.12)

Soit

f(t, y, z) =
e−t

(et + 8)(1 + y + z)
, (t, y, z) ∈ J × [0,+∞)× [0,+∞)

Soit y, z ∈ [0,+∞) et t ∈ J alors on a :

|f(t, y1, z1)− f(t, y2, z2)| =

∣∣∣∣ e−t

(et + 8)

(
1

1 + y1 + z1
− 1

1 + y2 + z2

)∣∣∣∣
≤ e−t(|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

(et + 8)(1 + y1 + z1)(1 + y2 + z2)

≤ e−t

(et + 8)
(|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

≤ 1

9
|y1 − y2|+

1

9
|z1 − z2|

d’où l’hypothèse (H3) vérifie pour k1 = k2 = 1
9 . Nous allons vérifier que

la condition (2.10) est satisfait avec T=1. En effet

k1T
2α

Γ(2α + 1)
+

k2T
α

Γ(α + 1)
=

1

9Γ(2α + 1)
+

1

9Γ(α + 1)
< 1 (2.13)

D’après le théorème 2.2.3 , le problème (2.11)-(2.12) a une unique solu-

tion intégrable dans [0,1].
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Solutions intégrables pour un problème d’équation différentielle implicite d’ordre

fractionnaire à conditions non locales

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudié l’existence de solution intégrable du problème

non local pour les équations différentielles implicites d’ordre fractionnaire

à condition non local.

Les résultats suivants sont basés sur le théorème du point fixe de Schau-

der et le théorème du point fixe du principe de contraction de Banach

Soit le probème :

cDαy(t) = f(t, y(t),cDαy(t)), t ∈ J := (0.T ], 0 < α < 1, (3.1)

m∑
k=1

aky(tk) = y0 , (3.2)

où f : J × R × R → R une fonction donnée y0 ∈ R, ak ∈ R et cDα

est la dérivée fractionnaire de Caputo

et 0 < t1 < t2 < ..., tm < T, k = 1, 2, ...,m

Dans ce qui suite on donne deux résultats, le premier est basé sur le

théorème du point fixe de Schauder et le deuxième sur le principe de

contraction de Banach

Un exemple est donné pour démontrer l’application de notre résultat

principal. Mentionnons que la plus part des résultats existants pour

l’équation différentielle d’ordre fractionnaire sont consacrées à des so-

lutions continues ou carathéodorielles.
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3.2 Existence de solutions

Començons par définir ce que nous entendons par solution intégrale

pour le problème nonlocal (3.1)-(3.2).

Définition 3.2.1 Une fonction y ∈ L1(J,R) est une solution de problème

(3.1)− (3.2) si y satisfait (3.1) et (3.2).

Dans ce qui suit, on suppose que
∑m

k=1 ak 6= 0. Soit

a =
1∑m
k=1 ak

Pour l’existence de solutions au problème (3.1)−(3.2) nous avons besoin

du lemme auxiliaire suivant.

Lemme 3.2.1 Le problème non-local (3.1)−(3.2) est équivalente à l’équation

intégrale

y(t) = ay0−a
m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
x(s)ds (3.3)

où x est la solution de l’équation intégrale fonctionnel

x(t) = f

(
t, ay0−a

m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
x(s)ds, x(t)

)
(3.4)
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Preuve : Soit cDαy(t) = x(t) dans l’équation (3.1) ,alors

x(t) = f(t, y(t), x(t)) (3.5)

et

y(t) = y(0) + Iαx(t)

= y(o) +

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
x(s)ds (3.6)

Soit t = tk dans (3.6) , on obtient

y(tk) = y(0) +

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds,

et
m∑
k=1

aky(tk) =
m∑
k=1

aky(0) +
m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds (3.7)

Substituer de (3.2) dans (3.7) on obtient

y0 =
m∑
k=1

aky(0) +
m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds

et

y(0) = a

(
y0 −

m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds

)
(3.8)

substituer de (3.8) dans (3.6) et (3.5) , nous obtenons (3.3) et (3.4).

Pour compléter la preuve , nous prouvons que l’équation (3.3) satisfait

le problème non-local (3.1)-(3.2). Différencier (3.3) nous obtenons

cDαy(t) = x(t) = f(t, y(t),cDαy(t))

Soit t = tk dans (3.3) on obtient

y(tk) = ay0 − a
m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds+

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds

= ay0 +

(
1− a

m∑
k=1

ak

)∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds
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alors

m∑
k=1

aky(tk) =
m∑
k=1

akay0+
m∑
k=1

ak

(
1−a

m∑
k=1

ak

)∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds = y0

Ceci complète la preuve de l’équivalent entre le problème non-local (3.1)-

(3.2) et l’équation intégrale (3.3).

Supposons les hypothèses suivantes :

(H1) f : [0, T] × R × R → R est mesurable dans t ∈ [0, T], pour tout

(u1, u2) ∈ R2, et continue dans (u1, u2) ∈ R2, pour presque tout

t ∈ [0, T],

(H2) Il existe une fonction positive a ∈ L1[0, T] et constantes bi > 0; i =

1, 2 tel que :

|f(t, u1, u2)|≤ a(t) + b1|u1|+ b2|u2|,∀(t, u1, u2) ∈ [0, T]× R2

Le premier résultat est basé sur le théorème du point fixe de Schauder.

Théorème 3.2.2 Supposons que les hypothèses (H1)-(H2) sont satis-

fait . Si
2b1T

α

Γ(α + 1)
+ b2 < 1 (3.9)

alors le problème (3.1)− (3.2) a au moins une solution y ∈ L1(J,R).

Preuve : Transformer le problème non local (3.1)−(3.2) en un problème

de point fixe.

Considérons l’opérateur :

H : L1(J,R)→ L1(J,R)
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définie par :

(Hx)(t) = f

(
t, ay0−a

m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
x(s)ds, x(t)

)
(3.10)

soit

r =
Tab1y0 + ‖a‖L1

1−
(

2b1Tα

Γ(α+1) + b2

)

on considère l’ensemble

Br = {x ∈ L1(J,R) : ‖x‖L1 ≤ r}

Clairement Br est non vide , borné, convexe et fermé.

Maintenant, on montre que HBr ⊂ Br, effectivement pour chaque x ∈
Br. de (3.9) et (3.10) on obtient :

‖Hx‖L1

=

∫ T

0

|Hx(t)|dt

=

∫ T

0

∣∣∣∣f(t, ay0 − a
m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
x(s)ds, x(t)

)∣∣∣∣dt
≤
∫ T

0

[
|a(t)|+ b1|ay0 − a

m∑
k=1

akI
αx(t)|t=tk + Iαx(t) + b2|x(t)|

]
dt

≤ Tab1y0 + ‖a‖L1 +
b1a
∑m

k=1 akt
α
k

Γ(α + 1)
‖x‖L1 +

b1T
α

Γ(α + 1)
‖x‖L1 + b2‖x‖L1

≤ Tab1y0 + ‖a‖L1 +

(
2b1T

α

Γ(α + 1)
+ b2

)
‖x‖L1

≤ r

Alors HBr ⊂ Br. L’hypothèse (H1) implique que H est continue. Main-

tenant , nous montrerons que H est compact, ceci est HBr est rela-
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tivement compact . Clairement HBr est borné dans L1(J,R) c-a-d la

condition (i)du critère de compacité de Kolmogorov est satisfaite .

Il reste à montrer (Hx)h → (Hx) dans L1(J,R) pour tout x ∈ Br.

Soit x ∈ Br. alors on a :

‖(Hx)h − (Hx)‖L1

=

∫ T

0

|(Hx)h(t)− (Hx)(t)|dt

=

∫ T

0

∣∣∣∣1h
∫ t+h

t

(Hx)(s)ds− (Hx)(t)

∣∣∣∣dt
≤
∫ T

0

(
1

h

∫ t+h

t

|(Hx)(s)− (Hx)(t)|ds
)
dt

≤
∫ T

0

1

h

∫ t+h

t

|f
t, ay0 − a

m∑
k=1

ak

∫ sk

0

(sk − τ)α−1

Γ(α)
x(τ)dτ

+

∫ s

0

(s− τ)α−1

Γ(α)
x(τ)dτ, x(s)


−f
t, ay0 − a

m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
x(s)ds, x(t)

|dsdt.
Car x ∈ Br ⊂ L1(J,R) et l’hypothèse (H2) cela ipmlique que

f ∈ L1(J,R),il s’ensuit que

1

h

∫ t+h

t

∣∣∣f (t, ay0 − a
m∑
k=1

ak

∫ sk

0

(sk − τ)α−1

Γ(α)
x(τ)dτ +

∫ s

0

(s− τ)α−1

Γ(α)
x(τ)dτ, x(s)

)

−f

(
t, ay0 − a

m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
x(s)ds+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
x(s)ds, x(t)

)∣∣∣ds→ 0

quand h→ 0.

Par conséquent

(Hx)h → (Hx) uniformement quand h→ 0.
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Par la critère de compacité de Kolmogorov, HBr est relativement com-

pact. Par conséquence du théorème du point fixe de Schauder le problème

non local(3.1)− (3.2) a au moins une solution dans Br.

Le résultat suivant est basé sur le principe de contraction de Banach.

Théorème 3.2.3 Supposons que (H1) et les hypothèses suivantes sont

satisfaites :

(H3) Il existe des constantes k1, k2 > 0 tel que :

|f(t, x1, y1)−f(t, x2, y2)| ≤ k1|x1−x2|+k2|y1−y2|, t ∈ [0, T ], x1, x2, y1, y2 ∈ R

si
2k1T

α

Γ(α + 1)
+ k2 < 1 (3.11)

alors le problème (3.1)− (3.2) a une solution unique y ∈ L1([0, T ],R).

Preuve On utilise le principe de la contraction de Banach pour prouver

que H défini par (3.10) a un point fixe. Soient x, y ∈ L1(J,R),et t ∈ J .

Alors on a

|(Hx)(t)− (Hy)(t)| =

∣∣∣∣f(t, ay0 − a
m∑
k=1

akI
αx(t)|t=tk+Iαx(t), x(t))

− f(t, ay0 − a
m∑
k=1

akI
αy(t)|t=tk+Iαy(t), y(t))

∣∣∣∣
≤ k1a

m∑
k=1

ak

∫ tk

0

(tk − s)α−1

Γ(α)
|x(s)− y(s)|ds

+ k1

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
|x(s)− y(s)|ds+ k2|x− y|
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Ainsi

‖(Hx)− (Hy)‖L1 ≤
k1t

α
ka
∑m

k=1 ak
Γ(α + 1)

∫ T

0

|x(t)− y(t)|dt+
k1T

α

Γ(α + 1)

∫ T

0

|x(t)− y(t)|dt

+ k2

∫ T

0

|x(t)− y(t)|dt

≤ 2k1T
α

Γ(α + 1)
‖x− y‖L1 + k2‖x− y‖L1

≤
(

2k1T
α

Γ(α + 1)
+ k2

)
‖x− y‖L1

D’après la condition (3.11) H est une contraction. D’après le théorème

de contraction de Banach nous déduisons que H a un point fixe qui est

une solution du problème non local (3.1)-(3.2).

3.3 Exemple

Considérons le problème non local suivant :

cDαy(t) =
1

(et + 5)(1 + |y(t)|+ |cDαy(t)|)
, t ∈ J := [0, 1], α ∈ (0, 1]

(3.12)

m∑
k=1

aky(tk) = 1 , (3.13)

où ak ∈ R, 0 < t1 < t2 < ... < 1

Soit

f(t, y, z) =
1

(et + 5)(1 + y + z)
, (t, y, z) ∈ J × [0,+∞)× [0,+∞)
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soit y, z ∈ [0,+∞) et t ∈ J alors on a

|f(t, y1, z1)− f(t, y2, z2)| =

∣∣∣∣ 1

(et + 5)

(
1

1 + y1 + z1
− 1

1 + y2 + z2

)∣∣∣∣
≤ (|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

(et + 5)(1 + y1 + z1)(1 + y2 + z2)

≤ 1

(et + 5)
(|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

≤ 1

6
|y1 − y2|+

1

6
|z1 − z2|

D’où la condition (H3) vérifie avec k1 = k2 = 1
6 nous allons vérifier que

la condition (3.11) est satisfait .

En effet
2k1

Γ(α + 1)
+ k2 =

1

3Γ(α + 1)
+

1

6
< 1 (3.14)

Puis par le théorème 3.2.2 , le problème (3.12)-(3.13) a une unique solu-

tion intégrable dans [0,1].
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implicites d’ordre fractionnaire

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter des nouveaux résultats sur

l’existence de solutions intégrables pour une classe des problèmes aux

limites pour des équations différentielles implicites d’ordre fractionnaire

concernant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Les résultats suivants sont basés sur le théorème du point fixe de Schau-

der et le théorème du point fixe du principe de contraction de Banach.

Soit le problème :

cDαy(t) = f(t, y(t),cDαy(t)), t ∈ J := [0.T ], 1 < α < 2 (4.1)

y(0) = y0, y(T ) = yT , (4.2)

où f : J ×R×R une fonction donnée y0, yT ∈ R et cDα est la dérivée

fractionnaire de Caputo

Dans ce qui suite on donne deux résultats, le premier est basé sur le

théorème du point fixe de Schauder et le deuxième sur le principe de

contraction de Banach.
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4.2 Existence de solutions

Començons par définir ce que nous entendons par solution intégrale

pour le problème (4.1)-(4.2) .

Définition 4.2.1 Une fonction y ∈ L1(J,R) est une solution de problème

(4.1)− (4.2) si y satisfait (4.1) et (4.2).

Pour l’existence de solutions au problème (4.1)−(4.2) nous avons besoin

du lemme auxiliaire suivant

Lemme 4.2.1 Soit 1 < α ≤ 2 et soit x ∈ L1(J,R).

Le problème (4.1)− (4.2) est équivalent à l’équation intégrale :

y(t) =
1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)x(s)ds+ y0 +
(yT − y0)t

T
(4.3)

où x est la solution de l’équation intégrale fonctionnelle

x(t) = f

(
t,

1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)x(s)ds+ y0 +
(yT − y0)t

T
, x(t)

)
(4.4)

et G(t, s) est la fonction de Green définie par :

G(t, s) :=

(t− s)α−1 − t(T−s)α−1

T 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

−t(T−s)α−1

T 0 ≤ t ≤ s ≤ T
(4.5)

Preuve : Soit cDαy(t) = x(t) dans l’équation (4.1) ,alors

x(t) = f(t, y(t), x(t)) (4.6)

et lemme 4.1.2 implique que

y(t) = c0 + c1t+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s)ds
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de (4.2) un calcul simple donne

c0 = y0

et

c1 = − 1

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1x(s)ds+
(yT − y0)

T

d’où on obtient l’équation (4.3). Inversement, on prouve que l’équation

(4.3) satisfait le problème (4.1)− (4.2).

Différencier (4.3) on trouve

cDαy(t) = x(t) = f(t, y(t),cDαy(t))

par (4.3) et (4.5) on a

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1x(s)ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T−s)α−1x(s)ds+y0+
(yT − y0)t

T
(4.7)

un calcul simple donne y(0) = y0 et y(T ) = yT . Ceci complète la preuve

de l’équivalent entre le problème (4.1)−(4.2) et l’équation intégral (4.3).

Soit

G0 := max {|G(t, s)|, (t, s) ∈ J× J}

et supposons les hypothèses suivantes :

(H1) f : [0, T] × R2 → R est mesurable dans t ∈ [0, T], pour tout

(u1, u2) ∈ R2, et continue dans (u1, u2) ∈ R2, presque partout

t ∈ [0, T],

(H2) Il existe une fonction positive a ∈ L1[0, T] et constantes bi > 0; i =

1, 2 tel que :
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|f(t, u1, u2)|≤ a(t) + b1|u1|+ b2|u2|,∀(t, u1, u2) ∈ [0, T]× R2

Le premier résultat est basé sur le théorème du point fixe de Schauder.

Théorème 4.2.2 Supposons que les hypothèses (H1)-(H2) sont satis-

fait . Si
b1G0T

Γ(α)
+ b2 < 1 (4.8)

alors le problème (4.1)− (4.2) a au moins une solution y ∈ L1(J,R).

Preuve : Transformer le problème (4.1)−(4.2) en un problème de point

fixe.

Considérons l’opérateur

H : L1(J,R)→ L1(J,R)

définie par :

(Hx)(t) = f

(
t,

1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)x(s)ds+ y0 +
(yT − y0)t

T
, x(t)

)
(4.9)

où G est donné par (4.5). Soit

r ≥ b1(|y0|+|yT |)T + ‖a‖L1

1−
(
b1G0T
Γ(α) + b2

)
Considérons l’ensemble

Br = {x ∈ L1([0, T ],R) : ‖x‖L1 ≤ r}.

Clairement Br est non vide , borné, convexe et fermé.

Maintenant, nous allons montrer que HBr ⊂ Br, pour chaque x ∈ Br,
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l’hypothèse (H2) et (4.8) donnent :

‖Hx‖L1 =

∫ T

0

|Hx(t)|dt

=

∫ T

0

∣∣∣∣f(t, 1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)x(s)ds+ y0 +
(yT − y0)t

T
, x(t)

)∣∣∣∣dt
≤
∫ T

0

[
|a(t)|+ b1

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)x(s)ds− (
t

T
− 1)y0 +

t

T
yT

∣∣∣∣+ b2|x(t)|
]
dt

≤ ‖a‖L1 +
b1G0T

Γ(α)
‖x‖L1 + b1(|y0|+ |yT |)T + b2‖x‖L1

≤ b1(|y0|+ |yT |)T + ‖a‖L1 +

(
b1G0T

Γ(α)
+ b2

)
r

≤ r.

Alors HBr ⊂ Br. L’hypothèse (H1) implique que H est continue. Main-

tenant , on montre que H est compact, ceci est HBr est relativement

compact . Clairement HBr est borné dans L1(J,R) (c-à-d )la condition

(i)du critère de compacité de Kolmogorov est satisfaite .

Il reste à montrer (Hx)h → (Hx) dans L1(J,R) pour tout x ∈ Br.

Soit x ∈ Br. alors on a :

‖(Hx)h − (Hx)‖L1

=

∫ T

0

|(Hx)h(t)− (Hx)(t)|dt

=

∫ T

0

∣∣∣∣1h
∫ t+h

t

(Hx)(s)ds− (Hx)(t)

∣∣∣∣dt
≤
∫ T

0

(
1

h

∫ t+h

t

|(Hx)(s)− (Hx)(t)|ds
)
dt

≤
∫ T

0

(
1

h

∫ t+h

t

∣∣∣∣f(s,
1

Γ(α)

∫ T

0

G(s, τ)x(τ)dτ + y0 +
(yT − y0)s

T
, x(s))

− f(t,
1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)x(s)ds+ y0 +
(yT − y0)t

T
, x(t))

∣∣∣∣ds)dt
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Comme x ∈ Br ⊂ L1(J,R) et l’hypothèses (H2) cela implique que

f ∈ L1(J,R).

Alors on a :

1

h

∫ t+h

t

∣∣∣∣f(s,
1

Γ(α)

∫ T

0

G(s, τ)x(τ)dτ + y0 +
(yT − y0)s

T
, x(s))

−f(t,
1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)x(s)ds+y0+
(yT − y0)t

T
, x(t))

∣∣∣∣ds→ 0 quand h→ 0, t ∈ J

par conséquent

(Hx)h → (Hx) uniformement quand h→ 0

puis par la critère de compacité de Kolmogorov, HBr est relativement

compact. Par conséquence du théorème du point fixe de Schauder le

problème (4.1)− (4.2) a au moins une solution dans Br.

Le résultat suivant est basé sur le principe de contraction de Banach.

Théorème 4.2.3 Supposons que (H1) et la condition suivante sont vérifies

(H3) il existe des constantes k1, k2 > 0 tel que :

|f(t, x1, y1)−f(t, x2, y2)| ≤ k1|x1−x2|+k2|y1−y2|, t ∈ [0, T ], x1, x2, y1, y2 ∈ R

si
k1TG0

Γ(α)
+ k2 < 1. (4.10)

Alors le problème (4.1)− (4.2) a une solution unique y ∈ L1([0, T ],R).

Preuve : On utilise le principe de la contraction de Banach pour prouver

que H défini par (4.9) a un point fixe.



52
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Soient x, y ∈ L1(J,R) et t ∈ J . Alors on a

|(Hx)(t)− (Hy)(t)| =

∣∣∣∣f(t, 1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)x(s)ds+ y0 +
(yT − y0)t

T
, x(t)

)
− f

(
t,

1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)y(s)ds+ y0 +
(yT − y0)t

T
, y(t)

)∣∣∣∣
≤ k1

Γ(α)

∫ T

0

|G(t, s)(x(s)− y(s))|ds+ k2|x(t)− y(t)|

≤ k1G0

Γ(α)

∫ T

0

|x(s)− y(s)|ds+ k2|x(t)− y(t)|.

Ainsi

‖(Hx)− (Hy)‖L1 ≤
k1TG0

Γ(α)
‖x− y‖L1 + k2

∫ T

0

|x(t)− y(t)|dt

≤ k1TG0

Γ(α)
‖x− y‖L1 + k2‖x− y‖L1

≤
(
k1TG0

Γ(α)
+ k2

)
‖x− y‖L1.

La condition (4.10) implique que H est une contraction. En conséquence

du principe de contraction de Banach, nous déduisons que H a un point

fixe qui est une solution du problème (4.1)− (4.2).

4.3 Problèmes à conditions non Locales

4.3.1 Introduction

Cette section est consacrée à certains résultats d’existence et d’unicité

pour la classe suivante de problèmes à conditions non locales.

cDαy(t) = f(t, y,cDαy(t)), t ∈ J := [0.T ], 1 < α < 2 (4.11)

y(0) = g(y), y(T ) = yT , (4.12)
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où g : L1(J,R)→ R une fonction continue.

La condition non local peut être appliquée en physique avec un meilleur

effet que la condition initial classique y(0) = y0

Par exemple g(y) peut être donné par :

g(y) =

p∑
i=1

ciy(ti),

où ci, i = 1, 2..., p sont des constantes données et 0 < ... < tp < T .

Les conditions non locales ont été initiées par Byszewski lorsqu’il a

prouvé l’existence et l’unicité de solutions douces et classiques de problèmes

de Cauchy non locales.

Comme la remarqué Byszewski, la condition non local peut être plus utile

que la condition standard pour décrire certains phénomènes physiques.

4.3.2 Existence de solutions

Supposons l’hypothèse suivante sur la fonction g

(H4) Il existe une constante k̃ > 0 telle que :

|g(y)− g(ỹ)| ≤ k̃|y − ỹ|, pour chaque y, ỹ ∈ L1(J,R)

Théorème 4.3.1 Supposons que les hypothèses (H1),(H3) et (H4)

sont satisfaites et

si

2k1T
α

Γ(α + 1)
+ k1k̃ + k2 < 1, (4.13)

alors le problème (4.11)-(4.12) a une solution unique y ∈ L1(J,R)

Transformer le problème (4.11)-(4.12) en un problème de point fixe.
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considérons l’opérateur

H̃ : L1(J,R)→ L1(J,R),

définie par :

(H̃x)(t) = f

(
t,

1

Γ(α)

∫ T

0

G(t, s)x(s)ds+ g(y) +
(yT − g(y))t

T
, x(t)

)
(4.14)

Preuve : Clairement, les points fixes de l’opérateur H̃ sont la solution

du problème (4.11)-(4.12)

On prouve facilement montrer que H̃ est une contraction

4.4 Exemple

Considérons le problème suivant :

cDαy(t) =
e−t

(et + 6)(1 + |y(t)|+ |cDαy(t)|)
, t ∈ J := [0.T ], 1 < α < 2

(4.15)

y(0) = 1, y(1) = 2. (4.16)

Soit

f(t, y, z) =
e−t

(et + 6)(1 + y + z)
, (t, y, z) ∈ J × [0,+∞)× [0,+∞)
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Soit y, z ∈ [0,+∞) et t ∈ J , alors on a :

|f(t, y1, z1)− f(t, y2, z2)| =

∣∣∣∣ e−t

et + 6

(
1

1 + y1 + z1
− 1

1 + y2 + z2

)∣∣∣∣
≤ e−t(|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

(et + 6)(1 + y1 + z1)(1 + y2 + z2)

≤ e−t

(et + 6)
(|y1 − y2|+ |z1 − z2|)

≤ 1

7
|y1 − y2|+

1

7
|z1 − z2|

D’où l’hypothèse (H3) vérifie pour k1 = k2 = 1
7

Nous allons vérifier que la condition (4.10) est satisfaite avec T=1.En

effet
k1TG0

Γ(α)
+ k2 =

G0

7Γ(α)
+

1

7
< 1 (4.17)

D’après le théorème 4.2.3, le problème (4.15)-(4.16) admet une solution

intégrable unique sur [0.1] pour les valeurs de α qui vérifies la condition

(4.17)
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons abordé l’étude de l’existence et l’unicité

des solutions intégrales pour quelques classe de problèmes à valeurs ini-

tiales et aux limites associés à des équations différentielles implicites non

linéaires à dérivées fractionnaires au sens de Caputo, Les équations (ou

systèmes) considérées sont ordinaires, Les résultats obtenus sont basés

sur quelques théorèmes de point fixe dans les espaces de Banach,. . . ) per-

mettant de traiter de tels problèmes et voir comment on peut prendre

en compte le cas où les conditions locales et non locales.
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Résumé

L’objectif de ce travail est de présenter, des résultats d’existence et d’uni-

cité des solutions intégrales pour quelque classe de problèmes á valeur

initiales et aux limites pour des équations différentielles implicites non

linéaires à dérivées fractionnaires au sens de Caputo.

Tous les problèmes étudiés sont considérés dans un espace de Banach.

La technique utilisée c’est de ramener l’étude de notre problème a la re-

cherche d’un point fixe d’un opérateur intégral convenablement construit.

En appliquant des théorèmes de point fixe. Le contenu de ce mémoire

est basée sur les articles [9, 10, 11].

♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣
The purpose of this work is to present, results of existence and Unique-

ness of Integral Solutions for Any Class of Value Problems initials and

limits for implicit differential equations no Linear fractional derivatives

in the sense of Caputo.

All the problems studied are considered in a Banach space.

The technique used is to reduce the study of our problem to the search

for a fixed point of an integral operator appropriately built. By applying

fixed point theorems. The content of this memory is based on the article

[9, 10, 11].
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