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Introduction

Les équations des ondes sont des équations aux dérivées partielles qui expriment

beaucoup de lois fondamentales de la nature et surgissent généralement dans l’analyse

mathématique des problèmes en science et technologie. Bien que, les équations différentielles

partielles non-linéaires aient subi de nouveaux développement remarquables pendant la

dernière moitié du vingtième siècle, une des impulsions principales pour développer des

équations partielles non-linéaires à été l’étude des problèmes non-linéaires de propagation

des ondes.

Ces problèmes apparaissent dans différents domaines des mathématiques appliquées,

de la physique, y compris la dynamique des fluides, le système optique, la mécanique des

solides, la physique des plasmas et la physique non-linéaire de la matière condensée.

Les équations d’ondes non-linéaires en particulier ont fourni plusieurs exemples de

nouvelles solutions qui sont remarquablement différentes de celles obtenues pour des problèmes

d’ondes linéaires.

Dans ce travail, nous avons considéré des équations aux dérivées partielles de type

hyperbolique, plus précisément on étude les équations des ondes non-linéaires dans un

domaine borné de Rn.

On s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution ainsi que le comporte-

ment asymptotique de la solution de l’équation des ondes non-linéaires.

Notre mémoire se compose quatre chapitres :
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Chapitre 1 :

Dans ce chapitre nous rappelons les principaux notions qui nous aurons besoins, com-

mençons par les espaces Lp et l’espaces de Sobolev. Finalement nous présentons les inégalités

nécessaires qui sont utilisées dans ce mémoire et aussi nous citons quelques théorèmes utiles.

Chapitre 2 :

Dans ce chapitre nous étudions l’existence globale de l’équation

utt −∆u+ |u|p−2u = f.

En utilisant l’approximation de Faedo-Galerkin et quelques estimations a priori, nous allons

montrer que ce problème admet une solution globale unique u. Cette méthode consiste une

approximation de la solution, ensuite on obtient une estimation a priori nécessaire pour

garantir la convergence de la solution approchée vers la solution exacte.

Chapitre 3 :

Dans ce chapitre, nous allons étudier l’équation

utt −∆u+ ut|ut|m−1 = u|u|p−1.

Pour étudions l’existence de la solution globale de ce problème et l’unicité de cette solution,

on transforme ce problème à un problème de Cauchy dans un espace convenable. On

constitue une suite de Cauchy en va montrons que cette suite converge vers la solution de

ce problème, par deux étapes démontrer que le problème possède une solution locale puis

il admet une solution globale. On termine la prouve par montrons que cette solution est

unique.

Chapitre 4 :

Dans ce chapitre, nous étudierons l’existence globale, le comportement asymptotique

de l’équation
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utt −∆u+ a(1 + |ut|m−2)ut + bu|u|p−2 = 0,

et savoir la décroissance exponentiellement de l’énergie.



Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre, on introduit les outils fonctionnels de base pour étudions l’existence

et l’unicité de la solution des équations différentielle aux dérivées partielles.

1.1 L’espace Lp(Ω)

Définition 1.1.1. [4] Soit Ω un ouvert borné de Rn (n ∈ N∗) et p∈ [1,∞].

Si 1 ≤ p <∞, on a

Lp(Ω) = {u : Ω → Rnmesurable /

∫
Ω

|u|p <∞}

est muni de la norme

∥u∥p = ∥u∥Lp(Ω) = [

∫
Ω

|u(x)|pdx]
1
p .

Si p = ∞, on a

L∞(Ω) = {u : Ω → Rmesurable / ∃C > 0, |u(x)| ≤ C p.p sur Ω }

est muni de la norme

∥u∥∞ = ∥u∥L∞(Ω) = inf{C ≥ 0, |u(x)| ≤ C p.p sur Ω},

on écrit

7



1.2 L’espace Lp(0, T ;X) 8

∥u∥∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)|.

Pour p ∈ [1,∞], Lp(Ω) est un espace de Banach.

Pour p = 2, on note H1(Ω) = W 1,2(Ω).

L’espace H1(Ω) de Hilbert muni de la norme

∥u∥L2(Ω) = (

∫
Ω

|u(x)|2dx)
1
2 ,

sa produit scalaire associé est

<u, v>L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

1.2 L’espace Lp(0, T ;X)

Définition 1.2.1. [4] Soit X un espace de Banach, on définit

Si 1 ≤ p <∞

Lp(0, T ;X) = {u : [0, T ] → X /

∫ T

0

∥u∥pXdt <∞}.

Si p = ∞

L∞(0, T ;X) = {u : [0, T ] → X /∥u∥X <∞},

telle que T > 0.

Lp(0, T ;X) muni de la norme

∥u∥Lp(0,T ;X) =

(
∫ T

0
∥u∥pXdt)

1
p si 1 ≤ p <∞,

supt∈]0,T [ ess∥u∥X si p = ∞.

L’espace Lp(0, T ;X) est un espace de Banach.

Si p = 2, l’espace L2(0, T ;X) est un Hilbert.

1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.3.1. [4] Soit Ω un ouvert borné de Rn(n ∈ N∗), u ∈ L1(Ω) une fonction a

une i-ème dérivée faible dans L1(Ω), il existe fi ∈ L1(Ω) telle que pour toute φ ∈ C∞
0 (Ω),
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on a ∫
Ω

u(x)
∂φ

∂xi
(x)dx = −

∫
Ω

fi(x)
∂φ

∂xi
(x)dx, 1 ≤ i ≤ n.

Cela revient à dire que fi est la i-ème dérivée de u ∈ L1(Ω) au sens des distribution,

on écrire

∂iu =
∂u

∂xi
= fi.

• Espace W1,p(Ω)

Définition 1.3.2. [4] Soit Ω un ouvert de Rn(n ∈ N∗) et p ∈ R, tel que 1 ≤ p ≤ +∞.

L’espace W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω),∃g ∈ Lp(Ω)/

∫
Ω

u
∂φ

∂xi
= −

∫
Ω

gφ, ∀φ ∈ C1
c (Ω), 1 ≤ i ≤ n}.

L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

∥u∥W 1,p(Ω) = ∥u∥p + ∥u′∥p.

On pose

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

H1(Ω) est un espace de Hilbert muni le produit scalaire

<u, v>H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (u′, v′)L2(Ω),

et sa norme associe est

∥u∥H1(Ω) = (∥u∥)22 + ∥u′∥22)
1
2 .

• Espace W1,p
0 (Ω)

Définition 1.3.3. [4] Étant donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par W 1,p
0 (Ω) la fermeture de

C1
c (Ω) dans W

1,p(Ω).

On note

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).
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• Espace Wm,p(Ω)

Définition 1.3.4. [4] Soit Ω un ouvert de Rn(n ∈ N∗), où m ∈ N∗\{1} et p un nombre

réel tel que 1 ≤ p ≤ +∞.

On définit Wm,p(Ω) comme suit

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) / Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α, |α| ≤ m} ,

où α = (α1, α2, ..., αn) avec αi ∈ N, on pose

|α| =
n∑

i=1

αi et Dαu =
∂α1+α2+...+αn

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

u.

L’espace Wm,p(Ω) est muni de la norme

∥u∥Wm,p(Ω) = ∥u∥p +
∑

0<|α|≤m

∥Dαu∥p.

On pose

Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

Les espaces Hm(Ω) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2(Ω) +
∑

0<|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω), ∀u, v ∈ Hm(Ω).

• Espace Wm,p(0.T ;X)

Définition 1.3.5. [4] Soit X un espace de Banach et T > 0.

Pour m ∈ N et p ∈ [1,∞], on a

Wm,p(0, T ;X) = {u ∈ Lp(0, T ;X) /
∂u

∂xi
∈ Lp(0, T ;X)}, ∀i ≤ m.

Wm,p(0, T ;X) est un espace de Banach avec la norme

∥u∥Wm,p(0,T ;X) =
m∑
i=0

(∥u∥pLp(0,T ;X))
1
p .

Si 1 ≤ p ≤ ∞

Wm,∞(0, T ;X) =
m∑
i=0

∥u∥L∞(0,T ;X).
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L’espace Wm,2(0, T ;X) est un Hilbert et noté Hm(0, T ;X) sa produit scalaire

(u, v)Hm(0,T ;X) =
m∑
i=0

∫ T

0

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi
)Xdt.

1.4 Convergence faible et Convergence faible étoile

Soit (E, ∥.∥E) un espace de Banach et f ∈ E ′ (E ′ l’espace dual de E ).

1.4.1 Convergence faible

Définition 1.4.1. [4] Soit (xn)n∈N une suite de E et x un élément de E.

On dit que (xn) converge faiblement vers x dans E si

f(xn) −−−→
n→+∞

f(x), ∀f ∈ E ′,

ou encore

<f, xn>E′,E −−−→
n→+∞

<f, x>E′,E,

et on écrit

xn ⇀ x dans E.

La convergence forte (c-à-d, la convergence au sens de la norme ∥xn − x∥E −→ 0 ) sera

notée

xn −→ x dans E.

Proposition 1.4.2. Si la limite faible d’une suite de E existe, elle est unique.

1.4.2 Convergence faible étoile

Définition 1.4.3. [4] Soient (fn)n∈N ∈ E ′ et f ∈ E ′. On dit que, (fn) converge vers f

dans E ′ faible étoile.

Si

fn(x) −−−→
n→+∞

f(x), ∀x ∈ E ′′,
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ou encore

<fn, x>E′,E′′ −−−→
n→+∞

<f, x>E′,E′′ ,

et on écrit

fn ⇀
∗ f dans E ′.

Remarque 1.4.4. Si la limite faible étoile d’une suite de E existe, elle est unique.

Proposition 1.4.5. Soit (fn)n∈N∗ une suite de E ′. On a

1. fn ⇀
∗ f dans σ(E ′, E) ⇔ fn(u) → f(u),∀u ∈ E.

2. Si fn → f (fortement), alors fn ⇀ f dans σ(E ′, E ′′).

3. Si fn → f dans σ(E ′, E ′′), alors fn ⇀
∗ f dans σ(E ′, E).

4. Si fn ⇀
∗ f dans σ(E ′, E), alors ∥fn∥ est borné et ∥f∥ ≤ lim inf∥fn∥.

5. Si fn ⇀
∗ f dans σ(E ′, E) et un → u (fortement) dans E, alors fn(un) → f(u).

Proposition 1.4.6. Une suite (un)n∈N de l’espace Hilbert H converge faiblement vers u

dans H, si et seulement si

lim
n→∞

<un, y>H = <u, y>H , ∀y ∈ H.

Lemme 1.4.7. Soit Ω un ouvert borné de Rn(n ∈ N∗), (um) une suite des fonctions de

Lp(Ω) et u une fonction de Lp(Ω) avec 1 < p <∞.

Si

∥um∥Lp(Ω) ≤ C, um → u p.p dans Ω.

Alors um ⇀ u dans Lp(Ω).

Lemme 1.4.8. [7] Soit θ un ouvert borné de Rn
x ×Rt, gmi

et g des fonctions de Lq(θ), 1 <

q <∞ telles que

∥gmi
∥Lq(θ) ≤ C, gmi

−→ g p.p dans θ.

Alors

gmi
⇀ g dans Lq(θ).
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1.5 Formule de Green

Soit Ω un ouvert borné de classe C1 sa frontière Γ.Alors pour toutes fonctions u ∈ C2(Ω̄)

et v ∈ C1(Ω̄), on a∫
Ω

∆u(x)v(x)dx =

∫
Γ

∂u

∂η
(x)v(x)dΓ−

∫
Ω

∇u(x).∇v(x)dx,

où ∂u
∂η

= ∇u(x).η(x) est la dérivée normale de u tel que η le vecteur normale extérieure à

Γ.

1.6 Quelques inégalités utiles

• Inégalité de Young [4]

Soient u, v ≥ 0 tel que 1 ≤ p, q ≤ ∞ avec 1
p
+ 1

q
= 1, on a

uv ≤ 1

p
up +

1

q
vq.

• Inégalité de Young avec ε[4]

Soient u, v ≥ 0 et p, q deux nombre positifs tels que 1 ≤ p, q ≤ ∞ et 1
p
+ 1

q
= 1.

Pour tous ε > 0, on a

|uv| ≤ ε|u|p + c(ε)|v|q,

où c(ε) > 0.

• Inégalité de Cauchy-Schwarz [4]

Soit <u, v>V un produit scalaire sur l’espace vectoriel réel V muni de la norme

∥v∥2 = <v, v>,

alors

|<u, v>V | ≤ ∥u∥V ∥v∥V , ∀u, v ∈ V.
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• Inégalité de Hölder [4]

Soient u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lp′(Ω) tels que 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ p′ ≤ ∞ avec 1
p
+ 1

p′
= 1.

Alors ∫
Ω

|uv|dx ≤ ∥u∥Lp(Ω)∥v∥Lp′(Ω).

• Inégalité de Poincaré [4]

On suppose que Ω est un ouvert borné de Rn(n ∈ N∗). Alors il existe une constante C

(dépendant de Ω et p ). Pour 1 ≤ p <∞, on a

∥u∥Lp(Ω) ≤ C∥∇u∥Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

En particulier l’expression ∥∇u∥Lp(Ω) est une norme sur W 1,p
0 (Ω) qui est équivalente à la

norme ∥u∥W 1,p(Ω).

Dans H1
0 (Ω) l’expression

∫
Ω
∇u∇vdx est un produit scalaire qui induit la norme ∥∇u∥L2(Ω)

équivalente à la norme ∥u∥H1(Ω).

1.7 Lemme de Gronwall

Lemme 1.7.1. [4] Soit a > 0,Φ, h ∈ C([0, a]), h ≥ 0 et g : [0, a] → R une fonction

croissante.

Si

Φ(t) ≤ g(t) +

∫ t

0

h(r)Φ(r)dr, ∀t ∈ [0, a],

alors

Φ(t) ≤ g(t) exp

(∫ t

0

h(r)dr

)
, ∀t[0, a].

1.8 Théorème de Rellich-Kondrachov

Théorème 1.8.1. [4] On suppose que Ω un ouvert borné de classe C1.

On a
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Si p <N, alors W1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[, où 1
p∗

= 1
p
− 1

N
,

Si p = N, alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[,

Si p>N, alors W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω̄),

avec injection compactes.



Chapitre 2

Existence globale et unicité de la

solution d’équation

utt −∆u + |u|p−2u = f

Le but de ce chapitre est étudions l’existence et l’unicité du problème (P1) suivant :

(P1)



utt(x, t)−∆u(x, t) + |u(x, t)|p−2u(x, t) = f(x, t), dans Ω×]0, T [,

u(x, t) = 0, sur ∂Ω×]0, T [,

u(x, 0) = u0(x), dans x ∈ Ω,

ut(x, 0) = u1(x), dans x ∈ Ω,

où Ω un ouvert borné de Rn(n ∈ N∗\{1}), ∂Ω sa frontière, p ≥ 2, f ∈ L2(Ω× [0, T ]) et

T > 0, telles que

ut =
∂u

∂t
, utt =

∂2u

∂t2
et ∆u =

n∑
i=1

∂2

∂x2i
u.

Soit Q = Ω×]0, T [, de frontière Σ = ∂Ω×]0, T [.

On définit l’espace V par

V = H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω).

On supposer les hypothèses suivantes

16
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(H1) : f ∈ L2(Q).

(H2) : u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω).

(H3) : u1 ∈ L2(Ω).

(H4) :

1 < p ≤ 2n−2
n−2

, si n ≥ 3,

p > 1, si n = 2.

Théorème 2.0.1. [7] Sous les hypothèses (H1)−(H4), le problème (P1) admet une solution

globale unique u vérifiant

u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω)), ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

2.1 Existence Globale :

Dans cette section, nous supposons u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω), u1 ∈ L2(Ω) et f ∈ L2(Q).

Nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin [7] pour trouver une solution globale. Soit

T > 0 est fixe et Vm engendré par {w1, w2, ..., wm} où l’ensemble {wi ∈ V, ∀i} est une base

de H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

On cherche alors une solution approché um(t), sous la forme

um(t) =
m∑
i=1

gim(t)wi,

où gim(i = 1, 2, ...,m) sont déterminés par le système d’équation différentielle ordinaire

suivant

(Pm)

(u′′m(t), wi)− (∆um(t), wi) + (|um(t)|p−2um(t), wi) = (f(t), wi), ∀i = 1...m,

um(0) = u0m, u′m(0) = u1m,

associé aux conditions initiales

∀u0 ∈ V ⇒ ∃(u0m)m∈N∗ , u0m =
m∑
i=1

gimwi −→ u0 lorsquem −→ +∞, (2.1)
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∀u1 ∈ L2(Ω) ⇒ ∃(u1m)m∈N∗ , u1m =
m∑
i=1

g′imwi −→ u1 lorsquem −→ +∞. (2.2)

Le problème (Pm) est un système d’équations différentielles ordinaires non linéaires et

comme la famille w1, w2, ..., wm est linéairement indépendantes, alors le système composé

de (Pm), (2.1) et (2.2) admet au moins une solution défini sur [0, tm]. Les estimations a

priori qui suivent montrons que tm est indépendant de m (i.e. tm = T ).

Les estimations a priori :

On multiplie la première équation de (Pm) d’indice j par g
′
jm(t) et l’on somme en j, on

obtient

(u′′m(t), u
′
m(t))− (∆um(t), u

′
m(t)) + (|um(t)|p−2um(t), u

′
m(t)) = (f(t), u′m(t)),

c’est-à-dire∫
Ω

u′′m(x, t)u
′
m(x, t)dx−

∫
Ω

∆um(x, t)u
′
m(x, t)dx+

∫
Ω

|um(x, t)|p−2um(x, t)u
′
m(x, t)dx

=

∫
Ω

f(x, t)u′m(x, t)dx.

(2.3)

En utilisant le formule de Green, on déduit que

−(∆um(t), u
′
m(t)) = (∇um(t),∇u′m(t)) =

1

2

d

dt
(∇um(t),∇um(t)) ,

c-à-d

− (∆um(t), u
′
m(t)) =

1

2

d

dt
∥∇um(t)∥22, (2.4)

et, on peut écrire
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(u′′m(t), u
′
m(t)) =

1

2

d

dt
(u′m(t), u

′
m(t)) =

1

2

d

dt
∥u′m(t)∥22, (2.5)

de plus, on a

(
|um(t)|p−2um(t), u

′
m(t)

)
=

∫
Ω

|um(t)|p−2um(t)u
′
m(t)dx =

1

p

d

dt

∫
Ω

|um(t)|pdx =
1

p
∥um(t)∥pp.

(2.6)

En remplaçent (2.4), (2.5) et (2.6) dans (2.3), on obtient

d

dt

[
1

2
∥u′m(t)∥22 +

1

2
∥∇um(t)∥22 +

1

p
∥um(t)∥pp

]
=

∫
Ω

f(t)u′m(t)dx.

On applique l’inégalité de Young sur le seconde membre tel que p = 2, on obtient

∫
Ω

f(t)u′m(t)dx ≤
∫
Ω

|f(t)||u′m(t)|dx ≤ 1

2

∫
Ω

|f(t)|2dx+ 1

2

∫
Ω

|u′m(t)|dx,

implique que

d

dt

[
1

2
∥u′m(t)∥22 +

1

2
∥∇um(t)∥22 +

1

p
∥um(t)∥pp

]
≤ 1

2
∥f(t)∥22 +

1

2

∫
Ω

|u′m(t)|22dx.

On intègre entre 0, t, on déduit que

∫ t

0

(
d

dt

[
1

2
∥u′m(s)∥22 +

1

2
∥∇um(s)∥22 +

1

p
∥um(s)∥pp

])
ds ≤ 1

2

∫ t

0

∥f(s)∥22ds+
1

2

∫ t

0

∥u′m(s)∥22ds,

on obtient

1

2

(
∥u′m(t)∥22 + ∥∇um(t)∥22

)
+

1

p
∥um(t)∥pp
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≤ 1

2
∥u′m(0)∥22 +

1

2
∥∇um(0)∥22 +

1

p
∥um(0)∥pp +

1

2

∫ t

0

∥f(s)∥22ds+
1

2

∫ t

0

∥u′m(s)∥22ds.

Grâce à l’hypothèse (H1), alors

∃C > 0,

∫ t

0

∥f(s)∥22ds ≤ C,

et d’après (2.1) et (2.2), on déduit que

1

2

(
∥u′m(t)∥22 + ∥∇um(t)∥22

)
+
1

p
∥um(t)∥pp ≤

1

2
∥u1m∥22+

1

2
∥∇u0m∥22+

1

p
∥u0m∥pp+C+

1

2

∫ t

0

∥u′m(s)∥22ds,

implique que

1

2

(
∥u′m(t)∥22 + ∥∇um(t)∥22

)
+
1

p
∥um(t)∥pp ≤

1

2
∥u1∥22+

1

2
∥∇u0∥22+

1

p
∥u0∥pp+C+

1

2

∫ t

0

∥u′m(s)∥22ds,

donc

1

2

(
∥u′m(t)∥22 + ∥∇um(t)∥22

)
+

1

p
∥um(t)∥pp ≤ C1 +

1

2

∫ t

0

∥u′m(s)∥22ds.

Il résulte

∥u′m(t)∥22 + ∥∇um(t)∥22 + ∥um(t)∥pp ≤ C1 + C2

∫ t

0

∥u′m(s)∥22ds, (2.7)

telle que C1 = p(1
2
∥u1(m)∥22 + 1

2
∥∇u0(m)∥22 + 1

p
∥u0(m)∥pp + C) et C2 =

p
2
.

D’après (2.7), on a

∥u′m(t)∥22 ≤ C1 + C2

∫ t

0

∥u′m(s)∥22ds,

en utilisant lemme de Gronwall, on obtient

∥u′m(t)∥22 ≤ C1e
C2T ≤ C3, (2.8)



2.1 Existence Globale : 21

et

∥u′m(t)∥22+∥∇um(t)∥22+∥um(t)∥pp ≤ C1+C2

∫ t

0

[
1

2
∥u′m(s)∥22+

1

2
∥∇um(s)∥22+

1

p
∥um(s)∥pp]ds.

En applique lemme de Gronwall, on obtient

∥u′m(t)∥22 + ∥∇um(t)∥22 + ∥um(t)∥pp ≤ C1e
C2T < C3, (2.9)

(C3 indépendante de m).

D’où l’indépendance de tm par rapport à m. De (2.8) et (2.9) on conclut :

(um) borné dans L∞(0, T ;V ), (2.10)

(u′m) borné dans L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.11)

(um) borné dans L∞(0, T ;Lp(Ω)). (2.12)

Passage à la limite :

De (2.10) et (2.11); on déduit qu’on peut extraire un sous-suite (umk
), de (um) telle que

umk
⇀∗ u dans L∞(0, T ;V ), (2.13)

u′mk
⇀∗ u′ dans L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.14)

Par ailleurs, il résulte, en particulier, de (2.10), (2.11) que (umk
) est borné dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)),

(u′
mk

) est borné dans L2(0, T ;L2(Ω)) = L2(Q).
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On sait que d’après le théorème de Rellich-Kondrachov, l’injection suivante est com-

pacte

H1(Q) ↬↬ L2(Q).

Donc

umi
→ u dans L2(0, T ;L2(Ω)) fort et p.p dansQ. (2.15)

u′mi
→ u dans L2(0, T ;L2(Ω)) fort et p.p dansQ. (2.16)

Comme

(|um|p−2um) est borné dans L
p

p−1 (0, T, L
p

p−1 (Ω)),

et par conséquent

|umi
|p−2umi

⇀∗ W dans L∞(0, T ;L
p

p−1 (Ω)). (2.17)

On doit montrer que

W = |u|p−2u. (2.18)

D’après (2.15), (2.17) et le lemme (1.4.8), on déduit

umi
|umi

|p−2 → u|u|p−2 p.p dans Q et dans L
p

p−1 (Q), (2.19)

Puisque la limite est unique, donc

u|u|p−2 = W.
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On montre que cette solution vérifie l’équation (Pm) donc quand on pose m = mi et on

fixe j tel que mi > j, alors

(u′′mi
(t), wj)− (∆umi

(t), wj) + (|umi
(t)|p−2umi

(t)), wj) = (f(t), wj), (2.20)

d’après (2.13), on a

(u′′mi
, wj) =

d

dt
(u′mi

, wj)⇀
∗ d

dt
(u′, wj) = (u′′, wj).

De (2.18) et la convergence faible, on déduit

d2

dt2
(u(t), wj)− (∆u(t), wj) + (|u(t)|p−2u(t), wj) = (f(t), wj),

comme Vm est dense dans V on obtient pour tout v ∈ V

d2

dt2
(u(t), v)− (∆u(t), v) + (|u(t)|p−2u(t), v) = (f(t), v), ∀v ∈ V.

Alors la solution u satisfait de première équation de (P1).

Reste à montrer que la solution u vérifie les conditions initiales (Pm)

u(0) = u0 et ut(0) = u1.

D’après (2.13) et (2.14), on a

umi
⇀ u dans L∞(0, T ;V ) et dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

u′mi
⇀ u′ dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

Donc (umi
) est continue sur [0, T ] alors continue en 0, implique que

u0mi
= umi

(0) −→ u(0) = u0 dans V.

D’où (H2).
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Par le même technique on vérifie que

ut(0) = u1.

Puisque

(u′mi
, wj)⇀ (u′, wj) dans L∞(0, T ),

(u′′mi
, wj)⇀ (u′′, wj) dans L∞(0, T ).

Alors

(u′mi
(0), wj)⇀ (u′, wj)t=0 = (u′(0), wj),

et d’après (2.2)

(u′mi
(0), wj)⇀ (u1, wj).

On a

(ut(0), wj) = (u1, wj),∀j.

Alors

ut(0) = u1.

D’où (H3).

2.2 Unicité de la solution :

Dans cette section, on démontre l’unicité de la solution en basant sur les hypothèses et

théorème président [7].

Soient u, v deux solution de (P1), on suppose w = u− v, vérifie w ∈ L∞(0, T ;V ), w′ ∈

L∞(0, T ;L2(Ω)), donc on obtient

u
′′ −∆u+ u|u|p−2 = f,

v′′ −∆v + v|v|p−2 = f.

Alors
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w′′ −∆w + |u|p−2u− |v|p−2v = 0 dans Ω× (0, T ), (2.21)

w(x, t) = 0 dans ∂Ω× (0, T ), (2.22)

w(x, 0) = 0 dans Ω, (2.23)

w′(x, 0) = 0 dans Ω. (2.24)

Multiplient (2.21) par w′, on résulte

(w′′(t), w′(t))− (∆w(t), w′(t)) = (|v|p−2v)− (|u|p−2u,w′(t)),

encore sous la forme

(w′′(t), w′(t)) + (∇w′(t),∇w(t)) = (|v|p−2v)− (|u|p−2u,w′(t)), (2.25)

d’où il vient

1

2

d

dt
∥w′(t)∥22 +

1

2

d

dt
∥∇w(t)∥22 =

∫
Ω

(|v|p−2v)− (|u|p−2u)w′(t)dx. (2.26)

On majorons le second membre de(2.26), on obtient

∫
Ω

sup(|u|p−2, |v|p−2)|w||w′|dx.

D’après l’inégalité de Hölder
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∫
Ω

(|v|p−2v)− (|u|p−2u)w′(t)dx ≤ c(∥|u|p−2∥Ln(Ω) + ∥|v|p−2∥Ln(Ω))∥w(t)∥Lq(Ω)∥w′(t)∥L2(Ω),

où
1

q
+

1

n
+

1

2
= 1. (2.27)

Mais d’après (H4), (p− 2)n ≤ q et d’après (2.27), on a donc

|
∫
Ω

(|v|p−2)v − |u|p−2u)w′dx| ≤ c(∥u(t)∥p−2
2 + ∥v(t)∥p−2

2 )∥w(t)∥2∥w′(t)∥2,

et comme u, v ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) on a finalement

|
∫
Ω

(|v|p−2)v − |u|p−2u)w′dx| ≤ c∥w(t)∥2∥w′(t)∥2.

Alors (2.26), donne

1

2

d

dt
∥w′(t)∥22 +

1

2

d

dt
∥∇w(t)∥22 ≤ c∥w(t)∥2∥w′(t)∥2.

On intégrant de 0 à t, on trouve

1

2
∥w′(t)∥22 +

1

2
∥∇w(t)∥22 ≤ c

∫ t

0

∥w(s)∥2∥w′(s)∥2ds.

Grâce à l’inégalité de Young, on a

∥w′(t)∥22 + ∥∇w(t)∥22 ≤
c

2

∫ t

0

(∥w′(s)∥22 + ∥w(s)∥22)ds,

∥w′(t)∥22 + ∥∇w(t)∥22 ≤ c

∫ t

0

(∥w(s)∥22 + ∥w′(s)∥22)ds.

D’après l’inégalité de Poincaré, on déduit que

∥w′(t)∥22 + ∥∇w(t)∥22 ≤ C ′
∫ t

0

(∥w′(s)∥22 + ∥∇w(s)∥22)ds.
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En utilisant lemme de Gronwall, on obtient

∥w′(t)∥22 + ∥∇w(t)∥22 ≤ 0.

Donc w = 0, c-à-d u = v p.p.

Puisque u, v ∈ H1
0 (Ω),

d’où u = v.



Chapitre 3

Existence globale de la solution

d’équation

utt −∆u + ut|ut|m−1 = u|u|p−1

On étudiant l’existence et unicité du problème (P2) suivant :

(P2)



utt(x, t)−∆u(x, t) + ut(x, t)|ut(x, t)|m−1 = u(x, t)|u(x, t)|p−1, dans Ω× [0, T ],

u(x, t) = 0, sur ∂Ω× [0, T ],

u(x, 0) = φ(x), dans x ∈ Ω,

ut(x, 0) = ψ(x), dans x ∈ Ω,

où Ω un ouvert borné de Rn, n ≥ 1, ∂Ω sa frontière et p,m > 1.

On supposer les hypothèses suivantes :

(H1) :

1<p ≤ n
n−2

, pour n ≥ 3,

p>1, pour n ≤ 2.

(H2) : 1 <p ≤ m.

Nous définissons la fonctionnelle de l’énergie de (P2)

E(t) =
1

2
∥ut(t)∥22 +

1

2
∥∇u(t)∥22 −

1

p+ 1
∥u(t)∥p+1

p+1.

28



29

Remarque 3.0.1. Ici les données initiales suffisamment grandes signifient que l’énergie

est suffisamment négative.

On commençons par le lemme suivant

Lemme 3.0.2.

E ′(t) = −∥ut(x, t)∥m+1
m+1 ≤ 0, ∀t ≥ 0.

Preuve :

Multiplier la première équation en (P2) par ut(x, t), et intégrer le résultat sur Ω, on

obtient∫
Ω

utt(x, t)ut(x, t)dx−
∫
Ω

∆u(x, t)ut(x, t)dx+

∫
Ω

|ut(x, t)|m−1ut(x, t)ut(x, t)dx =

∫
Ω

u|u|p−1ut(x, t)dx,

implique

1

2

d

dt

∫
Ω

|ut(x, t)|2dx+
1

2

d

dt

∫
Ω

|∇u(x, t)|2dx+
∫
Ω

|ut(x, t)|m+1dx =
1

p+ 1

d

dt

∫
Ω

|u(x, t)|p+1dx,

alors

1

2

d

dt
∥ut(x, t)∥22 +

1

2

d

dt
∥∇u(x, t)∥22 −

1

p+ 1

d

dt
∥u(x, t)∥p+1

p+1 = −
∫
Ω

|ut(x, t)|m+1dx,

c-à-d

d

dt
[
1

2
∥ut(x, t)∥22 +

1

2
∥∇u(x, t)∥22 −

1

p+ 1
∥u(x, t)∥p+1

p+1] = −
∫
Ω

|ut(x, t)|m+1dx,

donc

E ′(t) = −∥ut(x, t)∥m+1
m+1.

Ainsi, E(t) est décroissante.

Théorème 3.0.3. [6] Suppose Sous les hypothèses (H1)− (H2) et pour tous

φ ∈ H1
0 (Ω), ψ ∈ L2(Ω), (3.1)
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le problème (P2) admet une solution globale unique u(x, t), telle que

u(x, t) ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)),

ut(x, t) ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ Lm+1([0, T ]× Ω),

pour tout T > 0.

Pour étudier l’existence et l’unicité du problème (P2) on commençons par :

3.1 Existence Locale :

Dans cette section, nous avons montrons que le problème (P2) admet une solution

unique par le théorème et la proposition suivante.

On définit l’espace H par

H = H1
0 (Ω)× L2(Ω).

Théorème 3.1.1. [6] Sous les hypothèse (H1)− (H2),m > 1 et pour tout :

(
φ

ψ

)
∈ H,

il existe une solution unique u(x, t) du (P2) telle que :

U =

(
u

ut

)
∈ YT =

{
U =

(
u1
u2

)
;U ∈ C([0, T ];H), u2 ∈ Lm+1([0, T ]× Ω)

}
,

pour T assez petit.

Soit U =

(
u

ut

)
∈ H on suppose v = ut, puis U =

(
u

v

)
donc la première équation du

problème (P2) équivalant à ut = v,

vt −∆u+ v|v|m−1 = u|u|p−1,
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(
ut
vt

)
+

(
v

−∆u

)
+

(
0

v|v|m−1

)
=

(
0

u|u|p−1

)
,

alors

d

dt

(
u

v

)
+

 0 I

−∆ 0

(
u

v

)
+

(
0

v|v|m−1

)
=

(
0

u|u|p−1

)
,

d

dt
U − AU + g(U) = f(U), U(x, 0) =

(
φ

ψ

)
, (3.2)

telles que

A =

 0 I

∆ 0

 , U =

(
u

ut

)
,

g

(
u1
u2

)
=

(
0

u2|u2|m−1

)
et f

(
u1
u2

)
=

(
0

u1|u1|p−1

)
.

Pour montrons d’abord qu’il existe une solution unique de l’équation :

∂tV − AV + g(V ) = f(U), V (x, 0) =

(
φ

ψ

)
. (3.3)

On commençons par la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. [6] Suppose les hypothèses (H1)− (H2) et pour tout U ∈ C([0, T ];H),

il existe une solution unique V ∈ YT de (3.3) et de l’énergie

1

2
∥V (., t)∥2H − 1

2
∥V (., s)∥2H +

∫ t

s

(g(V ), V )Hdτ =

∫ t

s

(f(U), V )Hdτ, pour t ≥ s ≥ 0.

On définie le produit scalaire (U, V )H dans H, par

(U, V )H = (∇u1,∇v1)L2(Ω) + (u2, v2)L2(Ω),

pour tous U =

(
u1
u2

)
, V =

(
v1
v2

)
deH.
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Preuve de proposition :

L’espace de l’énergie et la fermeture de l’espace de fonctions U =

(
u1
u2

)
avec u1, u2 ∈

C∞
0 (Ω) pour la norme de H.

La condition initiale

(
φ

ψ

)
de (3.2) est approximeté par l’élément

(
φν

ψν

)
avec φν , ψν ∈

C∞
0 (Ω). De plus pour tout U ∈ C([0, T ];H) approximeté par Uν ∈ C([0, T ];C∞

0 (Ω) ×

C∞
0 (Ω)), en déduit que

V ν =

(
vν

vνt

)
est solution de problème de Cauchy

∂tV
ν − AV ν + g(V ν) = f(Uν), V ν(x, 0) =

(
φν

ψν

)
,

telle que

vν ∈ L∞([0, T ];H2(Ω)∩H1
0 (Ω)), v

ν
t ∈ L∞([0, T ], H1

0 (Ω)), v
ν
tt ∈ L∞([0, T ], L2(Ω)), vνt ∈ Lm+1([0, T ]×Ω).

On démontrer que {V ν} est une suite de Cauchy in YT . On prend la norme en YT est

∥U∥YT
= supt∈[0,T ]∥U(., t)∥H + ∥u2∥Lm+1([0,T ]×Ω),

pour tout U =

(
u1
u2

)
∈ YT .

Nous commençons la preuve que {V ν} est une suite de Cauchy dans C([0, T ];H).

Posons W = V ν − V µ et ν, µ donné. Alors W est une solution du problème de Cauchy

∂tW − AW + g(V ν)− g(V µ) = f(Uν)− f(Uµ), W (x, 0) =

(
φν − φµ

ψν − ψµ

)
.

Maintenant multiplie cette équation par W, on obtient

<∂tW,W>H −<AW,W>H +<g(V ν)− g(V µ),W>H = <f(U ν)− f(Uµ),W>H .(3.4)
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Puisque

<AV, V > = <

 0 1

∆ 0

(
v1
v2

)
,

(
v1
v2

)
>H ,

= <

(
v2
∆v1

)
,

(
v1
v2

)
>H = <∇v2,∇v1>L2(Ω) +<∆v1, v2>L2(Ω),

= <∇v1,∇v2>L2(Ω) −<∇v1,∇v2>L2(Ω) = 0,

donc l’égalité d’énergie est

1

2
∥W (., t)∥2H − 1

2
∥W (., 0)∥2H +

∫ t

0

(g(V ν)− g(V µ),W )Hdτ =

∫ t

0

(f(Uν)− f(Uµ),W )Hdτ.

(3.5)

Puis ∥W (., 0)∥2H est petit pour ν, µ assez grand et puisque

(
φν

ψν

)
est une suite de Cauchy

dans H.

Le terme

<(g(V ν)− g(V µ), V ν − V µ)H> = <

(
0

vνt |vνt |m−1 − vµt |v
µ
t |m−1

)
,

(
vν − vµ

vνt − vµt

)
>H ,

= <vνt |vνt |m−1 − vµt |v
µ
t |m−1, vνt − vµt >L2(Ω).

D’où

<(g(V ν)− g(V µ), V ν − V µ)H> = <vνt |vνt |m−1 − vµt |v
µ
t |m−1, vνt − vµt >L2(Ω)

est positive, car g est monotone.

Pour le terme droite de (3.1), nous besoins démontrer que

|(f(U)− f(Ū), V − V̄ )H | ≤ C(∥U∥H + ∥Ū∥H)p−1∥U − Ū∥H∥V − V̄ ∥H . (3.6)

Pour U, Ū , V, V̄ ∈ H et C = C(Ω, T ) est une constante dépendent de Ω et T.

Soient

U =

(
u1
u2

)
, Ū =

(
ū1
ū2

)
, V =

(
v1
v2

)
, V̄ =

(
v̄1
v̄2

)
,
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donc on déduit que

<(f(U)− f(Ū), V − V̄ )>H = <

(
0

u1|u1|p−1 − ū1|ū1|p−1

)
,

(
v1
v2

)
−
(
v̄1
v̄2

)
>H ,

= <

(
0

u1|u1|p−1 − ū1|ū1|p−1

)
,

(
v1 − v̄1
v2 − v̄2

)
>H = <u1|u1|p−1 − ū1|ū1|p−1, v2 − v̄2>L2(Ω),

implique que

|<f(U)− f(Ū), V − V̄ >H | ≤
∫
Ω

|u1|u1|p−1 − ū1|ū1|p−1||v2 − v̄2|dx,

|<f(U)− f(Ū), V − V̄ >H | ≤
∫
Ω

sup(|u1|p−1|, |ū1|p−1)∥u1 − ū1∥2∥v2 − v̄2∥2,

≤ C(∥u1∥p−1
2 + ∥ū1∥p−1

2 )∥U − Ū∥H∥V − V̄ ∥H ,

≤ C(∥∇u1∥p−1
2 + ∥∇ū1∥p−1

2 )∥U − Ū∥H∥V − V̄ ∥H ,

≤ C(∥U∥H + ∥Ū∥H)p−1∥U − Ū∥H∥V − V̄ ∥H .

On a

|(f(U)− f(Ū), V − V̄ )H | ≤
∫
Ω

(|u1|p−1 + |ū1|p−1)|u1 − ū1||v2 − v̄2|dx,

≤ C∥u1 − ū1∥ 2n
(n−2)

∥v2 − v̄2∥2(∥u1∥p−1
n(p−1) + ∥ū1∥p−1

n(p−1)),

|(f(U)− f(Ū), V − V̄ )H | = |(u1|u1|p−1 − ū1|ū1|p−1, v2 − v̄2)|. (3.7)

Puisque

1
2n
n−2

+
1

2
+

1

q
= 1 ⇒ 1

q
= 1− n− 2

2n
− 1

2
=

2n− n+ 2− n

2n
=

1

n
⇒ q = n.
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D’après l’inégalité de Hölder, on a

|<u1|u1|p−1 − ū1|ū1|p−1, v2 − v̄2>L2(Ω)| ≤ ∥u1 − ū1∥ 2n
n−2

∥v2 − v̄2∥2(∥u1∥p−1
n + ∥ū1∥p−1

n ),

comme

∥u1∥p−1
n =

∫
Ω

(|u1|n(p−1))
1
ndx =

∫
Ω

(|u1|n(p−1))
p−1

n(p−1) )dx = ∥u1∥p−1
n(p−1),

donc

|(u1|u1|p−1 − ū1|ū1|p−1, v2 − v̄2)|L2(Ω) ≤ ∥u1 − ū1∥ 2n
n−2

∥v2 − v̄2∥2 + (∥u1∥p−1
n(p−1) + ∥ū1∥p−1

n(p−1)).

Le plongement de Sobolev donne

∥u1 − ū1∥ 2n
(n−2)

≤ C∥∇(u1 − ū1)∥2 ≤ C∥U − Ū∥H .

Grâce à (H1), implique que

n(p− 1) ≤ 2n

n− 2
, alors ∥u1∥n(p−1) ≤ C∥u1∥ 2n

n−2
.

Et d’après le plongement de Sobolev L2n/(n−2) ⊂ H1 implique

∥u∥p−1
n(p−1) ≤ C∥U∥p−1

H ,

donc de (H1), on arrive à (3.6). est vérifié, on dérive de (3.5)

∥W (., t)∥2H ≤ ∥W (., 0)∥2H + C

∫ t

0

∥Uν − Uµ∥H∥W (., τ)∥Hdτ.

D’après lemme de Gronwall, on a

∥W (., t)∥H = ∥V ν(., t)− V µ(., t)∥H ,

≤ ∥W (., 0)∥2H + C∥Uν − Uµ∥H
∫ t

0

∥W (., τ)∥Hdτ,

≤ C∥V ν(., 0)− V µ(., 0)∥H + CT∥Uν − Uµ∥C([0,T ];H).

(3.8)
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Alors {V ν} est une suite de Cauchy dans C([0, T ];H), puisque {Uν} et {V ν(., 0)}

sont des suites de Cauchy dans C([0, T ];H) et H, respectivement.On vérifie la norme

∥vνt − vµt ∥Lm+1([0,T ]×Ω), par l’inégalité

<g(V ν)− g(V µ),W>H ≥ C∥vνt − vµt ∥m+1
Lm+1([0,T ]×Ω),

on a

(α|α|m−1 − β|β|m−1)(α− β) ≥ c|α− β|m+1, pour tous α, β des réels.

Cette estimation combinée avec (3.5) et (3.6), on obtient

∥vνt − vµt ∥m+1
Lm+1([0,T ]×Ω) ≤ C∥V ν(., 0)− V µ(., 0)∥2H

+CR

∫ T

0

∥Uν(., τ)− Uµ(., τ)∥H∥V ν(., τ)− V µ(., τ)∥Hdτ.
(3.9)

Alors {vνt } est une suite de Cauchy dans Lm+1([0, T ] × Ω). Par conséquent {V ν} est

une suite de Cauchy dans YT . Soit V =

(
v1
v2

)
sa limite dans YT . Nous verrons que V est

une solution faible de (3.3) au sens suivante. Pour toute k ∈ H1
0 ∩ Lm+1(Ω) l’équation

d

dt
(vt, k) + (∇v,∇k) + (vt|vt|m−1, k) = (u|u|p−1, k), ∀t ∈ [0, T ]. (3.10)

En multiplier l’équation

vνtt −∆vν + vνt |vνt |m−1 = uν |uν |p−1

par k ∈ H1
0 (Ω) ∩ Lm+1(Ω), on a

d

dt
(vνt , k) + (∇vν ,∇k) + (vνt |vνt |m−1, k) = (uν |uν |p−1, k). (3.11)

Lorsque ν → ∞, on a
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(∇vν ,∇k) → (∇v,∇k),

(vνt |vνt |m−1, k) → (vt|vt|m−1, k),

(uνt |uνt |p−1, k) → (ut|ut|p−1, k),

dans C([0, T ]).

Nous avons ainsi limν→∞(vνt , k) = (vt, k) est une fonction absolument continue, donc

(3.10) est valable pour presque tout t ∈ [0, T ]. Pour l’égalité d’énergie (3.5), on part l’égalité

d’énergie pour {vν} et procéder de la même manière pour l’établir pour v. Pour prouver

l’unicité du la solution de (3.3) on prend U, Ū dans C([0, T ];H) et soit V, V̄ les solutions

correspondantes de (3.1). Il clair que W = V − V̄ .

On a

1

2
∥W (., t)∥2H +

∫ t

0

(g(V )− g(V̄ ),W )Hdτ =

∫ t

0

(f(U)− f(Ū),W )Hdτ. (3.12)

Si U = Ū , alors cette identité implique W = 0 et la solution est unique.

Preuve de Théorème 3.1.1 :

Pour U ∈ C([0, T ];H) nous définissons V = ϕ(U) pour V est une solution de (3.3).

D’après (3.1.2) montre que ϕ est bien défini et ça correspond

XT = X(T, φ, ψ) = {U ∈ C([0, T ];H);U(x, 0) =

(
φ

ψ

)
}

dans YT nous prouvons que

i) ϕ une application de la boule BR de rayon R dans XT sur lui-même,

ii) ϕ est une contraction dans BR.
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Maintenant vérifies les deux propriétés.

première propriété nous choisissons

U ∈ BR = {U ∈ XT ; sup0≤t≤T∥U(., t)∥H ≤ R} .

Alors V = ϕ(U) résout

∂tV − AV + g(V ) = f(U).

En utilisant l’égalité d’énergie de (3.1.2), on obtient

1

2
∥V (., t)∥2H − 1

2
∥V (., 0)∥2H +

∫ t

0

(g(V ), V )Hdτ =

∫ t

0

(f(U), V )Hdτ.

Puisque

(g(V ), V )H = (v2|v2|m−1, v2)L2 ≥ 0,

donc
1

2
∥V (., t)∥2H − 1

2
∥V (., 0)∥2H ≤

∫ t

0

|(f(U), V )H |dτ.

La preuve de (3.6), on obtient

|(f(U), V )H | ≤ C∥U∥pH∥V ∥H .

Ainsi, nous dérivons l’estimation

∥V (., t)∥2H − ∥V (., 0)∥2H ≤ CRp

∫ t

0

∥V (., τ)∥Hdτ.

Avec un autre constant C indépendant de t, T et R, on a

∥V (., t)∥H ≤ C∥V (., 0)∥H + CRpT.

Choisir R suffisamment grande et T suffisamment petit, on obtient

sup
0≤t≤T

∥V (., t)∥H ≤ R,

alors V ∈ BR et i) est vérifie.

Maintenant vérifier deuxième propriété nous prenons U, Ū ∈ XT .

On a

V =

(
v1
v2

)
= ϕ(U) et v̄ =

(
v̄1
v̄2

)
= ϕ(Ū).
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Alors W = V − V̄ résout l’équation :

∂tW − AW + g(V )− g(V̄ ) = f(U)− f(Ū).

Maintenant on applique l’identité énergétique (3.12), alors la monotonie de g et l’estimation

(3.6) donnent

∥W (., t)∥2H ≤ C

∫ t

0

(∥U∥H + ∥Ū∥H)p−1∥W (., τ)∥H∥U(., τ)− Ū(., τ)∥Hdτ, (3.13)

∥W (., t)∥2H ≤ CRp−1∥U(., τ)− Ū(., τ)∥C([0,T ];H)

∫ t

0

∥W (., τ)∥Hdτ.

Donc

∥W∥C([0,T ];H) ≤ C(∥U∥C([0,T ];H) + ∥Ū∥C([0,T ];H))
p−1∥U − Ū∥C([0,T ];H). (3.14)

Quand U, Ū ∈ BR, nous choisissons T si petit que CRp−1T < 1. Donc, de (3.14) on

conclut que ϕ est une contraction dans BR. Le théorème d’application de la contraction

garantit alors l’existence d’un unique U satisfaisant U = ϕ(U). C’est une solution de (P2).

Pour prouver l’unicité de cette solution nous utilisons (3.13) avec V = U et Ū = V̄ et

obtenir

∥U(., t)− Ū(., t)∥2H ≤ C

∫ t

0

(∥U∥H + ∥Ū∥H)p−1∥U(., τ)− Ū(., τ)∥2Hdτ.

Alors lemme de Gronwall donne

∥U(., t)− Ū(., t)∥H = 0.

D’où U = Ū .
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3.2 Existence Globale :

Dans cette partie, d’après l’existence locale on étude principalement l’existence globale

d’une solution du problème (P2)[6].

On pose l’énergie usuelle

e(t) =
1

2
∥ut(., t)∥22 +

1

2
∥∇u(., t)∥22.

Donc l’énergie est modifier

E(t) = e(t)− 1

p+ 1
∥u(t)∥p+1

p+1.

De l’identité énergétique de (3.1.2), on obtient

e′(t) = −∥ut(., t)∥m+1
m+1 +

∫
Ω

uut|u|p−1dx, (3.15)

d’autre part, nous avons

1

p+ 1

d

dt
∥u(t)∥p+1

p+1 =

∫
Ω

uut|u|p−1dx. (3.16)

Donc l’inégalité (3.15) et la définition du modificateur énergie impliquent :

E ′(t) = −∥ut(., t)∥m+1
m+1 + 2

∫
Ω

uut|u|p−1dx. (3.17)

D’après l’inégalité de Hölder, on a

|
∫
Ω

uut|u|p−1dx| ≤
∫
Ω

|u||ut|pdx ≤ (

∫
Ω

|u|p+1dx)
p

p+1 (

∫
Ω

|ut|p+1dx)
1

p+1 ≤ ∥u∥pp+1∥ut∥p+1.

Maintenant on applique l’inégalité de Young

|
∫
Ω

uut|u|p−1dx| ≤ C(ε)∥u∥p+1
p+1 + ε∥ut∥p+1

p+1.
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Alors

E ′(t) ≤ −∥ut(., t)∥m+1
m+1 + 2C(ε)∥u∥p+1

p+1 + 2ε∥ut∥p+1
p+1. (3.18)

En notant que

m+ 1 ≥ p+ 1 ⇒ ∥ut∥m+1 ≥ ∥ut∥p+1,

⇒ ∥ut∥m+1
m+1 ≥ ∥ut∥p+1

p+1,

⇒ −∥ut∥m+1
m+1 ≤ −∥ut∥p+1

p+1.

Donc

E ′(t) ≤ −∥ut∥p+1
p+1 + 2C(ε)∥u∥p+1

p+1 + 2ε∥ut∥p+1
p+1 ≤ C(e(t)− 1

p+ 1
∥ut∥p+1

p+1,

p > 1 ⇒ p+ 1 > 2 ⇒ ∥ut∥p+1
p+1 ≥ ∥ut∥p+1

2 ≥ ∥ut∥22 ⇒ −∥ut∥p+1
p+1 ≤ −∥ut∥22,

E ′(t) ≤ −C∥ut∥22 + 2C(ε)∥u∥p+1
p+1 + 2ε∥ut∥p+1

p+1,

E ′(t) ≤ −C(∥ut∥22 + ∥u∥p+1
p+1) + 2ε∥ut∥p+1

p+1.

On choisie ε suffisamment petit, on obtient

E ′(t) ≤ CE(t). (3.19)

D’après lemme de Gronwall, on a

E(t) ≤ E(0)eCt. (3.20)



Chapitre 4

Existence globale de la solution

d’équation

utt −∆u + a(1 + |ut|m−2)ut + bu|u|p−2 = 0

Dans ce travail, on étudions l’existence de la solution globale et la décroissance d’énergie

du problème (P3) suivant

(P3)



utt(x, t)−∆u(x, t) + a(1 + |ut(x, t)|m−2)ut(x, t) + bu(x, t)|u(x, t)|p−2 = 0, dans Ω× [0, T ],

u(x, t) = 0, sur ∂Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), dans x ∈ Ω,

ut(x, 0) = u1(x), dans x ∈ Ω,

où Ω un ouvert borné de Rn(n ∈ N∗) et ∂Ω sa frontière, a, b > 0 et m, p > 2.

On supposer l’hypothèse suivante

(H1) : p ≤ 2n−1
n−2

, pour n ≥ 3.

Théorème 4.0.1. [8] Sous l’hypothèse (H1),m > 2, p > 2, et pour tout

(u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω),

42
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alors le problème (P3) admet une solution globale unique telle que

u ∈ C
(
[0,∞];H1

0 (Ω)
)
, ut ∈ C

(
[0,∞];L2(Ω) ∩ Lm(Ω× [0,∞]). (4.1)

Théorème 4.0.2. [8] Sous l’hypothèse (H1) et 2 ≤ m ≤ p, alors il existe deux constantes

positives K et α telles que toute solution de (P3) dans la classe (4.1) satisfait

E(t) ≤ K exp(−αt), ∀t ≥ 0. (4.2)

4.1 Existence Globale :

Dans cette section, nous montrons que l’énergie de la solution, définie par

E(t) =
1

2
∥ut(x, t)∥22 +

1

2
∥∇u(x, t)∥22 +

b

p
∥u(x, t)∥pp, (4.3)

et décroissante exponentiellement si 2 ≤ m ≤ p. A cet effet, nous avons à partir de

l’inégalité de Poincaré et des théorèmes de plongement de Sobolev, qu’il existe β > 1

dépendent de Ω seulement telle que

∥u∥2 ≤ β∥∇u∥2; ∥u∥m ≤ β∥u∥p, m ≤ p, ∥u∥m ≤ β∥∇u∥2. (4.4)

Preuve :

Multiplier la première équation en (P3) par ut(x, t), et intégrer le résultat sur Ω, obtenir

∫
Ω

utt(x, t)ut(x, t)dx−
∫
Ω

∆u(x, t)ut(x, t)dx+ a

∫
Ω

(1 + |ut(x, t)|m−2)ut(x, t)ut(x, t)dx
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+b

∫
Ω

u(x, t)|u(x, t)|p−2ut(x, t)dx = 0,

on a

1

2

d

dt

∫
Ω

|ut(x, t)|2dx+
1

2

d

dt

∫
Ω

|∇u(x, t)|2dx+a
∫
Ω

(u2t (x, t)+|ut(x, t)|m)dx+
b

p

d

dt

∫
Ω

|u(x, t)|pdx = 0,

implique

d

dt
[
1

2
∥ut(x, t)∥22 +

1

2
∥∇u(x, t)∥22 +

b

p
∥u(x, t)∥pp] = −a

∫
Ω

(u2t (x, t) + |ut(x, t)|m)dx,

E(t) =
1

2
∥ut(x, t)∥22 +

1

2
∥∇u(x, t)∥22 +

b

p
∥u(x, t)∥pp,

d’après (4.3), on déduit que

E ′(t) = −a
[∫

Ω

|ut(x, t)|2dx+
∫
Ω

|ut(x, t)|mdx
]
≤ 0. (4.5)

Ainsi, E ′(t) est décroissante.

On définit la fonction H comme suite

H(t) := E(t) + ε

∫
Ω

u(x, t)ut(x, t)dx, (4.6)

tell que ε > 0 et u(t) ∈ H1
0 (Ω).

C-à-d

H(t)− E(t) = ε

∫
Ω

uut(x, t)dx,

en utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz et Young, on obtient

|H(t)− E(t)| ≤ ε

∫
Ω

|u||ut(x, t)|dx ≤ ε∥u∥2∥ut(x, t)∥2dx,
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≤ ε

2
∥u∥22dx+

ε

2
∥ut(x, t)∥22dx ≤ ε

2
∥u∥22 + ε∥ut(x, t)∥22 ≤

ε

2
∥u∥22 + εE(t),

grâce à (4.4), de sorte que

|H(t)− E(t)| ≤ ε

2
β2∥∇u∥22 + εE(t) ≤ εβ2E(t) + εE(t),

d’où

|H(t)− E(t)| ≤ ε(1 + β2)E(t). (4.7)

Dérivons par rapport à t la fonction H définie par (4.6), on a

H ′(t) = E ′(t) + ε

∫
Ω

u2(x, t)dx+ ε

∫
Ω

u(x, t)utt(x, t)dx,

en utilisons la première équation du problème (P3), d’après l’intégration par partie, on

obtient

H ′(t) = −a[
∫
Ω

u2t (x, t)dx+

∫
Ω

|ut(x, t)|mdx] + ε

∫
Ω

u2(x, t)dx

+ε

∫
Ω

u(x, t)[∆u(x, t)− a(1 + |ut(x, t)|m−2)ut(x, t)− bu(x, t)|u(x, t)|p−2]dx,

H ′(t) = −a
∫
Ω

|ut(x, t)|2dx− a

∫
Ω

|ut(x, t)|mdx+ ε

∫
Ω

[u2t − |∇u|2](x, t)dx

−aε
∫
Ω

utu(x, t)dx− aε

∫
Ω

|ut|m−2utu(x, t)dx− εb

∫
Ω

|u(x, t)|pdx,
(4.8)

= −a
∫
Ω

|ut(x, t)|2dx− a

∫
Ω

|ut(x, t)|mdx+
3

2
ε

∫
Ω

u2t (x, t)dx−
1

2
ε

∫
Ω

|∇u(x, t)|2dx

−aε
∫
Ω

utu(x, t)dx− aε

∫
Ω

|ut|m−2utu(x, t)dx− b(1− 1

p
)ε

∫
Ω

|u(x, t)|pdx− εE(t).
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≤ −a
∫
Ω

|ut(x, t)|2dx− a

∫
Ω

|ut(x, t)|mdx+
3

2
ε

∫
Ω

u2t (x, t)dx

−1

2
ε

∫
Ω

|∇u(x, t)|2dx− aε

∫
Ω

utu(x, t)dx− aε

∫
Ω

|ut|m−2utu(x, t)dx− εE(t).

Puisque

a|
∫
Ω

utu(x, t)dx| ≤
1

4

∫
Ω

|∇u(x, t)|2dx+ a2β

∫
Ω

|ut(x, t)|2dx,

et d’après l’inégalité (4.3), on déduit que

H ′(t) ≤ −a
∫
Ω

|ut(x, t)|2dx− a

∫
Ω

|ut(x, t)|mdx+ (
3

2
+ a2β)ε

∫
Ω

u2t (x, t)dx

−1

4
ε

∫
Ω

|∇u(x, t)|2dx− aε

∫
Ω

|ut|m−2utu(x, t)dx− εE(t).

(4.9)

On applique l’inégalité de Young

XY ≤ δXp + c(δ)Y q, X, Y ≥ 0, δ, c(δ) > 0,
1

p
+

1

q
= 1,

avec p = m et q = m
m−1

, on obtient

|
∫
Ω

|ut|m−2utu(x, t)dx| ≤ δ∥u∥mm + c(δ)∥ut∥mm, ∀ε > 0.

Donc (4.1) devient

H ′(t) ≤ −a
∫
Ω

|ut(x, t)|2dx− a

∫
Ω

|ut(x, t)|mdx+ (
3

2
+ a2β)ε

∫
Ω

u2t (x, t)dx

−1

4
ε

∫
Ω

|∇u(x, t)|2dx− a[δ∥u∥mm + c(δ)∥ut∥mm]− εE(t), δ > 0,

qui donne

H ′(t) ≤ −εE(t)− 1

4
ε∥∇u∥22 + aεδ∥u∥mm −

[
a− (

3

2
+ a2β)ε

] ∫
Ω

u2t (x, t)dx

−a[1− εc(δ)]∥ut∥mm, ∀δ > 0.

(4.10)
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Jusque là, on distingue deux cas

•Pour ∥u∥m ≤ 1 . Dans ce cas nous avons ∥u∥mm ≤ ∥u∥2m; Par conséquent

1

4
∥∇u∥22 + aδ∥u∥mm ≥ 1

4
∥∇u∥22 + aδ∥u∥2m ≥ 0, (4.11)

si δ ≤ δ1 =
1

4aβ2 ( β est un constant).

•Pour ∥u∥m ≥ 1. Dans ce cas nous avons ∥u∥mm ≤ ∥u∥pm ≤ βp∥u∥pp. Cela implique que

1

2
E(t)− aδ∥u∥mm ≥ b

2p
∥u∥pp − aδ∥u∥mm ≥

(
b

2p
− aδβp

)
∥u∥pp ≥ 0, (4.12)

si δ ≤ δ2 = b
2apβ2 . Donc en prenant δ ≤ min{δ1, δ2} et en combinant (4.2) − (4.6), on

arrive à

H ′(t) ≤ −ε
2
E(t)− a[1− εc(δ)]∥ut∥mm −

[
a− (

3

2
+ a2β)ε

] ∫
Ω

u2t (x, t)dx. (4.13)

On choisit ε < min{ 1
c(δ)

, a
( 3
2
+a2β)

}, d’après (4.6), on a

H ′(t) ≤ −ε
2
E(t). (4.14)

On combine alors H pour obtenir

H ′(t) ≤ −ε(1 + ε(1 + β2))

2
H(t). (4.15)

D’après l’intégration de H, alors

H(t) ≤ H(0) exp(−αt), ∀t ≥ 0. (4.16)
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Où α = ε(1+ε(1+β2))
2

. Encore, en utilisant H et ε > 0 telle que 1 − ε(1 + β2) > 0, on

obtient

E(t) ≤ 1

1− ε(1 + β2)
H(t) ≤ H(0)

1− ε(1 + β2)
exp(−αt), ∀t ≥ 0. (4.17)

Ainsi , (4.2) est établie.



Conclusion

Nous avons pu étudier l’existence des solutions des équations différentielles aux

dérivées partielles de type hyperbolique (équation des ondes) non linéaire dans un cadre

fonctionnel convenable d’espaces de Sobolev sous des conditions appropriées, en utilisant

des inégalités, des théorèmes et des outils différentes d’analyse fonctionnelle.

Nous avons également pu étudier l’unicité de ces solutions avec ces conditions ap-

propriées ou en ajoutant des conditions supplémentaires qui nous permettent d’atteindre

l’objectif.
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Dunod, Paris 1969.

[8] Salim A. Messaoudi , Decay of the solution energy for a nonlinearly damped wave

equation ,Arabian Journal for Science and Engineering 26 (1 ; Part A ) , 63-68 ,

2001.

50



 

 ملخص:
  زائديةال الجزئيةللمعادلات التف اضلية ذات مشتق ات  معادلة كوشي  بعض المسائل ل حل  وحدانية في هذا العمل، درسنا وجود و

  .nمنمحدود   في مجالخطية  غير   (ج)معادلة الأموا 

 .استخدام طريقة المضاعفب و  تراصالمن خلال طرق  عالمي   حلوجود  ات سوبوليف، نثبت  فضاءفي  و  في ظل ظروف مناسبة  

 

 

Résumé : 

Dans ce travail, nous avons étudié l'existence et l'unicité de la solution de certains 

problèmes de l'équation de Cauchy pour des équations différentielles aux 

dérivées partielles de type hyperboliques (équation des ondes) non linéaires dans 

un domaine borné de n . 

Sous des conditions appropriées dans des espaces de Sobolev, nous prouvons 

l'existence de la solution globale par des méthodes de compacité et on utilisant la 

méthode du multiplicateur. 

 

 

Abstract: 

In this work, we have studied the existence and the uniqueness of the solution of 

certain problems of the Cauchy equation for nonlinear partial differential 

equations of the hyperbolic type (wave equation) in a bounded domain of n . 

Under appropriate conditions in Sobolev spaces, we prove the existence of the 

global solution by compactness methods and use the multiplier method. 
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