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Introduction

Les équations des ondes sont des équations aux dérivées partielles qui expriment
beaucoup de lois fondamentales de la nature et surgissent généralement dans l’analyse
mathématique des problemes en science et technologie. Bien que, les équations différentielles
partielles non-linéaires aient subi de nouveaux développement remarquables pendant la
derniere moitié du vingtieme siecle, une des impulsions principales pour développer des
équations partielles non-linéaires a été 1’étude des probléemes non-linéaires de propagation
des ondes.

Ces problemes apparaissent dans différents domaines des mathématiques appliquées,
de la physique, y compris la dynamique des fluides, le systéeme optique, la mécanique des
solides, la physique des plasmas et la physique non-linéaire de la matiere condensée.

Les équations d’ondes non-linéaires en particulier ont fourni plusieurs exemples de
nouvelles solutions qui sont remarquablement différentes de celles obtenues pour des problemes
d’ondes linéaires.

Dans ce travail, nous avons considéré des équations aux dérivées partielles de type
hyperbolique, plus précisément on étude les équations des ondes non-linéaires dans un
domaine borné de R".

On s’intéresse a 1’étude de 'existence et I'unicité de la solution ainsi que le comporte-
ment asymptotique de la solution de 1’équation des ondes non-linéaires.

Notre mémoire se compose quatre chapitres :
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Chapitre 1 :

Dans ce chapitre nous rappelons les principaux notions qui nous aurons besoins, com-
mencons par les espaces LP et ’espaces de Sobolev. Finalement nous présentons les inégalités

nécessaires qui sont utilisées dans ce mémoire et aussi nous citons quelques théoremes utiles.

Chapitre 2 :

Dans ce chapitre nous étudions 'existence globale de I’équation
Uy — Au+ [uP?u = f.

En utilisant 'approximation de Faedo-Galerkin et quelques estimations a priori, nous allons
montrer que ce probleme admet une solution globale unique u. Cette méthode consiste une
approximation de la solution, ensuite on obtient une estimation a priori nécessaire pour

garantir la convergence de la solution approchée vers la solution exacte.

Chapitre 3 :

Dans ce chapitre, nous allons étudier I’équation

Uy — A+ wgug | = ululP

Pour étudions 'existence de la solution globale de ce probleme et I'unicité de cette solution,
on transforme ce probleme a un probleme de Cauchy dans un espace convenable. On
constitue une suite de Cauchy en va montrons que cette suite converge vers la solution de
ce probleme, par deux étapes démontrer que le probleme possede une solution locale puis
il admet une solution globale. On termine la prouve par montrons que cette solution est

unique.

Chapitre 4 :

Dans ce chapitre, nous étudierons 'existence globale, le comportement asymptotique

de I’équation
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Uy — Au A+ a1+ ™ )y + buluP~? = 0,

et savoir la décroissance exponentiellement de ’énergie.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, on introduit les outils fonctionnels de base pour étudions I’existence

et I'unicité de la solution des équations différentielle aux dérivées partielles.

1.1 L’espace L’(Q)
Définition 1.1.1. [J] Soit Q un ouvert borné de R™ (n € N*) et pe [1, 00].
Si1<p<oo, ona
LP(Q)={u:Q—>R" mesurable//|u|p < o0}
Q
est muni de la norme
= oy = 1 futa) Pl

Sip=o00, on a
L>*(Q) ={u: Q — Rmesurable/ 3C >0, |u(z)] <C p.psurQ}

est muni de la norme

[ulloo = Nlullzoe@) = inf{C 20, Ju(z)| <C pp sur Q},

on écrit
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||tt]| o = sup ess|u(z)].
xe)

Pour p € [1,00], LP(QY) est un espace de Banach.
Pour p =2, on note H'(Q2) = W2(Q).
L’espace H'(Q) de Hilbert muni de la norme

HWm@=§AWWWWP,

sa produit scalaire associé est

<u, V>r2(0) :/u(x)v(x)dx.
Q

1.2 L’espace L’(0,T; X)

Définition 1.2.1. [J|] Soit X un espace de Banach, on définit
Si1<p< o
LPO,T;X)={u:[0,T] = X //T||u||§(dt < o0}
Sip =00 ’
L0, T; X)=4{u:[0,T] = X /|u|lx < oo},
telle que T' > 0.
LP(0,T; X) muni de la norme

Uy lullidt)s si 1<p <o
[ullzro,rx) =
SUPepo,rpessllullx  si p=oo.

L’espace LP(0,T; X) est un espace de Banach.
Sip=2, lespace L*(0,T; X) est un Hilbert.

1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.3.1. [J] Soit Q un ouvert borné de R"(n € N*), uw € L'(Q) une fonction a
une i-éme dérivée faible dans L*(Q), il existe f; € L*(Q) telle que pour toute ¢ € C5°(Q),
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/U( >amz /fz ax, 1<i<n.

Cela revient a dire que f; est la i-éme dérivée de u € L'(Q) au sens des distribution,

on a

on écrire

ou
(9@-

« Espace W!?(Q))

Définition 1.3.2. [l Soit Q un ouvert de R"(n € N*) et p € R, tel que 1 < p < 400.
L’espace W'P(Q) est défini par

VV“’(Q):{UEL]"(Q),EIgEU’(Q)//Qua —/Qggp, Vo e CL(Q), 1<i<n}

L’espace WP (Q) est muni de la norme
Jullwroi) = [lullp + [1u/]],-

On pose
HY(Q) = W2(Q).

HY(Q) est un espace de Hilbert muni le produit scalaire
<u,V>pg1Q) = (u, U)L?(Q) + (u’, U,)Lz(Q),

et sa norme associe est

1
lullz10) = (lul)z + llw/]5)2-

. Espace W;”(Q)

Définition 1.3.3. [{] Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wo*(Q) la fermeture de
CH(Q) dans WHP(Q).
On note

Hy () = Wy ™(9).
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« Espace W™P(Q))

Définition 1.3.4. [J] Soit Q un ouvert de R"(n € N*), ou m € N*\{1} et p un nombre
réel tel que 1 < p < +o0.
On définit W™P(Q) comme suit

WmP(Q) ={ue LP(Q)/ D% € LP(Q),Va,|a| < m},

ot a = (o, g, ..., ) avec a; € N, on pose

n aa1+az+...+an
la| = E a et D= 70 —u
— 0x{" 0xy?...0xen

L’espace W™P(Q) est muni de la norme
lallwmny = llull, + Y [1D*ull,.
0<|a|<m
On pose
H™(Q) = W™2(Q).

Les espaces H™(§2) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(w, v)gm = (u,v)2(0) + Z (D%u, D) 12(a) Vu,v e H™(Q).

0<|a|<m

« Espace W"?(0.T; X)

Définition 1.3.5. [Jl/ Soit X un espace de Banach et T > 0.
Pourm e N etp € [1,00], on a

ou
8.732'

WmP(0,T; X) = {ue LP(0,T;X) / € LP(0,T;X)}, Vi<m.

Wm™P(0,T; X) est un espace de Banach avec la norme

m

1
||U||Wm’P(O,T;X) = Z(||U||I£p(o,T;X))p‘
i=0

Sil1<p<o

W20, T: X) = > [lul| (o)
=0
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L’espace W™2(0,T; X) est un Hilbert et noté H™(0,T; X) sa produit scalaire

ou 0
(w, 0) gm(0,1:x) Z/ a;t 8;} )xdt.

1.4 Convergence faible et Convergence faible étoile

Soit (E,||.]|g) un espace de Banach et f € E' (E' 'espace dual de E ).

1.4.1 Convergence faible

Définition 1.4.1. [}l Soit (x,)nen une suite de E et x un élément de E.
On dit que (x,,) converge faiblement vers x dans E si

f(xn) — f(z), VfekE,

n—-+00

ou encore

<f,rn>pp —— <f,2>pE,
n—-+oo

et on écrit

T, =2 dans FE.

La convergence forte (c-a-d, la convergence au sens de la norme ||z, — z||p — 0 ) sera
notée

T, — ¢ dans FE.

Proposition 1.4.2. Si la limite faible d’une suite de E existe, elle est unique.

1.4.2 Convergence faible étoile

Définition 1.4.3. [}/ Soient (fn)nen € E' et f € E'. On dit que, (f,) converge vers f
dans E' faible étoile.
Si

folw) — f(x), VzeE,

n—-+00
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ou encore

<fmx>E’,E” ? <f7x>E’,E”7
n—-4oo
et on écrit
fo—"f dans FE'.

Remarque 1.4.4. Si la limite faible étoile d’une suite de E existe, elle est unique.

Proposition 1.4.5. Soit (f,)nen+ une suite de E'. On a

1. fp =" fdanso(E',E) < f,(u) = f(u),Yu € E.

2. Si fn, — f (fortement), alors f, — f dans o(E', E").

3. Si fn, — f dans o(E', E"), alors f, =* f dans o(E', E).

4. Si fr =" f dans o(E', E), alors ||f.|| est borné et || f|| < liminf||f,||.

5. 8i f, = f dans o(E', E) et u, — u (fortement) dans E, alors f,(u,) — f(u).

Proposition 1.4.6. Une suite (uy)nen de l'espace Hilbert H converge faiblement vers u

dans H, si et seulement si

lim <u,,y>y = <u,y>p, Vye€ H.

n—oo

Lemme 1.4.7. Soit Q un ouvert borné de R"(n € N*), (u,,) une suite des fonctions de
LP(QY) et u une fonction de LP(Q) avec 1 < p < oo.
St

|tmllr) £ C,  wpm —u  pp dans Q.

Alors u,, — u dans LP($2).

Lemme 1.4.8. [7] Soit 0 un ouvert borné de R? x Ry, g, €t g des fonctions de LI(0), 1 <

q < oo telles que

||gmz La(6) < Ca 9m; —> g DP.p dans 0.

Alors
gm; — g dans L(0).
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1.5 Formule de Green

Soit © un ouvert borné de classe C? sa frontiere I'. Alors pour toutes fonctions u € C%(Q)

et v € CY(Q), on a

@
r on

/QAu(x)v(x)dx: (a:)v(a:)df—/QVu(x).Vv(x)da:,

ol g_:; = Vu(z).n(z) est la dérivée normale de u tel que 1 le vecteur normale extérieure a

.

1.6 Quelques inégalités utiles

e Inégalité de Young [4]

Soientu,sztelque1§p,q§ooavec%Jr%:l, on a

1 1
wo < —uf + =4
b q

e Inégalité de Young avec c[4]

Soient u,v > 0 et p, g deux nombre positifs tels que 1 < p,q < 0o et 713 + % =1
Pour tous € > 0, on a

|uv] < elul” + c(e) o],

ou c¢(e) > 0.

e Inégalité de Cauchy-Schwarz [4]
Soit <u,v>y un produit scalaire sur I'espace vectoriel réel V muni de la norme

17 = <v,v>,

lv

alors

<U,U>V| < ||U||V||UHV, Yu,v € V.
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e Inégalité de Holder [4]

Soient u € LP(Q2) et v € LP'(2) tels que 1 < p < ooet 1 <p' < oo avec %+1% = 1.
Alors

/Q|“U|dflj < Null @10l L)

e Inégalité de Poincaré [4]

On suppose que €2 est un ouvert borné de R"(n € N*). Alors il existe une constante C'

(dépendant de 2 et p ). Pour 1 < p < oo, on a
lullzro) < ClIVullri),  Yu € Wy™(Q).

En particulier expression ||Vul|zsq) est une norme sur W,*(Q) qui est équivalente & la
norme ||ul[w1r(q)-
Dans H;(Q) I'expression [, VuVudz est un produit scalaire qui induit la norme ||Vul|12(q)

équivalente a la norme |[ul g1 ().

1.7 Lemme de Gronwall

Lemme 1.7.1. [J] Soit a > 0,®,h € C([0,a]),h > 0 et g : [0,a] — R une fonction
croissante.
Si
¢
d(t) < g(t) —|—/ h(r)®(r)dr, vt € [0, a],
0
alors

O(t) < g(t) exp ( /O th(r)dr) o vi0,dl.

1.8 Théoreme de Rellich-Kondrachov

Théoréme 1.8.1. [{] On suppose que  un ouvert borné de classe C*.

On a



1.8 Théoréme de Rellich-Kondrachov

Si p <N, alors WP (Q) C LY(Q),
St p=N, alors wte(Q) c LY(Q),
Si  p>N, alors Wir(Q) c O(Q),

avec injection compactes.

Vg € [1,p7],
Vq € [1, +o0],

15



Chapitre 2

Existence globale et unicité de la
solution d’équation

ur — Au + ]u]p_Qu = f

Le but de ce chapitre est étudions Iexistence et 1'unicité du probleme (P;) suivant :

(
U’tt(xvt) - AU(J:?t) + |U($, t)|p72U({L’7t) = f(f)f,t), dans QX]O7T[a
u(z,t) =0, sur  0Qx]0,T7,
(P1)
u(z,0) = up(x), dans x €,
u(z,0) = up (), dans x € (Q,

ot Q un ouvert borné de R"(n € N*\{1}), 99 sa frontiere, p > 2, f € L*(Q x [0,T]) et

T > 0, telles que

ou 0*u " 92
— Uy = —= = —U.
o’ "t o s

Soit @ = 2x]0, T, de frontiere ¥ = 9Qx]0,T7.

Uy =

On définit 'espace V' par
V = Hi(Q) N LP(R).

On supposer les hypothéeses suivantes

16
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(H1) : f e L*Q).
(H2) : uo € Hy(2) N LP(Q).
(H3) : u; € L*(Q).

l<p<Z=2 si n>3,

n—2"

(H4) :
p>1 s n=2.
Théoreme 2.0.1. [7] Sous les hypothéses (H1)—(H4), le probléme (Py) admet une solution

globale unique u vérifiant

w € L0, T; Hy(Q) N LP(Q)), wu, € L®(0,T; L*(Q)).

2.1 Existence Globale :

Dans cette section, nous supposons ug € H}(Q) N LP(Q),u; € L*(Q) et f € L*(Q).
Nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin [7] pour trouver une solution globale. Soit
T > 0 est fixe et V, engendré par {wy,wy, ..., w,,} ou 'ensemble {w; € V,Vi} est une base
de H*(Q) N H(Q).

On cherche alors une solution approché u,,(t), sous la forme

m

Un(®) = 3 gin(D),

i=1
ou gim(i = 1,2,...,m) sont déterminés par le systeme d’équation différentielle ordinaire

suivant

!l (£),w;) — (At (1), w;) + (Jtm (O P2 wm (), wi) = (f(2), w;), Vi=1...m,
(Pm)(())( (), wi) + (Jum(?)] (), w;) = (f(t),wi)

Um(O) = Uom, ulm(o) = Uim,

associé aux conditions initiales

Yug € V = I(uom)men+, Uom = Zgimwi — ug lorsque m — +00, (2.1)
i=1
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Vuy € L*(Q) = I(uim)men+,  Uim = Zggmwi — uy lorsque m — 400. (2.2)
i=1

Le probleme (P,,) est un systeme d’équations différentielles ordinaires non linéaires et

comme la famille wy, ws, ..., w,, est linéairement indépendantes, alors le systeme composé
de (Pn), (2.1) et (2.2) admet au moins une solution défini sur [0,%,,]. Les estimations a

priori qui suivent montrons que t,, est indépendant de m (i.e. t,,, =T ).

Les estimations a priori :

On multiplie la premiere équation de (P,,) d’indice j par g;,,(t) et 'on somme en j, on

obtient

(U (£), 3, (£)) — (At (£), 23, (8)) + ([t ()P 103 (8), 1, (£)) = (F(2), 1, (1)),

c’est-a-dire

/u’r’n(x,t)u;n(x,t)dx—/Aum(x,t)u;n(x,t)dx—i-/\um(:r;,t)\pQum(:v,t)u’m(x,t)da:
Q Q 0

(2.3)
— [ Haty (o0
Q
En utilisant le formule de Green, on déduit que
, , 1d
—(Bun(t), (1) = (Vun(t), Vi, (8) = 5= (Vun(t), Vun(t))
c-a~d
/ 1d 2
— (B (1), (1) = 5 V1) (24)

et, on peut écrire
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= S (1), (1) = £ (1) (25)

(It (8) 72t (£), 1 (1)) = / (P21t (O (£) e = / it |dx——|rum<>up

(2.6)

5%

En remplagent ([2.4 et . ) dans , on obtient

& Bnmwn% + 301 + Hantolf] = [ st 0

On applique l'inégalité de Young sur le seconde membre tel que p = 2, on obtient

/f da:</|f |, () de < = /|f t)2dx + = /\u )|dz,

implique que

d 1 , 1 , 1 11 ) 1/ o
Z Z < Z Z )
pr { DIz + S Vam ()13 +pHum(t)Hp} < IOz + 3 Qlum(t)lzdflf

On integre entre 0, ¢, on déduit que

/t L B+ 21V un() 12 + um(s)E] ) <1/t||f< )2d +1/t||'<>||2d
0dt2um322 umsgpumsp 5_20 52520um52$,

on obtient

(O3 + Vum(B)]12) + —Ilum(t)HZ

DN | —
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[\

Grace a ’hypothese (H1), alors

t
3C >0, / 1£(s)||3ds < C,
0

et d’apres (2.1)) et ( , on déduit que

(O3 + [V (B)]12) + —||um( My < 3

DN | —

implique que

(um D11z + 1 Vum (©)]12)+ —Hum( )E < —Hull\2+ HVUOH2+ HuoHp+0+ Hu
2

DO | —

donc

: 1 L
(lum Iz + 1 Vum(@©)]12) + Sllum @Il < G+ 5/0 245, (5)I5d.s.

DN | —

11 résulte

t
[ (13 + IVt (03 + [l (B < C1 + 02/0 7 (5)12ds,

telle que Cy = p(3lu ()3 + 31 Vuo(m) 3 + L uo(m) + C) et C = &.

D’apres ([2.7]), on a
t
I (DI < Cy + Cs / e (5)]12ds,
0

en utilisant lemme de Gronwall, on obtient

s ()5 < Cre®T < G,

1 1 1 I I
< IO + 51T un(OI + O + 5 [ NI+ 5 [ (o)l

20

p<—||ulmHz+ Vo 13+ ||U0me+C+ /Hu (s)l12s,

szs

(2.7)

(2.8)
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et

t1 1 1
Huin(t)llé+IIVum(t)||§+|lum(t)l|£301+02/0 [§||u$n(s>||§+§||Vum(s)||§+];||um(s)||£]ds.

En applique lemme de Gronwall, on obtient

[ (D13 + I Vum @13 + [[um@)l < C1e@" < Cs, (2.9)

(C3 indépendante de m).
D’ou I'indépendance de t,, par rapport a m. De (2.8) et (2.9)) on conclut :

(up) borné dans L*(0,T;V), (2.10)
(u,,) borné dans L*(0,T;L*Q)), (2.11)
(Um) borné dans L*(0,T;LP(Q)). (2.12)

Passage a la limite :

De (2.10)) et (2.11)); on déduit qu’on peut extraire un sous-suite (uy,, ), de (u,,) telle que

Um, =" u dans L*(0,T;V), (2.13)

ul —*u' dans L®(0,T;L*(Q)). (2.14)

mg

Par ailleurs, il résulte, en particulier, de (2.10), (2.11)) que

(W, ) est borné dans L?(0,T; HA(Q2)),

(u/, ) est borné dans L?(0,T; L*(Q)) = L*(Q).

mg
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On sait que d’apres le théoreme de Rellich-Kondrachov, I'injection suivante est com-

pacte
HY(Q) % L3(Q),
Donc
Uy, —u dans L*(0,T;L*(Q)) fort et pp dansQ. (2.15)
u, —u dans L*(0,T;L*(Q)) fort et pp dansQ. (2.16)
Comme

(|tm|P%um) est borné dans L?’%(O,T,L”%(Q))v

et par conséquent

U, [P 2 U, = W dans L®(0,T; Lv1(12)). (2.17)

On doit montrer que

W = |ulP~?u. (2.18)

D’apres (2.15)), (2.17)) et le lemme ([1.4.8]), on déduit

U, [P = w|ulP™? pp dans Q et dans Lii(Q), (2.19)

U,

Puisque la limite est unique, donc

ululP~* = W.
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On montre que cette solution vérifie I'équation (P,,) donc quand on pose m = m; et on

fixe j tel que m; > j, alors

(U, (£, 105) = (At (), w5) + ([t (O 1tm, (£)), ;) = (f(£), w;),

d’apres (2.13]), on a
d d

(t ) = ) = 20 wy) = ().

De ([2.18) et la convergence faible, on déduit

j—;(U(tL wy) = (Au(t), w;) + (Ju@®) P *u(t), wy) = (f(t), ),

comme V,, est dense dans V' on obtient pour tout v € V'
d2
dt?

Alors la solution u satisfait de premiere équation de (P;).

(u(t),v) = (Au(t), v) + (Ju@®) P u(t),v) = (f(t),v),Yv € V.

Reste a montrer que la solution u vérifie les conditions initiales (P,)
u(0) =ug et u(0) =uy.
D’apres et , on a
Uy, —u dans L®(0,T;V) et dans L>(0,T;L*()),

u, —u' dans L>(0,T;L*(2)).
Donc (uy,,) est continue sur [0, 7] alors continue en 0, implique que

Uom,; = Um,(0) — u(0) =uy dans V.

D’ou (H2).

(2.20)
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Par le méme technique on vérifie que

Puisque

Alors

et d’apres ([2.2))

Alors

D'olt (H3).

u(0) = uy.

(ul, ,wj) = (u',wy) dans L>=(0,T),

m;)

(up,.,w;) = (v’ w;)  dans L*(0,T).
(tp, (0), wy) = (', w5) =0 = (u'(0), wy),
(tp, (0), wy) = (w1, wy).

(ut(o)’ wj) = (ula wj)vvj~

u(0) = uy.

2.2 Unicité de la solution :

Dans cette section, on démontre 1'unicité de la solution en basant sur les hypotheses et

théoreme président [7].

Soient u, v deux solution de (P;), on suppose w = u — v, vérifie w € L>(0,T;V),w'" €

L>=(0,T; L*(£2)), donc on obtient

Alors

u”" — Au+ ululP~% = f,

v — Av+ o = f.



2.2 Unicité de la solution :
w’' — Aw+ [uP?u — P20 =0 dans Qx (0,T),
w(x,t) =0 dans 09 x (0,7,
w(xz,0)=0 dans €,
w'(x,0)=0  dans Q.

Multiplient (2.21]) par w’, on résulte

(w"(t),w'(t) — (Aw(t), w'(t)) = (Jo*v) = (Jul"*u, w'(t),

encore sous la forme

(w" (1), w' (1) + (V' (t), V() = ([o[""*v) = (Jul"u, w'(2)),

d’ou il vient

1d
W DN+ ==
o/ ()13 + 5

On majorons le second membre de(2.26)), on obtient

/ sup(uP~2, [o]?2)|w][w'|de.
Q

D’apres I'inégalité de Holder

IVw(®)]z = /Q(Ivlp‘2v) = (Jul"2u)w'(t)da.

25

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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/Q(Ivl”2v) = ([ulPPu)w' ()da < e(|[lul” (@ + 1P lzr@) w2 @' ()] 2@,

ou

Mais d’apres (H4), (p—2)n < g et d’apres (2.27)), on a donc

I/Q(Ivl”‘z)v — |ulP"Pupw'da] < e(fu@)|y + [lo@) ) o (®)ll2llw’(t)]l2,

et comme u,v € L>(0,T; H}(£2)) on a finalement

|/Q(|U|p_2)v = Jul"Pu)w'dz| < cllw(t)]2]lw (1)l
Alors ([2.26]), donne

1d
2dt

1d

/t 2
lw' ()15 + 5

IVw®)]3 < ellw®)ll2]|w' (©)]l2-

On intégrant de 0 a ¢, on trouve

1, , 1 t .
§Hw ®)l5 + §|\Vw(t)|!3 < C/o [w(s)l2]Jw’(s)|2ds.

Grace a l'inégalité de Young, on a
1|12 o [T, 2 2
Il @12 + [IVe @)z < 5 i (lw'(s)llz + llw(s)lI3)ds,

Il ()13 + [IVw(®)]lz < C/o (lo(s)l3 + [lw'(s)lI2)ds.

D’apres I'inégalité de Poincaré, on déduit que

lw' ()15 + IV (®)]3 < C'/O (Il ($)1I5 + [ Vew(s)[3)ds.

(2.27)



2.2 Unicité de la solution :

En utilisant lemme de Gronwall, on obtient
lw' (I + V()3 < 0.

Donc w =0, cca-d u =v  p.p.
Puisque u,v € HJ (),

d’onl u = v.

27



Chapitre 3

Existence globale de la solution

d’équation

Uy — Au+ ugug

= uful!

On étudiant I'existence et unicité du probléme (P,) suivant :

(

g (2, t) — Au(z, t) + ug(x, t)|ug(z, )| = u(z, t)|u(z, )P, dans Q x [0,T],

u(z,t) =0, sur o2 x 0,77,
u(z,0) = p(x), dans x € Q,
\ut(x, 0) = ¥(x), dans x € Q,

ou 2 un ouvert borné de R" n > 1,012 sa frontiere et p,m > 1.

On supposer les hypotheses suivantes :

I<p< 25, pour n 23,

(H1) :

p>1, pour n < 2.

(H2) : 1 <p <m.

Nous définissons la fonctionnelle de ’énergie de (F2)

1 1 1
E(t) = gllu(0llz + 5IVu@®)]z - peng L0 e

28
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Remarque 3.0.1. Ici les données initiales suffisamment grandes signifient que [’énergie

est suffisamment négative.
On commengons par le lemme suivant

Lemme 3.0.2.
E'(t) = —[lu(x, t)|I;mi7 <0, ¥t >0.

Preuve :

Multiplier la premiere équation en (Py) par w(x,t), et intégrer le résultat sur €2, on

obtient

/utt(.r,t)ut(x,t)da:—/ Au(x,t)ut(x,t)dx+/\ut(m,t)|m_1ut(a:,t)ut(x,t)da::/u|u|p_1ut(x,t)da:,
Q Q Q

Q

implique

m+1 _ p+1
2dt/|utxt]dx+2dt/|Vuxt\d:r;—l—/\utxt] dx = +1dt/|umt! dx,

alors

1d 1 d
wg(x, t —I— Vu 2 u(x, t pH:—/u z, 1) de,
3 gl 1B + 5 5 IV ute Ol = — LG Ol = = [tz o)
c-a-d
d, 1 2 1 p+1 m+1
Sl Ol + 51Vute 01 = —llute 0151 = = [ e de,
donc

E'(t) = —|lu(z, )| 75-
Ainsi, E(t) est décroissante.

Théoréme 3.0.3. [6] Suppose Sous les hypothéses (H1) — (H2) et pour tous

0 € Hy(Q), e L*Q), (3.1)
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le probleme (P,) admet une solution globale unique u(z,t), telle que
u(z,t) € C([0,T]; Hy(2)),

u(z,t) € C([0, T L*(Q)) N L™H([0,T] x Q),

pour tout 7" > 0.

Pour étudier I'existence et 'unicité du probleme (P,) on commengons par :

3.1 Existence Locale :

Dans cette section, nous avons montrons que le probleme (FP) admet une solution
unique par le théoreme et la proposition suivante.
On définit 'espace H par
H = H}(Q) x L*().

Théoréme 3.1.1. [6] Sous les hypothése (H1) — (H2),m > 1 et pour tout :

(z) € H,

il existe une solution unique u(x,t) du (Py) telle que :

U= <“> €Yy ={U-= (“1>;U € C([0,T); H),up € L™([0,T] x Q)},

Ut U2

pour T assez petit.

Soit U = <u

Uy
probleme (P;) équivalant a

u
> € H on suppose v = uy, puis U = < ) donc la premiere équation du
v

Uy = 0,

vy — Au+ o™ = uluPTt,
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alors
d (u 0 IY /u 0 B 0
(o) (s o) G Ges) = i)
_ (¥
—U—AU+9(U) = f(U), U(z,0) (d]) (32)
telles que

0 I
A= , U:(“),
A 0 w

n) = Coparrs) t 702) = o)
Us Uo|us| Ug uq |uq [P

Pour montrons d’abord qu’il existe une solution unique de 1’équation :

OV — AV + (V) = f(U), V(x,0) = (Z) (3.3)

On commencons par la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. [6/ Suppose les hypothéses (H1) — (H2) et pour tout U € C([0,T]; H),
il existe une solution unique V € Yr de (3.3)) et de l’énergie

VOl = 51V G+ [ (00 Vindr = [ (GO V. pourt =5 >0

On définie le produit scalaire (U, V)y dans H, par

(U, V)H = (vula VUl)H(Q) + (U2>U2)L2(Q)a

pour tous U = (ul) V= (vl) de H.
U2 )
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Preuve de proposition :

u
L’espace de I’énergie et la fermeture de 'espace de fonctions U = ( 1) avec Uy, Uy €
Uz
C§°(2) pour la norme de H.

v

La condition initiale <Z> de 1} est approximeté par 1’élément (SO avec ¥ ¥ €

1/1”
C2 (). De plus pour tout U € C([0,T]; H) approximeté par U¥ € C([0,T]; C5°(£2) x

C§°(R2)), en déduit que

est solution de probleme de Cauchy

BVY — AVY + g(V¥) = f(UY), V(x,0) = (i)

telle que
v’ € L=([0, T]; H*(Q)NH (), v € L=([0,T], Hy(Q)), v, € L>=([0,T], L*(Q)), vy € L™([0, T]xQ).
On démontrer que {V*} est une suite de Cauchy in Y7. On prend la norme en Y7 est

|Ullyvz = suptep, U O)la + [[uzll m+r o<,

pour tout U = (Zl> € Yr.
2
Nous commencons la preuve que {V*} est une suite de Cauchy dans C([0,T]; H).
Posons W = V¥ — V# et v, u donné. Alors W est une solution du probleme de Cauchy
v wy v " _ 801/ - gp,u
OW = AW +g(V") —g(V¥) = J(U) = J(UR), W@, 0) = [, )

Maintenant multiplie cette équation par W, on obtient

<OWW>y — <AW, W>g + <g(V¥) — g(VH*), W>y = <f(U") — f(U*),W>g.(3.4)
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Puisque
0 1
<AV, V> =< (Ul), (Ul) >H,
A0 V2 U2

v v
— <( : ) ( 1) >u = <V, Vui>p2(0) + <A1, 03> 12(q),
Avl V2

= <VU1, VUQ>L2(Q) — <VU1, VU2>L2(Q) =0,
donc I’égalité d’énergie est
1 1 t t
SV GO = IO+ [ (6v) = oV, Whdr = [ () = 10, W)
(3.5)
Puis ||W(.,0)||% est petit pour v, u assez grand et puisque (:ZZ) est une suite de Cauchy

dans H.

Le terme

<oV = oV v = v = < 0 ) (G2

vy oy [t = ooy

V’m—l

= <ol e

p 0
— vy |v} Vg — U >L2(Q)-
D’ou

<(g(V*) = g(V*), V" = V"> = <o) [oy "7 = o [y "7 0f — vf'> 12

est positive, car g est monotone.

Pour le terme droite de (3.1]), nous besoins démontrer que

((FO) = fO),V =V)ul < CUIUNa + 10" MU = UllallV = Ve (3.6)

Pour U,U,V,V € H et C = C(Q,T) est une constante dépendent de Q et T

7= () 0= (@) v = ()= ()
/LLQ u2 UQ U2

Soient
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donc on déduit que

_ _ 0 (1 U1
<(O) - fU),V =V)>n =< (unulyw - ul|u1|p1>’ (Uz) - (w) o

0 V1 — U1 1 i pei B
_< > :<u u p — Utlu p Vo — U >
(ullullp—l—ulluﬂp—l)’(vz—vg) H il [P, v2 = B> 120,

implique que

|<f(U) = f(U),V =V>y| < /|U1|Ul|p_1 — |t [P vy — Uo|da,
Q

|<f(U) = f(U),V =V>y| < / sup(|ug [P, [w [P~ [|ur — @ [|2flva — Do,
Q
< C(|lull5™ + |l HINU = OllullV = V&,
<C(IVu |5 + IVaul5 YU = UlallV = V4,

<CUUNr + U IV = UllellV = Viia

On a

((f(U) = f(U),V = V)ul S/(!Uﬂp1+!u_1|p1)!“1—1?1|\U2—772!d%

Q
< Olluy — | 2o |[v2 — Bllo(lur b,y + la i, 1),
((F(U) = FU),V = V)u| = [(wi|ua 7" = | ar [P~ vg — w3)].

Puisque

1+1+1 1:>1 ] n—2 1 2n—n+2-—n 1:>

2n 2 g q 2n 2 2n n 4

n—2
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D’apres I'inégalité de Holder, on a
< [P7F =@ [P vy = > 2] < lun = @] 2 [[va = Gl (w7 + @),

comme
_ n(p— 1 n(p— _p—1 -1
Jaallz = [ (oo = [ (o)) = a7,

donc

- L [P — - - - -1
[(urlun [P~ = @@ vp = 32) |2y < llun =@ 2o [fvs = ol + ([T, ) + @l y))-
Le plongement de Sobolev donne

< CIV(u — )l < C|U = Uln-

K —Ulﬂﬁffg)

Grace a (H1), implique que

2n
wp—1) € o alors unllug < Clul

on_
n—2
Et d’apres le plongement de Sobolev L**/(=2) < H' implique

< C|U|l,

-1
||U||Z(p_1)

donc de (H1), on arrive a (3.6)). est vérifié, on dérive de (3.5
t
Wt < W01 + C/ U = Ul alW (., 7)|| g dT.
0
D’apres lemme de Gronwall, on a
HW(?t)HH = HVV("t) - VM('7t)||H7
t
< WO+ CIU” = 0 [ IW (), (38)
0

< V¥, 0) = VEC0)lla + CTIUY = Uleqo.aym).-
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Alors {V"} est une suite de Cauchy dans C([0,7]; H), puisque {U"} et {V¥(.,0)}
sont des suites de Cauchy dans C([0,7]; H) et H, respectivement.On vérifie la norme
v — vf|| Lmt1 (jo,11x ), Par Uinégalité

<g(V") = g(V"),W>p > Clloy —vf'l|7n

Lm+1([0,T]x Q)

on a
(o™t = B|8|™ ) (a— B) > cla— 8™, pour tous «,B des réels.
Cette estimation combinée avec (3.5) et (3.6]), on obtient

”Ut — U ||2n7ji1 ([0,T]xQ) < C’||V”(,O) - V“(,O)H?{

T (3.9)
+CR/0 \U"(.,m) = U, D)allVE(,7) = VE(C,T) || adT.

Alors {v/} est une suite de Cauchy dans L™1([0,T] x ). Par conséquent {V"} est

v
une suite de Cauchy dans Y. Soit V = ') sa limite dans Yr. Nous verrons que V' est
V2

une solution faible de ([3.3) au sens suivante. Pour toute k € H} N L™1(Q) I'équation

d
(k) + (Y0, VE) + (o "7 k) = (™ k), vt € [0,7], (3.10)

En multiplier 1’équation
v — AvY 4ol o | = e P
par k € Hy(Q2) N L™ (Q), on a

L (wy )+ (T, FR) + (277 R) = (P ). 1)

Lorsque v — o0, on a
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(Vv",Vk) = (Vou,Vk),
([ " k) = (wo ™ ),
(wy [y P~ k) = (ue|we "™ ),
dans C([0, 7).
Nous avons ainsi lim, (v}, k) = (v, k) est une fonction absolument continue, donc
(3.10]) est valable pour presque tout ¢ € [0, T]. Pour I’égalité d’énergie (3.5]), on part I’égalité
d’énergie pour {v”} et procéder de la méme maniere pour 1’établir pour v. Pour prouver

I'unicité du la solution de (3.3) on prend U, U dans C([0,T]; H) et soit V,V les solutions
correspondantes de (3.1)). Il clair que W =V — V.

Si U = U, alors cette identité implique W = 0 et la solution est unique.

Preuve de Théoréeme 3.1.1 :
Pour U € C([0,T]; H) nous définissons V' = ¢(U) pour V est une solution de (3.3)).
D’apres ([3.1.2]) montre que ¢ est bien défini et ¢a correspond

Xr = X(T.p.0) = {U € C(0.7); H): Uz, 0) = @}

dans Y nous prouvons que
i) ¢ une application de la boule Br de rayon R dans X sur lui-méme,

1) ¢ est une contraction dans Bg.
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Maintenant vérifies les deux propriétés.
premiere propriété nous choisissons

U S BR = {U - XT, Sup0§t§T||U(~at)||H S R} .

Alors V' = ¢(U) résout
oV — AV +¢g(V) = f(U).

En utilisant I’égalité d’énergie de ([3.1.2)), on obtient
1 1 t t
SIVEOIE = 51V Ol + [ 0. Vondr = [ (@) V)

Puisque

(g(V), V)i = (va|va| ™ 09) 2 > 0,

donc
1 2 1 2 '
SOl = 5IVCOl < [ 6@ V)alir
La preuve de (3.6]), on obtient
[(FU),V)ul < CIIUNEIV o
Ainsi, nous dérivons I'estimation
t
VOl = VGOl < CR 1V ()
Avec un autre constant C' indépendant de ¢,7T et R, on a
IV Ola < CIIV(,0)|[x + CRT.
Choisir R suffisamment grande et T" suffisamment petit, on obtient
sup [V (., 8)|[a < R,
0<t<T

alors V' € Bp et 1) est vérifie.

Maintenant vérifier deuxieme propriété nous prenons U,U € Xr.

Ona Vo ()=o) o o= (7)—ot0).
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Alors W =V — V résout I'équation :
oW — AW +g(V) — g(V) = f(U) = f(U).

Maintenant on applique l'identité énergétique (3.12)), alors la monotonie de g et 'estimation

(3.6) donnent

W (1)l < C/O T + 1T )~ W DU ) = T )l adr, (3.13)

t
W (Ol < CRHU(,T) = U(-aT)Hc([o,T};H)/O W (. 7)|ezdr.

Donc

W llcqo,rym < CUIU o + 10 leqorym)? U = Ulleo,ry;m- (3.14)

Quand U,U € Bg, nous choisissons T si petit que CRP~'T < 1. Donc, de on
conclut que ¢ est une contraction dans Bg. Le théoreme d’application de la contraction
garantit alors 'existence d'un unique U satisfaisant U = ¢(U). C’est une solution de (FP).
Pour prouver 1'unicité de cette solution nous utilisons avec V=Uet U =V et

obtenir

WUt~ U 0[5 < C / (e + 1T MU C7) = T )|

Alors lemme de Gronwall donne
|U(.,t) =U(.,t)|lg = 0.

Dou U =1U.
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3.2 Existence Globale :

Dans cette partie, d’apres ’existence locale on étude principalement 'existence globale

d’une solution du probleme (P2)[6].

On pose 'énergie usuelle

1 1
e(t) = 5 ludl D13 + 51 Vu( DI

Donc I’énergie est modifier

E(t) = P
() = e(t) - p+1H Ol
De l'identité énergétique de (3.1.2)), on obtient
e'(t) = —|lug(., 1) nmzi% + / uut|u|p_1d;p7 (3.15)
Q
d’autre part, nous avons

b= P, 3.16
O = [ s (3.16)

Donc I'inégalité et la définition du modificateur énergie impliquent :
E(t) = —llu(., )] +2/Quut|u|p_1dx. (3.17)
D’apres 'inégalité de Holder, on a
[ watup~tael < [ lludde < (f a0 s <l

Maintenant on applique I'inégalité de Young

| / wugluP " dz] < CE) |l + ellud2t.
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Alors

m 1
E'(t) < —llus(, D)l + 20 |Jullpiy + 2eluelbiy

En notant que

m+1>p+1= ||ut||m+1 > Hutl|p+17

1
= Jluel[dd > Jluel B3y,

1
= — it < —lhuellpia.

Donc

1 1
E'(t) < —lluellyiy +2C () Jullyiy + 2elluellpiy < Cle(t) — S 1553,

p>1=p+1>2= Julpis > llulls™ > flul = —llulis < —llull,

E'(t) < =Clluel3 +2C () |Jullyiy + 2wl

1 1
E'(t) < =C(lludlls + llullpiy) + 2elluellpis-

On choisie ¢ suffisamment petit, on obtient

E'(t) < CE(t).

D’apres lemme de Gronwall, on a

E(t) < E(0)e".
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Chapitre 4

Existence globale de la solution

d’équation

upt — A+ a(l + [ug|™?)ug + bululP~2 =0
Dans ce travail, on étudions I'existence de la solution globale et la décroissance d’énergie

du probleme (P3) suivant

(

up(x, t) — Au(z,t) + a(l + |u(z, 0)|™ 2 ug(z, t) + bu(z, t)|u(z, t)|P~2 =0, dans Q x[0,T],
u(z,t) =0, sur 00 x [0,T7,
(Ps)
u(z,0) = ug(x), dans x €€,
L ue(z,0) = u(x), dans x €,

ou 2 un ouvert borné de R"(n € N*) et 02 sa frontiere, a,b> 0 et m,p > 2.

On supposer I’hypothese suivante
(H1) : p <22=L" pour n > 3.

n—2’

Théoréme 4.0.1. [§/ Sous I’hypothése (H1),m > 2,p > 2, et pour tout
(ug,uy) € HY(Q) x L*(Q),
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alors le probléme (Ps) admet une solution globale unique telle que

ue C([0,00); Hy(Q)), u € C ([0,00]; L*(€2) N L™(Q x [0, oc]). (4.1)

Théoreme 4.0.2. [§] Sous Uhypothése (H1) et 2 < m < p, alors il ezxiste deux constantes
positives K et « telles que toute solution de (P3) dans la classe (4.1)) satisfait

E(t) < Kexp(—at), Vt>0. (4.2)

4.1 Existence Globale :

Dans cette section, nous montrons que ’énergie de la solution, définie par

1 1 b
E(t) = Sl )5 + SVl |5 + ]3IIU(:BJ)H§§, (4.3)

et décroissante exponentiellement si 2 < m < p. A cet effet, nous avons a partir de
I'inégalité de Poincaré et des théoremes de plongement de Sobolev, qu’il existe 5 > 1

dépendent de €2 seulement telle que

[ullz < BIVulla; Nullm < Bllully,  m <p, ullm < B[Vl (4.4)

Preuve :

Multiplier la premiere équation en (Ps) par u.(z,t), et intégrer le résultat sur €2, obtenir

/Q (2, ) ()l — /Q Aulz, (. )z + a /Q (1 + Jua(z, )], e, )
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b / (e, ) (e, £) P2, £)dar = 0,
Q

on a

;jt/mt(x 1) dx—l———/|Vu x t)|2dx+a/(ut(x )+ |uy(, t)!m)dx+—_/|u z,t)|Pdz = 0,
Q

implique

3l O + 51V ute. 015 + lute. Ol = = [ (wEa.0) + lufe. D)o,

1 1 b
E(t) = llulz, O3 + SVl O] + ]—?HU(IJ)H%
d’apres (4.3)), on déduit que

#) = —a {/Q|ut(x,t)|2dx+/Q]ut(x,t)|mdx} <0 (4.5)

Ainsi, E'(t) est décroissante.

On définit la fonction H comme suite

H(t):=E(t)+ s/gu(:p,t)ut(a:,t)dx, (4.6)

tell que € > 0 et u(t) € H ().
C-a-d

H(t)—E(t) = 8/ wug(z, t)dx,

Q
en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwarz et Young, on obtient

|H(t) — E(t)| < 6/|u||ut(x,t)|dx < ellullz||ue(z, 1) 2dz,
Q
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3 3 3 3
< Sllullzde + Sz, Ollsde < Sllulls + ellule, O3 < Sllulz +E(),

grace a (4.4)), de sorte que

[H(t) = E(t)] < S5 Vull} + () < BB +<E(?),

d’ou

H(t) — B(t)] < =(1+ B2 E(t). (4.7)

Dérivons par rapport a ¢ la fonction H définie par (4.6]), on a

H(t) = E'(t) +g/

u?(z,t)dw —i—a/ u(x, t)ug(x, t)de,
Q

Q

en utilisons la premiere équation du probleme (P;), d’apres l'intégration par partie, on

obtient

H (1) = —a[/Q utz(x,t)dx—l—/ﬂ|ut(x,t)|mdm]—I—e/ﬂuz(x,t)dx

+€/Qu(;1:,t) [Au(z,t) — a(l + |u(z, )™ 2wy (2, 1) — bu(z, t)|u(z, t)|P~?]dx,

H (1) = —a/ﬂ|ut(x,t)|2dx _ a/g|ut(x,t)|mdx+s/g[u§ V) (x, t)da

(4.8)
_ag/utu(az,t)d:v—as/]ut|m_2utu(x,t)d:v—5b/|u(x,t)|pdx,
Q Q Q

1
= —a/|ut(x,t)|2dx—a/|ut(x,t)|mdx—|—§5/uf(x,t)dx— —5/|Vu(x,t)|2dx
Q Q 2 Ja 2 Ja

1
—ae/ wu(x, t)de — aa/\utlmQutu(x,t)da: —b(1 — —)5/|u(x,t)]pdx —eE(t).
Q Q P Ja
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< —a/|ut(ac,t)|2d:v—a/|ut(x,t)|mdx+ge/uf(x,t)dx
Q Q

Q
1
—56/]Vu(a:,t)|2da: - ae/ wu(x, t)de — as/\ut|m_2utu(x,t)dx —eE(t).
Q Q 0

Puisque

1
a|/ (e, )| < —/|Vu(x,t)\2dx+a26/|ut(x,t)|2dx,
Q 4 Q Q

et d’apres I'inégalité (4.3)), on déduit que

H'(t) < —a/Q|ut(:v,t)\2d:v - a/Q|ut(:1:,t)|md:E + (; + a%)s/{zuf(x,t)da:

X (4.9)
——8/\Vu(:c,t)]2dx — a€/|ut|m2utu(x,t)d:c —eE(t).
4 Ja Q
On applique 'inégalité de Young
1 1
XY <0XP+c(6)Y?, X, Y >0, 6,c(6)>0, —+-=1,
p q
avec p =m et ¢ = ™5, on obtient
[l o, el < Sl + )l e >0
Q
Donc (4.1]) devient
3
H'(t) < —a/|ut(x,t)|2d:)3 - a/|ut(x,t)]md:17 + (5 +a25)6/ ul(x,t)dx
Q Q Q
1
—ZS/IVU(%t)!zd?C — a[d|lulli 4 () [[uwll] —E(), 6 >0,
Q
qui donne
/ 1 2 m 3 9 2
H'(t) < —E(t) — 2e|[Vullz + agdllull;; — Ja = (5 +a"Ble| [ ui(x,t)dx
4 2 0 (4.10)

—a[l —ec(0)]||u|m, Vo > 0.
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Jusque la, on distingue deux cas

e Pour ||ul|,, <1 . Dans ce cas nous avons ||u|™ < ||u||?; Par conséquent

1 o1
IVulls + adllully; > 2 Vul; + adllull;, =0, (4.11)

sid <0y = ﬁ( [ est un constant).

e Pour ||ul|,, > 1. Dans ce cas nous avons |lu; < [lullh, < BP||u||P. Cela implique que

1 b b
350 —adlul = L fulp - adlully > (55 - a0 ) Il 20, (412

sid < 0y = Wl@)ﬁ” Donc en prenant § < min{d;,d} et en combinant 1| — 1 , on

arrive a

H'(1) <~ B(t) — al1 — cc(6)]Jully - {a - é + a%)g] /Quf(x,t)dm. (4.13)

On choisit € < min{ﬁ, @#m}, d’apres 1) on a
£

H'(t) < —SE (). (4.14)

On combine alors H pour obtenir

H(t). (4.15)

D’apres l'intégration de H, alors

H(t) < H(0)exp(—at), Vt>0. (4.16)
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Oua = w Encore, en utilisant H et ¢ > 0 telle que 1 — (1 + %) > 0, on

obtient

1 H(0)

H(t) <

Ho= REEEEYy

>~ w exp(—at), Vit Z 0. (417)

Ainsi , est établie.



Conclusion

Nous avons pu étudier l'existence des solutions des équations différentielles aux
dérivées partielles de type hyperbolique (équation des ondes) non linéaire dans un cadre
fonctionnel convenable d’espaces de Sobolev sous des conditions appropriées, en utilisant
des inégalités, des théoremes et des outils différentes d’analyse fonctionnelle.

Nous avons également pu étudier I'unicité de ces solutions avec ces conditions ap-
propriées ou en ajoutant des conditions supplémentaires qui nous permettent d’atteindre

I’objectif.
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Résumé:

Dans ce travail, nous avons étudié 1'existence et l'unicité de la solution de certains
problemes de l'équation de Cauchy pour des équations différentielles aux
dérivées partielles de type hyperboliques (équation des ondes) non linéaires dans

un domaine borné deR".

Sous des conditions appropriées dans des espaces de Sobolev, nous prouvons
I'existence de la solution globale par des méthodes de compacité et on utilisant la
méthode du multiplicateur.

Abstract:

In this work, we have studied the existence and the uniqueness of the solution of
certain problems of the Cauchy equation for nonlinear partial differential

equations of the hyperbolic type (wave equation) in a bounded domain of R".

Under appropriate conditions in Sobolev spaces, we prove the existence of the
global solution by compactness methods and use the multiplier method.
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