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Notation

(DrFr) la dérivée fractionner
(EqsDr) des équation différentielle fractionnaires
(DrFrRL) la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable
(InFrRL) l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre variable
(EqsDFNnL) des équation différentielle fractionnaires non linaire
(Prpco−Banach) le principe de contraction de Banach
C (J,R) désigne l’espace des application continues de J dans R
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Introduction

Le calcul fractionnaire d’ordre variable est une généralisation d’ordre constant.
Alors que plusieurs travaux de recherche ont été menées sur l’étude de l’existence

de solutions aux problèmes fractionnaires d’ordre constant, l’existence de solutions
aux problèmes d’ordre variable.
En relation avec l’étude de la théorie de l’existence de solutions aux problèmes
fractionnaires d’ordre variable, Nous référons à un certain nombre de travaux, Dans
[7], Zhang a étudié les solutions d’un problème aux limites à deux points avec des
équations différentielles singulières d’ordre variable. Quelques années plus tard,
Zhang et Hu [6] ont présenté les résultats d’existence pour des solutions approchées
d’un problème initiale fractionnaire d’ordre variable sur le demi-axe.

Récemment, Hristova et al. [9] se sont tournés vers l’étude des problèmes aux
limites fractionnaires d’ordre variable au sens de Hadamard en utilisant la méth-
ode de la mesure de non-compacité de Kuratowski, pour plus d’études, nous nous
référons aux références [10, 11, 12].

L’objectif de ce mémoire est de présenter, des résultats d’existence et d’unicité
de de solutions pour quelque classe de problèmes aux limites pour des équations dif-
férentielles non linéaires à dérivées fractionnaires d’ordre variable sur des intervalles
finis.

La technique utilisée consiste à transférer l’étude de notre problème aux limites
des équations différentielles fractionnaires d’ordre variable à un problème équivalent
d’ordre fractionnaire constant en utilisant des intervalles généralisés et la fonction

7



CONTENTS

constante par morceaux.

Les résultats de cette étude sont basés sur le théorème du point fixe de Schauder
et le principe de contraction de Banach.

Dans ce qui suit, on donnons un plan de notre travail de mémoire.

La thèse se compose de trois chapitres.

Le premier chapitre introduit les notations, les définitions et les préliminaires qui
sont utilisés dans les autres chapitres .

Dans le deuxième chapitres , on intéressons aux définitions des opérateurs d’intégrations
et de dérivations fractionnaires d’ordre variable et leurs propriétés. .

Dans le troisième chapitres ,on traite l’existence et l’unicité de solutions des
équations différentielles fractionnaires d’ordre variable suivantes : D

v(τ)
0+ x(τ) + f(τ, x(τ), Iv(τ)

0+ x(τ)) = 0, τ ∈ J := [0, T ],
x(0) = 0, x(T ) = 0,

(1)

où 0 < T < +∞, 1 < v(τ) ≤ 2, f : J×R×R→ R est fonction continue etDv(τ)
0+ , Iv(τ)

0+

sont la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et intégral de Riemann-Liouville
d’ordre variable v.

8



Chapter 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons des notations, définitions et des théorèmes utilisés
dans ce mémoire.

1.1 Calcul fractionnaire

1.1.1 Bref historique

La théorie de dérivation fractionnaireest un sujet presque aussi ancien que le calcul
classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent à la fin
du 17ème siècle, l’époque o‘u Newton et Leibniz ont désenveloppe les fondements de
calcul différentiel et intégrale. En particulier, Leibniz a présenté le symbole dnf

dtn
pour désigner la neme dérivée

d’une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre à l’hôpital (apparemment
avec l’hypothèse implicite que n ∈ N), l’hôpital a répondu : Que signifie dnf

dtn
si

n = 1
2?

9



Cette lettre de l’hôpital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que hôpital a
demandé spécifiquement pour n = 12 , c’est à dire une fraction (nombre rationnel)
a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques .
Les dérivées non entières possédant un effet de mémoire qu’elles partagent avec
plusieurs matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polymère. Ce fait est
également une des raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment
un grand intérêt. L’utilisation de l’effet mémoire des dérivées fractionnaire dans la
construction des modèles matériels simples est livrée avec un cout élevé en ce qui con-
cerne la résolution numérique. Tout en utilisant un algorithme de discrétisation des
dérivées non entières on doit tenir compte de sa structure non locale qui signifie en
général un haut stockage d’information et une grande complexité de l’algorithme.
De nombreuses tentatives pour résoudre les équations faisant intervenir différents
types d’opérateurs d’ordre non entier peuvent être trouvées dans la littérature.
Une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes au cal-
cul fractionnaire jusqu’au milieu du 20eme siècle, inclut : P.S.Laplace(1812), J.B.J.
Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J.Liouville (1832-1873), B.Riemann (1847),
H.Holmgren (1865-67), A.K.Grunwald (1867-1872), A.V.Letnikov (1868-1872), H.Laurent
(1884), P.A.Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J.Hadamard (1892), O.Heaviside
(1892-1912), S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.Littlewood (1917-1928), H. Weyl
(1917), P.L’evy (1923), A.Marchaud (1927), H.T.Davis (1924-1936), A.Zygmund
(1935-1945), E.R.Amour (1938-1996), A.Erd’elyi (1939-1965), H.Kober (1940), D.V.Widder
(1941), M.Riesz (1949), Caputo (1967)

1.1.2 La fonction Gamma et la fonction Bêta

SoitL1(J,R) désigne la classe des fonctions intégrables de Lebesgue sur l’intervalle
J = [0;T ] menu de la norme :

||u||L1 =
∫
J
|u(τ)|dτ

1. La fonction Γ d’Euler est une fonction qui prolonge le factorielle aux valeurs
réelles et complexes.
Pour Re(α) > 0 on définie Γ(α) par:

Γ(α) =
∫ +∞

0
τα−1e−τdτ (1.1)



chapitre 1

La fonction Γ s’étend (en une fonction holomorphe) a C \ Z− tout entier
On a Γ(α + 1) = αΓ(α)et pour n entier on a n! = Γ(n+ 1).

2. La fonction Bêta est définie par :

B(α, β) =
∫ 1

0
τα−1(1− τ)β−1dτ = Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β) (1.2)

avecRe(α) > 0 etRe(β) > 0.

1.1.3 Intégration fractionnaire

Considérons une fonction ξ définie pour τ > a

on pose :

(Ia+ξ)(τ) =
∫ τ

a
ξ(s)ds, (I 2ξ)(τ) =

∫ τ

a
(I ξ)(u)du =

∫ τ

a
(
∫ u

a
ξ(s)ds)du

en répétant n fois on obtient d’après la formule de Cauchy

(I na+ξ)(t) = 1
(n− 1)!

∫ τ

a
(τ − s)n−1ξ(s)ds

en utilisent la fonction ‘Γ d’Euler 3.1 on aura la définition suivante :

Definition 1.1.1. ([1],[2]) L’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ R+ de la fonction
ξ ∈ L1([a; b];R) est défini par :

Iαa+ξ(τ) = 1
Γ(α)

∫ τ

a
(τ − s)α−1ξ(s)ds

ou Γ(.) est la fonction Gamma si a = 0 on écrit Iαξ(τ) = ξ(τ) ∗ ϕα(τ),

avec ϕα(τ) = tα−1

Γ(α) pour t > 0 ,et ϕα(τ) = 0 pour τ ≤ 0 et ϕα → δ(τ)
quand α→ 0, où δ représente la fonction delta.

1.1.4 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Definition 1.1.2. ([1],[2]) La dérivée fractionnaire au sens de Riemann Liouville
d’ordre α > 0 de la fonction ξ ∈ L1([a; b];R) est donnée par

(Dα
a+ξ)(τ) = 1

Γ(n− α)( d
dτ

)n
∫ τ

a
(τ − s)n−α−1ξ(s)ds

11



chapitre 1

.
ici n = [α] + 1 et [α] désigne la partie entière de α. si α ∈ (0; 1], alors

(Dα
a+ξ)(τ) = d

dτ
I1−α
a+ ξ(τ) = 1

Γ(1− α)
d

dτ

∫ τ

a
(τ − s)−αξ(s)ds.

1.2 Quelques lemmes et propositions

Proposition 1.2.1. ([1]) Soient α, β > 0. Alors on a

1. L’opérateur d’intégration fractionnaire Iαa+ est linéaire .

2. Iαa+ : L1(J,R)→ L1(J,R) et si f ∈ L1(J,R) alors
Iαa+I βa+f(τ) = I βa+Iαa+f(τ) = Iα+β

a+ f(τ)

3. Si f ∈ Lp(J,R), 1 ≤ p < +∞ alors ‖Iαf‖Lp ≤
Tα

Γ(α + 1)‖f‖Lp , avec J = [a, b]
et T = b− a

4. L’opérateur intégral d’ordre fractionnaire Iαa+ linéaire et borné de l’espace
L1(J) dans lui- même.

Lemme 1.2.1 ([1],[3]) Soit α > 0, l’équation différentielle

(Dα
a+ξ)(τ) = 0 (1.3)

admet les solutions

ξ(τ) = λ1(τ − a)α−1 + λ2(τ − a)α−2 + λ3(τ − a)α−3 + ...+ λm(τ − a)α−m,

pour λj ∈ R, j = 0, 1, 2, ...m− 1 < α ≤ m

Lemme 1.2.2 ([1]) Soit α > 0 , alors

Iαa+Dα
a+ξ(τ) = ξ(τ) +λ1(τ −a)α−1 +λ2(τ −a)α−2 +λ3(τ −a)α−3 + ...+λm(τ −a)α−m

pour λj ∈ R, j = 0, 1, 2, ...m− 1 < α ≤ m .

12
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Lemme 1.2.3 ([3]) Soit α > 0 alors on obtient

Dα
a+Iαa+ξ(τ) = ξ(τ)

.

Lemme 1.2.4 ([3]) Soit α, δ > 0 alors on obtient

Iαa+I δa+ξ(τ) = I δa+Iαa+ξ(τ) = Iα+δ
a+

.

Definition 1.2.1. Soit E un espace de Banach et T : E → E un opérateur

1. T est dit continu si pour toute suite (xn)n∈N dans E tel que (xn)n∈N converge
vers x dans E, la suite (Txn)n∈N converge vers Tx.

2. T est dit compact, T(E) est relativement compact .

3. T est dit complètement continu si T est continue et si elles transforme de tout
borné est relativement compact .

Definition 1.2.2. Soit C(J ;R) l’espace des fonctions continues d’un intervalle com-
pact J de R dans l’espace de Banach X, M un sous ensemble de C(J ;R)

1. M est dit équicontinu si est seulement si:

∀ε > 0, ∃δ > 0,∀t1, t2 ∈ J

|t1 − t2| ≤ δ ⇒ |f(t1)− f(t2)| ≤ ε , ∀f ∈M

2. M est dit uniformément borné si et seulement si:
∃c > 0 : |f(t)| ≤ c,∀t ∈ J, et ∀f ∈M

13
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1.2.1 Théorème d’Arzela-Ascoli

Ce théorème est connu pour son nombre considérable d’applications entre autre la
compacité de certains opérateurs . Il caractérise les parties relativement compactes
de l’espace des fonctions continues d’un espace compact dans un espace quelconque.

Théorème 1 Soient E un espace de Banach compact et F un espace de Banach
quelconque. Une partie M de C(E,F ) est relativement compact si et seulement si :

1. . M est équicontinue sur E.

2. M uniformément borne .

3. . Pour tout x ∈ E, l’espaceM(x) défini par :

M(x) = {f(x) : f ∈M}

est relativement compact dans F.

Théorème 2 Soit M une partie deC([a, b]) muni de la norme uniforme. M est
relativement compact dans C([a, b]) si et seulement si M est équicontinue et unifor-
mément borné.

1.3 Fonction de Green

Soit p, q, f,∈ C([a; b]) où v ∈ C1([a, b]), a < b et (αi; βi) ∈ R2 tels que
∀i = 1, 2
|α1|+ |α2|, |β1|+ |β2| 6= 0 on considère les équations différentielles ordinaires
(H) (py′)′ + qy = 0
(NH) (py′)′ + qy = f

ainsi que les conditions aux bords associées :

(CB)h


α1y(a) + α2y

′(a) = 0

β1y(b)− β2y
′(b) = 0

14
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(CB)nh


α1y(a) + α2y

′(a) = γ

β1y(b)− β2y
′(b) = δ

1.3.1 Définition

Definition 1.3.1. On appelle fonction de Green associée au R problème homogène
(H)− (CB)h une fonction G : [a; b]× [a; b]→ vérifiant les propriétés :

(a). G est continue sur [a; b]× [a; b] ;

(b). G est symétrique : G(x, y) = G(y, x),∀(x, y) ∈ [a, b]2;

(c). ∂G
∂x

(x, y) est continue pour tout x 6= y

(d). ∂G
∂x

(y+, y)− ∂G

∂x
(y−, y) = 1

v(τ) pour tout y ∈ [a, b];

(e). La fonction partielle x → G(x, y) est solution de l’équation (H) pour tout
x 6= y ;

(f). La fonction partielle x → G(x, y) vérifie les conditions (CH) pour tout y ∈
[a; b]

15



Chapter 2
Intégration fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville d’ordre
variable

Introduction

Dans ce chapitre ,on donne quelque définition des l’opérateur intégration et dériva-
tion fractionner d’ordre variable et leur proposition

2.1 Définition et notation

Certaines notation mathématiques essentielle qui seront utilisées plus tard sont
fournies dans cette section .Au moyen de C (J,R) représentons l’espace de Banach
des application continues de J dans R menu de la norme :

‖x‖ = sup{|x(τ)| : τ ∈ J} (2.1)

Definition 2.1.1. ([4],[5]) Soit −∞ < a < b < +∞ et v(τ) : [a, b] → (0,+∞) la
gauche InFrRL d’une fonction ξ(τ) exprime par :

I v(τ)
a+ ξ(τ) =

∫ τ

a

(τ − µ)v(µ)−1

Γ(v(µ)) ξ(µ)dµ

Ou la fonction gamma est note par Γ(.)

16



chapitre 2

Definition 2.1.2. ([4]) Soit −∞ < a < b < +∞ ,m ∈ N et
v(τ) : [a, b]→ (m− 1,m) DrFrRL d’une fonction ξ(τ) s’exprime par :

D
v(τ)
a+ ξ(τ) =

(
d

dτ

)m
Im−v(τ)
a+

=
(
d

dτ

)m ∫ τ

a+

(τ − µ)m−v(µ)−1

Γ(m− v(µ)) ξ(µ)dµ, τ > a (2.2)

évidement si l’ordre v(τ) est une fonction constante v alors la dérivée fractionnelle
d’ordre variable de Riemann-Liouville (DrFrRL)et intégrale (InFrRL) sont respec-
tivement les DrFrRL et InFrRL habituels
Examinons maintenant quelques propriétés essentielles

Remarques 2.1.1. Généralement ,pour les fonction v(τ) et χ(τ) la propriété de
semi-groupe n’est pas vérifiée c’est à dire

I v(τ)
a+ I χ(τ)

a+ ξ(τ) 6= I v(τ)+χ(τ)
a+ ξ(τ) (2.3)

Preuve 2.1. soit

v(τ) =


2, τ ∈ [0, 1]

1, τ ∈]1, 3]
, χ(τ) =


1, τ ∈ [0, 1]

2, τ ∈]1, 3]
(2.4)

et ξ(τ) = τ etτ ∈ [0, 3] ensuite on calcule

I v(τ)
0+ I χ(τ)

0+ ξ(τ) =
∫ 1

0

(τ − µ)v(µ)−1

Γ(v(µ))

∫ µ

0

(µ− ω)χ(ω)−1

Γ(χ(ω)) ξ(ω)dωdµ+
∫ τ

1

(τ − µ)v(µ)−1

Γ(v(µ))

∫ µ

0

(µ− ω)χ(ω)−1

Γ(χ(ω)) ξ(ω)dωdµ

=
∫ 1

0

(τ − µ)1

Γ(2)

∫ µ

0

(µ− ω)0

Γ(1) ωdωdµ+
∫ τ

1

(τ − µ)0

Γ(1)

·
[∫ 1

0

(µ− ω)0

Γ(1) ωdω +
∫ µ

1

(µ− ω)1

Γ(2) ωdω

]
dµ

=
∫ τ

0

(τ − µ)µ2

2Γ(2) dµ+
∫ τ

1

µ3

6 −
µ

2 + 5
6dµ,

I v(τ)+χ(τ)
0+ ξ(τ) =

∫ τ

0

(τ − µ)v(µ)+χ(µ)−1

Γ(v(µ) + χ(µ)) ξ(µ)dµ (2.5)

17
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on obtient :

I v(τ)
0+ I χ(τ)

a+ ξ(τ)|τ=2 =
∫ 1

0

(2− µ)µ2

2Γ(2) dµ+
∫ 2

1

µ3

6 −
µ

2 + 5
6dµ

= 5
24 + 17

24 = 22
24

I v(τ)+χ(τ)
0+ ξ(τ)|τ=2 =

∫ 1

0

(2− µ)2+1−1

Γ(2 + 1) µdµ+
∫ 2

1

(2− µ)1+2−1

Γ(1 + 2) µdµ (2.6)

= 11
24 + 5

24 + 16
24 (2.7)

Par conséquent nous obtenons

I v(τ)
0+ I χ(τ)

0+ ξ(τ)|τ=2 6= I v(τ)+χ(τ)
0+ ξ(τ)|τ=2 (2.8)

Lemme 2.1.1 ([6]) Soit 0 ≤ ζ < 1 et v : J → (1, 2] continue, puis,pour y ∈
C (J,R) = {y(τ) ∈ C (J,R), τ ζy(τ) ∈ C (J,R)} l’intégrale fractionnaire d’ordre vari-
able I v(τ)

0+ y(τ) existe pour tout point sur J.

Lemme 2.1.2 ([6]) Soit v : J→ (1, 2] une fonction continue ,alors

I v(τ)
0+ y(τ) ∈ C (J,R) pour y ∈ C (J,R).

Definition 2.1.3. ([7]) on dit que l’ensemble I ∈ R est un intervalle généralisé s’il
est soit un intervalle (un ensemble de la forme (c1, c2), [c1, c2], [c1, c2) ou (c1, c2] soit
un seul-point {c1} ou ∅ .

Definition 2.1.4. ([7]) On supposant I comme intervalle généralisés un ensemble
fini P constitué d’intervalle généralisés appartenant à I est nommé comme une par-
tition de I si chaque x ∈ I est contenu dans exactement un des intervalle généralisés
J de P .

Exemple 2.1.1. L’ensemble P = {{1}.(1, 6).[6, 7).{7}.(7, 8]} d’intervalles général-
isés est un partition de [1, 8].

Definition 2.1.5. ([7]) soit I est un intervalle généralisés et ρ : I→ R est un fonc-
tion , et P est une partition de I ,Alors , ρ est constante par morceaux relativement
de P pour chaque J ∈ P est constant sur J .
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Exemple 2.1.2. La fonction f : [1, 6]→ R définie par:

f(τ) =



3 1 ≤ τ < 3

4 τ = 3

5 3 < τ < 6

2 τ = 6

est un constante par morceaux par rapport à la partition {[1, 3).{3}.(3, 6).{6}}
de [1, 6].

Théorème 3 ([8]) ( théorème du point fixe de Schauder) Supposons que E est un
espace Banach ,et Q un sous ensemble non vide , convexe et fermé de E .Si F :
Q → Q est continue et compacte ,alors F possède au moins un point fixe on Q.

Théorème 4 ([8]) (théorème de contradiction de Banach) Supposons que E est un
espace Banach .Si F : E → E est une contraction ,alors F possède un point fixe
unique on E .
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Chapter 3
Solutions Continues des problèmes
aux limites pour les équations
différentielles implicites d’ordre
variable

3.1 Introduction et motivations

Dans [6],Nous étudié l’existence des solutions pour l’équation fractionnel non linéaires
suivantes de l’ordre constant

cDα
a+x(τ) = f(τ, x(τ), Iαa+x(τ)), τ ∈ [a, b], α ∈]0, 1],

x(a) = xa,
(3.1)

où f : J×R×R→ R est fonction continue et cDα
a+ et Iαa+ sont la dérivée fractionnaire

de Caputo et intégral de Riemann-Liouville d’ordre variable α.
L’objectif de ce chapitre est de présenter des nouveaux résultats sur l’existence de
solutions Continues pour une classe des problèmes aux limites pour des équations
différentielles implicites d’ordre variable concernant la dérivée fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville.
Nos résultats sont basés sur le théorème du point fixe de Schauder et le théorème
du point fixe du principe de contraction de Banach.
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Soit le problème: D
v(τ)
0+ x(τ) + f(t, x(τ), Iv(τ)

0+ x(τ)) = 0, τ ∈ J := [0, T ],
x(0) = 0, x(T ) = 0,

(3.2)

où 0 < T < +∞, 1 < v(τ) ≤ 2, f : J×R×R→ R est fonction continue etDv(τ)
0+ , Iv(τ)

0+

sont la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et intégral de Riemann-Liouville
d’ordre variable v

Dans ce qui suite nous donnons deux résultats, le premier est basé sur le théorème
du point fixe de Schauder et le deuxième sur le principe de contraction de Banach.

3.2 Existence de solution

Tous nos principaux résultats dans ce travail sont discutée dans cette section.
supposons les hypothèses suivantes :

( H1) Soit m ∈ N un entier , et

P = {J1 := [0,K1], J2 := (K1,K2], J3 := (K2,K3], ...Jm := (Km−1,K ]}

une partition de l’intervalle J et v : J→ (1, 2] une fonction constante par morceaux
relativement à P définie par :

v(τ) =
m∑
j=1

vjIj(τ) =



v1, si τ ∈ J1,

v2, si τ ∈ J2,

.

.

vm, si τ ∈ Jm,

(3.3)

où 1 < vj ≤ 2 et Ij est l’indicateur d’intervalle Jj = (Kj−1,Kj], j = 1, 2...m, tel que

Ij(τ) =


1, si τ ∈ Jj,

0, sinon,
(3.4)
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(H2) Soit τ ζψ : J × R × R → R une fonction continue (0 ≤ ζ < 1). Il existent
des constantes ci > 0, i = 1, 2, 3 et 0 < σ < 1 , 0 < η < 1 tel que,

τ ζ |ψ(τ, y, z)| ≤ c1 + c2|y|σ + c3|z|η (3.5)

pour tout y, z ∈ R et τ ∈ J.

(H3) Il existent des constantes W,L > 0, 0 ≤ ζ < 1 tel que

τ ζ |ψ(τ, s1, z1)− ψ(τ, s2, z2)| ≤ W |s1 − s2|+ L|z1 − z2| (3.6)

pour tout s1, s2, z1, z2 ∈ R et τ ∈ J.

Ej = C (J,R) désigne l’espace de Banach des application continues de J dans R,
muni de la norme:

‖x‖Ej
= sup

τ∈Jj

|x(τ)| (3.7)

où j ∈ {1, 2, ...,m}.
Pour obtenir nos résultats originaux ,effectuons d’abord une analyse essentielle à
notre proposition de problème (3.2).
D’après (2.2) l’équation du problème (3.2) peut s’écrire

d2

dτ 2

∫ τ

0

(τ − µ)1−v(µ)

Γ(2− v(µ)) x(µ)dµ+ ψ
(
τ, x(τ), I v(τ)

0+ x(τ)
)

= 0, τ ∈ J (3.8)

D’après H1 ,l’équation (3.8) sur l’intervalle Jj

, j = 1, 2, ...m peut s’écrire

d2

dτ 2

(∫ K1

0

(τ − µ)1−v1

Γ(2− v1) x(µ)dµ+ ...+
∫ τ

Kj−1

(τ − µ)1−vj

Γ(2− vj)
x(µ)dµ

)

+ψ
(
τ, x(τ), I v(τ)

0+ x(τ)
)

= 0
(3.9)

pour τ ∈ Jj .
Commençons par définir ce que nous entendons par solution du problème (3.2) , qui
est essentiel dans cette étude

Definition 3.2.1. :
problème (3.2) admet une solution , s’ils existent des fonctions xj, j = 1, 2, ...,m
de sorte que xj ∈ C ([0, Kj],R) qui vérifient l’équation (3.9) et xj(τ) = 0 = xj(Kj).
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D’après notre analyse précédente ci-dessus (3.2) peut être exprimé par l’équation
(3.8) ,que peut être écrite sur les intervalles Jj j ∈ {1, 2, ...,m} comme (3.9) pour
0 ≤ τ ≤ KJ−1 en prenant x(τ) ≡ 0 alors (3.9) s’écrit

Dvi

K+
i−1
x(τ) + ψ

(
τ, x(τ), I vi

K+
i−1
x(τ)

)
= 0, τ ∈ Ji (3.10)

Considérons le problème suivant :
Dvj

K+
i−j

x(τ) + ψ
(
τ, x(τ), I vj

K+
j−1
x(τ)

)
= 0, τ ∈ Jj

x(Kj−1) = 0, x(Kj) = 0
(3.11)

Pour l’existence de solutions du problème (3.11) , nous avons besoin du lemme
auxiliaire suivant.

Lemme 3.2.1 La fonction x ∈ Ej est une solution du problème 3.11 si et seulement
six satisfait l’équation intégrale suivante :

x(τ) =
∫ Kj

Kj−1
G(τ, µ)ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
dµ (3.12)

Où Gj(τ, µ) est la fonction de Green définie par

Gj(τ, µ) =



1
Γ(vj)

[
(Kj −Kj−1)1−vj (τ −Kj−1)vj−1(Kj − µ)vj−1 − (τ − µ)vj−1

]

Kj−1 ≤ µ ≤ τ ≤ Kj

1
Γ(vj)

(Kj −Kj−1)1−vj (τ −Kj−1)vj−1(Kj − µ)vj−1

Kj−1 ≤ τ ≤ µ ≤ Kj

(3.13)
Où j = 1, 2, ...,m

Preuve 3.1. Soit x ∈ Ej une solution du problème 3.11 .Maintenant ,appliquons
l’opérateur I vj

K+
j−1

aux deux côtés de l’équation du supposé problème 3.11 ,D’après le
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lemme 1.2.2 ,on obtient

x(τ) = λ1(τ −Kj−1)vj−1 + λ2(τ −Kj−1)vj−2−
1

Γ(vj)

∫ τ

Kj−1
(τ, µ)vj−1ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
dµ,τ ∈ Jj

(3.14)

Par x(Kj−1) = 0 et la fonction ψ on obtient λ2 = 0 , Soit x(τ) satisfait x(kj) Ainsi
, nous obtenons λ1 = (Kj −Kj−1)1−vj I vj

K+
j−1
ψ
(
Kj, x(Kj), I vj

K+
j−1
x(Kj)

)
,Ensuite nous

avons

x(τ) = (Kj −Kj−1)1−vj (τ −Kj−1)vj−1I vj

K+
j−1
ψ
(
Kj, x(Kj), I vj

K+
j−1
x(Kj)

)
−

I vj

K+
j−1
ψ
(
τ, x(τ), I vj

K+
j−1
x(τ)

)
, τ ∈ Jj

Par la continuité de la fonction de Green qui implique que

x(τ) =
∫ Kj

Kj−1
G(τ, µ)ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
dµ (3.15)

Inversement ,soit x ∈ Ej une solution de l’équation intégrale 3.12 ,alors par la
continuité de la fonction du lemme 1.2.3 on peut facilement obtenir que x est un
solution de problème 3.11 .
La proposition suivant sera nécessaire

Proposition 3.2.1. ([7]) Soit ≤ ζ < 1 et supposons que τ ζψ : J× R× R→ R est
continue v : J→ (1, 2] vérifie (H1) ,Alors la fonction de Green de problème 3.11 les
propriétés suivantes :

(I) Gj(τ, µ) ≥ 0, ∀Kj−1 ≤ τ, µ ≤ Kj .

(II) max
τ∈Jj

Gj(τ, µ) = Gj(µ, µ), µ ∈ Jj .

(III) Gj(µ, µ) un maximum unique donné par

max
τ∈Jj

Gj(µ, µ) = 1
Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1
(3.16)

Où j = 1, 2, ...,m

Le premier résulta d’existence repose sur le théorème3
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Théorème 5 Supposons que les hypothèses (H1) , (H2) sont satisfait , alors le
problème (??) admet au moins une solution sur J.

Preuve 3.2. Le problème 3.11 peut être transformé en un problème de point fixe
,Construisons l’opérateur suivant :

M : Ej → Ej (3.17)

formulé par

Mx(τ) =
∫ Kj

Kj−1
G(τ, µ)ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
dµ τ ∈ Jj (3.18)

Il résulte des propriétés des intégrales fractionnaires et de continuité de la fonction
τ ζψ que l’opérateur M : Ej → Ej défini dans 3.18 est bien défini ,On considère
l’ensemble

BRj
=
{
x ∈ Ej, ‖x‖Ej

≤ Rj

}
(3.19)

où

Rj = max{ 3c1

Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1
K1−ζ

j −K1−ζ
j−1

1− ζ

 ,
 3c2

Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1
K1−ζ

j −K1−ζ
j−1

1− ζ

1/(1−σ)

 3c3

Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1
K1−ζ

j −K1−ζ
j−1

1− ζ

((Kj −Kj−1)vj

Γ(vj + 1)

)η1/(1−η)

}

(3.20)

Clairement BRj
6= ∅ est convexe ,borné et fermé ,Maintenant nous prouvons dans

les trois étapes suivantes que M satisfait les hypothèses du théorème 3
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Étape I

M (BRj
) ⊆ BRj

6= ∅
Pour x ∈ BRj

d’après la proposition 3.2.1 et (H2) ,on obtient

|Mx(τ)| =
∣∣∣∣∣
∫ Kj

Kj−1
Gj(τ, µ)ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
dµ

∣∣∣∣∣
≤

∫ Kj

Kj−1
Gj(τ, µ)

∣∣∣∣ψ (µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)∣∣∣∣ dµ
≤

∫ Kj

Kj−1
Gj(τ, µ)µ−ζ

(
c1 + c2|x(µ)|σ + c3

∣∣∣∣I vj

K+
j−1
x(µ)

∣∣∣∣η) dµ
≤ 1

Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1

∫ Kj

Kj−1
µ−ζ

(
c1 + c2|x(µ)|σ + c3

(
(Kj −Kj−1)vj

Γ(vj + 1)

)η
‖x‖ηEj

)
dµ

≤ 1
Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1
K1−ζ

j −K1−ζ
j−1

1− ζ


(
c1 + c2R

σ
j + c3

(
(Kj −Kj−1)vj

Γ(vj + 1)

)η
Rη
j

)

≤ Rj

3 + Rj

3 + Rj

3 = Rj

ce qui signifie que M (BRj
) ⊆ BRj

Étape II

M est continue , Supposons que (xm) est une suite xm → x ∈ Ej on vérifier que :

‖(Mxm)− (Mx)‖Ej
→ 0, m→∞ (3.21)
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En effet ,pour τ ∈ Jj par la proposition 3.2.1 et (H3) On obtenir

|(Mxm)(τ)− (Mx)(τ)|

≤
∫ Kj

Kj−1
Gj(τ, µ)

∣∣∣∣ψ (µ, xm(µ), I vj

K+
j−1
xm(µ)

)
− ψ

(
µ, x(µ), J vj

K+
j−1
x(µ)

)∣∣∣∣ dµ
≤ 1

Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1 ∫ Kj

Kj−1

∣∣∣∣ψ (µ, xm(µ), I vj

K+
j−1
xm(µ)

)
− ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)∣∣∣∣ dµ
≤ 1

Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1 ∫ Kj

Kj−1
µ−ζ

(
W |xm(µ)− x(µ)|+ LI vj

K+
j−1
|xm(µ)− x(µ)|

)
dµ

≤ 1
Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1 [
W‖xm − x‖Ej

∫ Kj

Kj−1
µ−ζdµ+ L‖I vj

K+
j−1

(xm − x)‖Ej

∫ Kj

Kj−1
µ−ζdµ

]

≤

(
K1−ζ
j −K1−ζ

j−1

)
(Kj −Kj−1)vj−1

4vj−1(1− ζ)(Γvj
)

(
W + L (Kj −Kj−1)vj

Γ(vj + 1)

)
‖xm − x‖Ej

Alors
‖(Mxm)− (Mx)‖Ej

→ 0, m→∞ (3.22)

Par conséquent M est un opérateur continu sur Ej.

Étape III

M est compact
Maintenant nous allons prouver que M (BRj

) est relativement compact M ,c’est à
dire qu’il est compact ,clairement M (BRj

) est uniformément borné car par L’étape
II nous avons :

M (BRj
) =

{
M (x) : x ∈ BRj

}
⊂ BRj

(3.23)

Ainsi pour chaque x ∈ BRj
nous avons ‖M (x)‖Ej

≤ Rj qui signifie que M (BRj
) est

uniformément borné .Il reste à prouver que M (BRj
) est équicontinue.

Pour τ1, τ2 ∈ Jj, τ1, τ2 et x ∈ BRj
et ψ∗ = sup

µ∈Jj

ψ(µ, 0, 0)

On a
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|(Mx)(τ2)− (Mx)(τ1)|

=
∣∣∣∣∣
∫ Kj

Kj−1
Gj(τ2 , µ)ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
dµ−

∫ Kj

Kj−1
Gj(τ1 , µ)ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
dµ

∣∣∣∣∣
≤
∫ Kj

Kj−1

∣∣∣∣(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ))ψ
(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)∣∣∣∣ dµ
≤
∫ Kj

Kj−1

∣∣∣∣(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ))
(
ψ
(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
− ψ(µ, 0, 0) + ψ(µ, 0, 0)

)∣∣∣∣ dµ
≤
∫ Kj

Kj−1
|(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ))| |ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
− ψ(µ, 0, 0)|dµ

+
∫ Kj

Kj−1
|(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ)) ||ψ(µ, 0, 0)| dµ

≤
∫ Kj

Kj−1
|(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ))|

[
µ−ζ

(
W |x(µ)|+ L|I vj

K+
j−1

(x(µ))|
)]
dµ

+ ψ∗
∫ Kj

Kj−1
|(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ))| dµ

≤
∫ Kj

Kj−1
|(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ))|

[
µ−ζ

(
W |x(µ)|+ L(Kj −Kj−1)vj

Γ(vj + 1) |(x(µ))|
)]

dµ

+ ψ∗
∫ Kj

Kj−1
|(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ))| dµ

≤ K−ζj−1

(
W + L(Kj −Kj−1)vj

Γ(vj + 1)

)
Rj ×

∫ Kj

Kj−1
|(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ))| dµ

+ ψ∗
∫ Kj

Kj−1
|(Gj(τ2 , µ)−Gj(τ1 , µ))| dµ

Par la continuité de la fonction de Green Gj par conséquent

|(Mx)(τ2)− (Mx)(τ1)| → 0 (3.24)

Comme |τ2− τ1| → 0 , li bée de x ∈ BRj
ce la implique que M (BRj

) équicontinue
, Des étapes I à III et du théorème d’Arzela-Ascoli on peut conclure que M est
complément continue
d’après le théorème 3 le problème 3.11 possède au moins un solution x̃j dans BRj

on obtient

x̃j(τ) =


0, τ ∈ [0, Kj−1]

x̃j(τ), τ ∈ Jj
(3.25)
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On sait que xj ∈ C ([0, Kj],R) défini par 3.25 vérifie l’équation suivante

d2

dτ 2

(∫ K1

0

(τ − µ)1−v1

Γ(2− v1) xj(µ)dµ+ ...+
∫ τ

Kj−1

(τ − µ)1−v1

Γ(2− vj)
xj(µ)dµ

)

+ψ
(
µ, x̃j(µ), I vj

K+
j−1
x̃j(µ)

)
= 0

Pour τ ∈ J ce que signifie que xj est un e solution de 3.9 avec
xj(0) = 0, xj(Kj) = x̃j(Kj) , En conséquence , on comprend que le problème (3.1)
admet au moins une solution définie par

x̃(τ) =



x1(τ), τ ∈ J1

x2(τ) =


0, τ ∈ J1

x̃2(τ), τ ∈ J2

.

.

xj(τ) =


0, τ ∈ [0, Kj−1]

x̃j(τ), τ ∈ Jj

(3.26)

et l’argument est terminé
Discutions notre deuxième résultat que repose sur la Prpco-Banach

Théorème 6 Supposons que (H1) et (H3) soient vérifiées et si(
K1−ζ
j −K1−ζ

j−1

)
(Kj −Kj−1)vj−1

4vj−1(1− ζ)Γ(vj)

(
W + L (Kj −Kj−1)vj−1

Γ(vj + 1)

)
< 1 (3.27)

alors on trouve une solution unique pour problème 3.1 en Ej

Preuve 3.3. Utilisons le Prpco-Banach pour montrer que M défini dans 3.18 a un
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point fixe unique ,D’ après la proposition 3.2.1 et (H3) ,et pour x(τ), y(τ) ∈ Ej

|(Mx)(τ)− (My)(τ)|

=
∣∣∣∣∣
∫ Kj

Kj−1
Gj(τ, µ)ψ

(
µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
dµ−

∫ Kj

Kj−1
Gj(τ, µ)ψ

(
µ, y(µ), I vj

K+
j−1
y(µ)

)
dµ

∣∣∣∣∣
≤
∫ Kj

Kj−1
Gj(τ, µ)

∣∣∣∣ψ (µ, x(µ), I vj

K+
j−1
x(µ)

)
− ψ

(
µ, y(µ), I vj

K+
j−1
y(µ)

)∣∣∣∣ dµ
≤ 1

Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1 ∫ Kj

Kj−1

∣∣∣∣ψ (µ, x(µ), I Ωj

K+
j−1
x(µ)

)
− ψ

(
µ, y(µ), I vj

K+
j−1
y(µ)

)∣∣∣∣ dµ
≤ 1

Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1 ∫ Kj

Kj−1
µ−ζ

(
W |x(µ)− y(µ)|, I vj

K+
j−1
|x(µ)− y(µ)|

)
dµ

≤ 1
Γ(vj)

(
Kj −Kj−1

4

)vj−1 [
W‖x−y‖Ej

∫ Kj

Kj−1
µ−ζdµ+ L‖I vj

K+
j−1

(x− y)‖Ej

∫ Kj

Kj−1
µ−ζdµ

]

≤

(
K1−ζ
j −K1−ζ

j−1

)
(Kj −Kj−1)vj−1

4vj−1(1− ζ)Γ(vj)

(
W + L

(Kj −Kj−1)vj

Γ(vj + 1)

)
‖x− y‖Ej

Par conséquent ,D’après 3.27 l’opérateur M est une contraction
Ainsi par Prpco-Banach ,on peut trouver un point fixe x̃j ∈ E pour unique M du
problème 3.11 on laisse

xj(τ) =


0, τ ∈ [0, Kj−1]

x̃j(τ), τ ∈ Jj
(3.28)

On supposant C ([0, Kj],R) comme l’ensemble de tout les fonctions continue [0, Kj]
dans R ,nous savons que xj ∈ C ([0, Kj],R) défini par 3.28 satisfait l’équation suiv-
ante :

d2

dτ 2

(∫ k1

0

(τ − µ)1−v1

Γ(2− v1) xj(µ)dµ+ ...+
∫ τ

kj−1

(τ − µ)1−vj

Γ(2− vj)
xj(µ)dµ

)
+ψ

(
τ, x̃(τ), I v(τ)

0+ x̃(τ)
)

= 0

(3.29)
pour τ ∈ Jj ce que signifie que xj est une unique solution de 3.9 avec xj(0) = 0
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et xj(Kj) = x̃j(Kj) = 0 puis

x(τ)



x1(τ), τ ∈ J1

x2(τ) =


0, τ ∈ J1

x̃2(τ), τ ∈ J2

.

.

xj(τ) =


0, τ ∈ [0, Kj−1]

x̃j(τ), τ ∈ Jj

. (3.30)

est une seule solution au problème proposé 3.1 et l’argument et terminé

3.3 Application

Un exemple numérique illustra-tif est donné dans cette section pour appliquer et
valider tous nos résultats théoriques

Exemple 3.3.1. Considérez le problème fractionnaire :
D
v(τ)
0+ x(τ) + τ−1/5

1 + |x(τ)|+ |J v(τ)
0+ x(τ)|

= 0, τ ∈ J := [0, 2]

x(0) = 0, x(2) = 0
(3.31)

on obtient

ψ(τ, s, h) = τ−1/5

1 + |s|+ |h| , (τ, s, h) ∈ [0, 2]× [0,+∞)× [0,+∞) (3.32)

v(τ) =


1.7, τ ∈ J1 := [0.1]

1.8, τ ∈ J2 := (1.2]
(3.33)

On voit que v(τ) satisfait condition (H1) Nous avons

τ 1/5|ψ(τ, s1, h1)− ψ(τ, s2, h2)|

=
∣∣∣∣∣τ 1/5

(
τ−1/5

1 + |s1|+ |h1|
− τ−1/5

1 + |s2|+ |h2|

)∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣ |s2|+ |h2| − |s1| − |h1|
(1 + |s1|+ |h1|)(1 + |s2|+ |h2|)

∣∣∣∣∣
≤ |s2| − |s1|+ |h2| − |h1| ≤ |s2 − s1|+ |h2 − h1|

(3.34)
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Ainsi (H3) tient avec ζ = 1/5 etW = L = 1 ,D’après 1.3 l’équation du problème
3.31 divisée en deux expressions comme suit :

D1.7
0+x(τ) + τ−1/5

1 + |x(τ)|+ |J 1.7
0+ x(τ)| = 0, τ ∈ [0, 1]

D1.8
1+x(τ) + τ−1/5

1 + |x(τ)|+ |J 1.8
0+ x(τ)| = 0, τ ∈ (1.2]

(3.35)

Pour τ ∈ [0, 1] le problème 3.31 correspond au problème suivant
D1.7

0+x(τ) + τ−1/5

1 + |x(τ)|+ |J 1.7
0+ x(τ)| = 0, τ ∈ [0, 1]

x(0) = 0, x(1) = 0
(3.36)

Nous vérifierons que la condition 3.27 est satisfaite comme suit :(
K1−ζ

1 −K1−ζ
0

)
(K1 −K0)v1−1

4v1−1(1− ζ)Γ(v1)

(
W + L (K1 −K0)v1

Γ(v1 + 1)

)

= 5
41.7Γ(1.7)

(
1 + 1

Γ(2.7)

)
' 0.8587 < 1 (3.37)

D’après la théorème 6 ,on trouve une solution x1 ∈ C1 uniquement pour le problème
3.36
D’après τ ∈ [1, 2] le problème 3.31 peut s’écrire comme suit :

D1.8
1+x(τ) + τ−1/5

1 + |x(τ)|+ |J 1.8
0+ x(τ)| = 0, τ ∈ (1.2]

x(1) = 0, x(2) = 0
(3.38)

On voit ça (
K1−ζ

2 −K1−ζ
1

)
(K2 −K1)v2−1

4v2−1(1− ζ)Γ(v2)

(
W + L (K2 −K1)v2

Γ(v2 + 1)

)

= 5(24/5 − 1)
41.8Γ(1.8)

(
1 + 1

Γ(2.8)

)
' 0.5237 < 1 (3.39)
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Ainsi ,la condition 3.27 est satisfaite .Par le théorème 6 ,il est trouvé une solution
uniquement au problème 3.38 il est connu que

x2(τ) =


0, τ ∈ [0, 1]

x̃2(τ), τ ∈ (1.2]
(3.40)

Maintenant ,à partir de la définition (3.2.1), le problème (3.31) admet une solution
unique défini par :

x(τ) =


x1(τ), τ ∈ [0, 1]

x2(τ) =


0, τ ∈ [0, 1]

x̃2(τ), τ ∈ (1.2]

(3.41)
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conclusion

Notre but principal dans ce travail est de présenter plusieurs résultats d’existence et
d’unicité des solutions pour des équations différentielles non linéaires à dérivées frac-
tionnaires d’ordre variable sur des intervalles finis( EqsDFNnL)aux sens de Riemann-
Liouville.
Ce résultat on été obtenus par l’utilisation de la théorie de point fixe,en particulier
on a utilisé le théorème du point fixe de Schauder et le principe de contraction de
Banach (Prpco-Banach ).
Un exemple numérique est donné à la fin pour appliquer et valider la potentialité
de tous nos résultats théoriques.
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