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Résumeé

Ce travail a pour objectif d’analyser la flexion statique des plaques sandwichs en matériaux
fonctionnellement gradués « FGM », simplement appuyées en utilisant une théorie de déformation en
cisaillement d’ordre élevé (2D) qui se base sur un nouveau modéle du champ de déplacement. Dans ce
type de plaque, Les propriétés matérielles de la plagque sandwich FGM varient selon une distribution de
loi de puissance en termes de fraction volumique des différents constituants. La théorie proposee implique
que quatre variables et explique la variation des contraintes de cisaillement transversales a travers
I’épaisseur en satisfaisant les conditions aux limites de la nullité des contraintes aux surfaces supérieures
et inférieures de la plaque sans avoir besoin d’un facteur de correction de cisaillement. Les équations
d’équilibre et les conditions aux limites sont dérivées en employant le principe des travaux virtuels :
ensuite les solutions des plaques sandwichs en FGM simplement appuyées ont été obtenues a I’aide de la
procédure de Navier. Afin de confirmer la précision et I’efficacité de la présente théorie, plusieurs résultats

numériques sont présentés et comparés avec d’autres théories HSDTs existantes dans la littérature.

MOTS CLES : plaques sandwichs FGM , flexion statique , équations d’équilibre , solution de Navier



Abstract

This work aims to analyze the static bending of sandwich plates made of functionally graded
materials "FGM", simply supported using a high order (2D) shear deformation theory which is based on
a new model of the displacement field. In this type of plate, the material properties of the FGM sandwich
plate vary according to a power law distribution in terms of the volume fraction of the different
constituents. The proposed theory involves only four variables and explains the variation of transverse
shear stresses through thickness by satisfying the zero stress boundary conditions at the top and bottom
surfaces of the plate without the need for a correction factor of shear. The balance equations and the
boundary conditions are derived using the principle of virtual work: then the solutions of the simply
supported FGM sandwich plates were obtained using the Navier procedure. In order to confirm the
accuracy and efficiency of this theory, several numerical results are presented and compared with other

existing HSDT theories in the literature.

KEY WORDS: FGM sandwich plates , static bending , balance equations , Navier procedure.
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Introduction générale

Les matériaux ont un réle important de tout temps, parce qu’ils définissent le niveau du
développement et le progres de la civilisation a chaque époque. Au premiéere développement, les humains
utilisaient les matériaux simples, naturellement disponibles sur la surface de terre, grace a leur faciliter
d’utilisation dans différentes applications, comme la pierre, le silex, le bois, les peaux, les coquillages,
diverses fibres, I'argile et la boue. Avec le temps jusqu’a I’arrivée a la technologie moderne, la nécessité
a la découverte des nouveaux matériaux est devenue inévitable, la seule solution était des matériaux
hybride qui combinent non seulement des matériaux simples mais permet aussi d’avoir des propriétés
matérielles plus élevées, allient par exemple la rigidité, la résistance mécanique et la ténacité élevée avec
une grande légereté.

Les matériaux composites (conventionnels) ont atteint cet objectif, mais ils restent encore
incapables de résister a des conditions de travail extrémes correspondant a une différence de température
trés ¢levée qui conduit a une défaillance des composants par le processus de délaminage, a cause d’une
transition brusque des propriétés a la jonction des matériaux.

Alors, pour surmonter ce probleme, la transition nette des propriétés est remplacée par des
propriétés variables lisses et continues du matériau dans une direction spatiale souhaitée telles que la
résistivité a la corrosion, la conductivité thermique, la chaleur spécifique, la dureté et le rapport de rigidité,
dans des nouveaux matériaux composites (avancés), nommés matériaux fonctionnellement gradués
(FGM). En raison des caractéristiques importantes et tous ses avantages, les FGMs devenus bien
meilleures que les matériaux composites conventionnels a utiliser dans de multiples applications. Par la
suite, plusieurs efforts ont été déployés dans les recherches pour améliorer encore plus les propriétés des
FGM, et dans notre travail, une nouvelle solution analytique est développée dont I’objectif est d’analyser
la flexion des plaques sandwich FGM soumissent & une charge sinusoidale, en utilisant une théorie de la
déformation de cisaillement a quatre variables

Le présent mémoire est composé de quatre chapitres :
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Le premier chapitre traite des généralités sur les matériaux a gradient de propriété et les matériaux
sandwichs en FGM tout en définissant leurs concepts, leurs caractéristiques et leurs domaines
d’application.

Le second chapitre est consacré a exposer les différentes théories des plaques a gradient
fonctionnel, leurs hypotheses et leurs cinématiques de déplacement

Le troisiéme chapitre c’est un développement de la formulation mathématique basée sur une
nouvelle théorie de déformation en cisaillement transverse pour 1‘analyse de la flexion des plaque
sandwichs en FGM.

Quant au gquatrieme chapitre une comparaison et validation des résultats numériques, tout en les
comparants avec ceux trouvés dans les études et théories relatives a 1’étude de la flexion des plaques
sandwichs en FGM.

Le présent travail se termine par une conclusion générale ou on souligne I’efficacité de cette
présente théorie dans la résolution du comportement de flexion des plaques sandwichs en FGM ainsi par

des perspectives envisagées pour des travaux futurs.
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Chapitre I. Généralités sur les matériaux FGM et les sandwichs

1.1 Introduction

Les matériaux fonctionnels FGM sont actuellement a l'avant-garde de la recherche sur les
matériaux et bénéficient d'une attention mondiale, Ces nouveaux matériaux composites, connus en tant
que matiere a fonction graduée (FGM), sont largement utilisés dans les applications d'ingénierie en raison
de leur résistance a gradient élevé de température tout en maintenant l'intégrité structurale. Ils sont
généralement fabriqués a partir d'un mélange de céramique et de métaux pour atteindre I'exigence
importante des propriétés du matériau (figure I-1). Les avantages considérables offerts par les FGM par
rapport aux matériaux conventionnels et la nécessité de surmonter les défis techniques liés aux
environnements a haute température ont conduit a une utilisation accrue des structures sandwiches et a
incorporer dans leur construction les FGM comme feuilles de facade. Les matériaux composites
sandwiches sont couramment utilisés dans les avions ainsi que dans de nombreuses sortes d'ouvrages de

génie civil en raison de leurs excellents rapports de haute résistance/poids et rigidité/poids [1].

Figure I- 1. Caractéristiques des matériaux composites FGM
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|.2 Historique et concept des FGM

Dans les structures multicouches classiques, des couches homogénes sont collées les unes aux
autres pour améliorer les performances (mécaniques, thermiques, acoustiques) de la structure (plaques
sandwichs, structures renforcées par matériaux composites...). L’inconvénient, de cette démarche est de
créer des concentrations des contraintes au niveau des interfaces entre les couches qui peuvent conduire a
des délaminages, des fissures, et d’autres mécanismes d’endommagement en raison du changement brutal
des propriétés mécaniques d’une couche a I’autre.

La solution d’une transition continue des propriétés, par un gradient de composition, permet
d’atténuer ces singularités par 1’utilisation des matériaux a gradient de propriétés (Functionally Graded
Material "FGM"). Les matériaux a gradient de propriétés sont des matériaux composites produit en
changeant sans interruption les fractions de volume dans la direction d’épaisseur pour obtenir un profil
bien déterminé. Ces types de matériaux, ont suscité beaucoup d’attention récemment en raison des
avantages de diminuer la disparité dans les propriétés matérielles et de réduire les contraintes thermiques.

La création des FGM est apparue au Japon au début des années 1980, lorsque les chercheurs ont
été confrontés a un probleme nécessitant un type de matériau composite capable de résister a une
différence de température tres élevee [2]. En 1987 le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé
"la recherche sur la technologie de base pour développement de Matériaux a Gradient de Fonction et
I'étude de la relaxation des contraintes thermiques”. L'intérét du projet est de développer des matériaux

présentant des structures utilisées comme barriére thermique dans les programmes aérospatiaux [3].

Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux sont appelés a travailler a des
températures de surface de 1800°C ainsi qu'a un gradient de température de l'ordre de 1300°C. A cette
année-la, aucun matériau industriel n'était connu pour supporter de telles sollicitations thermomécaniques.
Trois caractéristiques sont a considérer pour la conception de tels matériaux :

» Résistance thermique et résistance a I'oxydation a haute température de la couche superficielle du matériau.
» Ténacité du matériau cOté basse température.
> Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau.

Pour répondre a un tel cahier des charges, I'idée originale des FGM a été proposée pour élaborer

un nouveau composite profitant a la fois des propriétés des céramiques (cOté haute températures) et des

métaux (coté basse température).
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A la fin de la premiére étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi a fabriquer des petites
piéces expérimentales (1-10 mm d'épaisseur et 30 mm de diameétre) pouvant résister a des températures
maximales de 2000K (température de surface) et a un gradient de température de1000K.

Dans la seconde étape (1990-1991), le but était de réaliser des piéces de tailles plus grandes et de
forme plus complexes par rapport a celles réalisées dans la premiére étape.

Pendant les années 90, non seulement les champs d'applications des FGM s'est développé pour les
matériaux de structure fonctionnant a haute température, mais s'est aussi elargi a d'autres applications :

biomécaniques, technologie de capteur, optique, etc... [4].

1.3. Comparaison des matériaux types FGM et les matériaux composites
traditionnels

Généralement, les FGM sont des matériaux constitués de plusieurs matériaux contenant des
composants différents tels que les céramiques et les métaux. Ils sont donc des composites présentant des
caractéristiques macroscopiquement non homogenes. Le changement continu dans la composition et donc
dans la microstructure du matériau distingue les FGM des matériaux composites conventionnels comme
illustré sur la figure 1-2. 1l en résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM.

Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de microstructure
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Figure 1-2. Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les matériaux
composites conventionnels [3]

Yoshihisa [5], a établi un modéle simple illustrant les différences entre les matériaux a gradient
évalué (FGM) et les matériaux conventionnels (figure 1-3). Le matériau plan composé a une
caractéristique plane, et le matériau relié a une frontiere sur l'interface de deux matériaux. Les FGM ont
d’excellentes caractéristiques qui different les matériaux plans composés et reliés. Par conséquent, les
FGM attirent I'attention en termes de leur application dans les domaines industriels.

Puisque les FGM ont une double propriété des deux matieres premiéres qui sont mélangées
ensemble, et la distribution composante est graduée sans interruption. Par exemple, I'un des FGM qui est
composé du métal et de la céramique réunie les caractéristiques de la bonne conductivité thermique et

mécanique.
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Figure 1-3. La distribution composante des matériaux

1.4. Propriétés des matériaux FGM

Les matériaux FGM peuvent incorporer des fonctions incompatibles telles que la résistance a la

chaleur, a l'usure et a I'oxydation des céramiques avec la ténacité élevée, la résistance élevée, I'usinabilité

et la capacité de liaison des métaux sans contrainte thermique interne sévere [2], souvent constitués de

deux types de matériaux de base, céramique et métal, choisie en fonction des propriétés physiques de

chaque composant [6].

e Les métaux

Lorsque la majorité des éléments chimiques dans le tableau de Mendeleiev sont les métaux, ils

possedent plusieurs avantages :

> Tres bons conducteurs de chaleur,

Plus souvent durs et rigides,

Déformables plastiquement,

YV V V V

Trés bons conducteurs d’électricité,

Un nombre important possedent une température de fusion tres élevee.

Les métaux les plus souvent utilisés sont le fer, le nickel, le tungsténe, le titane, le magnésium et

I'aluminium [6].
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e Les céramiques

Les céramiques sont en général, des matériaux trés durs, résultent de la combinaison des éléments
métalliques (Al, Ni, Ti, Zr...) et non métalliques dont le plus courant est I’oxygene.

Ils sont largement utilisés comme abrasifs et typiquement dans les régions ou les environnements
est réfractaires schématises par leurs résistances mecaniques et thermiques trés elevées [6]. Alors qu’ils
ont généralement un comportement fragile ce qui réduit leurs emplois pour des applications ou les chocs
mécaniques et thermiques importants. Ce matériau est choisi grace a ses caractéristiques exceptionnelles
qui sont énumerées comme suit [2] :

» Faible réactivité chimique, bonne tenue a la corrosion,
Haute température de fusion ou de décomposition,
Haut module d’¢lasticité et haute dureté,

Charge a la rupture élevée,

YV V V VY

Bas coefficient de frottement, bonne résistance a I’usure.

L.5. Lois régissant la variation des propriétés materielles des plagues FGM

Les matériaux a gradient fonctionnel « FGM » consistent en ’association de deux ou plusieurs
matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition idéalement continue
de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre ces matériaux de maniére a
optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures non-
uniformes avec des macro-propriétés graduées dans 1’espace. Un des paramétres clé a déterminer lors de

la fabrication de ces matériaux est la composition multi phase a travers 1’épaisseur.

La dépendance des propriétés de la position se traduit par la prise en compte de la loi des mélanges

correspondant au modéle de Voigt [7].

P:Z;l:l PiVi (Il)
Avec Pi et Vi sont respectivement la propriété mécanique et la fraction volumique du constituant

i, avec:
nv,=1 (1.2)
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Dans la pratique, la plupart des structures FGM sont a deux constituants ; de la céramique et du

métal inoxydable en général. Dans ce cas, la loi de Voigt se réduit a :

P=P,V,+P,V, (1.3)
Avec :

Un FGM peut étre définie par la variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs
emploient la fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les
fractions de volume. Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a I’intérieur pour résister a
la rupture, et également assez dures a I’extérieur pour empécher I’usure. Comme le montre la figure 1-4

considérant une plaque élastique rectangulaire illustrant sa géométrie.

z
Céramique

Ee Plaque en FGM % v

Figure 1-4. Géométrie d’une plaque FGM

Les coordonnées x et y définissent le plan de la plaque, tandis que I’axe z est perpendiculaire a la
surface moyenne de la plaque et dans la direction de 1’épaisseur. Les propriétés du matériau dont le module
de Young et le coefficient de Poisson sur les faces supérieures et inférieures sont différentes. Elles varient
de fagon continue, suivant 1’épaisseur (I’axe z) soit : E=E(z) etV=V(z).

Jin et al. [8] indiquent que I’effet du coefficient de poisson sur les déformations est négligeable
comparativement a celui du module de Young. Par conséquent, le coefficient de Poisson peut étre supposé
comme constant. Cependant, Le module de Young dans la direction de 1’épaisseur de la plaque FGM varie
en fonction de la loi de puissance (P-FGM), la fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction
sigmoide (S-FGM).
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L.5.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit & une fonction en loi de puissance comme suit :
k
40

Ou k est un paramétre matériels et h est I’épaisseur de la plaque.
Une fois la fraction volumique locale V(z) a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque P-

FGM peuvent étre déterminées par la loi des mélanges [9] :

E(z) = Em + (Ec-Em) V(2) (1.6)

Ou Em et EC sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z=—h/2) et de

la surface supérieure (z = +h/2) de la plaque FGM. La variation du module de Young dans la direction

d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure 1-5.

(z'h)

Fraction volumique V

Figure I-5. La variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM
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1.5.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM

Chi et al. [10] ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux fonctions de loi
de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes les interfaces. Les deux

fonctions de loi de puissance sont définies par :

h
Z+-
2

k
V(z) =%< 7 ) pour—% <z<0 (1.7a)

E_ k
V(z) = 1—%<Zﬁz> pour 0 <z < (1.7b)
2

N | s

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plague S-FGM peut étre calculé par :

E (2) = V; (2) Ey+ [1+V4(2)] E; pour — <z <0 (1.8)

E (2) =V, (2) Ey+ [1-V,(2)] E, pour 0< z < (1.8b)

N | s

La figure 1-6 montre que la variation de la fraction volumique définie par les équations (1.7a) et

(1.7b) représente les distributions sigmoides, et cette plaque FGM est appelée : Plague S-FGM.

11
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Figure 1-6. Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM

1.5.3 Propriétés matérielles de la plaque E-FGM

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs utilisent la

fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme [11].
h
E (z) = E, e2¢*2 (1.9)

Avec
“IinE
B=In(;* (1.10)

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée sur la
figure 1-7.

12
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Figure I-7. Variation de la fraction volumique dans une plaque E-FGM

I.6. Processus et technique de fabrication des FGM

Une variété des méthodes de production des FGM ont été créé, basée souvent sur une variation des

méthodes de traitement des différente processus d’élaboration conventionnelles bien établis, des procédés

qui sont capables de s'adapter a une étape de gradation, ou on peut citer [12] :

>

YV V.V V VYV V

La compaction séche des poudres,

La stratification des feuilles

Les méthodes de dépbt chimique en phase vapeur.
Le coulage centrifuge

Coulage séquentiel en barbotine

Coulage en bande

Projection thermique (plasma)

13
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1.7. Avantages et inconvénients des matériaux FGM

1.7.1. Avantages des matériaux FGM

Outre I'accomplissement de son objectif principal, c'est a dire de fournir les différents requis des
propriétés en divers points et des surfaces du futur produit qui, pourrait étre réalisé par un simple
revétement [13], et beaucoup d'autres soulignent divers avantages supplémentaires de la FGM. lls
énumerent certains avantages qui en résultent principalement de la non-existence d'une interface forte
FGM, tels que :

> Diminuer les contraintes thermiques causees par les différences de coefficients de dilatation thermique des
matériaux utilisés.

Absence d'une interface nette devrait conduire & un contréle d'ensemble mieux des contraintes.

Meilleure cohésion entre différents matériaux, par exemple un métal et une céramique.

Extension de la région fonctionnelle avant d'atteindre la valeur limite de la déformation plastique.
Suppression de délaminage.

Augmentation de la ténacité a la rupture.

V V.V V VYV V

Elimination des singularités des contraintes a divers endroits, tels que les surfaces libres, des coins, des

racines de fissures, etc [13].

1.7.2. Inconvénient des matériaux FGM

Le principal obstacle a une application plus large de la FGM est leur fabrication compliquée en
raison de l'inadéquation des propriétés différentes, par exemple, la température de fusion, des affinités
différentes pour divers autres éléments, la taille des particules, la morphologie, etc ; un exemple type est
un mélange d'un métal avec la température de fusion (T1) et une céramique avec une température de fusion
(T2). Dans la plupart des cas, un tel couple est habituellement (T1 << T2). Puis, si la température de
fabrication est d'environ (T1), la céramique est encore non fondue et la structure finale contient des
particules de céramique non fondue dans une matrice métallique. Dans de nombreux cas, une telle
structure présente une grande porosité et une petite adhérence entre les différents composants et son
application générale est limitée. Cependant, pour des applications spéciales, la présence de particules trés

dures (carbures) dans une matrice solide peut étre souhaitable.

14
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1.8. Domaines d'application des matériaux a gradients FGM

Grace aux récentes recherches, aussi bien publiques que privées, des matériaux a gradient FGM
ont trouvé une application plus large dans les secteurs industriels de I'aéronautique, de I'automobile, du
sport et loisir, du génie civil et de la marine. Ces matériaux présentent des avantages de legéreté, de
résistance mecanique, et de résistance a la corrosion. Ils permettent grace a leur comportement anisotrope
d'adapter les rigidités a I'application. Les principaux domaines d'application des FGM sont [14] :

» Génie civil : ponts a poutre en caisson, les cheminées, les fondations élastiques (ces structures de poutre
peuvent étre trouvées dans différents types d'applications industrielles telles que radiers), réservoirs de
stockage, les piscines.

Aéronautique : composants de moteur-fusée, corps des avions spatiaux.

Chimique : I'échangeur de chaleur, tube de chaleur, récipient de réaction.

Ingénierie : outils de coupe, éléments de moteur.

L'énergie nucléaire : composante des réacteurs nucléaires, pastilles de combustible.

Electronique : semi-conducteur & bande graduée, capteurs.

Optique : fibres optiques, lentilles.

Conversion d'énergie : générateur thermoélectrique, convertisseur thermaionique, pile a combustible.

Matiéres biologiques : implants, peau artificielle,

YV V. V V V V V V V

Produits en générale : matériaux de constructions, corps de voiture, verres de fenétre.

1.9. Les matériaux sandwichs

Une structure sandwich résulte de I'assemblage par collage ou soudure de deux semelles ou peaux Figure
I-8 et d’un matériau d’ame. Les peaux sont de faibles épaisseurs et possedent de trés bonnes
caractéristiques mécaniques (module élevé, grande résistance). Entre les deux peaux est intercalé un
matériau d'ame de forte épaisseur et de faible densité. En gardant une distance constante entre les deux
peaux, l'insertion de cette &me permet d'augmenter le moment d'inertie de la structure, et par consequent
sa rigidité en flexion, tout en minimisant la masse de I'ensemble [15].

Dans un sandwich, il ne faut pas oublier un troisieme composant : I'adhésif. C’est ce Dernier qui
permet un bon assemblage de la structure et aussi une bonne transmission des Contraintes d'un milieu a
l'autre. Sa principale caractéristique doit étre une bonne résistance en cisaillement. Dans le cas de peaux
en matériau composite, I'insertion de cette troisieme phase peut étre évitée par l'utilisation d'une résine

auto-adhésive.

15
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De par la constitution des matériaux sandwichs, on peut adapter leurs propriétés mecaniques en
faisant varier la nature des peaux (identiques ou non) et de I’ame ainsi que L’épaisseur de chacune des
phases. En regle générale, les peaux ont la méme épaisseur Tf. Le rapport Ts/ Tc (T étant 1’épaisseur
de I’ame) est compris entre 0,1 et 0,01. D’apres Allen, on peut classer les sandwichs en trois catégories
selon la valeur du rapport d / T f (d étant la distance séparant I’axe neutre de chacune des peaux). Pour un

sandwich symétrique (peaux de méme épaisseur) d =T¢+ Tr.

d

i
v

Ame (E_G,)

Axe neutre
Axe neutre du de peau
sandwich

Figure 1-8. Schéma d’un sandwich [15]

En fonction des valeurs du rapport d / t 1, on peut classer les sandwichs de la maniere suivante :
» Silerapport d/t s est supérieur a 100, on parle de sandwichs a peaux trés fines ;
» Pour un rapport d /t rcompris entre 100 et 5,77 le sandwich est considéré comme ayant des peaux fines ;

» Danslecasoud/ts estinférieura 5,77 la structure est dite a peaux épaisses [15].

On définira les bornes limites par rapport a la contribution de chaque constituant vis-a-vis de la
rigidité en flexion et en cisaillement du sandwich.

En plus de leur bonne rigidité en flexion, de leur bonne résistance au flambement et de leur
Iégereté, les matériaux sandwichs possedent également de bonnes propriétés d’isolation thermique et
phonique. Ceci explique leur emploi de plus en plus fréquent comme cloison. Ces matériaux sont de plus
en plus utilisés dans 1’aéronautique ou I’industrie du transport en tant que structures primaires ou

secondaires, comme par exemple les coques de bateaux rapides, les planchers d’avions.

16
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1.10. Eléments constituants les matériaux sandwichs

1.10.1. Peaux

Généralement de faibles épaisseurs, les peaux sont constituées de tout matériau pouvant étre
obtenu sous forme de couche. Elles peuvent étre en bois, métal ou matériau composite. Le choix de la
nature et de la séquence des couches dépendra de l'utilisation des matériaux composites. Les peaux ont
pour but de reprendre les efforts de flexion traduit par des contraintes normales (traction ou compression)
[16].

1.10.2. Ame

Légere, 'ame a en général une tres faible résistance a la flexion. La fonction essentielle de I’ame
du sandwich est de transmettre par cisaillement transverse, les actions mécaniques d’une peau a I’autre.
Elle peut étre realisée avec les matériaux suivants :

» Mousses : Ces matériaux légers peu onéreux, facilement usinables et ont cependant de trés faibles
caractéristiques mécanique [17].

» Balsa : Est un bois bien connu pour ces différentes utilisations et de leurs Principales qualités que la
légéreté, le haut pouvoir d'isolation thermique et acoustique et la non déformation aux variations
thermiques [17].

» Nid d’abeille : Cette structure est réalisée généralement a partir de matériau en plaques minces (alliage
d'aluminium, papier polyamide). Des raies de colle Sont disposées en bande réguliéres sur les plaques
qui sont collées entre elles pour former un bloc, ce dernier est coupé en tranches qui seront, transformées
a leur tour en planche de nida ' Nid d'abeille ' par expansion [17].

Il existe deux types d'ames : les &mes pleines et les ames creuses.

a) Ames pleines [16]

Parmi lesquelles on retrouve :

1. Le Balsa ou bois cellulaires (Figure 1-9 a).

2. Diverses mousses cellulaires (Figure 1-9 b).

3.Des résines chargées de microspheres creuses de verres appelés mousses syntactiques.

Cette ame pleine ou alvéolaire est considérée comme isotrope (propriétés matérielles identiques
dans toutes les directions : 2 constantes indépendantes suffisent alors pour définir la loi de comportement

du matériau).
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dme en carrés

Stratit de balsa

smemousse | Sens du ? NN
fil bois strafifié

résing.....) ( a) (b)

Figure 1-9. Matériaux sandwichs & ames pleines

b) Ames creuses [16]

Elles sont essenticllement de type nid d’abeilles Figure 1-10 :
1. Des alliages metalliques légers

2. Des papiers kraft

3. Du papier polyamide, type papier Nomex.

Figure 1-10. Matériaux sandwichs a ames creuses

(@) nid d’abeilles, (b) ame ondulée

1.10.3. Interface

L'assemblage de la structure sandwich peut étre realiseé par collage, soudage ou brasage. Lors des
simulations numériques, on suppose que, quel que soit le mode d’assemblage des différentes couches, le

lien est parfait entre les constituants.
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Les matériaux sandwichs sont caractérises par :

» Une grande légéreté a titre de comparaison la masse surfacique de la coupole de la basilique Saint —
Pierre (45 métres de portée) et de 2 2600kg/m (construction en pierre). La masse surfacique d'une méme
coupole en sandwich acier/ mousse de polyuréthane est de 2 33kg/m

» Une grande rigidité flexionnelle due a I'écartement des peaux.

» Excellentes caractéristiques d'isolation thermiques.

En revanche, les matériaux sandwichs n'amortissent pas et leur tenue au feu n'est pas bonne pour

certaines catégories d'ames et le risque de flambement est plus élevé que pour les structures classiques.

I.11. Conception des structures sandwichs

Bien que généralement congues pour étre soumises a des efforts en flexion, les structures
sandwichs le sont aussi pour répondre a d’autres exigences, comme 1’isolation thermique, acoustique, etc.

Le choix du type de sandwich dépend surtout de son application. Les principaux objectifs du
concepteur d’un « sandwich » sont de choisir les matériaux appropriés constituant la structure ainsi que
de déterminer les épaisseurs respectives des peaux et de I’dme de fagon a résister aux moments
fléchisseurs, au cisaillement et aux contraintes axiales induites par les forces appliquées sur elles.

Généralement, la conception est basée sur la théorie des sandwichs (théoreme des poutres

homogeénes) et la sélection de matériaux ayant les propriétés appropriées.

1.12. Sollicitations et modes de dégradations des sandwichs

Les principales charges supportées par ces structures sont la flexion, la torsion, la compression ou
I’extension Figure 1-11. Un sandwich peut étre donc soumis a un :
> moment de flexion,
» moment de torsion,
» effort normal,
>

effort tranchant.
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Jvf » 1\{, T I‘f 3 1’\7, T

)]

Figure I-11. Différentes sollicitations (M, N, T) appliquées a un sandwich

1.13. Théorie des matériaux sandwichs

Un matériau sandwich est constitué¢ d’un matériau de faible masse volumique (cceur) sur lequel
sont collées des couches (les peaux) a rigidité et résistance élevées [16]. La fonction essentielle de 1’ame
du sandwich est de transmettre par cisaillement transverse, les actions mécaniques d’une peau a 1’autre.
Les peaux peuvent étre constituées par des stratifiés ou par des matériaux métalliques d’épaisseur hl (peau

inférieure) et d’épaisseur h2 (peau supérieure).

L’épaisseur de 1’ame sera notée h ¢ et I’épaisseur totale du sandwich H (H=h1+h¢+h,.). En chaque
point de la structure sandwich, le systéme de coordonnées sera choisi de maniere que le plan (X, y) soit le

plan moyen [18].

1.13.1. Hypotheses de la théorie des matériaux sandwichs

La théorie des matériaux sandwichs est basée sur les hypotheses suivantes :

» L'épaisseur de I'ame est plus élevée que celle des peaux (hc>> hy, hy)

» Les déplacements du cceur Uc et ¢ V. suivant les directions x et y sont des fonctions linéaires de la
coordonnée Z.

» Les déplacements u et v suivant les directions x et y sont uniformes dans I’épaisseur des peaux.

> Le déplacement transverse w est indépendant de la variable Z: la déformation ¢, est négligés.

» L'ame ne transmet que les contraintes de cisaillement transversales ¢ x; ,6 y;, les contraintes oxx et oyy
,Oxy et 622 sont négligées.

> Les contraintes de cisaillement transverse 1y, et ty, sont négligées dans les peaux.

> Enfin la théorie traite les problémes d'élasticité en faibles déformation.
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1.14. Intérét des structures sandwichs

L’intérét principal des structures sandwichs, par opposition aux composites traditionnels dits
monolithique, réside dans leur rigidité spécifique tres élevée. La densité de 1’ame est couramment de
I’ordre de 100 kg.m. En modifiant la nature et I’épaisseur de la peau et/ou de 1’ame, on parvient a donner
a la structure le matériau qui convient le mieux. Ainsi, I’amélioration de la rigidité qui traduit le
comportement en flexion du matériau, s’obtient en augmentant soit 1’épaisseur de I’ame qui conduit a
I’augmentation de son moment d’inertie, soit le module d’¢élasticité des peaux. Puisque I’ame du sandwich
possede une faible densité, la masse du composite n’évolue pas de fagon importante [17].

Les matériaux composites sandwichs disposent d'atouts importants par rapport aux matériaux
traditionnels. lls apportent de nombreux avantages fonctionnels : légéreté, résistance mécanique et
chimique, maintenance réduite, liberté de formes. lls permettent d'augmenter la durée de vie de certains
équipements grace a leurs propriétés mécaniques et chimiques. lls contribuent au renforcement de la
sécurité grace a une meilleure tenue aux chocs et au feu. lls offrent une meilleure isolation thermique ou
phonique et, pour certains d'entre eux, une bonne isolation électrique. 1ls enrichissent aussi les possibilités
de conception en permettant d'alléger des structures et de réaliser des formes complexes, aptes a remplir
plusieurs fonctions.

Dans chacun des marchés d'application (automobile, batiment, électricité, équipements industriels,

...), ces performances remarquables sont a l'origine de solutions technologiques innovantes.

1.15. Structures sandwiches en FGM

La structure sandwiche en FGM est composée de deux revétements, et situé entre elle un noyau
qui sont réalisées directement de maniere continue avec une nature différente des deux composantes entre
les céramiques ou le FGM, un matériau résultant ayant de trés bonnes caractéristiques, permettant de
concilier la légéreté et la rigidité. L'utilisation de telle structure aide a éliminer mécaniquement et
thermiquement les contraintes induites par la distribution non graduelle des propriétés matérielles
(changements brusques de propriétés) et a améliorer 1’adhérence, elles peuvent étre divisées en trois types:

- Type-A, plaques sandwich avec peau en FGM et noyau homogeéne ;

-Type B, plaques sandwich avec des feuilles de face homogénes et un noyau FGM ;

-Type C, plagues sandwich avec une couche Supérieure homogeénes et les couches centrale et
inférieure en FGM [16].
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1.16. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une recherche bibliographique sur les matériaux
fonctionnellement gradués FGM. Au début nous avons donné un petit apercu historique sur 1’apparition
des matériaux a gradient de propriétés FGM, ainsi que les différentes lois qui décrivent la variation des
propriétés matérielles de ce matériaux (module de Young, masse volumique et coefficient de poisson)
suivant I’épaisseur d’une plaque. Ensuite nous avons cité leurs avantages et inconvenients, leurs propriétés
et leurs domaines d’application.

Les matériaux sandwichs traditionnels et en FGM ont aussi été détaillé tout en montrant les

éléments qui les constituent ainsi que leurs concepts et leurs intéréts.
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Chapitre I1. Les differentes Theories des plaques

I1.1. Introduction

Une structure FGM peut étre considérée comme un corps hétérogene. La caractéristique
géométrique d'une plaque est une épaisseur faible par rapport aux autres dimensions. La modélisation
des structures FGM modernes avec une forte anisotropie (par exemple : faible rapport du module de
cisaillement transverse de I'dme par rapport au module d'élasticité longitudinal des peaux dans le cas
des structures sandwiche) exige des théories raffinées qui prennent en compte une bonne description
des cisaillements transverses. On trouve dans les travaux de Noor et al [19], Kapania et al [20], Kant
et al [21], Carrera et al [22], des revues complétes sur les différents modeles existants de type
élasticité tridimensionnelle ou de type plaque. L'intérét d'une approche tridimensionnelle réside dans
I'obtention de résultats exacts tridimensionnels, utiles notamment comme référence. L'adoption d'une
approche tridimensionnelle ne présente toutefois d'utilité que dans la mesure ou les équations
difféerentielles finalement obtenues peuvent étre résolues. L'approche tridimensionnelle (3D) est donc
limitée a certains cas de géométrie, empilement et chargement simple [23], [24], [25], [26]. L encore
une approche 3D peut fournir des informations dans certains cas (bord libre droit, plaque trouée . . .)
mais il est préférable d'envisager des démarches bidimensionnelles (2D) de type plaque plus

opératoires. Dans la suite se sont ces approches 2D qui seront mentionnées.

Durant ces dernieres années, plusieurs modeles bidimensionnels ont été développés pour la
modélisation des structures multicouches tenant compte des cisaillements transverses. lls peuvent étre

regroupes en fonction du type d'approche adopté :

» Approche monocouche équivalente.
» Approche par couche.
» Approche développement asymptotique.
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I11.2. Les Différents Modéles des structures composites dans I’élasticité
bidimensionnelle

11.2.1. Approche monocouche equivalente

Dans I'approche monocouche équivalente, le nombre d'équations ne dépend pas du nombre de
couche, la plaque multicouche est homogénéisée et est donc considérée comme une seule couche

Depuis le premier travail de Sophie Germain en 1815 sur les plaques minces en passant par les
modeles du premier ordre de Love-Kirchhoff et de Reissner-Mindlin, de nombreux auteurs ont
développé des théories de plaques a partir de cinématiques ou champs de contraintes plus raffines.

Nous passons en revue, dans ce qui suit, les principaux modeles.

11.2.1.1. Les modéles classiques Love-Kirchhoff (théorie classique des plaque stratifiées

CLPT)
En commence par le model le plus simple est le plus général appelé model de Love- Kirchhoff.
Ce modeéle est basé sur une distribution linéaire des déplacements suivant I'épaisseur [27]. L'hypothese
adoptée est celle de Love-Kirchhoff [28] des contraintes planes, les déformations dues au cisaillement
transverse sont négligées. La normale a la surface moyenne de la plaque reste perpendiculaire et droite

a celle-ci aprés déformation (Figure 11-1).

Figure 11-1.Cinématique de Love-Kirchhoff.

Le champ de déplacements de Love-Kirchhoff s'écrit alors,
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Ua(Xy X2, X3 =2 )= U(Xy, Xz) — Zwg (X1, Xz),a=12  (I1.1)
U3(X1, X2, X3 = Z) = w(Xy, X3)
Avec :
U? : Le déplacement de membrane dans la direction a

w: La fleche de la plaque,

w,: Larotation due a la flexion (sans cisaillement).

11.2.1.2. Les modeles Reissner-Mindlin (théorie de déformation en cisaillement du
premier ordre FSDT)

Le cisaillement transverse ne peut étre négligé ; sa prise en compte est adoptée par Mindlin
dont I'nypothése cinématique est la suivante :

La normale reste droite mais non perpendiculaire a la surface moyenne (a cause de I'effet du
cisaillement transverse) dans la configuration déformée (Figure.l1.2). Le champ de déplacements de
Reissner-Mindlin s'écrit :

Ua(Xy, X2, X3 =2 ) = US(Xy, X5) — Z0g (X1, X2),a=12  (11.2)
Us(Xy, X0 X3 =Z) = w(Xy, X2)

d., : La rotation de la normale au plan moyen autour des axes X,

vd = (wy) + @, : La déformation de cisaillement transverse mesurée sur le plan moyen

Figure 11-2. Cinématique de Reissner-Mindlin
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Avec ce choix de la forme des champs de déplacements, les déformations transversales
¥d Sont constantes en z. Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes a n‘importe quel
point suivant 1‘épaisseur et ¢a évitent la discontinuité entre les couches dans les composites
conventionnels. Cette mauvaise description d‘uniformité de distribution des contraintes oblige a
introduire des coefficients correcteurs pour mieux prendre en compte,

Dans I'écriture de I'énergie, les effets du cisaillement transversal [29]. Les résultats obtenus
dépendent essentiellement du choix empirique dans des situations complexes des coefficients
correcteurs et I'étude des plaques épaisses reste aléatoire par ce type d'approche cinématique.

La Figure 11-3 montre la variation de la fonction de forme ainsi que sa dérivée par rapport
a l‘épaisseur de la plaque. Cette variation est plus authentique pour le cas des plaques stratifiés ou
au niveau de l‘interface il ya une discontinuité de distribution des propriétés alors que pour les

FGM ce probléme est résolu.

—o—fx)
—D—f(x_:,l

X dmm}

s -

I -Ij I -Il l /D/r r
fx) . f(x) P 1

Figure 11-3. Variation de la fonction de gauchissement

11.2.1.3. Les modeéles d'ordre supérieur

Pour franchir les limites des theories du premier ordre, plusieurs auteurs proposent des
théories a un ordre supérieur. Les modéles sont basés sur une distribution non linéaire des champs
suivant I'épaisseur. Ces modeles permettent de représenter le gauchissement de la section dans la
configuration déformée (Figure. 11.4) [30-29-31]. La plupart des modeéles d'ordre supérieur
utilisent un développement en serie de Taylor des champs de déplacements qui s'écrivent de la

forme ;
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0(1 0(2 0(3
Uy (0,22, %3) U (x1,%) 42870 (o1, 25) #2280 (31, %)+ 2300 (31, %)

+z4ﬂ2(4)(x1,x2)+... (1.3)

Partons de ce principe, nous pouvons utiliser différents ordres, en fonction de la
complexité du probleme et de la précision souhaitée. La plupart des études sont basées sur un

développement en 3éme ordre, assurant ainsi un niveau minimum de complexité. La valeur de

(Z)J(.)(i) détermine la nature de la théorie. Ainsi, la théorie du premier ordre de Reissner-Mindlin est

obtenue en posant : Q)?U):O pour j=2,3,4 et @2“):0.

En principe, ces modéles d'ordre supérieur sont plus précis que les modéles du premier
ordre. La précision augmente avec l'ordre de développement, c'est a dire avec le nombre de
parametres supplémentaires. Cependant, les conditions aux limites sur les bords sont difficiles a
satisfaire et le nombre de variables de déplacement indépendantes dépasse celui des modéles
classiques. Pour réduire le nombre de paramétres de déplacement, plusieurs simplifications sont
proposées. On impose souvent les conditions de nullité des contraintes de cisaillement transverse
aux surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Le développement en série de Taylor est utilisé

avec :
g W=g?® = g?M=0, g°® a={1,2}
Le champ de déplacement devient :

{ua(x1, X2, X3=2)=ug (x4, xz)'ZWa,*'f(Z)Yg(xb x2)} {us(x1,%2,%3=2)=W(x1,x,) }

(11.4)

27



Chapitre 11 Les différentes Théories des plaques

Figure 11-4. Cinématique de la théorie d‘ordre supérieur

Voici quelques contributions importantes de développement de modéles d'ordre supérieur
qui se sont distingués dans la littérature et qui différent par la fonction de cisaillement f(z) :

» L‘approche d°Ambartsumyan [32] avec :

_zch? z2
()= -5] (11.5)
» L‘approche de Reissner [33] avec :

f2)=22[1- 22 (11.6)

3h2

» L‘approche de Reddy [34] avec :

f(z) =z [1- % (11.7)

3h?

Dans le modele de Reddy [34], le champ de déplacement membranaire est cubique et le
déplacement normal w est constant. Ce modeéle donne une bonne approximation pour les
contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution élastique tridimensionnelle. La
distribution des contraintes de cisaillement transversal est parabolique suivant I'épaisseur. Les
conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

» L‘approche de Touratier [31] avec :

f(z) = sin( =) (11.8)

Touratier propose le modéle "sinus"” qui est different des autres modéles d'ordre supeérieur

puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est donc
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introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement suivant I'épaisseur. La

fonction de cisaillement transverse s'écrit comme suit :

w* z* 76 26

()= sin(E) =2 B g s (2= (1L A T2 2 ) (11.9)

2n+1)! 3! h2 5! h* 7! ht

Les différents termes du développement correspondent aux différents modeles cites
précédemment. Suivant la troncature choisie, on obtient la théorie Love-Kirchhoff, la théorie
Reissner-Mindlin ou les modeles d'ordre supérieur (aux coefficients prés). Les contraintes de
cisaillement transversal déterminées par le modéle "sinus" prennent une forme cosinusoidale dans
I'épaisseur de la plaque. La précision de ce modele par rapport a la solution exacte est meilleure
que la théorie de Reddy [35].

Récemment, Afaq et al. [36] propose un modeéle exponentiel avec une cinématique plus

riche.

La fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante :

z

f(z)=z e 2@’ (11.10)

Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et
impair de la variable z alors que la fonction "sinus" [Touratier] ne permet qu'un développement
en puissances impaires.

L‘approche de Aydogdu [37] avec :

-2(3)*

f(z)=za @ a>0 (11.11)

h : étant I'épaisseur de la plaque FGM.

Il faut remarquer que les modeles issus d'une approche monocouche équivalente
pressentent des contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les couches

ont des propriétés différentes, méme si la continuité du champ de déformation est assurée. Ceci
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présente un inconvénient sérieux lors de I'analyse locale a l'interface des structures multicouches
(effets de bord sur les contraintes, delaminage . . .). Mais pour le cas des matériaux FGM cette
approche parait trés appropriée, du fait que la variation des propriétés se fait continuellement selon

1‘épaisseur.

11.2.2. Approche par couche

Ces approches sont destinées justement a mieux décrire les effets d'interface pour les
matériaux composites conventionnels. Ainsi différents modeéles issus de I'approche par couche ont
été proposés par Chabot [38], Carrera [22], Afaq et al [36], Reddy [35], Sciuva [39].Le
multicouche est subdivise en sous structures (correspondant en fait a chaque couche ou chaque
ensemble de couches). On applique a chaque sous structure une théorie du premier ordre ou un
modele d'ordre supérieur, imposant un champ de déplacement vérifiant la continuité aux interfaces
entre les différentes couches. Les modeles de ce type sont relativement coliteux (l‘ordre des
équations de comportement dépend du nombre de couche), mais ils permettent I'obtention de
résultats plus précis, notamment en ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan.

D'une maniére générale, les modeles issus de I'approche par couche peuvent étre classes
en deux groupes :

> Les modeles couches discretes ou chaque couche est considérée comme une plaque
en imposant les conditions de continuité en déplacements ou en contraintes aux
interfaces.

> Les modeles zig-zag ou la cinématique satisfait a priori les conditions de contact est

indépendante du nombre de couches (Figures 11-5 et 11-6).

] L . 2

Pramier ordre Ordre supérieur Premier ordre Ordre supérieur

O Interfaces
¥ T
g - X : s Fonction :
: H Ry IR i e A BN :
e ety | IR G o S R : i
/ ; ; ;
G LT 2 g
............................................ ] .
3 . defecssmcanargesazanden - ny
h - 5
re 1
.

Q Interfaces
= =+ Champ de déplacement sans effel Zig-Zag

Figure 11- 5. Champs de déplacements des modéles  Figure I1- 6. Champs de déplacements des

couches discrétes, approche cinématique [40] modeles zig-zag, approche cinématique [40]
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11.2.2.1. Les modeéles zig-zag

Afin de réduire le nombre de parametres inconnus, DiSciuva est le premier a proposer le
modéle zig-zag du premier ordre [39]. Dans ce modeéle, les déplacements membranaires sont les
résultats de la superposition du champ de déplacement global d'une théorie du premier ordre et
d'une fonction zig-zag (avec I'emploi de la fonction d'Heaviside). La fonction zig-zag donne une
contribution des déplacements membranaires qui est continue en z mais sa derivée premiére est
discontinue a l'interface (Figure 11-7). Les déformations transversales sont donc discontinues et la

continuité des contraintes de cisaillement transverse aux interfaces est assurée.

Linéaire Zig-Zag Linéaire + Zig-Zag
&

/AN

Figure 11-7. Champs de déplacements des modeles zig-zag du premier ordre [40]

L'avantage principal du champ de déplacement des modeéles zig-zag réside dans la bonne
modélisation de la distorsion de la normale de la surface déformée, ainsi que dans la vérification
des conditions de continuité, et ce sans augmenter pour autant le nombre et I'ordre des équations
fondamentales de la théorie du premier ordre. Le recours a des coefficients de correction pour le
cisaillement transverse est évité. En se basant sur le concept de Sciuva [41], plusieurs auteurs ont
réalisé des améliorations significatives pour le modéle zig-zag [40]. L'amélioration principale est
I'introduction d'une distribution non linéaire des déplacements. On superpose le champ zig-zag
(linéaire par morceau) a un champ de déplacement d'ordre supérieur (souvent cubique) (Figure 11-
8). Les conditions de compatibilité sont satisfaites sur les surfaces supérieure et inférieure des

plaques pour réduire le nombre de parameétres.
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Nen Lineaire Zig-Zag Non Linéaire + Zig-Zag

3 / L "-"’
F Qi =0

Figure 11- 8. Champs de déplacements des modéles zig-zag d'ordre supérieur [40]

Dans les travaux de Karama et al. [42], Ossadzow et al [43], la fonction sinus de Touratier
[31] est combinée avec la fonction zig-zag pour raffiner les effets de cisaillement.

Récemment, Afaq et al. [36] combine le modéle exponentiel avec I'effet zig-zag pour une
cinématique plus riche. Les résultats numériques de tous ces travaux montrent que le modele zig-
zag assure un bon compromis entre la précision des solutions et le cout de calcul. Néanmoins, les
modeles zig-zag ont des limites de validation dans I'analyse du délaminage. En effet rien de
physique ne pousse a penser que ces modeles quelque peu artificiels peuvent prévoir les
délaminages, par exemple. Le calcul des contraintes de cisaillement transverse par les équations
constitutives des modeles zig-zag devient moins précis quand le rapport d'élancement diminue
[44]. Un autre inconvénient des modeles zig-zag, tout comme pour les modeéles d'ordre supérieur

est la continuité de type C1demandée qui complique leur implémentation numérique.

11.2.2.2. Les modeéles couches discréetes

Les modeles couches discrétes adoptent une approximation plus fine des champs suivant
I'épaisseur du multicouche que les modeles de plaque d'ordre supérieur ou zig-zag puisqu'ils
proposent une cinématique par couche plutét qu'une cinématique globale (Figure 11-5). En fait,
avec les modéles couches discrétes, le multicouche est représenté par un ensemble de plaques
(objets 2D) couplés par des efforts d'interface. Les conditions de continuité aux interfaces sont
assurées. Le nombre de parametres inconnus dépend du nombre de couche de la plaque composite.
Dans les travaux de Srinivas et al [26] , Reddy [34], Thahani et al [45], on postule une
cinématique du premier ordre ou d'ordre supérieur par couche. Les équations fondamentales par
couche sont obtenues en utilisant le principe des travaux virtuels. Les conditions aux limites sont
également données couche par couche. D'une maniére alternative, les travaux de Ren [46],

Kassapoglou et al [47], yen [48] utilisent une approximation des champs de contraintes par
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couche ou une mixte contrainte cinématique. Ainsi Ren [46] utilise un champ de contrainte dont
la composante de cisaillement transversal est quadratique par couche et les déplacements sont
consideres cubiques par couche et continus aux interfaces. Dans [47], le champ de contrainte est
construit sous la forme d'un produit de fonctions a variables séparées, par couche, a partir de
I'équilibre des forces et moments. Les contraintes planes sont supposées constantes suivant
I'épaisseur. Dans [48], les fonctions de contraintes sont utilisées par couche pour déterminer les
contraintes inter laminaires. Elles sont approximées de farcons polynomiale dans I'épaisseur.
Nous passons a présent a une famille de modeles couches discrétes particulieres, les
modeles multi particulaires. Le premier travail semble étre celui de Pagano qui propose le modéle
local dans [49]. Le modele local a été construit a partir de la formulation variationnelle d'Hellinger-
Reissner et d'une approximation polynomiale des champs de contraintes par couche. Les
polyndmes sont du premier degré pour les contraintes membranaires, quadratique pour les
contraintes de cisaillement et donc cubique pour les contraintes normales. La formulation
variationelle d'Hellinger-Reissner restreinte aux approximations de ces champs de contraintes
conduit a une cinématique du multicouches a 7n champs en (x; y), n’étant le nombre de couches
de la plaque. Ces champs cinématiques contiennent des composantes correspondantes a des
moments du second ordre qui n'ont pas un sens physique trés clair. La formulation mixte
d'Hellinger-Reissner permet de déduire le comportement élastique linéaire généralisé du modele.
Ce modele pose quelques difficultés au niveau des conditions aux limites et reste assez lourd
compte tenu du nombre élevé de champs cinématiques intervenants. Ce modele a été le point de

départ pour un ensemble de travaux menés a I'ENPC dont I'objectif est de proposer une série de

simplifications permettant d’alléger tout en conservant un bon niveau de prédictibilité [40].

11.3. Conclusion

Dans ce chapitre on a décrit les différentes théories des plaques a savoir 1’approche

monocouche équivalente, I’approche par couche et I’approche développement asymptotique. Nous
concluons aussi que I’approche monocouche équivalente est la mieux adaptée pour les matériaux

FGM car il n’y a pas de changement brusque dans les caractéristiques mécaniques contrairement

aux composites conventionnels ou le délaminage est un probléme a ne pas écarter. Donc en a eu

recoure au modéle monocouche équivalent pour les plaques épaisses et les poutres courtes pour

différentes théories d’ordre élevé ou la prise en compte du cisaillement transversal est nécessaire

pour une étude plus exacte.

33



Chapitre 111
Analyse de la flexion des plagues

sandwichs en FGM



Chapitre 111 Analyse de la flexion des plaques sandwichs en FGM

Chapitre 111. Analyse de la flexion des plaques sandwichs en FGM

I11.1. Introduction

Les matériaux sandwich fonctionnellement gradués présentent de nombreux avantages pour
une utilisation dans des composants structuraux d'ingénierie contrairement aux composites stratifiés a
matrice fibrées, les sandwichs FGM n'ont pas de problémes de décollage et de délaminage qui résultent
de fortes concentrations des contraintes inter-laminaires. La composition du matériau change
progressivement suivant la direction de I'épaisseur. En conséquence, les propriétés mécaniques sont
supposeées variables de maniere continue a partir de la surface supérieure a la partie inférieure. En
raison des bonnes caractéristiques de la céramique a la température et la bonne résistance a la corrosion
ainsi que la ténacité du métal, la combinaison de la céramique et du métal peut aboutir a d’excellents
matériaux. Les matériaux en FGM sont largement utilisés en génie mécanique, aéronautique, nucléaire
et geénie civil. Par conséquent, beaucoup d’études consacrées a comprendre les comportements
statiques et dynamiques des poutres et les plaques FGM ont été trop lancé ses dernieres annees

L’objectif de ce chapitre est de développer une approche analytique pour analyser la flexion
des plaques sandwichs en FGM simplement appuyées sous un chargement sinusoidale en se basant sur
un champ de déplacement qui contient que quatre variables tout en assurant la distribution

hyperbolique des contraintes.

I11.2. Description du probleme et equation de base
111.2.1. Configuration géométrique

La geométrie et les dimensions de la plaque rectangulaire en FGM considérée sont représentées
sur la figure 111-1. Les coordonnées cartésiennes rectangulaires (X, y, z) sont utilisées pour décrire les

déformations infinitésimales d'une plaque élastique sandwich a trois couches occupant la région
[O,a]*[O,b]*[-h/z,h/z]dans la configuration de référence non contrainte, et les axes sont paralléles aux

bords de la plaque. La plagque a une longueur a, une largeur b et une épaisseur uniforme h.
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z
b
P — h3
" T ~ h2
h ayer 2 hl

liiilesl |

Figure I111- 1. Géométrie de la plaque sandwich en matériau a gradient fonctionnel (FGM)

- le plan médian du composite plague sandwich est définie par z = 0 et ses plans de

délimitation extérieurs étant définie par

h . . s fr- .
z =+ - Les positions verticales de la surface inférieure, des deux interfaces entre les

couches d'@me et de faces, et de la surface supérieure sont notées , respectivement hoz-g
chy, hpethy=+2.

Les couches de face de la plaque sandwich sont constituées d'un matériau isotrope dont
les propriétés matérielles varient de facon réguliere dans la direction z (épaisseur) uniquement.

- La couche centrale est constituée d'un matériau homogene isotrope, comme le
montre la figure 1. Pour des raisons de concision, le rapport de I'épaisseur de chaque couche de
bas en haut est désigné par la combinaison de trois nombres, c'est-a-dire "1-0-1", "2-1-2" et ainsi
de suite.

La fraction volumique des FGM est supposée obéir a une fonction de loide puissance

dans le sens de I'épaisseur

Z—ho \P
y = (ﬁ) , 7 € [y, hy] (111.1.a)
V@) =1 | ze€[hyhy] (111.1.b)
Z—h3\P
V@3 = (hz_h33) , 7 € [hy, hs] (111.1.c)
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Ou V"(n=1,2,3) désigne la fonction de la fraction volumique de la couche n ;
P est Iindice de fraction volumique (0 < p <+o0), qui indique la variation du matériau a travers
I'épaisseur.

Les propriétés eff ectives du matériau, tel que le module de Young E, le coefficient de
Poisson v et le coeffi cient de dilatation thermique a peuvent alors étre exprimées par la loi du

mélange suivante :

p" (z2) =p; + (p1 — p2) ym (11.2)

Ou p™ est la propriété matérielle effective du FGM de la couche n.
Notez que P1 et P> sont les propriétés des faces supérieure et inférieure de la couche 1,
respectivement, et vice versa pour la couche 3 dépendant de la fraction volumiqueV®™, (n = 1,2,3).
On note que P1et P> sont les propriétés correspondantes de la céramique et du métal de la plaques
sandwich FGM.

111.2.2. Cinématique et equations constitutive
111.2.2.1. Champs de déplacement

Sur la base des hypothéses formulées dans la section précédente, le nouveau champ de
déplacement proposé pour I’étude de la flexion des plaques sandwich FGM en utilisant la présente

théorie de déformation en cisaillement peut s‘exprimer sous la forme suivante :

s =) =2 2w | + A9 (3-8

0 d
v(x, y,z) =v0(x,y) —z ( a wl(x, y)J + k2 B2f(z2) (G_y G(x,y)J (11.3)

wx,3,2) =wllx, )

Uo(X,Y), Vo(X,y), Wo(x,y), 8(x,y) sont les déplacements inconnus du plan médian de la plaque

ki, k, ; sont des parameétres qui dépendent de la géométrie
k1=a2 ;kzzﬁz (|||4)

37



Chapitre 111

Analyse de la flexion des plaques sandwichs en FGM

Les coefficients A' et B'sont exprimés selon la solution de type Navier et ils sont donnés par :

1 1
A=  B=r
Avec:
mrT nrtT
o= — =
a B b

La fonction de forme f(z) est donnée comme suit :

2
f(z) = §7zh tanh(ij —§7zzsec h(lj
2 h) 2 2

111.2.2.2. Champs de déformation

(I1L.5.a)

(111.5.b)

(111.6)

Les équations de déformation-déplacement en tout point du systeme de la plaque sont définit comme

suite :

e |&] |k k,
_J 0 b 5
&, =16, (t1 K+ F(2) k]
0 h S
;/XV gxy kXy kxy
au,
6‘3 OX kf
0 ay kb
Pl oy V| B
oy OX
e 2 3
a2l
K ox
ke L= kZB'Zy—f
Ky P
(k,A'+k,B")
OXOY |

S
)
Va 752 (H1.7)
0w,
OX?
0w,
8y2
_282W0
oXxoy
(111.7.a)
. 820
>’{7zz} - ay
Y xz kZAI%
OX
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af(z)
dz

g(z) = (111.7.b)

111.2.2.3. Relations constitutives

Les composantes des contraintes sont déterminées en utilisant les relation d’élasticité

contraintes-déformation « loi de comportement élastique linéaire » {o'l-j} =[Q;1] {gl-j }.
i &
( Gx] 0l1(z) Q12z) 0 0 0 I X
oy &y
_ QI12(z) 022(z) 0 0 0 y
{ lyz } - 0 0 O44(z) O 0 vz ¢ (I11.8)
erz 0 0 0 055z O Ik 7 XZJ
Txy |0 0 0 0 066(2) | 7 xy

OU (Ox, Oy, Tyz, Tz Txy ) €t (&x, &) Yoz Yz Vay ) sont les composantes de contrainte et de
deformations, respectivement, Q;; sont des Constans de rigidité définis comme suit :

E(z)

Qu=Qz2=—"73, (111.8.a)
Q12=vQu1, (111.8.b)
Qu4=Qs5=Qee= Zfl(?v) . (111.8.0)

111.2.2.4. Equations de mouvement

Les équation gouvernantes d’équilibre sont trouvées en utilisant le principe des travaux virtuels

sous la forme analytique suivante :

oU+dVv=0
AVecC :

dU : : La variation de l‘énergie de déformation de la plaque

dV : la variation de ’energie potenciel du au chargement exterieur
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Chapitre 111
La variation de 1’énergie de déformation de la plaque est définie par la relation suivante

SU:fv Ojj 5811' dv = J. Ojj 5811' dz.dA

oU= j (OxxO&xx ¥Oyy O EyyF Ty, 0 84y + 7y, O €y + 74y, O £y ) dZ.AA - (111.9)
A

N‘:_t_.m\j

En remplacant | équations (111.6) et (111.7) dans I'équation (I11.9) et en intégrant par parties

suivant I'épaisseur de la plaque, I'équation (111.9) peut étre réécrite sous la forme suivante

NxaéU Mba&/v kAMsa(se OV,
X X 2 x® ) oy
2 2 2
= e Ty omms D0y (9, OV | oyp CMalgn().10)
" Y oy’® oy OX OX 0y
2
+(k1A'+kZB')M;y@+k1A's; 999 ¢ B'SS 006
OX 0y oy
Les contraintes résultantes N, M et S sont définies par
N,, Ny, ny 5 oo 1
b b b | _
My, My, My —ZJ(%%% z Uz (111.11.a)
s s s n=l
ME, ME M f(2)
hn+1
(83,55 )=Y [(rer, Jo(2)e
Xz g (111.11.b)
n=1 hn

En substituant I’équation (111.7) dans 1’équation (111.10) et en intégrant suivant 1’épaisseur

de la plaque, les forces et moments résultants sont donnés comme

N A B B°|(e
D® |1k® S =A%y (111.12)

E3 S [:) S }_{ S L( S
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N =N NN L M= (MM ME T M= (MMM | (n13.0)

s={e88, 70 1 K = (kKK T ke = ke ke ksl sy

All A12 O Bll BlZ Dll DlZ 0
A=A, A, 0|B=/B, B, 0|[D=[D, D, 0 (111.14.3)

0 0 A, 0 0 B, 0 0 D,

B, B, 0] [Dy Dy 0] [H Hy 0
B*=|B, B}, 0 |D°=/D, D, 0 |[H'=|H, H, 0 (111.14.b)

0 0 B 0 0 D 0 0 H

A, 0
s S 44
S={85.8 L7 ={r 75} A= : (111.14.c)
0 A

Ou:

Aj;, Bj;, Djj...... etc., sont les constantes de la rigidité de la plaque, définie par :
All Bll Dll Blsl Dlsl Hlsl 3 hy 1
A, By DypBy D Hy =Y [QPMz,2%F (2)af 2)f *@))) vV (dz (111.15.2)
Aw Bg DgBg Di Hi| "™ 1-y" T

2
o E (22) (111.15.b)
1-v
S NS S s

(A.B,.D,,B;,, D3, Hs, ) =(Ay, By, Dy, B Dy HY (111.15.)
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h

s s v E@) 2
Ay =As; =zn:h£ 2(1+V)[9(Z)] dz (111.15.d)

La variation de I'énergie potentiel est exprimé par :

av:—q.faN(x,y,z)dA
A

(111.16)
ov :—qja/vodA
A

Les équations d’équilibres peuvent étre déduites de 1’équation (111.10) en intégrant par
parties les gradients de déplacement et en mettant les coefficient 38U, , 8V, , dw, et 30 égale a
zéro séparément, Ainsi, on peut obtenir les équation d’équilibre associés avec la présente théorie

de déformation de cisaillement .

oN
éUO:a'\IX +—2 =0
OX oy
oN,, oN
N, axy +Wyzo
aZM b aZM b aZM b (I I I.l?)
a\NO: 2X +2 Xy+ 2)’ —|—q :0
X oxoy oy
2 > 62|\/|S 62MS 2¢s 6285
o0 :_klAl%_(klAl“'sz ) % —k,B" zy "'klA'a S +k,B'—*=0
ox ox oy oy oX oy

En substituant I'équation (111.12) a I'équation (111.17), les équations du mouvement peuventétre

exprimées en termes de déplacements duo, 6o, dWo, 60 comme suit :
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SU o=—{a—22uo(x,y)JAn+[a—33w o(x,y)JBn—K lA{a—sga (x,y)JBsn
OX OX

OX
(aZv ) A (J—aw (x y)}Bu K .B [ay36 (x, Y)JBSH (11182
{ U y)}sz(ay"’—iaxwo(x,y)JBes—KlAl[ay"’—iaxe(x,y)]Bsee
[W (x, y)jA% K .B {ajiax eo(x,y)JBsefo
woz—{ayaéx uo(Xxy)JAeeﬂ[ﬁwO(X,y)}Bee—KlA{aya .0 (x Y)JBS%
i aaTZZV°(X’y)]A% [aya ”JBS“ {ayazaxu"(x'y)JA” (111.18.b)

+

PE 52
Wo( ’y)]BIZ KlAl[ayang( 'y)}BSu [WV()( 'y)JAzz

o° pE
+ 3 O(X’y) Bzz_Ksz —0 (X,y) B 22=0
oy ] Lay J °

oW o__{a_g)su o(X'y)JB 11+[a_44W o(X'y)JDu_K lAl[a_A“H (X’y)JDlls
OX OX

OX
[Wo(x y)1Blz+2(W ( y) D.-K.B {aya:axze(x'y)}Dlzs
ZLayaia UU(X’y)JB 66+4{%W o(x'y) Deeizk 1Al{ﬁg(x'y)]Dees (III18C)
X X X
(aya ~ ~ 2V ( y)} 66 2K 2Bz ai—48y20 (X’y) DGSS_[aya—szaUO(X’y)JBu
X X

o* o'
K]_A [ay ( y)JDlzs {8y3Vo( ’y)}Bzz {F\No( ’y)JDzz

64
-K ,B ., —=—=8(x.¥) |D ,s—a(x.y)=0
{ay J
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00= LS ol - G ol™ 11s i ' }
K]Ai[[ax U ol y)]lel [W (x y)]D +k1A1[6X49(X Y) HS 4

DutK 2B 2[8;‘9(X’V)JH 125}

& o
J{W olX:Y)|B <o W olX.Y)

OX ay ox 2
i ot ot
+K:A+K B, Tuo(x,y) BSe—2 ———WwW 0(X,y) D665+k]A1{229(X'y)}H366 (I 1| 18d)
( ){ ay oX J ayZaX ay ox

53 54 83 54 54
! o DT 2 ! s D2 S 2 ' i 2 ' s12 1?‘9 ' 12
+W0(X Y)BSs+K B 6x2§y A (%Y)H & |*K :B [[(3)/ ~ Ul y)}BSz 248)(W0(X y)D +k1A{ay > (x y)}H 3

+

& ) &
WV O(X’y)JBszz_[%W o(x’y)JDzzﬁK B {@/49 (X'y)]HSn

X fAf[a"f(zﬂ(x,y)]Am—K 583[6%9(X1V)JA555=0

111.2.3. Solutions analytiques des plaques sandwichs FGM

Considérons une plague rectangulaire simplement appuyée avec une longueur a et une largeur
b sous une charge sinusoidale. Pour résoudre ce probleme, nous utilisons la solution de Navier,
Sur la base de I’approche Navier, la solution des variables de déplacement satisfaisant les

conditions aux limites d’une plaque simplement appuyée sont comme suit :

(U, ) (u_e' cosax sin gy |

Ve >:ii<vmn6i-d sinax cos By |

W, maes|w_e'“sinaxsin By (111.19)
\ 0,.6' sinax sin By

ou:i=v—-1, a :% et B= ann , est la fréquence propre . U, VW, €t 6 sont des

parametres arbitraires a déterminer.
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La charge transversal q est également développes en série sinusoidale double-fourrier comme

suit :

[ o o]

a(x,y)=>.20 _sin(ax )sin(By ) (111.20)

m=1n=1
Pour le cas d'une charge distribuée de maniere sinusoidale, nous avons :
m:n:]. et qll = qO (I I |.21)

ou q, représente l'intensité de la charge au centre de la plaque.

Pour analyse de la flexion :

[KI{A}={q} (111.22)
fu . 3 0
V., 0
9 >
ou: {A)= (W et {q=|dm (111.23)
L Hmn 0

En substituant les équations (111.19) et (111.20) a I'équation (111.18), on obtient une matrice

symétrique donné par :

Ky Ky Kig o Ky
K Ky Ky Ky
[K]= Kis Ky Kgy Ky (111.24)
_k14 Koy Ky k44_

45



Chapitre 111 Analyse de la flexion des plaques sandwichs en FGM

Dans la quelle :

Ku=a'Aut fAx

K =B+ aBA (111.25.a)
Ks=20fBu0fBoaBu

K=K AaBBs.+K B .0 Bs,+K Aa'Bs.+K B .af Bs.

K = aBA ,+aBA o

Ko=a'Axt Az

K 2=-208B w— B B 2-ct'PB

K =K B .aPBS e+ K A fBS K A.aPBs.+K .B.5Bs..

(111.25.b)

Ku=-20Bw-aBBo-aBu (111.25.¢)
K2=208BwBB.abB.
Kao=a'Du+4a?B Dut2a'BDut D
w=K .B.a?B D K.AaDuK.B 2B D u
2K A D s 2K B .’ BD wes K A’ SD e

K .=K.Aa'Bs.+K B 2B Bs.+(KA+K.B.)eSBs,
K ..=K AaBs.+K B .28 Bs.+(K.A+K B.)Aa B
K 8- K 1A1(‘0(2ﬂ2D 123‘054D 115)_2(K ].A1+K 2B z)azﬂzD 665 (I I |25d)

K B.\-BDuw-a'BDul
Ka=KA[KAaH K B.a'BHu)tKB(KAaBH LK B.2BH .
KB #bA+KA+KBIKB . BHs o+ KAa BHS) KA A
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111.3. Les différents types de plaques sandwiches pour cette étude

Plusieurs types de plaques sandwich sont présentés en fonction de I'épaisseur de la couche
centrale, qui est entierement en céramique, tandis que les surfaces inférieure et supérieure de la
plaque sont riches en métal.

Plusieurs types de plaques sandwich sont considérées dans cette étude :

La plaque sandwich FGM (1-0-1)

La plaque est symétrique et constituée de seulement deux couches de FGM d'épaisseur
égale, c'est-a-dire qu'il n’y a pas de couche centrale. Ainsi :
h,=h, =0

La plague sandwich FGM (1-1-1)

Ici, la plaque est symétrique et constituée de trois couches d'épaisseur égale. Dans ce cas,
nous avons,

—h h
hi=—, h;=
1 6 ' 2 6

La plaque sandwich FGM (2-1-2)

La plague est symétrique et nous avons :
—h h

h{=—— ho,=——
™0’ T

La plaque sandwich FGM (2-2-1)

La plague est non symétrique I’épaisseur du ceeur égale 1’épaisseur de la couche inférieure
et le double du celle de la couche supérieure et nous avons :
~h _3h

hi=—, h
™0 10

La plaque sandwich FGM (1-2-1)

La plaque est symeétrique et L’épaisseur du coeur est égale a la somme des épaisseurs des
couches des faces. Donc, on obtient :
—-h

h
hl—T; hz—z
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111.4. Conclusion

Dans ce chapitre une approche analytique pour analyser la flexion des plaques sandwichs
constituées par des matériaux composites avancés est représentée, tout en proposant une simple théorie
de deformation en cisaillement qui se base sur un nouveau champ de déplacement avec seulement
quatre variables, en introduisant une composante intégrale indéterminée, ce qui assure la distribution
hyperbolique des contraintes de cisaillement a travers 1’épaisseur de la plaque sans avoir besoin d’un
éventuel facteur de correction de cisaillement. Les équations de mouvement régissant proviennent du
principe des travaux virtuels. La solution de Navier est utilisée pour obtenir les solutions des plaques
FGM simplement appuyees. Une validation des résultats de cette théorie des plaques ainsi qu’une

étude paramétrique serons faites dans le chapitre suivant.
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Chapitre IV. Résultats et Discussions

1VV.1. Introduction

Dans cette étude, nous avons analysé différents types de plaques en fonction du nombre de
couches symeétrique et non symétrique). Afin de valider la présente théorie de cisaillement a quatre
variables et nous avons présenté les resultats numériques adimensionnelle de la fleche centrale (w :
déplacement transversal), contraintes normales axiale o x et les contraintes tangentielles transversales

T xz de I'analyse de flexion des plaques FGM sandwiches simplement appuyées.

Les résultats obtenus par la présente approche sont comparés aux résultats des autres modéles
d’ordre élevé a cinq variables proposés dans la littérature tels que les travaux de Zenkour [50] sur
la base de la théorie de cisaillement sinusoidale (SSDT), la théorie de cisaillement
trigonométrique (TSDT), la théorie de cisaillement conventionnelle du premier d'ordre (FSDT) et
de la nouvelle théorie de cisaillement premier d'ordre développée par Huu-Tai Thai et al. [51].

Cette théorie est variationnelle, elle néglige le coefficient de correction de cisaillement, et
assure une distribution parabolique des contraintes de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en
remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les bords libres des plaques étudiées.

Les plaques sandwichs FGM prisent dans cette étude sont simplement appuyées, soumise
a une charge sinusoidale, composées de peau de face en aluminium, le noyau choisi est en

céramique (Zirconia, ZrOy).

Les propriétés des matériaux utilisées sont les suivantes :
Al/AlO23: Em =70 GPa , v=1/3

Ceramique (Zirconia, ZrO2) : Ec =151 GPa,v=1/3

Les résultats numériques sont présentés sous la forme non dimensionnelle suivante :

] N — 10E0 h
Déplacement transversal (W) a x =a/2,y=b/2 etz=0: W = e
0
. . . — 10 A?
Contrainte axiale (c,)a x=a/2,y=b/2 etz=-h/2:G, = oz Ox
0
Contrainte de cisaillement transversale (t,,) a x=0, y=b/2etz=0:06, = T’:Z Gy
0
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IV.2. Analyse de la flexion des plaques sandwiches

Les tableaux 1V.1, 1V.2, 1V.3 montrent respectivement les résultats numériques
adimensionnels de la fleche, la contrainte normale et la contrainte de cisaillement transversale pour
les plaques FGM sandwichs soumises a un chargement sinusoidal pour différentes valeurs d'indice de
puissance P avec un rapport a/ h=10. Les résultats obtenus utilisant la nouvelle théorie a quatre

variables montrent un bon accord avec les résultats des théories précités a cing variables.

On remarque gue l'augmentation de l'indice de loi de puissance P conduit & une augmentation
de la fleche w, de la contrainte axiale ox et contraintes de cisaillement t,, pour tous les types de

plaques.

On peut voir aussi que les valeurs de la fleche w, de la contrainte axiale ox et contraintes de
cisaillement t,, pour la plague (1-0-1) dont le coeur n’existe pas sont supérieurs aux autres valeurs
des plaques qui contiennent un ceeur rigide que ce soit symétrique tels que (2-1-2, 1-1-1, 1-2-1) ou

non symétrique (2-2-1).
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Tableau IV-1. Fleche adimensionnelle w des plagques carrées (a/h =10)

Types de plagues FGM sandwichs

P Théories 1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 1-2-1
SSDT [50] 0.1961 01961 01961 01961  0.1961
TSDT [50] 0.1961 01961 01961 01961  0.1961

0 | FSDT [50] 0.1961 01961 01961 01961  0.1961
Huu-Tai Thai etal.[51]  0.1961 01961 01961 01961  0.1961
Présente 0.1960 0.1960  0.1960  0.1960  0.1960
SSDT [50] 0.3235 03062 02919  0.2808 02709
TSDT [50] 0.3236 03063 02920  0.2809 02709

1 | FSDT [50] 0.3248 03075 02930 02817 02717
Huu-Tai Thaietal.[51]  0.3237 03064 02920  0.2809 02710
Présente 0.3235 0.3062  0.2919  0.2802  0.2709
SSDT [50] 0.3732 03522 03328 03161 03026
TSDT [50] 0.3734 03523 03329 03162 03026

, | FSDT [50] 0.3751 03541 03344 03174 03037
Huu-Tai Thaietal.[51]  0.3737 03526  0.3330  0.3163 03027
Présente 0.3732 03522 03328 03149  0.3026
SSDT [50] 0.4091 03916 03713  0.3495  0.3347
TSDT [50] 0.4093 03918 03715  0.3496  0.3348

¢ | FSDT [50] 0.4112 03942 03736 03512 03363
Huu-Tai Thaietal.[51]  0.4101 03927 03720 03501  0.3350
Présente 0.4091 03916  0.3713 03475  0.3347
SSDT [50] 0.4175 04037 03849 03492 03412
TSDT [50] 0.4177 04041 03855 03622 03482

10 | FSDT [50] 0.4192 04066 03879  0.3640  0.3500
Huu-Tai Thaietal.[51]  0.3988 03894 03724 03492 03361
Présente 0.4175 04038 03853  0.3598  0.3481
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Tableau 1V-2. Contrainte normale adimensionnelle ox(h/2) des plaques carrées (a/h =10)

Types de plagues FGM sandwichs
P Théories 1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 1-2-1
SSDT [50] 2.0545 2.0545 2.0545 2.0545 2.0545
TSDT [50] 2.0499 2.0499 2.0499 2.0499 2.0499
o | FSDT [50] 1.9758 1.9758 1.9758 1.9758 1.9758
Huu-Tai Thai et al.[51] 1.9758 1.9758 1.9758 1.9758 1.9758
Présente 1.9951 1.9951 1.9951 1.9951 1.9951
SSDT [50] 1.5820 1.4986 1.4289 1.3234 1.3259
TSDT [50] 1.5792 1.4959 1.4262 1.3206 1.3231
1 | FSDT [50] 1.5325 1.4517 1.3830 1.2775 1.2810
Huu-Tai Thai et al.[51] 1.5324 1.4517 1.3830 1.2775 1.2810
Présente 1.5446 1.4632 1.3943 1.2744 1.2920
SSDT [50] 1.8245 1.7241 1.6303 1.4739 1.4828
TSDT [50] 1.8217 1.7214 1.6275 1.4710 1.4799
2 FSDT [50] 1.7709 1.6750 1.5824 1.4253 1.4358
Huu-Tai Thai et al.[51] 1.7709 1.6750 1.5824 1.4253 1.4358
Présente 1.7840 1.6870 1.5941 1.4145 1.4473
SSDT [50] 1.9957 19155 1.8184 16148 16411
TSDT [50] 1.9927 1.9130 1.8158 1.6118 1.6381
5 | FSDT [50] 1.9358 1.8648 1.7699 1.5640 1.5931
Huu-Tai Thai et al. [51] 1.9358 1.8648 1.7699 1.5640 1.5931
Présente 1.9505 1.8772 1.7818 1.5452 1.6048
SSDT [50] 2.0336 1.9731 1.8815 1.6198 1.6485
TSDT [50] 2.0304 1.9713 1.8838 1.6666 1.7042
10 FSDT [50] 1.9678 1.9217 1.8375 1.6165 1.6584
Huu-Tai Thai et al. [51] 1.9678 1.9217 1.8375 1.6165 1.6584
Présente 1.9840 1.9344 1.8495 1.5944 1.6704
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Tableau I'V-3. Contrainte de cisaillement transversale adimensionnelle z_ (o) des plaques carrées (a/h

=10)
Types de plagues FGM sandwichs

P Théories 1-0-1 2-1-2 1-1-1 2-2-1 1-2-1
SSDT [50] 0.2462 0.2462 0.2462 0.2462 0.2462
TSDT [50] 0.2386 0.2386 0.2386 0.2386 0.2386

0 FSDT [50] 0.1910 0.1910 0.1910 0.1910 0.1910
Huu-Tai Thai et al.[51] 0.2387 0.2387 0.2387 0.2387 0.2387
Présente 0.2440 0.2440 0.2440 0.2440 0.2440
SSDT [50] 0.2991 0.2777 0.2681 0.2668 0.2600
TSDT [50] 0.2920 0.2710 0.2612 0.2595 0.2526

1 FSDT [50] 0.2610 0.2432 0.2326 0.2276 0.2206
Huu-Tai Thai et al.[51] 0.2566 0.2593 0.2602 0.2582 0.2593
Présente 0.2971 0.2758 0.2661 0.2648 0.2579
SSDT [50] 0.3329 0.2942 0.2781 0.2763 0.2654
TSDT [50] 0.3262 0.2884 0.2719 0.2694 0.2583

2 FSDT [50] 0.2973 0.2675 0.2508 0.2432 0.2326
Huu-Tai Thai et al. [51] 0.2552 0.2617 0.2650 0.2624 0.2655
Présente 0.3310 0.2926 0.2763 0.2744 0.2634
SSDT [50] 0.3937 0.3193 0.2915 0.2890 0.2715
TSDT [50] 0.3863 0.3145 0.2864 0.2827 0.2651

5 FSDT [50] 0.3454 0.2973 0.2721 0.2610 0.2460
Huu-Tai Thai et al.[51] 0.2468 0.2576 0.2649 0.2627 0.2694
Présente 0.3917 0.3180 0.2901 0.2874 0.2697
SSDT [50] 0.4415 0.3364 0.2953 0.2967 0.2768
TSDT [50] 0.4321 0.3324 0.2957 0.2908 0.2690

10 | FSDT [50] 0.3728 0.3132 0.2830 0.2700 0.2526
Huu-Tai Thai et al.[51] 0.2419 0.2534 0.2627 0.2611 0.2698
Présente 0.4389 0.3357 0.2989 0.2955 0.2732
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Chapitre IV Résultats et Discussions

La figure IVV.1 montre I'influence de I'indice de fraction volumique P sur la variation de la
fleche w, a travers la direction de I'épaisseur pour différents types de plaques sandwichs avec un

rapport a/h=10.

0,45

0,40

0,35 1

0,30

la fleche

0,25

Figure IV-1. Variation de la fleche dans les plaques sandwich FGM en fonction de I’indice de
puissance P a a/h=10

On peut voir que la fleche des plaques symétriques est plus grande que celle de la plaque
non symétrique et en général, le déplacement transversal augmente lorsque Il'indice de fraction
volumique P augmente. Cela est due di au fait que le module de Young pour la céramique étant
élevé par rapport a celui du métal. Par conséquent, plus le P augmente on s’¢loigne de la céramique et

on s’approche du métal qui est moins rigide.
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Chapitre IV Résultats et Discussions

Les figures 1V.2 et 1V.3 représentent la variation de la contrainte axiale a travers 1’épaisse des

plaques 2-1-2 ; 2-2-1 respectivement.

0,5 1

z/h
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Figure 1VV-2. Variation de la contrainte normale a travers [ épaisseur de la plaque carrée type 2-1-2 (a/h =
10)
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Figure 1V-3. Variation de la contrainte normale a travers 1’épaisseur de la plaque carrée type 2-2-1 (a/h =
10)

On peut dire que la distribution de la contrainte ala surface supérieure est une traction et a la
surface inférieure c’est une contrainte de compression pour les plagues sandwichs symétriques et
asymétriques. La plaque céramique (P=0) homogéne produit les contraintes de compression
maximales a lasurface inférieure et les contraintes de traction minimales a la surface supérieure

dela plague sandwich.
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Chapitre IV Résultats et Discussions

Les figures 1V.4 et IV.5 indiquent la variation de la contrainte de cisaillement a travers

I’épaisseur des plaques 2-1-2 ; 2-2-1 respectivement.
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Figure 1VV-4. Variation de la contrainte de cisaillement transversale a travers 1’épaisseur de la plaque
carrée type 2-1-2 (a/h =10)
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Figure 1V-5. Variation de la contrainte de cisaillement transversale a travers I’épaisseur de la
Plaque carrée type 2-2-1 (a/h=10)
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Chapitre IV Résultats et Discussions

On note que la variation des contraintes de cisaillement est parabolique dans la plaque
symétrique, par contre dans la plaque non symétrique la distribution n'est pas parabolique. Les

contraintes les plus élevées sont obtenues pour I’indice de puissance P élevé.

1\VV.3 Conclusion

La théorie de cisaillement a quatre variables des plaques sandwichs FGM simplement appuyées
pour I'analyse de la flexion a été développée dans cette étude. Cette théorie prend en compte les effets
de cisaillement transversal et la distribution parabolique des contraintes de cisaillement suivant
I'épaisseur de la plaque et satisfait les conditions de nullité de la contrainte de traction sur les bords,
sans l'aide de facteurs de correction de cisaillement. Les équations de mouvement sont obtenues en
utilisant le principe des travaux virtuels.

En conclusion, on peut dire que l'augmentation de I’indice de la loi de puissance réduit la
rigidité de la plague sandwich FGM et entraine par conséquent une augmentation de la fleche et des
contraintes normales et tangentielles et que toutes les études comparatives ont démontré que la présente
théorie proposée et le nouveau modele de cisaillement sont non seulement précis, mais aussi efficaces

pour I'analyse de la flexion des plaques sandwichs en matériau FGM.
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Conclusion générale

Les structures sandwichs en matériaux a gradient de propriétés représentent un domaine de
recherche tres vaste et des applications immenses tant il est possible de modifier a volonté leur
composition et leur architecture pour obtenir de ces matériaux les propriétés recherchées. La
conception et 1'élaboration de ces matériaux nécessitent le développement d’outils d’analyse adaptés a
leurs spécificités géométriques et matérielles.

Ce travail a pour objectif d’analyser la flexion des plaques sandwichs en matériaux fonctionnellement
gradués « FGM », simplement appuyées en utilisant une théorie de déformation en cisaillement d’ordre
élevé (2D) qui se base sur un nouveau modeéle du champ de déplacement avec des intégrales
indéterminées.

Dans ce type de plaque, Les propriétés matérielles de la plagque sandwiche FGM varient selon une
distribution de loi de puissance en termes de fraction volumique des différents constituants. La théorie
proposée implique que quatre variables et explique la variation des contraintes de cisaillement
transversales a travers 1’épaisseur en satisfaisant les conditions aux limites de la nullité des contraintes
aux surfaces supérieures et inférieures de la plaque sans avoir besoin d’un facteur de correction de
cisaillement.

Les équations du mouvement et les conditions aux limites sont dérivées en employant le principe des
travaux virtuels, ensuite les solutions des plagues sandwichs en FGM simplement appuyées ont été
obtenues a 1’aide de la procédure de Navier. Afin de confirmer la précision et I’efficacité de la présente
théorie, plusieurs résultats numériques sont présentés et comparés avec d’autres théories HSDTs
existantes dans la littérature.

Les résultats générés dans le présent travail sont comparés aux résultats publiés existants.
La comparaison prouve la précision de la théorie de déformation en cisaillement actuellement
considérée, et donc elle peut étre employée avec succes pour les analyses structurelles de la plaque
sandwich.

En perspective, il est prévu d’appliquer nouvelle théorie de déformation de cisaillement d‘ordre
éleve pour :

-Analyser la vibration des plaques sandwichs en FGM

- Analyser le comportement statique et dynamique des plaques sandwichs en FGM sous I’effet
d’un chargement thermique avec différentes conditions d’appuis

-Analyser le comportement statique avec 1’effet d’étirement des plaques sandwichs en FGM.
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