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Résumeé

L’objectif de ce travail consiste a trouver une solution analytique celle d’¢lasticité basée sur une
mod¢lisation mathématique plus avancée a 1’é¢tude du comportement des poutres consoles
caractérisées par des rapports de module de 1’¢lasticité fonctionnellement gradu¢es (FGM) a
travers d’épaisseur de la poutre. Dans ce cadre, nous utilisons une fonction de contrainte d’Airy
relative aux problemes des poutres en flexion soumise a des charges de degrés supérieurs a
savoir linéaire et en méme temps elle est satisfaisante aux conditions de chargement sur les
faces de la poutre.

Une partie de calcul numérique est consacrée a prédire et d’analyser la distribution des
contraintes et des déplacements a travers 1’épaisseur et la longueur de la poutre respectivement

sous une charge lineaire mentionne de chargement mentionnées précedemment.

Mots clés : FGM, contraintes, déplacements, Fonction d’Airy, poutre console.

Abstract

The objective of this work is to find an analytical solution of the elasticity based on a more
advanced mathematical modeling to the study of the behavior of cantilever beams characterized
by functionally graded modulus of elasticity (FGM) ratios through the thickness of the beam. In
this framework, we use an Airy stress function related to the problems of beams in bending
subjected to loads of higher degrees namely linear and at the same time it is satisfactory to the
loading conditions on the beam faces.

A part of the numerical calculation is devoted to predict and analyses the distribution of stresses
and displacements through the thickness and length of the beam respectively under a linear

loading mentioned above.

Key words: FGM, stresses, displacements, Airy function, console beam.
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Introduction genérale

Ces dernieres années, les matériaux classés fonctionnellement (FGMS) ont attiré de plus en plus
d’attention. En raison de leurs propriétés matérielles qui varient continuellement dans 1’espace a 1’échelle
macroscopique, les FGMS sont donc généralement supérieurs aux matériaux conventionnels a matrice
fibreuse en termes de comportement mécanique. Aujourd’hui, les FGMS sont largement utilisés dans divers

domaines de la science et de I’ingénierie : électronique, chimie, optique, biomédecine, etc.

A mesure que I’application des FGMS augmente, de nouvelles méthodologies doivent étre développées
pour les caractériser et également pour concevoir et analyser des composants structurels constitués de ces
derniers Matériaux [1-5]. Les publications sur la réponse du faisceau FGM aux charges mécaniques et
autres sont limitées. Shi et ses collegues [6-8] ont étudié la réponse des poutres FGM. Sankar et ses
collegues [9-11] ont développé des méthodes analytiques pour I’analyse thermomécanique et de contact des
poutres FGM et aussi pour les poutres sandwich avec noyaux FGM. Dans leurs études, les propriétés
thermomécaniques de la FGM ont toutes €t€ supposées varier a travers 1’épaisseur de maniere exponentielle.
Zhu et Sankar [12] ont résolu les équations d’élasticité bidimensionnelles pour une poutre de FGM soumise
a un chargement transversal au moyen d’une méthode combinée des séries de Fourien-Galerkin, dans
laquelle la variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la poutre était donnée par un polynd me et
le coefficient de Poisson était supposé constant. Un nouvel élément de poutre base sur la théorie des
déformations de cisaillement du premier ordre a été développé pour étudier le comportement thermo
élastique des structures de poutre FGM en Chakrabort et Gopalakrishnan [13] et Chakraborty et al. [14]
Dans ces articles, la variation exponentielle et la loi de puissance des distributions de propriétés matérielles
ont éte utilisees. Des solutions analytiques professionnelles pour les plaques et les poutres ont également
¢été présentées par Ding et al. [15] et Huang et al. [16] Sur la base de I’hypothese d’une variation d’ordre
supérieur du déplacement axial a travers la poutre, diverses théories de déformation de cisaillement d’ordre
supérieur ont également été développées [17-20] Yaghoobi et Torabi [21] ont étudié les réponses post-
flambement et les vibrations libres non linéaires de poutres FGM géométriquement imparfaites reposant sur
une fondation élastique non linéaire. Li et al. [22] ont examiné les vibrations de FGM. Plagues sandwich.
Zhao et al [23] ont examiné le comportement de vibration libre des plaques FGM en utilisant la méthode kp-
Ritz sans élément. Talha et Singh [24] ont étudié les réponses de flexion et de vibration libre des plaques
FGM en utilisant une théorie de déformation de cisaillement d’ordre supérieur. Wei et al. [25] ont utilisé
une méthode analytique basée sur la théorie de poutre de déformation de cisaillement de premier ordre pour
I’analyse de vibration libre Bouremana et al.[26]ont développé une nouvelle théorie de la déformation par

cisaillement du premier ordre basée sur la position de surface neutre [27] pour I’analyse de la flexion et des
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vibrations libres des poutres FGM. Ould Larbi et al. [28] ont proposé une théorie de poutre de
déformation de cisaillement efficace également basée sur la position de surface neutre pour la flexion et les
vibrations libres des poutres FGM. Récemment, une théorie trigopnométrique simple et raffinée des poutres
d’ordre supérieur a été développée pour la flexion et les vibrations des poutres FGM, ou le 1’effet
d’étirement de 1’épaisseur a également été inclus [29, 30, 31]. Un examen critique des recherches récentes
sur les plaques FGM a été présenté récemment par Jha et al. [32]. Dans cette recherche , I’approche de la
fonction de contrainte est utilisée pour étudier le probléme d’une poutre en porte-a-faux FGM exponentielle
soumise a une charge uniformément répartie. La solution analytique peut étre facilement dégénérée en celle

d’une poutre homogéne.
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Chapitre 1 : Généralités sur les matériaux a gradient de propriétés

1.1. Introduction :

Les matériaux composites légers dont les rapports de résistance/poids et épaisseur/poids sont trés
grands, ont été utilisés avec succes dans I’industrie de génie civil, aéronautique et dans d’autres
applications technologiques. Cependant, les matériaux composites traditionnels généralement
utilisés dans le domaine de la technologie pendant plusieurs années grace a leur excellente
résistance mecanique et dureté. Mais dans des conditions de hautes températures, la résistance
mécanique de metal devient faible comme pour les matériaux composites traditionnels. Les
matériaux en céramique ont d’excellentes caractéristiques en résistance thermique. Cependant, les
applications de la ceramique sont habituellement limitées du fait de leur faible dureté.
L’amélioration des performances de la piéce structurelle peut conduire a chercher au sein d’un
méme Matériau, des propriétés différentes, souvent antagonistes, mais localement optimisées. Le
développement des matériaux composites a permis d’associer des propriétés spécifiques a
différentes matériaux au sein d’une méme pi¢ce. L’optimisation locale de cette tenace pose le
probléme de I’interface, par exemple une couche d’un matériau céramique peut coller a ma
surface d’une structure métallique pour former un revétement barriere thermique dans les
applications a haute température. La transition brusque dans les propriétés des matériaux a travers
I’interface entre les matériaux discrets peut entrainer une grande contrainte inter-laminaire ou une
forte concentration de contraintes conduisent a la déformation plastique ou de fissuration .une
technique pour surmonter ces effets nuisibles et d’utiliser un Matériau a gradient évalué (de
I’anglicisme FONCIONALY GRADED MATERIALS (FGM)).

Récemment, une nouvelle classe de matériaux composites connue sous le nom de matériau
fonctionnement gradués (FGM), ou matériaux a gradient de propriétés, a attiré une attention

particuliere.
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1.2. Définition des matériaux composites [1] :
Un matériau composite peut étre défini comme une combinaison de deux matériaux ou
plus qui résulte par la formation d’un matériau dont les performances mécaniques,
thermiques, électrique et physico-chimiques améliorées .Contrairement aux alliages
métalliques dont chaque matériau reteints expropriées physiques et mécaniques.
Le matériau composite est constitué d’un renfort, qui contribue aux propriétés
mécaniques de la piéce, et d’une matrice, le role de ce dernier est d’assurer la cohésion
entre les éléments du renfort. La matrice permet de transférer les flux d’efforts entre les
plis, de garantir la tenue a I’environnement (Corrosion, vieillissement humide) et la tenue
en température. Aujourd’hui, il existe une grande variété de matériaux composites qui
peuvent étre classés selon différents criteres. La nature de la matrice est un de ces criteres
qui permet de classer les composites en trois grandes familles:
+ Les Composites a Matrices Organiques (CMO), telles que les polymeres
organiques (Résine thermodurcissable ou thermoplastique);
¢ Les Composites a Matrices Céramiques (CMC) réservés aux applications a
haute température ;

e Les Composites a Matrice Métallique (CMM).

Ces matériaux peuvent aussi étre classes selon la nature du renfort, ou selon 1’objectif
recherché de leurs utilisations. Si I’optimisation des cofts est le principal objectif, on
parle rade composites a ‘grande diffusion’. En revanche, pour une utilisation dans le
but d’optimiser les performances mécaniques ou thermiques, liées a une réduction de

poids, on parlera de composite ‘hautes performances’ [2].

1.2.1. Définition du renfort [3] :

Le renfort du matériau composite est le constituant qui supporte la grande partie des

efforts mécaniques. Il peut se présenter sous différentes formes (Figure 1.1) :

. Particulaire, charges sous forme de microbilles, de fibres broyées, d’écaille
soude poudre micro ou nano particulaire,

e Fibres courtes, pour les renforts surfaciques non texturés tel que le mat,
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e Fibres continues pour les renforts texturés tels que les tissus ou les renforts

unidirectionnels tels que les nappes.
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Figurel.1. Principaux matériaux de renforts
Le type de tissu est choisi en fonction de son adaptabilité, c’est-a-dire son aptitude a
recouvrir la forme plus ou moins complexe de la piece sans faire de plis. Il est aussi,
surtout, choisi en fonction des sollicitations mécaniques que va subir la piece.

Par miles fibres les plus employées, nous citons:

a. Fibres de verre [4] :

Ces fibres sont a faible codt de production, et qui constituent le renfort le plus utilisé
actuellement (Batiment, nautisme et autres applications non-structurales aéronautiques)
(Figures 1.2- 1.3). Leur fabrication se fait en général par étirage illustré dans la figurel.4
Les oxydes minéraux constituant la matiére premiére (Silice, alumine etc...) sont
mélangés en proportion voulue suivant le type de fibre de verre désiré .Ce mélange est
ensuite porté a trés haute température (>1500°C) afin d’étre liquéfié pour étre étiré a
travers une filiére sous forme de filaments de diameétres calibrés. Ces filaments isotropes

sont ensimés pour optimiser I’adhésion
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de la matrice, puis assemblés pour former les fils, eux-mémes stockés sous forme de
bobine. Cette bobine est alors étuvée, pour éliminer 1’eau résiduelle et pour stabiliser
I’ensimage. Les fibres de verre ainsi obtenues sont amorphes, ce qui leur confére des
caractéristiqgues mecaniques, parfaitement isotropes. Cependant, leur faible module
d’¢lasticité, ainsi que leur densité supérieure aux fibres de carbone limitent leur utilisation

pour la fabrication de piéces structurales.

Figurel.2. Fibres de verre [1]

Figure 1.3.Tissue de fibres de verre [2]
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Figure 1.4. Description des différentes opérations du procédé mécanique d’étirage des

fibres de verre [5]
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b. Fibres de carbone [1] :

Sont utilisées pour des applications structurales telles que les panneaux monolithiques du
caisson central de 1’A380 (Figure 1.5-1.6). Ces fibres sont généralement obtenues par
pyrolyse d'un précurseur organique sous atmosphére contrdlée (figure 1.5). Le plus utilisé
de ces précurseurs est le Poly Acrylo Nitrile (PAN). Celui-ci est oxydé entre 200 et 300
°C sous air ambiant puis carbonisé sous azote entre 800 et 1500°C. Il ne subsiste alors

que la structure la mellairehexagonale2Dd’atomes de carbone, figurel.6.

Multistage High-temperature
Gas seal furnace furnace
Air oven /
" o
A A =]
' ' f ‘ Carbon
PAN N2 | N2 Ar Ar  fiber
pre;gr;or Waste products
uoL ﬁloments, O O 'HCN, CO, COz, Hz, Nz, OrganiCSl
i
Oxidation Carbonization Graphitization
up to 250°C 250...1500°C 1500...2500°C

Figure 1.5. Schéma du principe de fabrication des fibres de carbone a base de PAN
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Figurel.6. Plaques et rouleaux en fibres de carbone [3,4]

Les filaments dits a Haute Résistance (HR) de 7 um de diamétre ainsi que ceux dits a
Module Intermédiaire (IM) sont ainsi obtenus. Les filaments a haut module (HM) voir
tres haut module (THM) (5,5um de diamétre) subissent en revanche une étape
supplémentaire de graphitisation autour de 3000°C, sous argon. Cette graphitisation en

traine une réorientation des réseaux hexagonaux et permet d’augmenter la rigidité des

fibres. Tel que utilisés en aviation, figurel.7.
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Figurel.7.Utilisation des fibres de carbone dans la famille des Avions Airbus [5]

De méme que pour les filaments de verre, les filaments de carbone sont soumis a un
traitement de surface (Imprégnation par un produit spécifique) afin d’améliorer les

propriétés d’adhérence fibre/matrice, tableau 1.1.
Tableau 1.1 : Catégories de fibres de Carbone selon leurs caractéristiques

Mécaniques (fibres seules) [6]

Type de fibre Module Contrainte a Exemple de fibre
elastique rupture o (Mpa)
E(GPa)
Haute Résistance Ei< 265 3500 P-30X(Cytec),F1
(HR)
Module 265 < Ei< 320 5600 P-55S(Cytec),F2
Intermédiaire(IM)
Haut Module 320 < Ei< 440 4400 M40J(Torayca)
(HM)
Trés Haut Module Ei> 440 3900 P-75S(Cytec),M55]
(THM) (Torayca)

Ce traitement de surface est suivi par un procédé d’ensimage textile-plastique qui
facilite I’accrochage de la matrice organique, qui protege les fibres contre 1’abrasion et

qui favorise 1’agglomération des filaments lors de la fabrication des meches. Il est
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important de noter que les fibres de carbone sont sensibles a 1’oxygene des 400°C, et
qu’elles présentent une mauvaise résistance aux chocs. Enfin, le prix de ces fibres reste
relativement élevé, mais il n'acessé de diminuer avec l'augmentation des volumes de

production.
c. Fibres d’aramide :

Plus connues sous leurs noms commerciaux Kevlar®, Twaron®, Technora®,
Nomex®,etc...[2] utilisées pour des applications spécifiques telles que la protection
balistique (Giletspare-balles) ou bien pour les réservoirs souples de carburant en Formule
1.

| ku;,,s.s.'-.}.}:.:.j.f

Figurel.8.Tissueen fibre d’aramide(Kevlar) [6]

Pour les fibres aramides, la méthode « Dry jet wet spinning » est utilisée. Le processus
est illustré a la figure 1.9. La polycondensation en solution de diamines et
d'halogénures de diacides a basses températures (Presde0°C) donne les polyamides
formant un aramide.

Les basses températures sont utilisées pour inhiber toute génération des sous-produits
et favoriser la formation de polyamide. Le polymere résultant est pulvérisé, lave et
séché ; mélangé avec H2SO4 concentré ; et extrudés a travers une filiére a environ 100
°C .Les jets des orifices traversent environ 1 cm de couche d’air avant de pénétrer dans

un bain d’eau froide (0 - 4 °C). La fibre se solidifie dans une lame d'air et I'acide est

11
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¢liminé dans le bain de coagulation. Le capillaire de la filiere et D’intervalle d’air
provoque et la rotation et 1’alignement des domaines, ce qui donne des résultats
hautement cristallins et orientés tels que | s les fibres .La température plus élevée perm et
d'utiliser une solution de filage plus Concentrée et des vitesses de filage plus elevées. Des

vitesses de rotation de plusieurs centaines de métres par minute peuvent étre atteintes. [7].

Transfer line Coagulating
Spinning block liquid
Spinneret
Filaments

Strong as-spun

Rotating
bobbin

Transfer line
Spinning block
Layer of gas

Container

Coagulating liquid

Filaments

Return

tube
Strong as-spun

yarn

Pump

Rotating bobbin

Figurel.9.Processus de fabrication des fibres d’aramide [7]
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d. Fibres végétales :

Présentent I’avantage d’étre particuliérement €cologiques, car sont mises en ceuvre a

partir de produits naturels, tel que le chanvre, le lin ou le bambou (Figure 1.10).

Figurel.10 : Exemples de fibres végétales [8,9]

Ces fibres au prix modeste sont de plus en plus utilisées pour la fabrication des

composites dits «d’entrée de gamme». [2] ;[7] .

1.2.2. Matrices :

L’objectif principal de la matrice se résume dans la transmission des efforts
mécaniques auner fort. Elle doit aussi assurer la protection du renfort vis-a-vis des
différentes conditions environnementales (Oxydation, vieillissement humide,
corrosion,...). On distingue trois catégories principales :

e Résines thermoplastiques;
e Résines thermodurcissables
o Elastomeéres.[23]

13
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Figurel.11. Familles des matrices

1.3 Concept des matériaux a gradient de proprietés:

Les matériaux a gradient fonctionnel sont une nouvelle classe de matériaux composites
dont les propriéetés thermomécaniques varient selon une loi de fonction continue figure
1.12 (a) ou discréte figure 1.12 (b) a travers 1’épaisseur [8]. Grace a la structure
spéciale de ces matériaux, il est possible d’éviter les concentrations de contraintes au
niveau des interfaces (provoquant le délaminage) et d’améliorer les propriétés
mécaniques et thermiques des pieces par association de matériaux .Ces matériaux sont
de plus en plus utilisés dans les indus aéronautiques, aérospatiale, biomécanique,

automobile et dans bien d’autres applications technologiques.

14
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(a) (b)

Figure 1.12. (a) Variation continue des propriétés (b) Variation discrete des propriétés.

Le changement continu dans la composition et donc dans la micro structure d’un
matériau « FGM » est illustré dans la figure 1.4. Il en résulte un gradient qui
déterminera les propriétés des « FGM ». Dans certains cas, on peut avoir un FGM

constitué d'un méme matériau mais demi restructure différente.
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Céramiqu

Résistance ~ / Conductivité
mécaniqu N yd thermique

Contraintes thermiques

Figure 1.13. Concept des matériaux a gradient de proprietes.

La figure 1.14 montre les concentrations de contraintes dans les panneaux de

protectionthermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de
composition).

Il montre également comment un FGM peut alléger Ces concentrations de contraintes
en changeant graduellement les propriétés mateérielles et assure toujours la protection

thermique trouvée dans les barriéres thermiques conventionnelles.
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Figure 1.14. Protection thermique [9].

1.3.1. Les Techniques de fabrication des matériaux fonctionnels FGMs :

Les procédes de fabrication d'un matériau a gradient de propriétés (FGM) peuvent
habituellement étre divisés en construisant la structure dans un espace hétéerogéene
(mélange graduel) et transformation de cette structure en matériau en bloc
(solidification). Les processus de mélange graduel peuvent étre classes dans les
constituants, I'nomogeénéisation et la ségrégation. Les procédes élémentaires sont
basés sur la fabrication par étape de structure en matériaux graduels précurseurs ou
poudres. Les avancés en technologie d'automatisation pendant les dernieres décennies
ont rendu des processus élémentaires de progression technologiquement et
¢conomiquement durable. Dans la procédure d’homogénéisation qui traite une
interface pointue entre deux matériaux est convertie dans un gradient par transport
matériel. Les procédés d'homogénéisation et de ségrégation produit un gradient

continu, mais ont des limitations au sujet des types de gradients qui peuvent étre

17



Chapitrel: Généralités sur les matériaux a gradient de propriété

produits.

Il existe plusieurs méthodes différentes physiques et chimiques pour la fabrication des
FGMs selon le type de matériaux, l'application et les commodités accessibles. Les
méthodes de traitement des FGMs peuvent étre classées en deux grandes catégories
basées sur le traitement constructif et le transport de masse [10].

Dans la premiére catégorie, le FGM est construit couche par couche en commengcant
par une distribution appropriée dans laquelle les gradients sont littéralement construits.
L'avantage de cette technique est de fabriquer un nombre illimité de gradients. Pendant
ce temps, dans la seconde catégorie, les gradients a l'intérieur d'un composant
dépendent du phénomene de transport naturel tel que le flux de fluide, la diffusion
d'espéces atomiques ou la conduction thermique. Cependant, les progres de la
technologie d'automatisation au cours des deux derniéres décennies ont offert des
processus de gradation constitutifs technologiquement et économiquement réalisables.

Les techniques existantes et les plus a jour pour la fabrication des FGMs sont
donnéesen detail et la vue d'ensemble des processus de fabrication est présentée dans
le tableau 1.2.
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Tableau 1.2. Vue d'ensemble des méthodes de fabrication des FGMs [11].

Vv ariab-il.ity Vet W Versatility in
S1.NO Process of transition p.hase co’{lw{gl{:tof FGM component
function geometry
1  Powderstacking Very good Very good Bulk Moderate
2 Sheet lamination Very good Very good Bulk Moderate
3  Wet powder spraying Very good Very good Bulk Moderate
4  Slurry dipping Very good Very good Coating Good
5  Jetsolidification Very good Very good Bulk Very good
6  Sedimentation/centrifuging Good Very good Bulk poor
7 Filtration/slip casting Very good Very good Bulk Good
8  Lasercladding Very good Vervgood  Bulk, Coating  Very good
9  Thermal spraying Very good Verygood  Coating, Bulk Good
10 Diffusion Moderate Verygood  Joint, Coating Good
11  Directed solidification Moderate Moderate Bulk Poor
12 Electrochemical gradation = Moderate Good Bulk Good
13 Foamingof polymers Moderate Good Bulk Good
14 PVD,CVD Very good Very good Coating Moderate
15 GMFC process Very good Moderate Bulk Good
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Il existe de nombreuses méthodes d'élaboration es matériaux a gradient de propriétés, les
techniques les plus employées sont brievement expliquées ci-apres :

1.3.2. Coulage en bande (Tape Casting) :

Le coulage en bande consiste a couler une barbotine de poudres fines en suspension aqueuse
Ou non-aqueuse sur un support plan en couches minces et régulieres. Selon les cas, c'est soit
la lame (doctor blade) qui est animée d'un mouvement de translation, soit le support qui se
déplace sous la lame (figure 1.15). Les produits obtenus sont des feuillets avec des
épaisseurs controlées (25-1000um). Aprés un raffermissement de la péate, les feuillets
sontdémoulés et ensuite découpés.

, . sabot
film plastique €

suspension

bande crue

support

Figure 1.15. Principe de la méthode coulage en bande [12].

L'un des plus anciens travaux sur I'étude de cette technique a été publie par
Howatt et al.1947, et depuis d'autres travaux ont été réalisés [12]. Ce procédé est
devenu une technique économique pour la production des substrats céramiques de type
Al;O3 et surtout pour les condensateurs a base de BaTiOs. On peut dailleurs
remarquer qu'il s'agit déja de
F.G.M puisqu'il faut empiler des couches conductrices (métaux rares) avec des
couchesdiélectriques (BaTiO; principalement).

1.3.3. Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting) :

Le coulage en barbotine (slip casting) consiste a couler une suspension dans un moule
20
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poreux qui va drainer le liquide grace aux forces capillaires, laissant un tesson (couche
de poudre compacte) sur la surface du moule. Aprés séchage, on obtient le corps en
cru.

Donc le coulage se décompose en deux étapes essentielles :

-formation du tesson ou "prise » ;

-consolidation du tesson ou "raffermissement".

1.3.4. Dépot par Electrophorése :

Le dépdt par électrophorése est un procedé dans lequel une suspension colloidale
stable est placée dans une cellule contenant deux électrodes, le dép6t se fait par le
mouvement des particules chargées au sein de la solution vers la cathode ou l'anode
selon le signe de la chargedes particules due a un champ électrique. L'élaboration des

F.G.M peut se faire donc par le dépot sequentiel des matériaux [13].
1.3.5. Compaction seche des Poudres :

Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en acier.
Chague fois qu'une poudre est versée, une faible compression est exercee. Ensuite, la
compaction de l'ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi,
géneralement, par une pression isostatique et un délaitage. La densification sera enfin
I'étape finale [14] . Ce procédé peut étre envisagé pour la fabrication de pieces de
formes complexes. En effet il sapplique aussi avec la technique du pressage

Isostatique, et de facon industrielle.

1.3.6. Projection thermique :

Le dépbt par projection thermique se décline en quatre techniques différentes : la
projection par flamme, la projection par arc électrique, la projection par plasma (VPS)
et la projection thermique a froid. Pour I'ensemble de ces techniques, la fabrication
du FGM tientau controle de la distribution de la poudre dans la buse de projection

thermique.
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1.3.7. C.V.D.etP.V.D.:

Le dépbt en phase vapeur physique ou chimique est une technique dans laquelle les
atomes du matériau source sont déposés sur la surface du substrat.
Les techniques de C.V.D. et P. V. D. peut étre utilisé pour élaborer un matériau a

gradient de propriétés sur des substrats de formes compliquées, [15].

1.3.8. Frittage et Infiltration :

Cette méthode passe par deux étapes et convenable a la mise en forme d'un composite
FGM resultant de la combinaison de deux matériaux sous des températures de fusion
extrémement différentes. La premiére étape est de produire une matrice frittée a haute
température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces
porosités avec le deuxieme matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent

pour réduire les contraintes thermiques [16].

1.3.9. Frittage Laser Différentiel :

La puissance du laser permet de contrdler la température et la focalisation du point a
chauffer. La différence de l'intensité de l'irradiation sur différents points du mateériau,
provoque un frittage différentiel le long de la piéce, ce qui résulte en des
microstructures différentes, dépendant de la position du point irradié. Yuki et al.1990
ont fabriqué une piéce F.G.M de PSZ/Mo. La figure 1.7 montre schématiquement la

disposition du procédeé utilisé par ces auteurs.
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Figure 1.16. Disposition du procedé frittage laser differentiel [17].

1.3.10. Domaines d’applications des matériaux a gradient de proprietés :

Le concept des matériaux a gradient de propriétés est applicable dans des nombreux
domaines, comme il est illustré dans la figure 1.8. Il a été initialement congu pour
I’industrie de l'aéronautique, ou les FGM ont fournis deux propriétés contradictoires
telles que la conductivité thermique et d'isolation thermique dans un matériau.
Actuellement, elles permettent la production des matériaux Iégers, forts et durables, et
elles sont applicables dans un large intervalle des domaines tels que les matériaux de

construction, matériaux de conversion d’énergie, nucléaire et semi-conducteurs.
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Figurel.17. Applications des FGM dans divers domaines.

1.3.11. Application des FGM dans le domaine du Génie civil :
1.3.11.1. Les joints dans la charpente métallique :

Lors de ’assemblage des éléments en charpente métallique, on est obligé de
réaliser des soudures entre deux éléments de nature/nuance différente 1’un lourd et
I’autre souple (acier/aluminium). Dans ce cas on utilise des joints ordinaires en acier.
L’inconvénient de ce type de joint est la rupture et la durabilité. L’utilisation des joints

FGM est optimale.
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1.3.11.2. Les grands vitrages dans les zones chaudes :

L’utilisation des vitres en FGM a pour but de contrdler la température dans les

zones chaudes, éviter les vitrages multiples et réduire le cout et le poids des structures.

1.3.11.3. Les chausses rigides (Functionally Graded Concrete Materials for

RigidPavements):

Les FGMs peuvent étre utilisés dans les chaussées rigides en béton avec une
gradation obtenue par la variation de la fraction volumique de fibres, cette technique
est visée d’étre utilisée dans les autoroutes et les routes a trés fort trafic, les pistes des
aéroports, car elles offrent une résistance et une durabilité élevees, le but est
d’optimiser 1’épaisseur de la chaussée afin d’avoir un matériau rigide sur la surface de

roulement et un matériau moins rigide sur la couche de fondation [18].

1.3.11.4. Les chausseées souples (Functionally Graded Concrete

Materials forFlexible Pavements) :

Les FGM peuvent étre utilisé dans les chaussées souples pour supprimer les
couches d’accrochage entre la couche de Grave Bitume et la couche de roulement en
Béton Bitumineux pour éviter le glissement entre les deux couches et économiser les
épaisseurs tout en obtenant un comportement optimisé, augmentant la capacité

portante de la chaussée et par la suite sa durabilité [19].

1.3.11.5. Les tunnels (functionally graded concrete segment in tunnel):

Les parois intérieures des tunnels doivent étre réalisées en matériau réfractaire et
rigide dansla surface exposée et d’un matériau imperméable dans la surface en contact

avec le sol et les roches [20].
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1.4.Les propriétés matérielles effectives des matériaux a gradient de propriétés :

Les matériaux a gradient de propriétés « FGM » consistent en 1’association de deux
matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition
idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des
porosités entre ces matériaux de maniére a optimiser les performances de la structure
qu’ils constituent.

Les caractéristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures
non-uniformes avec des macro-propriétés graduées dans 1’espace. Un FGM peut étre
définie par la variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient la
fonction de puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour decrire

les fractions de volume.

Figure 1.18. Géomeétrie d’une poutre en FGM.
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La coordonnée x définis la longueur de la poutre, tandis que 1’axe z perpendiculaire a
I’axe neutre de la poutre et dans la direction de 1’épaisseur.

Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les
surfaces supérieures et inférieures sont différentes mais sont déterminés selon les besoins.
Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de fagon continue,
dans le sens de I’épaisseur (I’axe z) soit :E = E(z),v =v(z). Le module de Young dans le
sens de 1’épaisseur de la poutre en FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-
FGM : la fonction polynémiale) ou la fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la
fonction sigmoide (S-FGM).

1.5. Propriétés matérielles d’une poutre P-FGM:

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance.

3 im\k
’.(__)___[- +h 2)
- h
(1-1)

Ou k est un parameétre matériel th est 1’épaisseur de la poutre. Une fois la fraction

Volumique locale V(z) a été définie, les propriétés matérielles de la poutre P-FGM peuvent

Etre déterminées par la loi des mélanges [21]:

E(2)=E1+(E2r—E1)V(2) (1-2)
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Chapitrel: Généralités sur les matériaux a gradient de propriété

Ou E1 et E2 sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z
=h / 2) et de la surface supérieure (z =h / 2) de la poutre, la variation du module de Young
dans la direction d’épaisseur de la poutre P-FGM est représentée sur la figure 1.19.

Il apparait clairement que la fraction volumique change rapidement prés de surface
inférieure

Pour k<1, et augmenté rapidement pres de la surface supérieure pour k>1.

Fraction volumique

Figure 1.19. Variation de la fraction volumique dans une poutre P-FGM.
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1.6. Propriétés matérielles d’une poutre S-FGM :
Dans le cas d’ajouter une poutre P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance aune
poutre composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur 1’interfaces

ou le matériau est continu mais change rapidement G. Bao., L. Wang (1995). Par

conséquent, Chung et chi (2003) ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en
utilisant deux fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des
contraintes parmi toutes les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies

par :
Vit A2+ ‘ Pour —h/2<z<0
AT R (1-3a)
y AR 1-3b
V.(z)=l—l i ") Pour 0<z<h/2 (1-3b)
= 2\ h/2

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la poutre S-FGM peut étre

calculé par :

E(z) =V, (2) E, +[1-V,(2)]E, Pour —h/2<z<0 (1-4.9)

E(z) =V,(2) E, +[1-V,(2)]E, Pour 0<z<h/2 (1-4.b)
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La figure 1.20. Montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (1-4a)

et (1-4b) représente les distributions sigmoides, dans une poutre S-FGM.

Fraction volumique

Figure 1.20. Variation de la fraction volumique dans une poutre S-FGM.
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1.7.  Les propriétés matérielles d’une poutre E-FGM :
Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs

utilisent la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme, [22] :
(1-5a)

E())=Ejét e

Avec

(1-5b)

La variation du module de Young a travers ’épaisseur de la poutre E-FGM est
représentée dans la figure 1.21.

100 140 180 20 260 00 30 »

Module de YoungE(z)

Figure 1.21. Variation du module de Young dans une poutre E-FGM.

1.7.1. Les modeles de poutre pour les matériaux a gradient de propriétés :
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Le terme de « poutre » désigne un élément de structure dont la longueur est grande par
rapport aux dimensions transverses (section fine). Et soumis a des charges qui

provoguent la déformation de flexion. Des théories de poutre sont développées en supposant
que la forme du champ de déplacement ou le champ de contrainte en tant que
combinaison linéaire desfonctions inconnues et la coordonnée dans I'épaisseur exprimée
généralement sous la forme :

P;(xr.21)= Z';:Ozjgp{(x.)xt]
» (1-6)

Ou oi est la 1éme composante du déplacement ou de la contrainte, (X, y) sont les

J
ipcoordonnées en plan, z est la coordonnée dans 1’épaisseur, t représente le temps et i

sont des fonctions a determiner. Le facteur temps ne sera pas considére ici. Il existe de

nombreuses théories de la poutre avec différentes formes de la formule (1.6) qui cherchent

j
une expression de Pi Une critique sur les modeles de plaques peut étre trouvee dans

Ghugal et Shimpi (2002), et Tung, N. V, (2004).

Afin d'étudier le comportement des poutres en matériaux a gradient de propriété,
quatre modeles de poutres ont été développés pour ce matériau sont briévement
présentés : le modele classique de la poutre d’Euler-Bernoulli (CBT :Classical beam
theory), le modéle de poutre basé sur la théorie de la poutre de Timoshenko (TBT
:Timoshenko beam theory), le modelede poutre basé sur la théorie du troisiéme ordre
de la déformation de cisaillement (TSBT) et le modele de poutre basé sur la théorie

sinusoidale de la déformation de cisaillement (SSBT).

1.7.2. Le modele classique de la poutre d’Euler-Bernoulli (CBT) :

Ce modele basé sur la théorie classique de poutre (CBT) satisfait 1’hypothése
d’Euler- Bernoulli avec une distribution linéaire des déplacements dans I'épaisseur. La

droite perpendiculaire a I’axe moyen avant déformation, reste droite apres
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déformation. L’hypothése d’Euler-Bernoulli neglige I'effet de cisaillement transversal
et la déformation est entierement due a la déformation de flexion. Une description

détaillée des modeles de poutres, y comprisle modéle actuel peut étre trouvée dans
Timoshenko et Woinowsky-Kreiger, (2009), Reddy.J (1997 et 1999).
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Sur la base des hypothéses ci-dessus, le champ de déplacement de ce modéle de poutre (CBT)

développée est donné par I'équation suivante :

dw, (x)
dx
w(x,z) =w,(x) (1-73)

u(x,z)=u,(x)-z

(1-7b)

Ou (uo, Wo) sont deux fonctions de deplacement inconnues de I'axe median de la

poutre (z = 0), Figure 1.22.

I, '
(0 : . %
‘ I dx

ra

Figure 1.22. lllustration du modele de la poutre d’Euler-Bernoulli (CBT).

Puisque ce modéle ne prend pas I'énergie de cisaillement en compte, il donne
des résultats inexacts pour les poutres épaisses. Cependant, en raison de sa simplicité
avec seulement trois degrés de liberté de déplacement, ce modele classique reste une
bonne approche en premier. Les analyses du comportement des poutres
fonctionnellement graduées (FGBs) a l'aide du modele de poutre classique d’Euler-
Bernoulli (CBT) ont été étudiées parHe et al.2001.
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1.7.3. Le modele de poutre basé sur la théorie du premier ordre de la
déformation de cisaillement (FSDT) (Timoshenko TBT) :

Contrairement au modéle classique, ce modele prend en compte les déformations de
cisaillement transversales, qui sont assumées constantes dans I'épaisseur de la poutre.
Le modéle nécessite donc un facteur de correction pour calculer Il'effort de
cisaillement transverse. Les premiéres études sur la théorie de premier ordre de la
déformation de cisaillement de la poutre (FSDT) peuvent étre trouvées dans Reissner,
E., (1945et1975), Mindlin. Les études sur ce modele peuvent étre trouvées dans
Timoshenko et Woinowsky- Kreiger, (2009), Reddy.J (1997), Miara et Podio-
Guidugli (2006). La théorie du premier ordre est baseé sur le champ de déplacement
selon les mémes hypothéses et restrictions que la théorie classique, mais la poutre est
a I'état de normalité détendue,

u(x,z) =u,(x)+ z¢(x)
w(x,z)=w,(x)

(1-8a)

(1-8b)
Ou (uo, Wo) et (¢ox) sont les déplacements dans la surface moyenne et la rotation autour
de l'axey, respectivement, Figure 1.15. Le champ de déplacement défini dans
I'expression ci-dessus permet de reprendre la théorie des poutres classique décrite

dans la section précédente en
ow
remplacant ¢x= 5

La FSDT est donc une extension de la cinématique de la CBT par une déformation de

cisaillement transversale de la poutre dans leur hypothese cinématique.
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Figure 1.23. Illustration du modele de la poutre de Timoshenko (TBT).

Le modéle FSDT a été largement utilisé pour I'analyse des matériaux a gradient de

propriété en raison de sa simplicité de I'analyse et la programmation [24] ;[25].

Cependant, le fait que la déformation de cisaillement transversale est constante dans
I'épaisseur, il nécessite donc une correction quand on calcule les contraintes transversales
de cisaillement et les efforts. Pratiquement, une correction de cisaillement transverse du
modele de la plague homogéne a été prise.

En outre, afin d'éviter les difficultés de la correction de cisaillement, les théories de la

déformation de cisaillement d'ordre supérieur des poutres ont été développées. Plusieurs
auteurs ont appliqué la théorie de poutre a ordre élevé pour les matériaux a gradient de

propriétés (FGMs). Dans la section suivante, nous allons rappeler deux
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modeles de poutres basés sur des théories de la déformation de cisaillement a ordre élevé
utilisés pour l'analyse des matériaux a gradient de propriétés (FGMs) : un modele de poutre
basé sur la théorie de la déformation de cisaillement a ordre élevé (TSDT) proposé par
Reddy.J (1997 et 1999) et un modeéle de la poutre basé sur la théorie de la déformation de
cisaillement sinusoidale (SSDT) étudié par Zenkour, A. M., (2003 ; 2004a et 2004b) [24] .

1.8. CONCLUSION :
Ce chapitre nous a permis de comprendre ce qu’est un matériau composite et un matériau a

gradient de propriétés, et ce a travers 1’historique de ka fabrication des FGM de¢s les premiers pas
de leur naissance. Nous avons passé en revue les méthodes d’¢laboration des matériaux a
gradient de propriétés comme : coulage en bande ; compaction séche des poudres ; C.V.D. et
P.V.D. etc. Nous avons également decrit par la suite les propriétés physiques et mécaniques des
FGM (métal & céramiques) .Enfin nous avons terminé par 1’étude des différentes lois possibles
qui servent a décrire la variation des propriétés matérielles du matériau suivant 1’épaisseur de la

poutre, ces pouvaient étre puissant elles, exponentielles ou méme sigmoides.
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Chapitre 02 ;
Les difféerentes théories des

poutres
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Chapitre 02 : Les différentes théories des poutres

2.1 Introduction :

Le terme poutre désigne un objet dont la longueur est grande comparée aux dimensions
transverses (section fine). Une poutre est un élément de structure utilisée dans la construction des
batiments, des navires, autres véhicules et dans la fabrication de machines. Cependant, le modelé
des poutres peut étre utilisé pour des piéces trés diverses a condition qu'elles respectent certaines

normes.
2.2 Historique des théories des poutres :

La paternité de la théorie des poutres est attribuée a Galilée, mais des études récentes indiquent
que Léonard De Vinci l'aurait précede. De Vinci avait suppose que la déformation varie de
maniere linéaire en s'éloignant de la surface neutre, mais il ne pot finaliser ses calculs car il ne
connaissait pas la loi de Hooke. De son cote, Galilée était parti sur une hypothese incorrecte il
supposait que la contrainte était répartie uniformément en flexion), et c'est Antoine Parent qui

obtint la distribution correcte.

Ce sont Leonard Euler et Jacques Bernoulli qui émirent la premiére théorie utile vers les années
1750, alors que Daniel Bernnoulli, le neveu du précédent, écrivit I'équation différentielle pour
I'analyse vibratoire. A cette époque, le génie mécanique n'était pas reconnu comme une science,
et on ne considérait pas que les travaux d'une academie des mathématiques puissent avoir des
applications pratiques, et on continua a batir les ponts et les batiments de maniere empirique. Ce
n'est qu'au XIX siecle, avec la Tour Eiffel et les grandes roues, qu‘on démontra la validité de la

théorie a grande échelle.
2.3 Le comportement des poutres composites [1] :

L'analyse d'une structure composite est plus complexe que celle d'une structure en matériaux
traditionnels, métalliques par exemple Cela est d( au caractére hautement anisotrope des

propriétés mécaniques du matériau de bastant sur les plans raideur que résistance, et qui sont
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concentrées dans la direction des fibres. L'importance de développer une analyse sur le

comportement des poutres est liee d'une part a I'utilisation des poutres comme éléments de base

dans la réalisation des structures, d'autre part a la caractérisation des propriétés mécaniques des
matériaux composites et ceci a partir des différentes mais sur des éprouvettes en forme de

poutres.
2.4 Les différents types de poutres :

La poutre est I'élément structural le plus répandu, puisqu'elle fait partie intégrante de la plupart
des ouvrages de construction ou des piéces machines En réaction aux charges appliquées, des

forces et des moments internes se développent dans la poutre pour maintenir I'équilibre .
a* Poutre simple :

C'est une poutre reposant sur deux supports : I'appui double et I'appui simple. Les points d'appui

sont articules de facon a ce que les extrémités puissent se mouvoir librement pendant la flexion.
be Poutre console :

C'est une poutre encastrée dans un mur a une extrémité. L'extrémité encastrée ne bouge pas
pendant la flexion, tandis que l'autre extrémité est entierement libre. On appelle aussi cette

poutre, poutre en porte-a-faux ou poutre encastrée a une extrémite.
c* Poutre avec porte-a-faux :

C'est une poutre sur deux appuis un simple et lI'autre double), elle a une ou deux extrémites qui
dépassent de facon appréciable les appuis (porte-a-faux). Les poutres sont classées suivant leurs
appuis. Ces trois précédents types de poutres entrent dans la catégorie des poutres statiqguement
déterminées (poutre isostatique), parce qu'elles possedent trois inconnues reliées aux trois degrés

de liberté et par le fait méme des équations d'équilibre.
de Poutre continue :

C'est une poutre supportée par I'un des deux supports, c'est donc une poutre en équilibre

hyperstatique.
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e* Poutre a double encastrement :

C'est une poutre supportée par deux encastrements, elle est donc une poutre en équilibre

hyperstatique.
fe Poutre supportée a double encastrement :

C'est une poutre supportée par deux encastrements ayant un ou plusieurs supports. C'est donc une
poutre en équilibre hyperstatique. Elle a plus de fixation ou support que nécessaire, Cependant,
ces supports augmentent la capacité portante de la poutre mais les équations de la statique ne

suffisent pas a analyser ces poutres. On aura donc recours a différentes méthodes.
2.5 Les différentes théories des poutres [2] :

Les théories de poutres impliquent essentiellement la réduction d'un probleme en trois
dimensions de la théorie de I'élasticité a un probleme unidimensionnel. Elles s'appliquent sur des
solides élances [les prismes dont la longueur vaut 10 fois la plus grande dimension transversale).
La ou la déetermination de la solution exacte pour les champs de contrainte et de déeformation
n'est pas possible, elle permet d'obtenir une solution approchée, qui donne une bonne idée sur les

efforts et les déplacements.
2.6 Modéle d'Euler Bernoulli (Classical Beam Theory. CBT) :

Il est bien connu que la théorie d'Euler-Bernoulli est basée sur la théorie élémentaire de flexion
des poutres qui ne tient pas compte des effets de la déformation de cisaillement. Il est également

connu qu'elle n'est applicable qu'aux poutres fines.

Dans cette approche, le nombre d'équations ne dépend pas du nombre de couches puisque la

poutre multicouche est homogénéisée, donc considérée comme une seule couche. Comme

hypothése de cette théorie, les déformations dues au cisaillement transversal sont négligées (pas

de cisaillement sur la hauteur de la poutre).

La section reste perpendiculaire a la ligne moyenne de la poutre et la section reste plane.
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Figure 2.1. Cinématique d'Euler Bernoulli
La fonction qui décrit la répartition de déplacement suivant I'épaisseur de la poutre est:

v(z) = 0. (2-1)

Pour le cas des poutres élancées et d'apres la theorie classique des poutres, le

déplacement d'un point M est donné par les deux composantes suivantes:

u(x,z) = u’(x) — z.w(2) (2-2)
w(x, z) = wo(x)

uem) =
u(x,z) :représente le déplacement suivant X et w(x,y) est le déplacement dans la direction de Z

ou hien la fleche.

La relation autour de I’axe Y ,provoquée par la flexion est tel que

0 ow’ ow
W, (Z) = . + ; = (2-3)

Uo,Wo sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la plaque

(z=0).

Lorsque cette théorie est utilisée pour I’analyse des fréquences naturelles des poutres,
les fleches sont sous-estimées, Ceci est la conséquence de la négligence de la
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déformation transversale.

2.7 Modéle de Timoshenko(FSDBT) :

La théorie de Timoshenko est plus riche et plus générale que la théorie élémentaire des
poutres au prix d'une fonction supplémentaire. Cette solution perm et d'affiner les
solution analytiques issues de la théorie classique. Toutefois ces solutions sont
entachées d'erreurs au voisinage des appuis et de la zone indentation ou nous pouvons

avoir des concentrations de contrainte et des champs de déplacement non homogenes.

Elle s'applique sur des poutres courtes, elle est basée sur le principe, qu'apres
déformation, la section plane reste plane mais elle perd sa perpendicularité par rapport
a la ligne moyenne de la poutre (Figure 2.3). Ceci est di au cisaillement transversal,
découvert par Timoshenko, sur I'épaisseur de la poutre. Cette théorie est analogue a la
théorie de "Reissner-Mindlin" dans le cas des plaques épaisses. [Timoshenko,
1972].Dans le cas ou nous avons un elancement faible, I'effet du cisaillement devient
plus important sur la déformée. Dans ce cas, la fonction s’écrit ¥(z) =z. Il existe un
cisaillement uniforme et les déformations dues au cisaillement transversal ne ont pas

négligées. C'est la théorie de premier ordre (FSDBT).

Le déplacement d’aprés Timoshenko s'écrit comme suit :

(ulx, 2) = ul(x) — zwd (x) + z. ¥ (%)
v = { w(x,z) = wo(x) (2-4)

Avec,
v, :est ladistorsion ou la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.
Tel que :
¥ (x) = wf — 0°(x) (2-5)

@°(x) :Etant la rotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.
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Figure 2.2. Cinématique de la poutre de Timoshenko

Par définition, la distorsion est donnée par la relation suivante :

— 9y % _ o 0 0
{sz(x) = 9 + ax W () + ¥z (X) + wy () (2-6)
Vxz (x) = VJ?Z ()
Sachant que la contrainte de cisaillement est égale:
Txz = Uxz-Vxz = xz-)/)?z (2-7)

G, -est le module de cisaillement transversal qui est supposé constant.

Avec cette théorie, les contraintes tangentielles de cisaillement sont constantes et uniformes
sur toute I'épaisseur de la poutre; cela veut dire qu'elles existent méme sur les bords supérieurs et

inférieurs de la poutre et pourtant il n'ya aucun chargement qui induit le cisaillement

Cette contradiction méne a introduire des coefficients pour corriger et maintenir les
contraintes et les déformations du cisaillement transversales constantes a travers I'épaisseur de la
poutre. Ce facteur a été calculé pour la variété de sections de poutres par [Mandin et
Deresiewicz]. Cowper et Murty ont donné de nouvelles expressions de ce coefficient pour
différentes sections de la poutre. La théorie de Timoshenko est plus riche et plus générale que la
théorie élémentaire des poutres au prix d'une fonction supplémentaire. Cette solution permet

d'affiner les solutions analytiques Bien qu'issues de la théorie classique, ces solutions sont
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toutefois entachées d'erreurs au voisinage des appuis et de la zone indentation ou nous pouvons
avoir des concentrations de contrainte et des champs de déplacement non homogeénes.
Les non nullité des contraintes tangentielles sur les bords extrémes de la poutre et

I'introduction des coefficients de correction de cisaillement ont menés d'autres chercheurs a

essayer de trouver une autre théorie pouvant tenir compte de ces facteurs; c'est la théorie d'ordre
éleve.

2.8 Théorie d'Ordre Elevé :

Dans cette théorie la distribution des champs de déplacement est non linéaire selon I'épaisseur
de la poutre. Elle est plus précise que la théorie du premier ordre puisqu'elle introduit une
fonction qui tient compte du phénoméne de "gauchissement’’. Ce phénomene apparait lorsque la
section transversale de la poutre perd sa planéité (figure 2.3). La fonction ¥(z) représente le

gauchissement et sa derivee ¥'(z) représente le cisaillement.

Figure 2.3 Cinématique de la Théorie d'Ordre Elevé.
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Dans ce cas, le champ de déplacement devient

_(ulx,2) = u’(x) — 2wy (x) + ¥ (2)yr (%)
v = {W(X, z) = wo(x) (29
Vor = o+ 22 = —wP(x) + ¥ (DY (x) + wP(x) (2:9
Vxz = W’(Z)]/,?Z(X) (2-10)

Pour que les contraintes tangentielles soient nulles sur les bords extrémes de la poutre, on doit
avoir:

h
Y'(z)|z== =0 (2-11)
C’est la condition qui nous permet d'avoir une répartition parabolique des contraintes de

cisaillement sur I'épaisseur de la poutre d'une part et de choisir correctement des fonctions

cubiques qui répondent a la condition (2.11).

Selon I'expression de la fonction de gauchissement ¥ (z). quelques modeles sont présentés

dans la littérature des poutres en FGM.
1.) Le modele Euler-Bernoulli (la théorie des poutres classiques) (CBT):

Y(iz)=0 (2-12)

2-) Le modéle de Timoshenko ou bien la théorie du premier ordre (FSDBT):
Y(z)=z (2-13)
3-) Le modeéle de puissance avec I'approche de (PSDBT) [5]:
2
w(z) =z (1-25) (2-14)

3h?

4-) Le modele exponentiel proposé par (ESDBD)[6]:

2
Y(z) = Ze_z(ﬁ) (2-15)
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5-) Le modeéle trigonométrique :

Y(z) = %sin% (2-16)

Avec, h: étant I'épaisseur de la poutre.[3]

2.9 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous nous sommes attachés a présenter I'historique des théories des poutres.
Dans un premier temps, nous avons présenté le comportement des poutres composites qui est
plus complexe que celui d'une poutre en matériaux traditionnels, métalliques par exemple, et
nous lI'avons terminé par une démonstration des différents types des théories des poutres telles

que la théorie classique (CBT), la théorie de cisaillement de premier ordre (FSDBT) et les

théories d'ordre élevé HSDBT (PSDBT, SSDBT, ESDBT).
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Chapitre3 : La théorie de I'élasticité

3.1. THEORIE DE L’ELASTICITE :

La théorie de I’élasticité trouve son origine dans la pratique, le domaine de construction, (pont
construction mécanique automobile...), font signe de 1’utilisation des propriétés des corps solides
...), capables de supporter et transmettre certaine séchages. L’étude des propriétés de la matiere
permet la compréhension des phénomeénes, les prévoirait, de concevoir dans les conditions

souhaitables.

La théorie de 1’¢lasticité est I’une des branches les plus vigoureuses de la mécanique des
milieux continus déformables, ses lois régissent 1’é¢tude de tous les corps soli des qui nous
environnent, du point de vue de leurs équilibres et leurs mouvements.

3.2. Définitions générales :

L’¢lasticité est la capacité physique d’un corps a reprendre sa forme initiale apres
suppression de la sollicitation. Le corps est parfaitement élastique s’il recouvre complétement sa
forme originale apres suppression de la charge; il est partiellement élastique si la déformation
produite par les forces externes ne disparait pas complétement apre savoir retiré la charge. Dans
le cas d’un corps parfaitement élastique, le travail dii aux forces externes, pendant la
déformation, est entiere ment transformé en énergie potentielle de déformation. Dans le cas d’un
corps partielle élastique une partie du travail, créé par les forces externes pendant la
déformation, se dissipe sous forme de chaleur dans le corps pendant la déformation non

élastique.[1]
Le modele du corps élastique est caractérisé par les hypothéeses fondamentales suivantes[3] :

Hypothése de I’espace—temps newtonien : I’espace est euclidien (a trois dimensions), le temps

est indépendant des coordonnés spatiales.

Hypothése du milieu continu : chaque domaine élémentaire contient de la matiére,
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Cette hypothése permet de considérer toutes les quantités comme fonctions du point dans le

domaine élastique occupé par le corps.

Hypothése de la rigidisation des parties (ou de la solidification) : un corps se

trouve en équilibre si, et seulement si, les forces agissent sur chacune de ses parties forment un
systéme nul ; cette hypothese permet de séparer une partie arbitraire du corps, de remplacer
I’action du reste par certaines forces, et de déterminer ces dernieéres par la condition que
1I’équilibre du corps entier reste intact.

Hypothése de la dépendance locale : Les forces intérieures (tension) sont des fonctions

du point, de la déformation, de la température...etc.

Hypotheése de Délasticité idéale : il existe une correspondance biunivoque entre les
déformations et les tensions. Ceci caractérise un certain état de la matiere, étant dans lequel la
connaissance des tensions et celle des déformations fournissent des informations équivalentes. Et

les hypotheses simplificatrices:

Hypothése de linéarité géométrique :

les déformations sont des fonctions linéaires des dérivées des déplacements.

Hypothese de linéarité physique:

les tensions sont des fonctions linéaires des déformations.

Hypothése d’isotropie : les propriétés mécaniques du matériau ne changent pas avec la
direction autour du point.

Hypothése d’homogénéité.

les propriétés mécaniques du matériau ne changent pas avec le point dans le corps.
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3.3. Contraintes et équilibres :

3.3.1. Contrainte :

Sous ’action des charges externes P; P, _Eappliquées sur un corps, des efforts internes se

produisent pour le mettre en équilibre. Ces derniers, sont que la résultante des efforts
¢lémentaires agissant sur chaque section de 1’élément sollicité par les forces extérieures. On
appelle ces efforts élémentaires, contraintes {.[4]

On considére les plans sécants 4 et A’ passant par un point O d’un corps sollicité par
des forces extérieures (Figure 1.1).Une contrainte normale ¢ de traction ou de compression au
point O est I’effet d’¢loignement ou de rapprochement respectivement des plans A et A’
L’effet de
glissement des deux plans est attribue aux contraintes tangentielles t .L’existence simultanée des

contraintes normales et tangentielles tend a déplacer les plans suivant la direction de la résultante

dite, vecteur contrainte P (AF).

Figure 3.1. Solide soumis a des charges externes
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3.3.2. Etat de contrainte :

Découpons au voisinage du point O du corps sollicité un paralléle de rectangle infiniment
petit de cotes dx, dy, dz. Sur chaque face de ce parallele de agissent une contrainte normale et
deux contraintes tangentielles. La contrainte normale est positive quand elle agit sur une facette
positive dans le sens positive de 1’axe considéré ou sur une facette négative dans le sens négatif
de cet axe. Une contrainte tangentielle est Positive quant elle agit sur une facette positive dans le
sens positif de I’axe parallele a cette facette ou sur une facette négative dans le sens négatif de
I’axe parallele de cette facette. Toutes les contraintes de 1’élément, sont représentées sur la

Figure 3.2.

Figure 3.2. Comportement des contraintes

52



Chapitre3 : La théorie de I'élasticité

L’¢tat de contrainte plan est le cas particulier d’une seule facette du volume ou sur chaque coté

agissent une contrainte normale et une contrainte tangentielle.

L’¢tat de contrainte linéaire est le cas particulier d’un seul c6té de la facette sur le quel

agissent une contrainte normale et une contrainte tangentielle.

3.3.3. Transformation de contrainte :

Nous pouvons déterminer des nouveaux comportements dans n’importe quel autre systéme
en utilisant la matrice de rotation. [5]

Pour le cas général tri dimensionnel, la matrice de rotation est donnée par:
Ij_ my M
Qij =\l mz n; (3-1)
Ig m=z M=

Ou QU = CGS[:XFE- ,xj)
Utilisant cette notation, les relations de transformation pour les contraintes deviennent

P g2 2 2
g, = ol +omi +o,ny+ 2(1,,lim +1,. myny +1..m14)
!

g, =g, ls+a,m; +o, n;+ 2(7,,lymy, + 1, mon, +1..m,515)

o, = 0,13 + a,m5 + o, nj + 2(1,,lymy + T, mang + 7, 1515)
T;}. = o4l +o,mymy+o.nyny + 1, (Lymy + myly) + 1 (myny +nymy) + 1, (ngl, + yny)
T_;._,‘_ = o, Ll +o,mymy + o nyny + 1, (Lmg + myly) + 1, (mang +nymg) + 1, (nyl; + Iyng)

T, =0l + o,memy + o ngny + 1, (Imy + myly) + 1, (mgny + ngmy ) + 1 (ngly + 1yn,)

(3-2)
Pour le cas bidimensionnel, les comportements de contraintes sont:
0, = 0,c05°0 + ﬂ'ysinzﬁ + 21, sinfcosf
P _ .2 2n :
o, = 6,sin"0 + ¢,c05°0 — 21, 5infcosf
T,y = —0,sinfcosf + g sinfcosd + 7, (cos6 —sin*0)
(3-3)
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Elles peuvent étre écrite sen termes de double angle :

p_ Oxtay  Oy—0y ]
Oy =—">"+— cos28 + t,,5in26
T+, T— - .
o, =—— —"—*cos20 — 1,,5in20
¥ 2 7 ¥
; Ty—0y .
Tey =~ sin26 +t,,cos20

(3-4)
3.3.4. Contraintes principales :
En variant I’angle 0, les contraintes normales et tangentielles varient. Et pour n’importe quel

tenseur de contrainte nous pouvons établir le probleme de la valeur principale et résoudre

I’équation caractéristique pour déterminer les valeurs et les directions. L’équation caractéristique
génerale pour les contraintes

Ou o sont les contraintes principales; I1,15,15 sont les invariants.

Ii = ﬂ'l + ﬂ'z + 53
I, =0,0, + 0,0;+ 030, (3.6)
I; = 610,05

01,62, 03 Sont les contraintes principales

Figure 3.3. Contraintes génerales et principales
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Dans le systéeme des coordonnées principales, la matrice des contraintes prend la forme

diagonale spéciale

aq 0 0

3.3.5. Equation d’équilibre :

Le champ des contraintes dans un solide élastique est distribué continument dans le corps et
déterminé uniquement par les charges appliquées. Ces charges doivent satisfaire 1’équation
d’équilibre statique. La somme des forces et des moments est égale a zéro. Si le corps entier est
en equilibre, donc toute partie est en équilibre. Alors, nous partitionnons le solide en sous

domaines et appliquons le principe d’équilibre a cette région.

Considérons un sous domaines fermé avec un volume V et surface S a I’intérieur d’un corps en

équilibre.

7

S

Figure 3.4. Forces de volume et de surface agissantes sur une portion
du corps

L’équation d’équilibre est donnée par 1’équation suivante:

0t Fi=0 o)
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Les équations d’équilibres en notation scalaire s’écrit

da, dryy o1,y =

ax ay + az +H, =0

ot do, drgy

ax ay oz + F)' i

oty Oty B0,

—+4+—=+—+F,=0

ox "oy T T2 (3-9)

Donc, tous les champs de contraintes élastiques doivent satisfaire ces relations afin d'étre en

équilibre statique .

3.4. Déformation et compatibilité :

3.4.1. Déformations et déplacements :

Sous 1’action d’un chargement externe ou d’une variation de température, les dimensions
d’un corps varient: il en résulte une déformation. Nous pouvons distinguer deux types de
déformations, le premier est la deformation normale, le deuxieme est la déformation de

cisaillement.[2]

La figure 3.5. illustre une déformation bidimensionnelle d’un élément rectangulaire avec
des dimensions originales dx par dy. Aprés déformation, 1’élément prend la forme montrée par le

contour en pointillé. Les déplacements des points de références ont indiqués dans la figure 3.6.

Figure 3.5. Déformation typique pour un élément rectangulaire
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Figure 3.6. Déformation géometrique bidimensionnelle

Le point de référence A est pris en coordonnées (x,y), et les comportement de déplacement
de ce point sont u(x,y )et v(x,y). Les déplacements correspondants au point B sont u(x+dx,y) et
v(x+dx,y), et les déplacements pour les autres points de coin sont définis d’une maniére
analogue. Pour la théorie des petites déformations ,u(x+dx,y)~u(x,y)+(0u/0x)dx, avec expansions

similaires pour les autres termes.

La déformation normale ou extensionnelle dans la direction n est définie par le
changement de longueur par unité de longueur des fibres orientés dans la direction n. La théorie

des petites déformations donne:

(3-10)

La deformation de cisaillement est définie par le changement d’angle entre deux directions

orthogonales. Pour les petites déformations.[4]

du dv dv  dw

Yay = v | ox Yyz = az v (3-11)

)
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Dans le cas général tridimensionnel, les trois comportements de déformations normales et

les trois comportements de déformation de cisaillement sont:

du dv dw
Ex=a,E},=ﬂ—y, EJ’=E
_du v v dw _dw  du
Vay ot o Y=o o Y=o 1y (3-12)

En utilisant 1’écriture tensorielle ij, les relations déformations-déplacements peuvent étre

exprimées sous forme:

a(my ) e ey 1o on (343
€xy T3 dy  dx Eyz = 5\ 5, By €z T 5\ T oz

Les six équations de comportements indépendants décrivent la théorie des petites
déformations, et cet ensemble des équations est reféré comme les relations déformations-

déplacements.

3.4.2. Transformation des déformations :

Si la déeformation est donnée pour un systeme de coordonnés, nous pouvons déterminer le
nouveau comportement dans n’importe quel systéme de rotation. Pour le cas tridimensionnel la

matrice de rotation est définie comme 1’équation(3.1):

Les relations de transformation sont:

e, = e ly+em;+e.ny+2(e,,lLm+e, mn, e, nl;)

P g2 2 2
€. = l"?:rll + e}'ml + €z 1y + z[ex}'glml + e_','z myty + ezxnlllj
!
er=eli+temi+e, ni+2(e, lymyte, mengte, mly)
ey =il +emmy+enn, +e (Iym,+mb)+e (mn, +nmy)+e (nl,+1ny)
e, = e lply e moms+enyn, +e (Lymg+m,ly) +e (myng+nymg) +e (nl;+ Lyng)

= e l3ly + eymamy + engny + e, (Iymg +myly) + e, (mgny +ngmy) +e (nyly +13ny) (3-14)
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Pour le cas bidimensionnel la matrice s’écrit:

rosf  sinf ﬂ]

Qi = |—sinf cosf 0O
0 0 1
(3-15)
Sous cette transformation les déformations deviennent:
det [Ei-_]i _ E‘Si—j] - _Ea + 19192 —_ 'ﬂze + ﬂg - D (3_16)

exyte,  ey—ey

F X ¥ X °F -
e cos20 + e, sin20
e,+e,. By—B,. -
e, =——— "L cos520 — e, 5in20
¥ 2 2 xy
e.—g, .
ey = ———5in28 + e, cos26

La relation de transformation peut étre appliquée directement pour établir les

transformations entre les coordonnés cartésiennes et les coordonnés polaires.[5]

3.4.3. Les deformations principales :

Nous pouvons identifier et déterminer les valeurs de déformation principales et
les directions principale sen résolvant 1’équation caractéristique suivante :
— 3 2 —

Ou e est la déformation principale et les invariants fondamentaux de la déformation

peuvent étre exprimeés par les trois déformations principales:

ﬂ1ﬂ1=é1+é2+83
9,9, = eje, + e,e5 + ez, (3-18)
ﬂ:] 1?3 = E]_Ez ES

Le premier invariant & =4 est nommé la délitation cubique, parce qu’il a

une relation avec le changement de volume de 1’élément matériel.
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La matrice de déformation dans le systéme de coordonnés principales prend la forme

diagonale

eq 0 0
Eij = [D ez ﬂ]
0 0 ez (3-19)

On note que dans le systeme de coordonnées principales, la déformation ne

produit pas de cisaillement mais uniqguement une extension.

3.4.4. Compatibilité de déformation :

Pour assurer la continuité de 1'uniformité des déplacements, les déformations
doivent satisfaire les relations additionnelles nommées les équations d’intégrabilité ou
les équations de compatibilité. Avant de développer ces équations, il est instructif de
considérer I’interprétation géométrique de ce concept. L’exemple bidimensionnel est
montré dans la figure (3-7) ou le solide élastique est premiérement divisé en série
d’¢léments dans le cas (a). Pour la simple visualisation, considérons uniquement quatre
éléments. Dans la configuration indéformée montrée dans le cas (b),ces éléments sont
unis parfaitement. Aprés déformation arbitraire pour chaque élément étre construction
le solide, pour le cas (c), les éléments ont été unis et arrangés de fagon continue et d’un

déplacement uniforme. [5]

ool
®

2]

Figure 3.7 Interprétation physique de la compatibilité de déformation

0|0
Q10

(a) (b) (c) (d)
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Cependant, pour le cas (d), les éléments ont été individuellement déformés sans aucun
intérét pour les déformations avoisinantes. Il est observé dans ce cas que le systeme ne
sera pas ajusté sans des vides et des écarts, et cette situation produits un champ de
déplacement discontinu. Nous concluons donc que les comportements de déformation
doivent étre de maniere ou d’autre reli€és pour produire des déplacements continus et
uniformes. La procédure de développer ces €quations est basée sur 1’¢limination des

déplacements des relations de déformation-déplacement.

Ceci nous conduit a une équation de compatibilité de Saint VENANT sous forme

tensorielle.

€.kl T Cklij — Cikjl — €Lk — 0 (3-20)

Ce systéme conduit a 81 équations individuelles, la pluparts, sont répétées et

nous aurons six équations restent in dépendantes. Ces relations deviennent pour I=k:

e, ﬂzsl _ ﬂzsn

ﬂyz ax® dxdy

e, 3%, _ de,, (3-21)

az’ Ay’ dydz

e, e, _ 2 egy

ax® az* dzdx
e, _ i (_ﬂel.z deg, n ﬂgx_}.)
dydz dx dx dy dz
al ey _ a (_ degy 4 deyy n ﬂ's}.z)
dzdx dy dy dz dx
a2e, _ a (_ dey, dey; n ﬂgzx)
dxdy  dy dz dx dy
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Ces relations sont de conditions nécessaires et suffisantes pour des déplacements
continues et uniformes dans une région simplement connexe.

3.5. Relations contraintes-déformations :

3.5.1.Caractérisation des matériaux :

Les relations qui caractérisent les propriétés physiques des matériaux sont
appelées les équations constitutives; la théorie de la mécanique réelle a établi quelques
principes pour le développement des équations constitutives, la majorité des lois
constitutive sont été développées au moyen des relations empiriques basees sur
I’évidence expérimentale. Pour une certaine classe de matériaux solides le
comportement mécanique est défini par les relations constitutives contraintes
déeformations. Ces relations expriment la contraintes en fonction des déformations, et

des propriétés des matériaux.

L’une des techniques est le test de la tension simple dans la quelle un cylindre
spécial preparé est chargé axialement dans une machine a test .La déformation est
déterminée par le changement de longueur entre les marques de référence sur
I’échantillon. Les données de charge mesurées par les cellules de charge sont divisées
par 1’aire pour calculer les contraintes. Les données de contrainte-déformation sont
rapportés et tracés en utilisant la technique expérimentale standard. Il est observé que
chaque matériau montre une réponse contraintes-déformation initiale pour des petites
déformations qui est approximativement linéaire. Elle est suivie par un changement de
comportement non linéaire qui conduit & une large déformation et finale ment se

termine par une rupture.

Observe aussi dans la région initiale que si le chargement est enlevé 1’échantillon
retourne a sa forme originale et la déformation disparaisse. Cette caractéristique est le
descripteur primaire du comportement élastique. Cependant, a un certain point sur la

courbe contraintes-déformation, le déchargement ne fait pas amener I’échantillon a une
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déformation nulle et il résulte une certaine déformation plastique permanente.[5]

(o2

A

Steel

Cast lron

Aluminum ;

Figure 3.8. Courbe uniaxe les contrainte-déformation typiques pour trois structures de

matériaux

Conclut par cette étude, que la variété des matériaux réels montre un

comportement élastique lineaire sous des petites déformations. Ce la conduit a un

modele constitutif linéaire pour le cas de charges axiales unidimensionnelles donnée

par la relation

o =Es

, Ou est la pente de la courbe contrainte-déformation un axiale.

3.5.2.  Loi de Hooke loi constitutive :

Se basant sur les observations précedentes, et dans le but de construire la loi

constitutive genérale tridimensionnelle pour les matériaux élastiques, nous concluons

que chaque comportement de contrainte est linéaire ment relieé de chaque
comportement déformation.

ﬂ'x = Cllex + EHE}, + EHEZ + 2(:1481}, + 2(:159},3 + Zfiﬁezx

62’ = ﬂ'31 EI + c:]z E}, + c33 E'z + 2‘:3491-}, + 2‘:353}'2 + 2{:3692-_.1-

ﬂ'}, == CZIEI + sze}, + CZ:]EE + ZCZ_;EI}, + ZEZEE}’E + ZCZﬁEZ_'I

TI} = C__:L]_E_.I + Cq‘ze}, + C43€2 + zﬂ'MEx}, + 2(:459}'2 + zﬂ'éﬁem.

(3-22)

Tyz = 518y + C5pey + C53e, + 20548, + 205587 + 20545,
T, = Cgr2, + Cﬁze}, + Cyse, + ZEMEH + 20 zep; + 208,

Ou les coefficients C;;sont des parametres matériels, les facteurs de deux est présent a

cause de la symétrie de déformation. On note que cette relation doit étre exprimée par
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I’écriture des déformations par une fonction linéaire des comportements des

contraintes
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La relation (3.22) peut étre exprimée dans une notation standard de tenseur par
I’écriture
R (3-23)

OU C;jpest le tenseur de quatrieme ordre dont les comportements incluent tous les
parametres nécessaires pour caractériser le matériau. Basant sur la symétrie du tenseur
de contrainte et déformation, le tenseur d’¢lasticité doit avoir les propriétés suivantes:

cijkl = 'Ejikl

3-24
cijkl = 'Ejilk ( )

En général, le tenseur du quatrieme ordre C;;;a 81 composantes. Toutefois, les
relations (3.24) réduisent le nombre de composantes indépendantes a 36, ce qui fournit
la correspondance avec la forme (3.21). Les composantes de C;;;sont appelés modules

élastiques et ont des unités de contraintes (force/surface).

Appliquant 1’hypothése simplificatrice de 1’homogénéité le comportement
¢lastique ne varie pas dans I’espace, et donc tous les modules élastiques sont constants

Similaire a I'hnomogénéité, une autre propriété isotropie a faire a des différences
dans les modules de matériau a I'égard de l'orientation

La forme tensorielle (3.23) fournit un moyen simple d'établir les relations
isotropes contrainte-déformation. Si I'on suppose un comportement isotrope, le tenseur

d'élasticité doit étre le méme dans toutes les rotations du systeme de coordonnées. Le

quatriéme ordre du tenseur d’élasticité doit satisfaire:
Cijtt = Qim Qin Quep Qg (3-25)

Utilisant la forme générale contrainte-déformation nous aurons:
o = Aey, by + 2ney; (3-26)
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Ou nous avons utilisé notamment les constantes d’¢lasticités A et p. La constante A est
appelée la constante de Lamé, et p est appelé le module de cisaillement ou module de
rigidité. L’équation(3.26) peut étre écrite dans des équations scalaires individuelles

o, = i(ex +e, + Ez) + 2pe,

o, =Ale, + e, + e,) + 2ue,

ﬂ'}, = j.(ex + E}, + Ez) + ZHE}, (3_27)
Tyy = 2H€yy
Ty, = 2H€y,

Tox = 25,

Les relations (3.26) ou (3.27) sont appelés lois Hooke généralisée pour les solides
élastiques linéaires isotropes. Hooke en 1678, a proposé pour la premiere fois que
ladéformationd’unestructureélastiqueestproportionnellealaforceappliquée.llconvient de
noter que seulement deux des constantes élastiques sont necessaires pour décrire le

comportement des matériaux isotropes. [6]

Les relations contraintes -déformations (3.26) ou (3.27) doivent étre inversees

pour exprimer la déformation en fonction de la contrainte.

Opx = (34 4 2Zp)ey, (3-28)
Et nous pouvons écrire
. 1+v v
ey =g %y~ g %kkdy (3-29)
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OU E = u(34 4+ 2u) /(A + west appelé le module d'élasticité ou le module de Young,
et v=M[2(A+p)] est considéré comme le ratio de Poisson. La relation (3.29) doit étre

écrite en composants (scalaires)qui forment les six équations

€y = %[J:r - 1‘"[5}’ + a'z):l
1
ey, =, [ﬂ'}, —v(o, + 0,)]

€; = i_?[ﬂ'z - v[ﬂ':r + F}:)]

v 1 (3-30)
Exy = TTIJ’ = ﬂfx},
o 1+v o 1
€y =" Tz = 5. Ty
i+v 1
€rx = T Tay = ﬂ Toy

La forme constitutive de (3.29) ou (3.30) montre a nouveau que seulement deux
constantes élastiques sont nécessaires pour formuler la loi de Hooke pour les
matériaux isotropes. En utilisant I'une des formes isotropes de la loi de Hooke, il peut
étre dé montré que les principaux axes de contrainte coincident avec les principaux
axes de déformation.

3.6. Formulations générales et stratégies de solution :

Les résultats comprennent un systeme différentiel et algébrique de relations entre
les contraintes, les déformations, et déplacements. La formulation générale s’achéve
par le développement des conditions aux limites appropriées. Ces conditions précisent
le phénomene qui se produit sur la limite du corps et plus généralement, le chargement
qui a créé physiqguement des contraintes internes, déformations, et les champs des
déplacements. Bien que les champs des équations sont les mémes pour tous les
problémes, les conditions aux limites sont différentes pour chaque probleme. Par
conséquent, le bon choix de conditions aux limites est essentiel pour la solution du
probléme, il est donc important d'acquérir une bonne compréhension de I'évolution des
procédures. La combinaison des champs des équations avec les conditions aux limites,

établit les problemes fondamentaux de la valeur limite de la théorie. Cela nous améne
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finalement en deux formules différentes, en termes de 1’une en termes de déplacements
et l'autre en termes de contraintes. Parce que ces problémes aux limites sont difficiles a
résoudre, de nombreuses stratégies ont été développées pour aider a la solution du

probleme.

3.6.1. Les équations fondamentales de I’élasticité :

Nous pouvons résumer le champ des équations de base ou les équations
fondamentales pour 1’¢lasticit¢ lin€aire isotopique sous les formules indicielles

suivantes.

Les relations déformations-déplacements :

1
Ei'._f = E [:uid: + uj:.li'_:} (3'31)
Les relations de compatibilités :
€ij kil T €kl ij — Cik,jl — €jrik — 0 (3-32)
Les équations d’équilibre
oijj + F; =0 (3-33)

La loi constitutive élastique (loi de Hooke) :

ﬂ'ij; = ,H.E'kk 51} + ZHEij

1+v v (3-34)
€ = F i~ %kk Sij

Par conséquent, le systteme général du champ des équations d'élasticité
correspond aux 15 relations (3-31), (3-33) et (3-34). Il est pratiqgue de définir

I'ensemble de ce systeme en utilisant un opérateur généralisé de notation comme

S{u,, ey, Oy A, 1L, Fi}=0 (3-35)
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3.6.2. Conditions aux limites :

Les types de conditions aux limites pour les applications de I'élasticité incluent la
specification de la fagon dont le corps est pris en charge (supporté) ou chargé. Ce
concept est mathématiquement formulé par les déplacements ou les tractions aux
points limites. La figure (3.9) illustre cette idée générale pour trois cas typiques, y
compris tractions, déplacements, et un mélange de cas pour lesquels les tractions sont

indiquées sur la frontiére S, et les déplacements sont donnés sur la portion restante S,,.

Ttr)

Conditions traction Conditions déplacement  Conditions mixte

Figure 3.9. Conditions aux limites typiques
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Donc nous pouvons formuler et classifier les trois problemes fondamentaux de la
valeur-limite dans la théorie de I'élasticité qui sont liés a la résolution du systéme

général de champ des équations(3-33).Notre présentation est limité eau cas statique.

Problémel: Probleme traction

Déterminer la distribution des déplacements, déformations, et contraintes a
I'intérieur d'un corps élastique en équilibre lorsque les forces du corps sont données et

la répartition des tractions est prescrite sur la surface du corps
) _(s) (s
T, (x”) = fi(x;") (3-36)
OUx:-:S:'désignent les points de frontiere (limites)etf; [xz-':sj') sont les valeurs de la traction.

Probleme2:Probléeme déplacement

Déterminer la distribution des déplacements, déformations et contraintes a
I’intérieur d’un corps ¢élastique en équilibre lorsque les forces du corps sont données et
la distribution des déplacements est prescrite sur la surface du corps,

(=) (=)
w; (%) =g:(x") (3-37)
oux.désignent les points de frontiére(limites)et g; (x")Sont les valeurs de
déplacement.

Probléme3: Probleme mixte

Déterminer la distribution des déplacements, déformations, et contraintes a
I’intérieur, la traction est prescrite par (3-36) sur la surface 5, et la répartition des

déplacements est prescrite que par (3-37) sur la surface du corps S, (voir Figure 3.9).

La simplification de (3-35) est nécessaire pour le développement des méthodes

de solution analytique. Sur la base de la description du probléeme 1 avec seulement les
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conditions aux limites de tractions, il serait souhaitable d'exprimer le systéme
fondamental uniguement en termes de contrainte, qui est, S°{, crz-j,ﬁ,p,Fz-}de maniére a

réduire le nombre d'inconnues dans le systétme. De méme pour le probleme 2,
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La formulation des déplacements seule ment est exprimée sous la forme §*{w;, A, i, E})
de maniere a simplifier le probléme. Nous allons maintenant pour suivre ces formulations

spécialisées et déterminons explicitement ces systemes d'équations . [5]

3.6.3.  Formulation des contraintes :

Pour le premier probléme fondamental de I'élasticité, les conditions aux limites
doivent étre données que dans les termes de tractions ou comportements de contrainte
.En vue de développer des méthodes de solution pour ce cas, il est tres utile de
reformuler le systeme général (3-33), en éliminant les déplacements et les déformations
et ainsi obtenir un nouveau systeme uniquement en termes de contraintes. Nous allons
maintenant inclure les équations de compatibilité dans le systéme fondamental. Donc,
nous commencons par l'utilisation de la loi Hooke (3-34) et nous éliminons les

déformations des relations de compatibilité (3-32) pour obtenir

v
Gijpete T Okieij — Oite,je — Tjiesike = 740 (T icteBi5 F Oorm, 01t = Fomm e Bt — T 12 672(3-38)

Aprés quelques simplifications et modifications nous obtenons les relations de
compatibilité en termes de contraintes et sont communément appelés les équations de

compatibilité de Beltrami-Michelle.

1 v
Okk.ij = _1_1,5iij,k —F F;;

Jij’kk + 2+v

ij — (3-39)

Pour le cas sans les forces de volume, ces relations peuvent étre exprimees
comme les six équations scalaires:

2

a
1+v7%, +-=(0,+0,+0,)=0

dx
ﬂz
1+v)P%e, + ﬂ?(rrx +o,+0,)=0
2
(1 +v)P%0, + a?(crx +to,+0,)=0 (3-40)

(1+v)7°r,,
(1+ V)szr},z

(1+v)P?r,,

EE
+?ﬂy(ax+o'},+a'z) =0

ﬂE
+E(ﬂ'x+5y+az) =0

ﬂE

tazay \Tx T Oyt o;) =0
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Ainsi, en combinant ces équations avec les équations d'équilibre (3-33) on a les
données nécessaires pour résoudre les six relations pour les six contraintes inconnues
pour le cas en trois dimensions. Ce systéme constitue la formulation des contraintes de
la théorie de I'élasticité et est approprié pour une utilisation avec les problémes des
conditions de limites de traction. Une fois les contraintes déterminées les
déformations sont disponibles a partir de la loi de Hooke (3-34), et les déplacements

peuvent étre alors étre calculée par l'intégration de (3-31).

Le systeme d'éguations pour la formulation des contraintes est en croassez
complexe, et les solutions analytiques sont déterminées pour ce cas en utilisant des
fonctions de contraintes. Ce concept prévoit une représentation des contraintes qui
satisfait les equations d'équilibre. Pour le cas a deux dimensions, ce concept représente
des contraintes dans le plan en termes d'une fonction unique. La représentation satisfait
I’équilibre, et le reste des équations de compatibilité les rendent en une seule équation

aux dérivées partielles (équation bi harmonique)enter mes de fonction de contrainte.

3.6.4. Formulation des déplacements :

La réduction du champ d’équations en termes de déplacements uniquement est le
systeme dénommé formulation de déplacements. Il est plus utile lorsqu'il est associé
aux conditions limites de déplacement dans le probleme 2.Dans ce cas, nous éliminons
les déformations et les contraintes du systéme fondamental (3-35). Ceci est facilement
accompli en utilisant les relations déformation-déplacement et la loi de Hooke pour

donner
Oy = Aty 8y + p(uy j+ uy) (3-41)

qui peut étre exprimeé en six équations scalaires

Ox=Mox Ty " a2 Mo

du dv dw dv
a},_i(§+ﬂ—y+g)+zpﬂ—y -
(%Y gy (3-42)

Oz = ﬂ;r+ﬂy+ﬂz + Moz

() e = (P4 %) 1 = (42
Toy = H dy = dx Tyz = H dz = dy T = I dx gz
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Utilisant ces relations dans les équations d’équilibre nous aurons
puy g+ (A + pug g + F; =0 (3-43)

qui sont les équations d'équilibre en termes de déplacements et sont désignés comme
les équations de Navier ou Lamé. Ce systéeme peut étre exprimé en termes de trois

équations scalaires comme

2 (e, & ow —
uv u+[ﬂ+n}ax(ﬂx—|—ﬂy+ﬂz)+§'x 0
2 d fdu dr  dw _
uv IH_[‘;{+”)_ay(_ax+_ay+_az)+FJ’ =0 (3-44)
2 9 (u v Ow _
uv w+(ﬂ+u)ﬂz(ax+ﬂy+az)+Fz 0

OuU le Lapaient est donnée par 7e = (0" /ax") + [32/3}‘2) +(8%/8z").

Les equations de Navier sont la formulation souhaitée pour le probleme de déplacements, et
le systeme représente trois équations pour les trois inconnus de composantes de déplacement.
Semblable a la formulation de contraintes, ce systeme est encore difficile a résoudre, et de
nouvelles techniques mathématiques ont été développées dans le but de simplifier ces
équations pour la solution du probléme. Ces méthodes emploient les fonctions de potentiel de

déplacement.

3.7. Hypothéses fondamentales de 1’élasticité linéaire :

3.7.1.Energie de déformation :

Le travail effectué sur un élément, et emmagasine a l'intérieur, sera appelée
énergie de déformation. Il est supposé que I'elément reste élastique et aucune énergie
cinétique n’est développée, c'est-a-dire quel retrait des charges résulte de la

récupération complete de I'énergie stockée dans le corps. [6]

Afin de quantifier ce comportement, nous voulons a présent déterminer 1’énergie
de déformation en fonction de la contrainte et de la déformation qui en résulte dans le
solide élastique. Considérons d'abord le cas de déformation uni axial et uniforme sans

les forces de volume, comme le montre la Figure 3.10.
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dv

+— u+—dx —
dx

A T 7

o= !

Yy o <_: :—:——P o
1 1

d d L

—dx >

Figure 3.10. Déformation sous une contrainte uni axiale uniforme

Si L’élément cubique de dimensions dx, dy, dz est sous l'action d'une contrainte

normale uniforme - dans la direction x comme montré, nous avons une forces, dydz
X

qui produit un travail sur I’extension &, dx. La relation entre ces deux quantités durant

la contrainte est representée par la ligne droite (figure 3.11.), et le travail effectué

durant la déformation est donné par I’airel/ 2 (o.dydz) (,dx)du triangle.

Figure 3.11. L’énergie de déformation pour une déformation uni axiale

Ecrivons dU pour ce travail nous aurons: 1
dv =1/, o,&,dxdydz (3-45)
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Uy

De la méme maniere ou I’¢lément est soumis aux six comportements, 1’énergie de

déformation devient:

dU = Uydxdydz U= [ U,dxdydz (3-46)

. 1
Ou Up = E[Jx‘gx + OyEy +0o8; + TxyYaxy + TyzVyz + rxzyxz) (3'47)

Ujyest la quantité de travail par unité de volume, ou ’énergie de déformation par unité

de volume.

En utilisant la loi de Hooke, nous pouvons exprimer 1’énergie de déformation

uniquement en fonction des contraintes:
1 1
u, = p [o2 + a'f, + 03, —2v (a'xa'}, +o,0,+ o0, )]+ po (rﬁ}, + rf’z +12,) (3-48)
d’ou

v =3I (ot + o} + o2 —2v(ooy toy0, +oo)] 4 (e o+
rfm)} dxdydz
(3-49)

Comme nous pouvons 1’écrire:

1+v v

Ulo) = o (of+op+07 + 215, + 215, + 215,) — 2 (0x + 0y +0,)?
1+v v

U[J:} = ?Jf'ﬂ-f' _Eﬂ_jjl:rkk

Nous pouvons aussi exprimer la quantité de travail uniquement en fonction des

comportements de déformation
1 1
=107 + G + 5,7 + &) +56(vay + Vyr" + Yir”) (3-50)

d’ou
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v=|ff Emz +G(g2 + £,2 + £,%) +§ Glyey” + ¥y + v;)] dv (3-51)
Avec B=e +e,te;, =&, 5,18,

Comme nous pouvons 1’écrire

1 1 1 1
Ule) = EA[E* +e,+e)” + p(el+el+el + EYE‘*‘ + E}r}?z +E}fz§)

1

Le développement du concept de I'énergie de déformation peut produire de
nouvelles informations utiles non trouvées par d'autres méthodes. Cette étude a aussi
conduit a des nouvelles méthodes ou des principes qui permettent de nouvelles
techniques pour résoudre les problemes d'élasticite. Dans un certain sens, ces
méthodes peuvent étre considérées comme une alternative au champ d’équations
dérivées. Pour les problemes en mécanique des structures (barres, poutres, plaques, et
coques) les méthodes de 1’énergie sont révelées tres utiles dans le développement des

équations régissant le comportement et les conditions aux limites associées [6].
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3.7.1.  Théoremes fondamentaux :
Théoreme de Clapeyron :

Si I’on applique un effort aux points A;du corps, suppose dans son etat naturel,
des forcesF;, les points 4; se déplacent en Ajet wdésigne la projection de A;4;sur la

direction de la force F;.Le théoreme des travaux virtuels donne la relation:

L;Fjuj ==2U

Nous obtenons ainsi I’expression de 1’énergie de déformation en fonction des

forces et des déplacements due a Clapeyron :

1
U=,2;F, (3-52)
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Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti :

Considérons deux systémes de forces Fyet F;'appliquées aux points A;du corps.
Le premier donne lieu aux déplacementsu;, aux contraintes o;et aux déformations &;
.Le second donne lieu aux déplacements u;,aux contraintes a;'et aux déformationss;’
Appliquons a chaque systeme le théoréme des travaux virtuels en prenant pour
déplacements et déformations virtuelles les déplacements et les déformations dus a

I’autre systéme:

E_;‘ Ej”ur — J‘ﬂ_rtEnrdv :fﬁrtEﬁHdv

Y F'u=[c"edv=[c"Ed'dv

Le scalairec™Ec"est égal a son transposé ¢'“Ec’Nous obtenons donc 1’égalité
suivante, qui exprime le théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti:
P mo__r _
L Fjuj' = L Fju; (3-53)

Voici une importante consequence du théoreme de réciprocité [7]: la structure
etant soumise aux forcesF; appliquees aux points4;, proposons-nous de calculer le

déplacement yd’un point A dans une direction §Pour cela, appliquons au point A une

force unité suivant la direction & ; les points A; se déplacent de A,dans la direction des

forcesF;.Le theoreme de reciprocité donne la relation:
u=2x;4F, (3-54)

Qui montre que le déplacement d’un point quelconque est une fonction linéaire et

homogeéne des forces appliquées.

Théoremes de Castiglione

La structure étant soumise aux forcesF;, nous venons devoir, d’aprés le théoreme
de réciprocité, que:
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= XAy Fie Ak = M)

En reportant cette valeur dans I’expression(3-52),1’énergie de déformation

apparait comme une forme quadratique des forces appliquées:
1
U=32; XA FiFy

et les déplacements u; peuvent s’écrire sous la forme :

au
mw=—

= (3-55)

Qui exprime le théoreme de Castiglione.

Si I’on donne des variations quel conques d F;aux forcesF; , nous avons, d’aprés la

définition méme de I’énergie de déformation:

dU = X, F; du;

Ile résulte que, si’on exprime U en fonction des déplacements, les forces F;
peuvent s’écrire sous la forme:

d
F,=Z

= (3-56)

Qui exprime le théoréme dual du théoreme de Castiglione.[8]

Le théoréme de Castigliano permet de calculer le déplacement A d’un point A de
la structure dans une direction &. Pour cela, appliquons au point A une force auxiliaire
F suivant la direction § . Si U est I’énergie de déformation exprimée en fonction des
forces F; et F, il suffit d’appliquer le théoréme de Castigliano et de faire F=0 dans le

résultat [10] :
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Chapitre 4 : Solution analytique par la théorie de I’élasticité d’une

poutre console en E-FGM

4.1. Introduction :
Les poutres sont I'un des éléments structurels importants utilisés dans de nombreuses
applications d'ingénierie, telles que l'aérospatiale, I'automobile et I'ingénierie
océanique. Les études de poutres peuvent étre divisées en deux groupes : en termes de
matériaux a partir desquels elles sont faites, et en termes de conditions aux limites et
de méthode de résolution du probleme de plaque analysé. Les poutres isotropes,
composites et a gradation fonctionnelle sont des exemples de matériaux utilisés dans
les poutres. Des attentions ont toujours été accordées aux solutions d'élasticité pour
les poutres planes par les scientifiques et les ingénieurs. Des solutions d'élasticité
exactes et analytiques pour des poutres isotropes homogenes peuvent étre obtenues via
la fonction de contrainte d'Airy, comme indiqué dans Timoshenko et Goodier [1].
Lekhnitskii [2], en utilisant la méthode de la fonction de contrainte, a en outre obtenu
une serie de solutions pour les poutres anisotropes planes, y compris celle pour les
poutres soumises a une traction simple, un cisaillement pur et une flexion pure
(Benatta et al. [17], celle pour les poutres en porte-a-faux actionnées par une force de
cisaillement concentrée au la pointe, celle pour les poutres en porte-a-faux
uniformément chargées et les poutres simplement soutenues, et celle pour les poutres
en porte-a-faux chargées linéairement [15] et les poutres simplement soutenues Zheng
etal. [18]. Silverman [3] a présenté une méthode générale pour obtenir une fonction
de contrainte pour les poutres orthotropes ; les probléemes de flexion des poutres en
porte-a-faux soumises a un effort de cisaillement terminal et des poutres en porte-a-
faux soumises a une charge uniforme et a une charge distribuée linéairement ont été
étudiés. Récemment, Ding et al. [4] ont dérivé une solution d’¢lasticité pour une poutre
isotrope plan fixe-fixe soumise a une charge uniforme a 1’aide de la fonction de

contrainte d’Airy ; I’exactitude de la solution a été confirmée par comparaison avec la
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solution numérique d’Ahmed et al. [5]. Cependant, la La littérature sur la réponse des
poutres fonctionnellement graduées (FGB) aux charges mécaniques et autres est
limitée. Les matériaux fonctionnellement gradués (FGMS) sont des matériaux
composites dans lesquels les propriétés mécaniques varient en douceur et en continu
dans des directions préférées. Macroscopiquement, les poutres FG sont supposées étre
isotropes Par conséquent, les mémes conditions aux limites existent pour les poutres
FG et isotropes. Shi et ses collégues ont étudié la réponse des poutres FGPM [6-8].
Mais dans leur analyse, seuls un ou deux parametres de matériau ont été supposés
varier sous la forme de séries de puissances finies le long de la direction de 1’épaisseur
tandis que les autres parametres sont restés constants. Sankar et ses collaborateurs [9-
11] ont développé des méthodes analytiques pour I’analyse thermomécanique et de
contact des poutres FGM ainsi que pour les poutres sandwich avec noyaux FGM.
Dans leurs études, les propriétés thermomécaniques du FGM ont toutes été supposées
varier a travers I’épaisseur de maniere exponentielle. Zhu et Sankar [12] et résolu les
équations de plasticité bidimensionnelle pour une poutre FGM soumise a des charges
transversales au moyen de la méthode combinée série de Fourier-Galerkin, dans
laquelle la variation du module d’Young a travers 1’épaisseur €tait donnée par un
polynome dans le la coordonnée d’épaisseur et le coefficient de Poisson ont été
supposes constants. Des solutions analytiques 2D pour les plaques et les poutres ont
également été presentées par Ding et al [13] et Huang et al [14]. Dans cet article,
I’approche de la fonction de contrainte est utilisée pour étudier le probléme d’une
poutre en porte-a-faux fonctionnellement graduée soumise a une charge distribuée
linéairement. L’effet du paramétre d’inhomogénéité du matériau sur le champ de
déplacement et de contrainte dans la poutre est présenté et des conclusions sont ensuite

tirées.

4.2. Formulation théorique :
4.2.1. Propriétés des matériaux constitutifs du FGM :
Le matériau a grades fonctionnels (FGM) peut étre produit en faisant varier en continu

les constituants des matériaux multiphasiques dans un profil prédéterminé. Les
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caractéristiques les plus distinctes d’un FGM sont les microstructures non uniformes
avec des propriétés macro graduées en continu. Une FGM peut étre définie par la
variation des fractions volumiques. La plupart des chercheurs utilisent la fonction de
loi de puissance ou la fonction exponentielle pour décrire les fractions volumiques.
Cependant, seules quelques études ont utilisé la fonction sigmoide pour décrire les
fractions volumiques. Par conséquent, les faisceaux FGM avec fonction sigmoide
seront examinés en détail dans cet article. Considérons une poutre FGM élastique en
porte-a-faux d’épaisseur uniforme h, qui est constituée d’une céramique et d’un métal,
est considerée dans cette étude. Les propriétés du matériau, le module de Young et le
coefficient de Poisson, sur les surfaces supérieures et inférieure sont différents mais
sont prédéfinis en fonction des exigences de performance. Cependant, le module
d’Young et le coefficient de Poisson des poutres ne varient continuellement que dans
la direction de 1’épaisseur (axe z), c’est-a-dire E = E(z),v = v(z). Delale et Erdogan
(Delale et al. [19]) ont indiqué que 1’effet du coefficient de Poisson sur la déformation
est bien moindre que celui du module de Young. Le coefficient de Poisson des poutres

est supposeé constant. Cependant, les modules de Young dans la direction de

I’épaisseur des faisceaux FGM varient avec des fonctions de loi de puissance (P-FGM)
ou avec des fonctions exponentielles (E-FGM).

\ q

Zz

77777
v

Figure4.1. Géométrie et chargement de la poutre console

4.2.1.1. Les propriétés matérielles des poutres E-FGM :
Généralement, la fonction exponentielle utilisée pour décrire les propriétés matérielles
de ’E-FGM comme suit
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E(z) = A.¢(*3) (4-1)

1 E.
Avec A=EretB =1 In (E—l) (4-2)

2

4.2.2. Description du probléme et équations de base :

Considérons une poutre FGM en porte-a-faux d'épaisseur uniforme h . Un systéme de
coordonnées cartésiennes est introduit avec les surfaces supérieure et inférieure de la

poutre se trouvant dans le plan z =h/2 etz =- h/2.

Les longueurs des bords de la poutre dans les directions x et y sont notées L et b,
respectivement. La poutre est supposée étre dans un état de contrainte plane normal au
plan x-z, et est soumise a une charge distribuée linéairement q(x) sur sa surface

supérieure. Les proprietés du materiau varient dans le sens de I'épaisseur. Ou
q(x) = % et q, : est I'amplitude de la charge.

En I'absence de forces corporelles, les équations d'equilibre sont données sous la forme

00y . 0Ty,

axz aZ
99 | 0ty _ () OTaz | 0%

dx A 0x A =0, (4-3)

Ou gy, 0,, T4, Sont des composants de contrainte

Les relations entre les déformations et les déplacements sont :

u ow u ow
- = = (4-4)

€x = ox’ €z oz’ Vxz 9z | ox’

Ou u, w sont des composantes de déplacement, ¢,, &, , ¥,, Sont des composantes de
déformation qui devraient satisfaire 1’équation de compatibilité de déformation

suivante

0%, | 0%g;  0%yy,

dz? dx? xdz (4-3)
Les relations constitutives de la FGM orthotrope sont
& = 5110y + 85130, & = S130x + S330,, Yxz = S44Txz) (4-6)
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Ou Sy, S33, S13 €t S, sont les parametres de complaisance élastique :

L S __ v _ 2(1+v)
E(z) “13 7 E@’ ¥ 7 E@

S11 =833 =

(4-7)

Les conditions aux limites d’¢lasticité sur les surfaces supérieure et inférieure sont :
gx(x,—h/2) =—q, oyx(x,+h/2) =0, 1, th/2)=0 (4-8)
Les condition aux limites a I’extrémité gauche (libre) de la poutre FGM sont :
Ny =0, My, =0, Qo=0, (4-9)

Ou N, , Myet Q, désignent I’effort normal, le moment et I’effort tranchant a x=0 .Les

condition aux limites pour I’extrémité fixe a I’extrémité droit (fixe) de la poutre sont
prises comme suit :

x=L z=0: u=w=0, —=0. (4-10)

4.3. SLOUTION GENERALE :

Afin d’obtenir un solution générale aux équation .(4-4)-(4-11), la fonction de
contrainte d’Airy @(x, z) est introduite telle que:

Oy = ?327?' 0, = 327(5, Tyy = ::;Z. (4-11)
Alors que I’Eq. (5) est satisfait automatiquement. On suppose alors que :
®(x,2) = Dy(z) + xP,(2) + x2D,(2) + x3P;(2) (4-12)
[ @,(2), D,(2) et D,(2), P5(2), P,(2) Sont des fonctions inconnues a
déterminer]. Substitution de par 1’ Eq (12) dans I’Eq.(11) donne :
Oy = D + x®; + x20) + x3D; (4-13a)
0, = 2, + 6xbs; (4-13b)
Ty = — (@] + 2xD; + 3x2D3); (4.13c)
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En substituant les Eqs .(4-13a,4-13b et 4-13c) dans les équation.(4.6), puis

dans I’Eq (4-5),donne lieu a:
(anbé’ )" =0;
(anbé’ )" =0;

(Sll(pil + 6513¢3)” - (_6513¢é)’ + 6513¢é, = 0,
($11Df + 28513P,)" + (28544 P5) + 25,3P5 = 0;

I “intégration de 1’Eq.(4-14a) rendements :
oy = a4, + a,A,
@5 = a1 A9 + a,Ad + as;
@3 = a; A} + ax A3 — qo/60)
Ou a;(i = 1,2,...) sont des constantes d’intégration :
M= A=, A@ =L, OrAdg
| ‘intégration de I'Eq.(4-14b) rendements :

(pé, = a3B3 + a4B4_;

(4-14a)
(4-14b)

(4-14c)
(4-14d)

(4-15a)

(4-15b)

(4-15c¢)

i =12, n=0,1.(4-16)

(4-17a)

@) = azBY + a,BY; @, = azBi + a,B}; (4-17b)

Ou

1
Bi=B,=0B;=A; By=4y BI@D=2[",

(z—-&"B;d& (i=34n=01) (4-18)

Substituer les équations (4-15a,4-15b and 4-15c¢ ) dans 1’équation. (4-14c) et en

effectuant deux fois 1’intégration, on obtient :

1" _ 3 S13q
&y = Jig G +
" _ U6 0 Z S13q .
D1 = L= 4;C; +f_i —~ds;
o S11l

O = T8, a;Cl + [Ta(z — §) T dg
h 11
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Oou
6S 1
Co= =2 A1+ 5 [, o[ —651A0 — 68134, (z = O)]d¢; (4-22)
6S 1 z
C,=— 5—13 Al + — f_h/z[—6544A3 — 65134,(z — §)]d¢; (4-22b)
11 11
C;=C, =0, (4-22¢)
C5 = Al C6 = Az, (4'22d)
Et :
1 Z
) = f(z—z)n CdE,  (i=12,..10, n=01)
" _h/2
(p(l), = ?=1 al-Dl- + Dg (4-23)
®y=%8,a,D? + D (4-24)
®y = X8, a;D} + D& (4-25)
Oou:

Dy=D,=0 (4-26a)

En remplacant les équations.(4-17a et 4-17b) dans 1’équation. (4-14d), et en effectuant

deux fois 1’intégration ,on obtient

Dy=—21p1 4= (" [-25,,B — 25:3B5(z — §)]d¢; (4-26b)
S11 S11 °—h/2
6S 1 (z

D, = _?11331 + ;f_h/z[_254432 — 2813B,(z — £)1d¢; (4-26¢)
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Ds =Dg =0,Dg =0 (4-26d)
D; = Ay,Dg = Ay, D7 = Ay (4-26e)

Et
D!'(z) ——f n2Z—O"DidE (i=12,..9, n=01) (4-27)

L’effort normal N, ,le moment fléchissantM,, et I’effort tranchantQ, a 1’extrémité

gauche de la poutre peuvent étre obtenus en intégrant les Eqs.(4-13a) et (4-13c) selon

No= [ 2, 0:(0,2)dz = @0( /2) o5 ("), (4-28a)
My = [1)7, 020,20z dz = 3 |@5(1/;) + 05(T1/5)| = @o(M/2) + @0 (TH/). (4-28b)
Qo = fi:/zz Ty, (0,2)dz = &, (_h/z) - ‘D1(h/2); (4-28c)

La substitution des Eqs (4.13a,4.13b et 4.13c) en Eq (4.8) donne :

oi(7hy) =0, @i(h) =0, (4-29)
oo(7h/y) =0, @5(R/y) =0, (4-290)
oo(hfy) =0, @3(h/,) =0, (4-29¢)
os(TMa) =5 #(Ma)=0 (4-29d)
o5(hfy) =0, @i(h) =0, (4-29¢)

Enfin I’intégration de 1’Eq.(4-4), nous pourrions obtenir les composantes de
déplacement comme suit :

u= x(511(p + 2513(152) + (anb{’ + 6S5;3P3) + (Slld)é,) + (Sllcp.';’ -
f ny2 FEAE +wz + uy, (4-30a)
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w = 213;:1 xk f_zh/2(513(p],(,)d€ - Z_;xs - %x‘} - %XB - %xz f_zh/2[533(2¢’2 + 6xd)3)]df -

wx (4-30b)
ou F(2) = Sy®i + [, ,(S13P] + 6855®3)dE, (4-30c)
ugy, wy etw Sont des constantes intégrales.

Substitution des équations (4-13b).(4-13c) et (4-15b) dans les équations (4-27¢) et (4-
27c¢) respectivement, on a

Y3 a;A? (h/z) =0, (4-31a)
LiaAd(h,) -2 =0, (4-31b)
a;BY (h/z) + a,B} (h/z) =0 (4-31c)

asBY("/5) + @B} (M/5)

A partir des équations (4-17) et (4-27a),(4-26¢)et (4-18), et remarquant &, (—4/2) =
0,0na

0 (4-31d)

hj2 s
(M) + [0 2 dg = 0, (4-322)
h/2 s
Pt aiCil(h/Z) + f_h/zﬁqf(h/z — &)dE =0, (4-32b)

En remplacant les equations.(4.26a) et (4-26b) dans 1’¢équation.(4-9),en vertu de
®o(—h/2) =0etdy(—h/2)=0.0na:

8 a:0?("/,)+ D¢ =0, (4-33a)
8, a0} (/) +Dé =0, (4-33b)

Les constants Inconnues a, peuvent étre obtenues a partir des equation .
(4.32a,4.32b,4.32¢,4.32d), (4.33a,4.33b) et (4.34a,4.34b).Ainsi toutes les constantes
indéterminées sont fixes et la fonction de contrainte est complétement déterminée. Les

composant de contrainte sont alors obtenues a partir de 1’Eq.(4-13a,4-13b et 4-13c).
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Substitution de 1’équation .(4-31a,4-31b, et4-31c) dans 1I’équation .(4-12) donne trois
équation ,a partir desquelles u,, w, etw  peuvent étre obtenus. Ainsi, les

composantes de déplacement u et w sont déterminées.

4.4, Résultats numériques et discussion :

Dans cette section, étude numérique d’une poutre en porte-a-faux FGM (I=1 m,
hauteur h=0,1 m) soumise a une charge distribuée linéairement qo = 106 N/m.
L’analyse est effectuée pour des matériaux purs et différentes valeurs du parametre de
matériau, p, pour ’aluminium-alumine FGM. Le module d’Young et le coefficient de
Poisson (Sallai et al. [16]) pour I’aluminium sont : 70 GPa et 0,3 et pour 1’alumine :

380 GPa et 0,3, respectivement sur la partie supérieure

E Gpa
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Figure 4.2. Distribution du module de Young sur 1’épaisseur de la poutre E-FGM pour
différents rapports E1/E>=1,2,5,10 et 20
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Surface de la poutre sera faite sur la base de la solution ci-dessus. Nous supposons la
fonction graduée comme dans les équations de la poutre E-FGM. . Dans la présente

¢tude, nous prenons 1’indice gradué pour différents rapports de% dans E-FGM. La

figure 4.2 montre bien que lorsqu’on augmente le rapport des modules a travers
I’épaisseur de la poutre le module de Young de la lois de mélange augmente (plus

rigide)

10 - .‘Q&k
04
— 1
T 104 —e—2
o 5
—v— 10
204 —+—20
=30 -
T T T T T T T T T T T
0,6 0,4 0,2 0.0 0.2 0.4 0.6

z/h

Figure 4.3. Contrainte normale ( o,/qo) adimensionnelle par différent rapport de la poutre en
porte-a-faux E-FGM a x=L/2

;- . . E1l .
Pour les matériaux fonctionnellement gradués ( = #1) les valeurs des contrainteso,.

sont différentes de la distribution linéaire pour un matériau homogene ( % =1).

92



Chapitred: solution analytique par la théorie de I'élasticité d’une poutre console en E-FGM

Ces contraintes sont beaucoup plus grandes au niveau de la face z=h/2. Il est
intéressant de noter que a,., varie de maniére non linéaire de zéro a la face (z=h/2) et
a la face (z=- h/2) .

—a— 1
S 2
0,01 S
~+- 10
—— 20
-0,5 4
ﬁ -1,0 -
=
-1,5 4
-2,0 4
-2,3 T T T T T T T T T T T 1
-0.6 -0.4 -0,2 0.0 0.2 0.4 0.6

z/h

Figure 4.4. Contrainte tangentielle ( ., /qo ) adimensionnelle par
différents rapports de la poutre en porte-a-faux E-FGM a x=L/2

La contrainte t,,, disparait a la fois sur les surfaces supérieure et inférieure, a partir
desquelles les conditions aux limites données sont satisfaites et I’exactitude de la
présente solution est validée. Le champ de contrainte de la poutre est fortement

augmente avec 1’augmentation des rapports dans la zone de z=0 a z=0.2h .
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w/h 0.03

0.02

0.01

X/

Figure 4.5. Courbes de déflexion adimensionnelle pour différents
rapports de la poutre en porte a faux E-FGM a z=0

La figure 4.5 montre la fleche médiane pour différentes valeurs du rapport Ei/Ez.La
fleche maximale est observée pour une poutre homogene (E1/E>.). avec une
augmentation de E1/E>, la fleche devient plus petite.
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4.5. Conclusion :

Une solution d’¢lasticité plane est développée pour une poutre a gradation
fonctionnelle au moyen de la méthode semi-inverse. Les propriétés mécaniques du
matériau sont supposées avoir la méme dépendance vis-a-vis de la coordonnée
d’épaisseur et une solution générale bidimensionnelle est obtenue pour une poutre en
porte-a-faux fonctionnellement graduée soumise a des tractions normales et de
cisaillement sur les surfaces supérieure et inférieure ainsi qu’a des charges concentrées

appliquées. Forces et couple a I’extrémité libre.

La solution obtenue est valable pour des variations graduées arbitraires de la
distribution matérielle, elle pourrait donc servir de base pour établir des théories
simplifiées de la FGM ou de résultat de référence pour évaluer d’autres méthodologies
approximatives.
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CONCLUSION GENERALE :

Une solution d’¢lasticité plane est développée pour une poutre a gradation
fonctionnelle exponentielle au moyen de la méthode semi-inverse. Le module de
Young de la poutre est supposé varier de maniére exponentielle dans la direction de
I’épaisseur. Les champs de contrainte et de déplacement de la poutre E-FGM sont
fortement influencés par le rapport E,/E,. La solution obtenue dans ce travail peut
servir de base a I’établissement de théories simplifiées des FGM ou de résultat de
référence pour évaluer d’autres méthodologies approximatives.

La solution obtenue est valable pour des variations graduées arbitraires de la
distribution materielle, elle pourrait donc servir de base pour établir des théories
simplifiées de la MGF ou de résultat de référence pour évaluer d’autres méthodologies

approximatives.
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