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Résumeé

Dans ce mémoire de master, on étudie 'existence et I'unicité de la solution d’un systeme
composé par une équation différentielle fractionnaire non linéaire qui contient la dérivée de
Caputo et des conditions aux limites. Pour étudier I'existence et I'unicité de ces solutions,
on a utilisé quelques résultats les plus importants des thoremes de points fixes dans I'espace
de Banach. Un exemple concret est aussi donné pour soutenir le coté theorique qui a été
obtenu.

Mots clés : Caputo, point fixe, existence et unicité.



Abstract

In this master thesis, we study the existence and uniqueness of the solution of a system
composed by a fractional differential equation which contains the Caputo derivative and
boundary conditions. To study the existence and uniqueness of these solutions, some of the
most important results of the fixed point theorems in Banach space are used. A concrete
example is also given to support the theoretical side that has been obtained.

Key words : Caputo, fixed point, existence and uniqueness.
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est une généralisation de la différentiation et de l'intégration
usuelles a un ordre arbitraire non entier. Le sujet est aussi ancien que le calcul différentiel
et remonte a 1’époque ou Leibniz et Newton inventérent le calcul différentiel. La premiere
apparition du calcul fractionnaire est dans une lettre écrite a Guillaume I’Hopital par Gott-
frTiled Wilhelm Leibniz , datée du 30 septembre 1695, dans laquelle il a introduit le symbole
% pour désigner la dérivée d’ordre n € N dune fonction f, 'Hopital a répondu :
< que signifier % sin = 3 ? ». La dérivation et 'intégration dordre fractionnaire remonte
a diverses correspondances entre Gottfried Leibniz, Guillaume LHopital et Johann Bernoulli
a la fin du 17e siecle. les bases du sujet ont été posées par Liouville dans [20],[21]. La théorie
et les applications du calcul fractionnaire se sont considérablement développées au cours des
XIXme et X X siecles, et de nombreux contributeurs ont donné des définitions pour les
dérivées et les intégrales fractionnaires . Pour la premiere fois, il semble que la recherche
dans le calcul fractionnaire n’ait aucune importance pour les autres sciences, et celle-ci
ne reste qu'une recherche purement mathématique, mais il a gagné une popularité et une
considération importante dans les autres sciences appliqués comme la biologie, mécaniques

de fluides. Pour plus de détails, vous pouvez consulter [13],[27],[29].

Ce mémoire est composée en trios chapitre :

Dans le premiére chapitre, nous présentons quelques notions d’analyse fonctionnelle,
puis nous rappelons les définitions de quelque fonctions spéciales (fonction Gamma,fonction
Betta) et leurs propriétés essentiels. Dans le derniere section on donne quelques théoreme
du point fixe qui jouent un roéle important dans notre travail.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons les définitions de quelques intégrales et
dérivées fractionnaires qui jouent un réle majeur dans notre travail et nous présentons cer-
taines de leurs propriétés.

Dans le troisieme chapitre, est consacré a ’étude des résultats d’existence et d’unicité de
solutions concernant un probleme aux limites pour une équation différentielle fractionnaire

de type Caputo de la forme :



a€ll,2], tel0,T].

{ “Du(t) = M (¢ u(t))
u(0) = ay, u (T) = ay,

ou “D% est la dérivée fractionnaire de type Caputo d'ordre 1 < a <2, f:[0,T] xR — R

est une fonction continue, a; € R(: =1,2) et A € R*.

Aprés avoir donne la solution générale, nous utilisons le principe de contraction de Ba-
nach pour prouver notre premier résultat principal.
Le deuxieme résultat principal concerne I'existence et 'unicité des solutions de ce probleme

il sera établie via le théoréme de Schaefer. .



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts de base liées 1’analyse fonctionnelle, puis
nous rappelons les définitions et les propriétés essentiels des deux fonctions Gamma et Beta
qui jouent un role important dans le calcul fractionnaire. Nous terminons ce chapitre en
rappelant quelques théoremes du point fixe que nous avons utilisés dans ce travail. Pour plus

de détails sur ces concepts, veuillez consulter les références suivantes [19],[22],[30],[32].

1.1 Notations et définitions de base

Dans cette section, nous rappelons les notations utilisées dans les chapitres suivants, ainsi
que quelques notions d’analyse fonctionnelle.
L’ensembles des nombres réels est notée R.
L’ensembles des nombres réels positifs est notée R*.
L’ensembles des nombres réels non nuls est notée R*.
On note N I'ensemble des entiers {1,2,3,...,...} et Z; = NU{0}.

On note Q, U'intervalle finie de la forme [a,b] (0 < a < b < 00).



1.1.1 Quelques espaces fonctionnels

Définition 1.1.1 L’espace des fonctions continues f : 0 — R est note C (Q2) et
1l = sup [f ()]
e

Définition 1.1.2 Soit n € Z,, on note C* () l'espace des fonctions n-fois continument

différentiables sur €2, et
1A ller) = Z Hf(k)HO(Q) :
k=0

Définition 1.1.3 Soit p € [1,+0o0], on définit LP () 'ensemble des classes de fonctions
f:Q — R measurable tel que

T (/Q|f|pdx)’ﬂp<+oo

[fllo = esssupl|f(z)].

z€Q

1.1.2 Fonctions absoluments continues

Définition 1.1.4 On note AC () l’espace des fonctions absoluments continues sur ), not

AC (Q) est lespace des fonctions primitives de fonctions Lebesgque-sommables ¢’est a-dire
feAC(Q) < Jp e L' (Q) telle que f(x) = c+/ (t)dt.

Théoréeme 1.1 L’espace AC () coincide avec l'espace des primitives de fonctions som-

mable de Lebesgue c’est a-dire.
feAC(Q) < f(x) = c+/ e(t)dt, (peL'(Q))

Définition 1.1.5 Soit n € N. On note AC™(QY), l'espace des fonctions f : Q@ — C
(n — 1) —fois continument dérivable sur Q tel que f"~Y € AC (Q), i.e. :

ACT () ={f:Q —C,fP eC(Q),ke{0,1,..n—1} et fEVEAC(Q)}.

En particulier AC' (Q) = AC'(Q) .



d
Définition 1.1.6 Soit n € N* et § = ta. L’espace des fonctions f qui ont 6" '-dérivées

absolument continues, noté ACY () est définie comme suit :
ACE(QY) ={f:]a,b] — R: "1 f € AC(Q)}.
Clairement AC{ () = AC (Q).

1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 La fonction Gamma

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriété bases des fonc-
tions Gamma et Béta. Ces fonctions jouent le role le plus important dans la théorie des
opérateurs d’intégrations et de dérivations d’ordre non entier et dans la théorie des équations

différentielles fractionnaires. Pour plus de détails voir [19],[27],[30].

Définition 1.2.1 Soit z € R tel que z > 0. La fonction Gamma notée par I, est définie

+oo
[(z2):= / e~ 't* 1 dt,
0

Proposition 1.2.1 La fonction Gamma est bien définie sur l’ensemble RY.

par :

Démonstration. On écrivons I' (2) sous la forme

—+o00 1 “+oo
'(z2):= / e ' dt = / et +/ et
0 0 1

En étudiant la convergence de la premiere intégrale. On a

1 1 1
I :/ ettt </ 7 ldt = =,
0 0 z

D’ou la premiere intégrale est convergente pour 0 < z < 1.

Maintenant nous étudions la convergence de la seconde. On a

Par conséquent, la fonction Gamma est définie pour tout z € RT.



Proposition 1.2.2 Soit z € R tel que z > 0, alors la fonction Gamma vérifie les propriétés

sutvantes :
1. F(l) 1

[(z+1)=20(2)
F'n+1)=n,YneZ,.

Démonstration.

+oo
1. F(l):/ e~ldt = 1.
0

2. Par une intégration par parties , on obtient

+o0
2 (2) = / e 2t dt
0

—+o0
= —e't7| + / e 't dt
0
—+o00
= / e dt
0

=I(z+1).
3. En utilisant la propriété 2), nous obtenons :

I'(n+1) = nl'(n

~—

= nn—1)Mn-2)(n-3)..I'(1).

ou

Donc



1.2.2 Quelques valeurs de la fonction gamma

Nous avons la relation de récurrence pour la fonction Gamma :
I'(z+1)=2I(2).

Nous calculons I' <%> On a

1 Foo 1 oo et
F(—) :/ e_tt_2dt:/ —dt t=2a* donc
2 0 0 Vit
+oo )
= 2/ e dx
0
+00 )
:/ e *dx.

On calcul l'intégrale I = f_Jr;o e~ da.

En conséquence, nous effectuons les manipulations suivantes :

(e
- < /_ - e_x2du> < /_ . e—f"’d:c>
([

dt = 2xdx

—+00 —+00 —+00
- (/ e_xQd”“") (/ e_dey) :/ e () dady.

Pour calculer la derniere intégrale, on utilise le changement de variables suivant :

z =1rcosf
, 0<0<2m, r>0.
y =rsinf



Alors

+oo
I’ = / e_(x2+y2)dmdy

jiooo 27 )
= / / e " rdrdf
0 0
400 ) 2m 400 ) 1
= / e " rdr/ df = 27r/ e " rdr r*>=w donc rdr=—dw
0 0 0 2

“+o0o
= 7r/ e Ydw =m.
0

D’ou
Ainsi, nous avons démontré que

Proposition 1.2.3 Pour tout n € N,

r (% +n) I CIOIWr (1.1)

- 922np)

Démonstration. On procede par récurrence. Sin =0, on a I’ (%) = /7.

On suppose que la formule est vraie au rang n. Alors

r l+2(n+1) =T 2n+1+1
(3+200) =r (B5 )

2n + 1 (2n+1)
= x I 5

2
2n+1 1
- rf(=
;1 (3)
2n+1  (2n)!
== X VT
(2n+1)!

= g VT

_ (2n+2)(2n+1)!
~ (2n+2) 22ntip) VT
 (2n+2)! i

2242 (n 4 1) !

(2n + 2)!
2212 (4 1)!*5



Donc la formule est vraie au rang n + 1. En utilisant la formule ([1.1]), on obtient :

1
r(g) =0 m~ 11,63

2 16
11 945
— | = — ~ 52, 34
F(g) 5 T~ 52,3
13 10395
— | = ~ 2 .
F(2) ol NZ3 87,89

1.2.3 La Fonction Béta

Définition 1.2.2 Soit a,f € R tels que o, > 0. La fonction Béta, notée B (a,[3) est
définie par
1
B(a,B) = / (1 =) at. (1.2)
0

Proposition 1.2.4 La fonction B (a, B) est bien définie pour o > 0 et > 0.

Démonstration.

On at+—— t* ' (1 — )’ est continue sur I'intervalle ]0, 1.

_ 1
Au voisinage de 0 : t* 1 (1 —¢)"" ~

t—so+ tl-o

2 dt
e converge car 1 —a < 1.
0

1 1
dt 2 d
/—1—6 = / 1u converge car 1 — 8 < 1.
L (1—t) Pt Joo uth

Proposition 1.2.5 La fonction Béta vérifie la propriété suivante



Démonstration. Soient «, 5 > 0
1
B(a,B) = / (1 — t)ﬁfldt u=1—t donc dt=—du
0
0
:/ (-’ (~du)

/ 1—u°‘1du

\_/

La forme trigonométrique de la fonction Béta est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.6 Soit o, 8 > 0, alors

jus

B(a,f) =2 / " (5in 6)* " (cos )2 df
0
Démonstration. On pose t = sin?§ donc dt = 25sin 6 cos 0d6.
Sitzl,&zgetsitzo,ezo

etonal—t=1-—sin?0 = cos?f. En remplace dans (1.2)), on obtient

B(a,p) = /2 (sin? 0)* ! (cos® 0)°~*(2sin 6 cos 0)db
0
=2 / (sin 8)%@~V(cos )2~ (sin 6 cos §)df
0

jus

—9 / " (sin 0)2" (cos §)** " dp.
0

Proposition 1.2.7 Soit a, f € R tels que o, B > 0. Alors

I'(a)T'(B)
B(a,f) = —2- ) 1.3
(@8) = Fors (1.3
—+00
Démonstration. On a I'(«a) = / t* e tdt.
0
Posons t = 22 d’o dt = 2zdz, on a alors
“+oo —+00 )
['a) = 2/ 2@ Ve pdy = 2/ v* e dy, (1.4)
0 0

10



D’autre part,
+oo )
LB = 2/ Y2 te™V dy. (1.5)
0
Multiplions les deux intégrales ([1.4)) et (1.5 et passons en coordonnées polaires, on trouve
+o0 +o0 9. o
[(a)T(B) = 4/ / a2y 2= @) dudy
0 0
s 20—1 28—1 —r?
= 4/ / (1 cos 0)** L (rsin )2’ ~te ™" rdrdf
0 0

+oo z
= 2/ P2t =1 g x 2/2(81119)20‘1(008 0)%°~1do
0 0

=T (a+B)B(a,B).

Proposition 1.2.8 Soit a, 5 > 0. Alors on a

+o0 Safl
B (O(, 5) = /0 mds.

d
Démonstration. On pose t = % donc dt = —82 Alors
s

G+ D
B = [ eta-o
- /0+OO (sil)a_l (“sjl)ﬂ_l <sj-81>2
- [T (o) ()

+oo Sa—l
= ——  ds.
/0 (S + 1)014’5

1.3 Théoremes de point fixe

Dans cette section, nous exposons divers théoremes l'existence et d’unicité inspirés de
théoremes classiques qui assurent ’existence et 1'unicité des points fixes de certains opérateurs.

Nous utiliserons des définitions et des notions classiques de I’analyse fonctionnelle que 1’on

11



peut trouver, par exemple dans [9],[32].

Dans ce qui suit, £ désigne un espace de Banach .

Définition 1.3.1 Un opérateur T : £ — & est dite contraction s’il existe une constante

k €10,1], tels que,pour tout z,y € £, on a
1T () =T Wl < kllz—yll.

Définition 1.3.2 Lopérateur T : £ — £ est completement continue s’il transforme tout

borné de £ en une partie relativement compacte.

Définition 1.3.3 Soit T : £ — €. On a appelle point fize de T tout point x € £ tel que
T (z) = x.

Théoréme 1.2 ( Théoréme de point fivze de Banach) soit T : &€ — £ un opérateur de

contraction . Alors, T admet un unique point fize dans &.

Théoreme 1.3 (Théoréme d’Arzela-Ascoli ) Soit Q2 un ensemble de E. alors §) est relative-

ment compact dans € si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) Q est uniformément bornée.

i1) € est équicontinue.

Théoréme 1.4 ( Théoréme de point fize de Schaefer ) soit T : € — £ un opérateur complétement
continue. Si l’ensemble
Q={ref:z=M,0< A< 1}.

est borné, alors T a au moins un point fixe .

12



Chapitre 2

Opérateurs d’intégration et de

dérivation fractionnaire

2.1 Intégration fractionnaire

Il existe plusieurs définitions et approximations de l'intégration d’ordre fractionnaire,
dans cette section nous allons introduire les opérateurs d’intégrations fractionnaires les plus
utilisés dans notre travail et leurs propriétés. pour plus de détails sur ces intégrales veuillez
consulter les références [1],[19],[22],[25],[27],[30].

2.1.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 2.1.1 Soit f € L' (). L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre

a >0 de [ est donnée par

RL Jo -1 t —8)* ' f(s)ds a
( Iaf)(t).—r(a)/a(t )7 f(s)ds, t > a. (2.1)

Remarque 2.1.1 i) Dans le cas a = 0, L’intégrale fractionnaire I° est l'opérateur identité

13



ii) Si a« =n € N, la définition (2.1)) coincide avec les n-iemes intégrale de la forme

(I"f) (1) = /:dtl/:l dtg.../atnf(tn)dtn
- ﬁ/j(m—t)"‘lf(t)dt.

Exemple 2.1.1 A titre d’exemple, prenons la fonction f(x) = x. Nous calculons l'intégrale

de Riemann-Liouville d’ordre 3 de f. On a

M@ =y [ 0 e
:F(lé)/ox(x—t)é_l(t)dt r—t=71 donc dt=—dr
_ 1 x(x_T)dT: 2
F(%)/o % (3)G)TGE)
4 3

Exemple 2.1.2 Soit f la fonction définie par f () = (x — a)” ,v > —1. Calculons l’intégrale

de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 de f. On a

R (o) = s [ o= 0" Fo

On pose t = a+ (x — a) (, on obtient donc dt = (v —a)d( et x —t = (z —a) (1 — ().

14



Alors
RLpof () = ﬁ / (2 —a)* (1= 0" (z — a)" (z — a) dC

- (I_a)a-i-v 1 . a1
-t [ ea-oa

(x —a)*™

=-_ ' B 1
_ F(Py—i_l) (l‘_a)oﬂr’y‘
Fla+y+1)
Remarque 2.1.2 Pour v =0, on trouve
1
"I (1) =

Proposition 2.1.1 Soit « € R Tel que o > 0, alors l'opérateur BL 1% est bien définie.

Démonstration. Soit f € L' (Q) et o € R (a > 0) . D’aprés le théoréme de Fubini , on

IN

[zsona < = [ [ a-or i)
! /]f (/ t—s)a_ldt>ds

T (o)
1
al () /|f (=)

m/ﬂ |f (s)|ds < 0.

IN

IN

Proposition 2.1.2 Soit f,g € L' (). Alors pour tout o > 0, on a
BEI (e f () + 29(t)) = eV ITf () + 5" 15g(t), ci,c2 €R

Démonstration. On a

RLIS ¢y £ () + cag(t)) = ﬁ / (t = 5 e f(8) + cog()] ds

1 t a—1 1 ! a—1
= clm/a (t—29)""" f(s)ds+ CQW /a (t—39)"""g(s)ds
= "I f () + I g ().

15



Proposition 2.1.3 Soit f € L' (). Alors.
BRI (1) f (2)) ="F 189 F (1), Ya, BER (a, 8> 0).

Démonstration. En utilisant la formule de Dirichlet , on a

1 X
MRS = [ @0 d

1 v u— B—1
() (ﬂ)/a (=) f(8) df
1

_ _L : : gj—uafl U — p-1 U
- r@rE ), f0 ) @m0 e

u—1
On pose y = pa—y donc on a
x

1
MR = g ) S Od@ -0 [y
0

2.1.2 Approche de Hadamard

Dans cette section, nous donnons la définition et certaines propriétés de base, par exemple,
les propriétés de semi-groupe de l'opérateur d’intégration fractionnaire de type Hadamard.

Pour plus de détails sur ces opérateurs veuillez consulter [19],[22],[25].

Définition 2.1.2 L’intégrale fractionnaire de type Hadamard d’ordre o > 0, pour une fonc-

tion continue f sur ) est définie par

Hgf(t):ﬁ/at(logé)a1f(7')d777a>0,a§t§b (2.2)
En particulier si a =0, on a HOf (t) = f(t).
Exemple 2.1.3 Soit f la fonction définie par
f(t) = log? (2) B> —1.
On a

16



HOf () = HE log” (2) = F(la) /at log®™! <;) log” (2) Oi_—T

log(7) —log(a)

btient
Tog () — Tog(a)’ on obtien

En utilisant le changement de variable x =

HO log” (2) = ﬁ /01 [log <2> — zlog (2)}%19;10{9;/3 (2) log (2) dx

_ 1 lo a+p t /1(1 . )a—l 5d
= F(a) g a ; T s xXr
1

= log™™? (E) B(o, 8+ 1)
a a

L e (1) TG
N F(a)lg (a) MNa+54+1)

o F<5+1) a+ E
N F(a+ﬁ+1)10g+ (a)'

Remarque 2.1.3 Si on prend =0 dans (2.3), on obtient

(log 2)”
I'(a+1)

Hy (1) =
Proposition 2.1.4 L’opérateur H est linéaire.

Démonstration. La linéarité est une conséquence de la linéarité de I'intégrale.
Proposition 2.1.5 Soit f € L' (Q). Alors Vo, € R (o, 8> 0), on a
Hy (Hif (x)) = He f(8) = HE (Ho f (2))

Démonstration.
En utilisant la relation (2.2)) et le thorme de Fubini, on obtient

) - s () ot

- /; (o) (i [ (oe) " 0] ¢
= ()T / ¢ [/ logQM (logé)ﬂ_l%] &

17
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logt —1
En utilisant le changement de variables z = og—ogf’ on a
logx — log &

v x\o—1 N\ at 2\ 1
log — <log —) — = (log —) / R R
JACH ) fa-o

_ (1Og %)Wl B(a,B). (2.5)

En utilisant (2.4]) et (2.5)) et la définition de la fonction beta, on obtient

e (K21 0) = oy (1o %)”“ 6%

= Ha P f(2).

2.2 Dérivation fractionnaire

Il existe plusieurs approximations de dérivation fractionnaire,dans cette section nous
allons présenter les approches de Riemann-Liouville et Caputo qui sont trés utiles dans

notre travail, pour plus détail, voir [19],[22],[30].

2.2.1 Approche de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1 Soit f € L' (Q). La dérivée fractionnaire Riemann-Liouville d’ordre o €
R (o > 0) est donnée par

oo = (5) e 2:6)

1 "ot
= m(%) /a(t—s)n_a_lf(s)ds,nGN*,n—1<a§n,t>a.

Remarque 2.2.1 Sia=n € Z,, Alors

("“Daf) (1) = f(1);
("fD3f) (1) = f (),

ou f™ est la dérivée usuel d’ordre n de la fonction f.

18



Exemple 2.2.1 Prenons la fonction f (x) = 2°,8 > —1. En appliquant la dérivation frac-
tionnaire de Riemann-Liouville d’ordre oo > 0, on obtient

RL D f (z) = g (ﬁ /0 (=)ot uﬁdu)

Pour calculer l'intégrale dans (citation), on utilise le changement de variable suivant :
u=2xy donc du=zxdy; (x—u)=z(1-1y)

dans [’expression précédente, on obtient

1 dm
RL o — - n—a—1 o n—a—-1_73 B
D§f (x) Tn—a) o (/0 x (1—y) 7y a:dy)

n 1
['(n—a)an 0

/0 (1—y) " yldy < g [anot] )

['(n—a)
_ B(n—a,0+1) (d” [x”“”ﬂ) ‘

xn

['(n—a)

xn

d"xP r 1
En utilisant que o (p+1)

dz"  T'(p—n+1)

" P, on aura

RL o B 1 T(B+1)T(n—a) [d[z" TP
D) = ) T i4n—a) ( )

xn
B rp+1) " F'n—a+pB+1) .
CT(B+1+n—a) T(n—a+B—-n+1)
_ F(/6+1) B—a _
rG-arn)® = P>7L

Remarque 2.2.2 Pour § =0, on obtient

x—a

Dy (1) = I'(l—a)

Remarque 2.2.3 La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n’est pas nul.
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Proposition 2.2.1 Soit a,3 >0 tels quen—1<a<netm-—1< <m avec n,m € N*.,
Si o> >0, alors pour f € L' (Q), on a

("EDPITF) (6) = 1577 f (1)
Démonstration. Pour a > 5 > 0, on a
DP(I%f(t)) = DI (1 f(1))

On utilise la propriété du semi-groupe, on trouve

DI f(t)) = D™ (1" f(t))
= D™ (I°7P f(t))
=I°7Pf(t).

Proposition 2.2.2 Soit a > 0 tels quen —1 < a <n,n € N*. Pour f € L' (Q), on a

(*EDIZf) () = f (1)

Démonstration. En utilisant la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville, on obtient
(DAIf) (8) = (D12 f) (F)
Puisque 'opérateur I* vérifier la propriété du semi-groupe, alors
(DI f) () = (DrIm=eref) () = DI f () = f (1)

Proposition 2.2.3 Soient a > 0,m € N* et f € L'(Q). Si les dérivées fractionnaires
(BEDf) (t) et (D™ f) (t) ewiste, alors

(D™D f) (1) = (D) (¢)

20



Démonstration. Par définition de I'opérateur #* D, on obtient
D™ (D*f (x)) = D™ (D" f(x)) .
On utilise la propriété du semi-groupe de 'opérateur D", on obtient
D™ (D f (x)) = D™ (1" f(x))
— Dm+n (Infa%»mfmf(x))

— pmtn (Im-l—n—(a—i-m)f(x))
_ DS (),

2.2.2 Approche de Caputo

Dans cette partie nous donnons la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
ainsi que quelque propriétés essentielles. Pour plus de détails, vous pouvez consulter les
références [1],[19],[22].

Définition 2.2.2 La dérivée fractionnelle de Caputo d’order o € R (o > 0) d’une fonction

f e C™(Q) est définie par

1 t
cDef(t) =BE [ (1) = ) / (t—s)" """ f™ (s)ds, n € N n—1 <a <n,t>a.

I'(n—a

Remarque 2.2.4 1. Lorsque 0 <a <1 et feC(Q), alors

“DEF(t) = e 1 (L= )7 ' (s) ds = I f (0.

2. Sia€Zy, on aura
Dy f(t) = (t).
Exemple 2.2.2 Si f est une fonction constante, alors on a
“DEf(t) =0

Proposition 2.2.4 Soient f et g deux fonctions tels que D f(t),© D%g(t) existes. Alors la

dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur linéaire :

"D (Af +79) (1) = XD2f (£) +~°D2g(t), A7 € R.

21



Démonstration. Cette propriété de linéarité de 'opérateur différentiel fractionnaire est une

conséquence immédiate de la définition de ©D2.

Le théoreme suivant établit la relation entre la dérivée fractionnaire au sens de caputo et

celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoreme 2.1 Soit a > 0 avec n — 1 < a < n,n € N*, et soit f une fonction telle que
cDf (t) et BLDOf (t) ewistes, alors :

n—1 ®) (g
RDSF(0) = DEFO+ Y s (@)
k=0

Démonstration. On considere seulement le casn =1,0<a <leta=0.On a

HEDRS (t) = DY (FDETHf (1)

I
Sl
—
=
—
(-
| =
Q
N~——
O\;,_
~—~
~
I
VA
~—
|
Q
=
—~
VA
~—
SH
V2)
| I |

_d L (t—s) 7, [fE=s),
_£<F(1—a) {— T —a f(S)LOﬂL/O T—a f(s)ds)
_4d 1 e Pt —s)t e, \ds
_dt(F(l—a) L_af<0>+/0 — f()dD
~ e O G S s
_ 1 1 Lo (t—s)t
B F(l—a)l—af<0)+F(1—a)/0 ot {?]p (s)ds]

1 te 1 t o
:r(l—a)l—aﬂon/o(t_S) f (s)ds
=C D3 f (t) + F(ll_ = T (0)

En suivant la meme méthode, on peut montrer que pour n — 1 < a <n,n > 1,

n—1 (k) a e
DS () = DI 0+ Y gy (- )

k=0

Remarque 2.2.5 Si f*) (a) =0 pour k =0,1,....,n — 1, on obtient

REDRf (1) = D3 f (t)
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2.2.3 Approche de Hadamard

Dans cette section on donne la définition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire
de type Hadamard. Pour plus de détailles, voir [I],[19],[24],[27].

Définition 2.2.3 La dérivée fractionnaire de type Hadamard dordre o > 0, d’une fonction

f € AC™[a,b] est définie comme suit :

DS () = 0" (Ha™f (1))

d
od=t—n—-1<a<n,t>a.
dt

Exemple 2.2.3

Soit f la fonction définie par :

f(a) = (log2)"™" 1y > 0.

Dans cet exemple on considere seulement le cas 0 < a < 1. On a

oz =1z (o)) = i (i) [ () (s )

log T

On utilise le changement de variable u = —g, alors (log Z) = (log f) u et dr =
a a

T (log E) du. Donc
a

Hpoa (<log E)H> - ﬁ x (x%)l (1og g)w /01 W11 = u) ™ du
) e

T(y—a+1)
_ I'(v) ) {(7 —a) <10g 2)7—04—1} ‘

F'y—a+1
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La propriété de récurrence la fonction Gamma nous permette d’obtenir

oy ((m2) ) - 2 ()

Proposition 2.2.5 Soit f,g deux fonction dont les dérivées fractionnaires de type Hada-

mard ezistes. Alors pour tout \,u € R, on a
DY (Af(8) + ng (1) = NTDf (t) + 1" Dyg (t).
Démonstration. Soit a > 0. On a

IDY(Nf(t) + pg () = 0"Hi= (A f () + pg (1))

Puisque Popérateur ZH?~2 est linéaire, alors

S"Hy ™ (A () + g (1) = 6" (NTHL™F (1) + p" " Hyg(t))
= N"Hy [ (t) + pd"H, " g(t)
= NIDg f(t) + pDg(t).

2.3 Lemmes Fondamentaux

Dans cette section , nous fournissons quelques lemmes de dérivées fractionnaire, qui

joueront un role majeur dans notre étude. Pour plus de détails, voir[19],[24],]30].

Lemme 2.1 Soit a > 0. Alors la solution générale de l'equation différentielle *D5x (t) =0

est donnée par :

tel que c; e R,i=0,1,2,..,n—1,n=[a]+ 1.

Démonstration. On a
‘Dz (t) =0 (2.7)

En utilisant la définition de la dérivée de Caputo, l'identité (2.7) s’écrit sous la forme
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e (%)nx (t) = 0.

En appliquant Uopérateur *D?~“ aux deux membres de (2.8), on obtient

(4) 200

Puisque la fonction f € C™ [a, b], alors elle est développable en série de Taylor.

D’ou
n—1
x) = ch (z —a)¥,
k=0

(k)
tels que ¢ = k'<a),k:O,1,...,n—1.

Lemme 2.2 Soit a > 0. Alors, on obtient que
RL o pyory, )+ ch (t—a)*,

pourc, € Rok=0,1,2,...n—1,n=[a]+ 1.

Démonstration. Soit n e N*n—1<a<net feC"[a,b].

Par définition de l'opérateur de dérivation de Caputo, on a

RE[eDow (1) ="F 10 (RLFHY (%)n a:(t)) :

Puisque l'opérateur® [«

forme

oo o
/ (t — )" 2™ (7).

(2.8)

(2.9)

vérifie la propriété du semi-groupe, 'identité(2.9)) devienne sous la



t
Calculons 'intégrale / (t — )" 2™ (1)dr.

En utilisant I'intégration par partie, on obtient

/a (=) () — an) [(t —7)" eI
+ (Tli <_”;> /at (t — T)n_z 22 (1)dr.
On utilise la propriété de récurrence de la fonction I', on trouve
RLrepeg (t) = —ﬁ (t—a)" 2"V (a) + T D (nl_ 0 /t (t — )" 222 (1)dr

t
D’aprés une intégration par partie de l'intégrale / (t —7)" 22D (7)dr , on obtient

RLrepog (t) = — (t—a)" "z V(a) —

RLJa Doy (1) = —ﬁ (t—a)" 2" D(a) - (nl_ (= o) at
— ot ﬁ /at «W(r)dr
= ﬁ (t —a)" " 2V (a) - (nl_ 5 (t—a)" 2" D(a) — z(t) + z(a)
= 2(t) + S Fx((:fi) (t — a)*
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Posons ¢, =

® (a)

T(k+1

)

, on aura

RLIaDailj' (t)
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Chapitre 3

Problemes aux limites pour les
équations différentielles non linéaires

d’ordre fractionnaires

3.1 Introduction

Les problemes aux limites avec des dérivés fractionnels de Caputo ont été étudiés par de
nombreux auteurs, voir, par exemple [3],[L1],[14],[18],[34].
Dans ce chapitre, nous étudions les criteres d’existence et d’'unicité pour les solutions du
probleme aux limites pour les I’équations différentielles fractionnaires non linéaires avec la

dérivée de Caputo :

{ °Dgu(t) = Af (t,u(t)) te[0,T], ) ER* (3.1)

u(0) = ay, u (T) = ay

ou °D§ est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € |1,2], f : [0, 7] x R — R est

une fonction donnée et aq, as sont deux réels.

3.2 Existence de Solutions

Définition 3.2.1 Une fonction u € AC?[0,T) est dite une solution du probleme (3.1)) si u

satisfait I’équation
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“Dgu(t) = Af (¢, u(t))

avec les conditions

/

uw(0) = a1, u (T) = as.

Dans le lemme suivant on donne la solution intégrale du probléme linéaire associe ((3.1)).

Lemme 3.1 Soit h € C ([0,7],R). Alors la solution unique du probléme

{ “Dgu(t) = h(t)

u(0) =ay , ' (T) = ay

est donne par

t
u(t) = —/ (t —5)* " h(s)ds + a; + (ag — I§7'W(T))t.
0
Démonstration. On a
“Dyu(t) = h(t).
Par 'application de l'opérateur I§ aux deux membres de (3.4)), on obtient
I (“Dgu(t)) = Igh(t).

En appliquant le lemme ([2.2]), on trouve

u(t) = Igh(t) + co + 1t

1/ o
_m/o (t — 5)* " h(s)ds + co + e,

avec c¢g et ¢; sont deux constantes réelles.

On utilise la condition «(0) = a1, on aura

u(0) = ¢y = ay.
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En prenant la dérivée de (3.5)), on obtient

w(t) = IS h(t) + ¢
1

- T /Ot (t— )2 h(s)ds + c1.
On utilise la condition ' (T') = ay, on aura
I87'R(T) + 1 = as.
D’ou
c1 = ay — 157 h(T).

En substituant les valeurs de ¢y et ¢; dans (3.5), nous obtenons la relation (3.3)) .

Inversement,

°DSu(t) =° DY (ﬁ /0 t (t— )" " h(s)ds + ar + (az — zg—m(T))t)

= h(t) + (azs — I§'W(T))" D§ (t)

= h(t) + (ap — I§"R(T)) I*~° ( & t)

at?
= h(t)

Notons C ([0,T],R) I'espace de Banach de toutes les fonctions continues de [0, 7] dans
R muni de la norme usuelle définie par ||x|| = sup {|z(¢)|,t € [0,T]}.

3.2.1 Premier Résultat

Le premier résultat de ce travail est basé sur le principe de contraction de Banach.
Nous introduisons les conditions suivantes :
(H,) : La fonction f : [0,7] x R—R est continue.

(H,) : Il existe une constante k > 0 telle que,

[f (u(t) = fu(®)] < Eu(t) —v()],

pour tout ¢ € [0, 7] et tout u,v € C([0,T],R).
(Hs) : 11 existe une constante M > 0 tel que
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|f(t,0)] < M, pour tout ¢t € [0,T]

Théoréme 3.1 Supposons que les conditions (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Si

()

alors le probléme (3.1)) admet une solution unique sur [0,T].

Démonstration. On transforme le probleme (3.1)) en un probleme de point fixe équivalent

comme suit

T:C(0,7],R)—C(]0,T],R)

T (u) () = ﬁ/o (t— )% (s, u(s)) ds + ar

+ <a2 —~ ﬁ /OT (T — )" f(s,u(s)) ds> t (3.7)

En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que 7 est une contraction.
Pour tout u,v € C ([0,7],R),t € [0,7], on a

T () (1) — T () (1) = ]ﬁ [ = st ds +a

+ <a2— F(Of_ ¥ /OT (T — 5)°2 £ (s u(s))ds)t
- ﬁ Ot(t— 9 £ (5,0(s)) ds + ax

# (o= [ = st as) o
< [f(s,uls)) — f(s,v(s))]

En utilisant ’hypothese (Hs), on obtient

T () () — T (v) (8)] < K u(t) — o(t)] {%/0 (T—s)o‘_lder%/o (T—s>a—2ds}.
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On simplifiant 'expression entre les deux crochets, on obtient

leMw_T@ngkm@_v@|_IfaﬁT;$a+F@tDa;fT_]

En conséquence, nous avons

!Twﬂw—7ww@n§muyﬂwﬂ<MMT“%T+a0_

I'(a+1)

D’ou nous déduisons que

kawa+@).

I7 0 =T Ol < ol (“2 =

Ce qui implique que T est une contraction par la condition (3.6). Par conséquent, 7 a un
point fixe unique dans C ([0, 7],R). De maniere équivalente, on en déduit que le probleme
(3.1) a une solution unique sur [0, 7.

3.2.2 Deuxiéme Résultat

Le deuxieme résultat de ce travail est le suivant :

Théoréme 3.2 On suppose que les conditions (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors le probléme

(3.1) @ au moins une solution définie sur [0,T].

Démonstration. On utilise le théoreme du point fixe de Schéafer pour démontrer que
Vopérateur 7 : C ([0,7],R) —C ([0,T],R) définie dans & au moins un point dans
I'espace C' ([0, T],R).

Nous division la démonstration en quatre étapes :

Etapel : Montrons que 'opérateur 7 est continu.

Soit (un),cy une suite de fonctions qui converge vers u dans 'espace C ([0,7],R). Alors
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vVt € [0,7], on a

T 0 O =T ) (0] = | s [ =9 (o) ds + o
O T 9 (su(s)) is)

A ¢ a—1
_ m/o (t—3s)" f(s,u(s))ds —ay

_ <a2— ﬁ/f (T—s)a_Qf(s,u(s))ds) t‘

_ ‘ﬁ/ot (t—s)o‘_lf(&un(s))ds—ﬁ/ot (t— ) £ (s, u(s)) ds
by | =9 e s
s [T e s,
Donc
() ()= T 0] < s [ (=97 15 ) = T st s
s | = 972 (s un(s)) — £ (5, uls)] ds
< [T s 17 G (9) = S ()]

+

T T s
)/0 (T —5)"" sup |f (s,un(s)) — f (s,u(s))|ds

[(a—1 s€[0,T]

S A Ly

x sup [f (s, un(s)) = f (s, u(s))]

s€[0,T
_ AT (T + )
- I'(a+1)

} 1FCotn()) = £ ul )

On utilise I'hypothese (H;), on a donc

NT (un) (t) =T (u) (¥)]| ., — 0 quand n — +o0.
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Alors l'opérateur T est continu dans C ([0,7],R).
EtapeZ : Montrons que I'image d’un ensemble borné par 7 est un ensemble borné.
Soit p>0et B,={ue C([0,T],R) : ||ul]| < p}. Pour tout u € B,, on a

|Tu(t)| = ‘ﬁ/{) (t — s)a_l f(s,u(s))ds+ a

+<F2—fz§ETyATCT—SYY2f@ﬂd$ﬁk)4. (3.8)

On remarque que

[f (s, u(s)) = [f(s,uls)) — f(s,0) + f(s,0)]
< |f(s,uls)) = f(s,0)[ + [ f(s,0)| (3.9)
< klu(s)|+M
< kp+ M.

En utilisant (3.8)) et (3.9), on obtient

Al ko +30) (7 ot g T Ro 80 (70 a4
Tu(o)] < S [ — oy s PSS [ - st ol + ol 7

< (k;p+M)(

T N Tafl
MNa+1) I'(a)

) + o]+ Jasl T
Donc || Tu(t)|| < oo, ¥t € [0, T.

Par conséquent, I'image d'un borné par 7 est un borné dans C ([0, 7], R).

Etape3 : On montre que 7 est équicontinu dans C ([0,7],R). Soit uw € B, et t1,ty € [0,T]
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avec t; < ty. On a

A

s [ st as)

o / (i — )" £ (s,u(s)) ds — ay

(@) Jo

_ (a2 _ ﬁ/f (T — %% f (s,u(s))ds )

Tuts) = Tulty)] = ’ﬁ /0 o= ) f (s u(s)) ds + ar
+ Qa9 —
O

Vu I'hypothese (Hs) et (3.9), on aura

Tats) ~ Tuten) < LI, — gt [P )

Ao [ o)

Aprés un calcul simple, on trouve

|(t2 — t1)] .

Quand t; —> t9, le second membre de 'inégalité précédente tend vers zéro.

Auvu des étapes 1, 2, 3 et le théoreme de Arzela-Ascoli, on déduit que 7 : C ([0, T],R) —C ([0, T],R)
est continu et completement continu.

Etaped4 : Soit Q = {u € C([0,T],R) : u = pT (u),0 < u < 1}.

| Tu(tz) = Tuty)] < 65 — 7] +
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On va montrer que I'ensemble 2 est borné. Soit u € Q et t € [0,77], on a

u®)] = | Tu()] = s \ﬁ [ = s sty ds +a

Oy LT 97 (su(s)) i) t\

< DUl )| e T e

B N (29
+ |a1] + T |as|

Ta—l T
<ANE+M)|— — —
<+ 0| T -

D’ou |lu]| < co. Ce qui montre que I'ensemble 2 est borné.

(s, u(s))] ds

+ |ay| + T |as] .

Comme conséquence du théoreme de point fixe de Scheafer, le probleme (3.1) & ou moins

une solution définie sur [0, 7.

3.3 Exemple

Exemple 3.3.1 On considére le probleme aux limites suivant :

Diu(t) = - (\/ﬁe—t+ Rt ) te0,4]

(1+1)° (3.10)

Onaa:g,T:Zl et
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On va vérifier que la fonction f est lipschitzienne.
Soit u,v € R et t € [0,4]. Alors

lt) = f(t)] = | (VB4 22— (Vo 20

(1+1¢)° (1+1)°
1
:<1 o |cos u — cos |
_.|_
1 . u—v . u+v
= 5 |—2sin sin
(1+41¢) 2 2
1
<@g
Pourt € [0,4], on aura
tou) — F(t,v)] < —— |u—
‘f(7u) f(7v)’—125‘u /U‘

et

) %x4?_1x(4+§

125 I'(2)+1

) ~ (0,0091 < 1.

Puisque toutes les hypotheéses du théoreme (3.1)) sont satisfaites, alors le probléeme (13.10))
admet une solution unique définie sur [0,4].
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