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Abstract

This thesis focuses on fractional calculus as an advanced
mathematical tool for modeling complex physical phenomena,
particularly those exhibiting memory effects or anomalous
diffusion. It aims to integrate theoretical analysis with modern
numerical techniques, emphasizing the application of methods
such as the finite element method to efficiently solve fractional

differential equations.



Résumé

Ce mémoire porte sur le calcul fractionnaire en tant qu’outil
mathématique avancé pour modéliser des phénomenes
physiques complexes, notamment ceux présentant des etfets de
mémoire ou de diffusion anormale. Il vise a combiner ’analyse
théorique avec des techniques numériques modernes, en
mettant l'accent sur I’application de méthodes comme les
éléments finis pour résoudre efficacement les équations

différentielles fractionnaires.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine moderne et en plein essor des mathématiques,
visant a généraliser les notions de dérivation et d’intégration aux ordres réels ou complexes,
au-dela des ordres entiers classiques. Cette extension naturelle permet de modéliser avec plus
de précision des phénomeénes physiques complexes, notamment ceux qui caractérisent par
des effets de mémoire ou une diffusion anormale. Bien que ses origines remontent au XVIIleme
siecle avec des figures telles que Leibniz et Liouville, ce n’est que ces dernieres décennies que
le calcul fractionnaire a connu un véritable essor, grace aux avancées technologiques et au
développement des outils numériques.

Ces dernieres années, le calcul fractionnaire a vu ses applications se multiplier dans des
domaines variés tels que l'ingénierie, la physique, la biologie et la finance. Les méthodes
numériques ont ainsi permis 1’étude concréte de modeles plus réalistes et complexes.

Parallélement, 1’analyse numérique s’est imposée comme un outil fondamental pour
I'approximation des solutions d’équations différentielles. La théorie de I’approximation
a offert un cadre mathématique rigoureux pour la conception de méthodes numériques
performantes, notamment celles basées sur les éléments finis et les schémas implicites.

Les équations aux dérivées partielles fractionnaires (EDP fractionnaires) représentent une
généralisation naturelle des équations classiques, ou les dérivées entiéres sont remplacées
par des dérivées d’ordre fractionnaire. Leur résolution nécessite une approche double, a la
fois analytique et numérique, ce qui en fait un sujet riche et multidisciplinaire.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres principaux, répartis comme suit :

Chapitre 1 : Il présente les fondements théoriques du calcul fractionnaire a travers les
fonctions spéciales Gamma et Béta, les définitions des intégrales et dérivées fractionnaires

selon Riemann-Liouville et Caputo. On y introduit également des outils mathématiques



importants tels que les transformées de Laplace et de Fourier, la fonction de Mittag-Leffler,
ainsi qu'un premier apercu de la discrétisation numérique.

Chapitre 2 : Ce chapitre étudie un probléme évolutif unidimensionnel modélisé par une
équation d’onde fractionnaire en temps, sous conditions aux limites de Dirichlet. A ’aide
des transformées de Laplace et de Fourier, une solution exacte est obtenue. Une méthode
numérique basée sur les éléments finis est ensuite développée pour approcher cette solution,
accompagnée d’exemples numériques validant 'efficacité de 1’approche.

Chapitre 3 : Il se concentre sur la résolution numérique d’un systeme issu d'une discrétisation
selon la méthode de Galerkin linéaire. Le probleme est réduit a un systéme différentiel non
linéaire en temps, auquel on applique une méthode de linéarisation de type Picard, suivie
d’une discrétisation temporelle par le schéma de Crank-Nicolson. Cette approche permet une

résolution efficace et stable du probleme considéré.
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Introduction

Ce chapitre pose les bases du calcul fractionnaire en présentant les fonctions spéciales
Gamma et Béta, les intégrales et dérivées fractionnaires selon Riemann-Liouville et Caputo,
ainsi que des outils comme les transformations de Laplace et de Fourier. Il introduit aussi
brievement la fonction de Mittag-Leffler et les premiéres notions de discrétisation numérique

utiles pour la suite du travail.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Histoire et Découverte de la Fonction Gamma

La fonction Gamma trouve ses origines au XVIlle siecle avec les travaux de plusieurs ma-
thématiciens. En 1729, Christian Goldbach adresse une lettre a Leonhard Euler lui suggérant
d’étendre la notion de factorielle aux réels non entiers. Euler releve le défi et propose une

forme intégrale qui est aujourd’hui la définition canonique :
['(z2) :/ t*le~tdt pour Re(z) >0
0

En 1809, Adrien-Marie Legendre introduit la notation actuelle (I') et étudie ses propriétés.
Plus tard, Cauchy approfondit son analyse, et Weierstrass en propose une représentation en
série.

Au XIXe siecle, Carl Friedrich Gauss généralise la fonction aux nombres complexes dans le
cadre de la théorie des fonctions analytiques. Bernhard Riemann, quant a lui, explore son lien
avec la fonction zéta.

Enfin, au XXe siecle, Henri Poincaré et Edmund Landau se penchent sur son comportement
asymptotique, notamment pour des valeurs élevées, consolidant son importance dans les

mathématiques modernes [6].
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Applications de la fonction Gamma

La fonction Gamma occupe une place centrale dans divers champs scientifiques. En
mathématiques, elle facilite le calcul de certaines intégrales, notamment celles combinant des
puissances et des fonctions exponentielles. En probabilités et en statistiques, elle fonde la
définition de lois essentielles telles que les distributions Gamma, Khi-deux (x?) et Weibull
(employée dans l’analyse de la fiabilité des systemes). En physique et en ingénierie, on la
retrouve dans des domaines comme la mécanique quantique, la thermodynamique ou le
traitement du signal. Enfin, en théorie des nombres, elle intervient dans 1’étude des fonctions

spéciales, comme la fonction Béta de Riemann, et des séries infinies [8].

Importance de la fonction gamma

La fonction gamma est I'une des fonctions spéciales les plus importantes en mathéma-
tiques en raison de ses applications vastes. Elle est utilisée pour calculer des intégrales
complexes, résoudre des équations différentielles et dans des distributions de probabilité

comme la distribution gamma [9].

Définition 1.1 [5] La fonction Gamma, notée par le symbole I" (2), généralise la notion factorielle

pour les nombres complexes Z. Elle est définie par :

I'(2) :/ t=te7tdt, Re(z) > 0.
0

Propriétés principales de la fonction Gamma

- Relation avec la factorielle :

Pour un entier positif n, la fonction Gamma est liée a la factorielle par la relation :
F'(n)=m-1)!

Par exemple :

F(4)=(4-1)1=3=3x2x1=6.
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Preuve Montrer que I'(n) = (n-1)! pourn € N:

La fonction gamma est définie par I'intégrale :

[(z) = / t*~le7'dt pour Re () > 0.
0

Pour les entiers positifs, on peut utiliser I'intégration par parties :
Posons u=1t""1 et dv=e"dt.
Alors du=(n—1)t"2dt et wv=—e'

L’'intégrale devient :

I (n) :/ t" e tdt = [—t"let]go—i—(n—l)/ t"2e " dt.
0 0

La limite [—t"~'e™"]° est nulle car la fonction exponentielle décroit plus rapide que toute

puissance de t lorsque ¢ — co. Donc, on a :

F(n):(n—l)/ooot"_Qe_tdt:(n—l)F(n—l).

En appliquant cette relation récursivement, on obtient :

I'n)=n-1)T(n-1)
=n-1)n-2)T(n—-2)—...

(-1 (n—-2)...2)1TQ1)...... (1.1)

Il reste a calculer I' (1) :

I'(1) —/ tte~tdt —/ e tdt = [—e_t]go =1
0 0

En substituant I' (1) = 1 dans 1’équation de l'étape (1.1), on obtient :

I'(n) =(n—1)! pour n € N.
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Formule de récurrence La fonction Gamma satisfait la relation de récurrence suivante :
I'(z+1)=2[(2).

Cette propriété est essentielle pour étendre la définition de la factorielle aux nombres nonen-

tiers.

- Valeurs particulieres :

I'(n+1)=n!pourn €N,

1
Exemple 1.1 Calcule de I’ (5) :

On sait que la fonction Gamma est définie, pour Re(z) > 0, par la formule suivante :

F(z):/ t=te tdt
0

Calculons maintenant :

1 ©
P<—> :/ t72e tdt
2 0

On effectue le changement de variable :

2

Onpose: t=wu" cequiimpligue: dt=2udu

r (1) :/ —e_“2-2uduk:2/ e du
2 o U 0

Ce dernier est une demi-intégrale gaussienne connue, et on a :

/ e du = ﬁ
0 2

L'intégrale devient :

Donc :



1.1 Fonctions spéciales 8

Interprétation : La valeur I'( ) = /7 joue un role fondamental en mathématiques, notamment
dans les domaines de la probabilité et des statistiques (par exemple dans la loi normale ou la

loi du chi carré).

1.1.2 Fonction Béta

Histoire et Découverte de la Fonction Béta

La fonction Béta a été découverte au XVlIlle siecle par Leonhard Euler, qui a étudié son
intégrale dans différents contextes. Cependant, ce n’est qu’au XIXe siecle que Adrien-Marie
Legendre a introduit la notation standard et lui a donné le nom de fonction Béta. Au XXe
siecle, la fonction Béta a trouvé de nombreuses applications en probabilités et statistiques,
notamment dans 1'étude de la distribution Béta, un modele probabiliste fondamental en

analyse des données et en statistique bayésienne [4].

Applications de la Fonction Béta

La fonction Béta est utilisée en analyse pour le calcul d’intégrales spéciales et intervient
dans la formule de Stirling. En probabilités, elle est liée a la loi Béta et joue un role impor-
tant en statistique bayésienne et dans 1’analyse multivariée. En physique, elle apparait en
mécanique statistique, en électromagnétisme et en physique quantique, notamment pour ré-
soudre certaines équations. Enfin, en intelligence artificielle, elle est utilisée dans les modeles

bayésiens et la régularisation des réseaux de neurones [5].

Définition 1.2 [5] La fonction béta est définie pour deux nombres complexes x et y (avec Re (z) > 0

et Re (y) > 0) par I'intégrale suivante :

1
B(z,y) = / (1 =) dt
0

Proposition 1.1

1-Symétrie: B (z,y) = B(y,x).

(@) (y)

2 - Lien avec la fonction gamma : B (v, y) = Tty
rTTy

,oit I est la fonction gamma.
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Preuve pour tout x,y € C', avec Re (x) >0,Re (y) >0ona:

I'(z)I (y)
F'(z+y)’

—+o00 —+o00 ,
['(x)T (y) = ( / t”f—le—tdt> ( / Y=l dt’)
0 0
+oo
- / / AP Gl
0

En utilisant un changement de cordonnées, considérons les nouvelles cordonnées :

B(z,y) =

u=t+t t =uv
=
v = t =u(l—0)
Et:
) v U
($,y>: :—UU—U(]-_U):_U
0 (u,v) 1 — v —u
Alors :
+oo , , +oo
[ [ ettt taar = [0y - oy il
0 0
“+o00
= // uFTy— 1yl (1 N U)y—l e “dudv,
Yoo g1
_ / / WY1yl (1 _ v)yfl e " dudv,
0 0
+00 1
_ (/ ux—i—y—le—udu) </ U:Jc—l (1 . U)y_l dv> ,
0 0

=T(x+y) B(z,y).

Donc :
I'(z) T (y)
B(x,y) = ——=.
(=9) =T (z+y)

3 - Cas particuliers : Si x ou y est un entier, la fonction béta peut s’exprimer en termes de factorielles.
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Exemple 1.2 Si x = n ety = m oi (n et m sont des entiers positifs),alors :

n—1)!(m-—1)
Bmm”:(mﬁé—ng'

Exemple 1.3

1. Calculede B (1,2) :
LY@ Uxu 1
r(+2 20 2

B(1,2) =

2. Calcul de B (3,3)

4 - Forme trigonométrique : La fonction béta peut également s’exprimer sous forme d’intégrale

trigonométrique :

B(z,y) =2 /2 sin® ! () cos® ! (0) db.

0

1.1.3 Fonction Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une généralisation de la fonction exponentielle classique.

Elle apparait naturellement dans la solution d’équations différentielles fractionnaires.

Définition 1.3 [5] La fonction de Mittag-Leffler est définie par :

Zrak+1 a>0.

k=0

Et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est définie par :

>0 > 0.
Z;Fak+6 a>0, 5

Le role essentiel de la fonction Mittag-Leffler est trouvé dans le calcul de la transformation inverse de



1.1 Fonctions spéciales 11
Laplace suivant :
s h
L =1 Eq 5 (—0t%). 12
{ o b} 5 (=0t%) (1.2)
Propriétés 1.1 Nous distinguons les trois cas suivants :
1. Pour g =1
1 Sa—l
N = E, (—bt?). 1.3
{2} = 13)
2. Pour =2
) Sa—2
- =1tE, 2 (—bt). 1.4
{5} =t cme) 14
3. Pour =«
-t L =1 B, o (—bt%). (1.5)
5¢+b ’

Analyse de convergence de la série E,(z) :

On démontre que la série de Mittag-Leffler converge absolument pour tout z € C, donc le rayon de

convergence est infini.

Preuve
(07NN |
(677

lim

k—o0

- ZhH I'(ak +1)
k—oo | D(a(k 4+ 1) 4+ 1) 2k

2| lim I'(ak +1)
o k—o0 TK(yk +—Of%-1)

Pour évaluer cette limite, on utilise ’approximation de Stirling pour z — oo :

[(x) ~V2r T

En appliquant cette approximation au quotient :

I'(ak +1)
Tlaktatl) —0 quand %k — oo
Ce qui donne :
lim |25 =
k—oo | O
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Donc la série converge pour tout z quel que soit o > 0.

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Concept :

Les intégrales fractionnaires étendent la notion d’intégration a des ordres non entiers [1].

Elles sont définies par :

« 1 ! a—1
ITf(t) = m/ﬂ (t—7)""f(r)dr, «a>0. (1.6)
Exemple 1.4 Calcul de I'intégrale fractionnaire d’ordre % de f(t) =t"

. . . , . 1
Soit f(t) = t", avec n € N. On considere l'intégrale fractionnaire d’ordre o = 5 au sens de

Riemann-Liouville, définie par :

pj

() = (1)/0 (t— )7 rdr.

1
2

Posons u = %, ce qui implique que 7 = tu et dT = tdu. On obtient :

1 1 -1
It = / t—tu)? (tu)" tdu,
ey ) -
1 ! -1
= t(1—w))2? t"u"tdu,
Fry /0w
tn""% 1 -1
= 1 —wu)? u"du.
F(%)/o (1—u)? u"du

L'intégrale restante est une fonction béta :

/01(1 ) udu =B (n+ 1%) - F(; (leg)(%).




1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville 13

Donc ,

"tz T(n+1)T (3)
I'(z) T(n+3)
. F(n+1)t”+%
CT(n+3)

1
IGt" =

Comparaison des intégrales fractionnaires pour différents ordres o :

A la suite du calcul précédent, on peut généraliser le résultat pour un ordre o € (0, 1).

Pour f(t) =t", avec n € N, l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est donnée

par:
1

t
Igt":—/ t—71) v dr
Ty Jy 77

En effectuant le changement de variable 7 = tu, on obtient :

tn—l—a n+o

I8 = F(a)/o (1 —w)* u"tdu = (o) -B(n+1,a)

En utilisant la relation entre la fonction béta et la fonction Gamma :

L(n+ 1)I'(«)

B 1 =
(n+1,0) F(n+a+1)

On obtient finalement :

r 1
Igtn — (TL + ) . tn—l—a
F'n+a+1)

Observation :

Lorsque oo augmente, ’exposant de ¢t augmente aussi, ce qui rend la fonction résultante plus
croissante. Le coefficient multiplicatif dépend de I'(n + a + 1), ce qui influence également
I’amplitude.

Exemples numériques :

Pour n = 0, c’est-a-dire f(t) = 1,ona:

Sia=0.2:

1
1?1 = T12) 19?2 1,045 - 0
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Sia=0.5:
I9°1 = ——— - 1%% = 1,128 - t*°

Sia=0.9:

1991 = —— - 199 = 1,046 - t*°

Conclusion

Comparaison de I#(1) pour différents ordres a

2.00fF =02

— a=05
1.75F— a=09

1.50

1.25¢

1.00

I#(1)

0.75F

0.50

0.25¢F

0.00

000 025 050 075 100 125 150 175 _ 2.00

t

Remarque 1.1 On observe que plus l'ordre o est élevé, plus la croissance de I'intégrale fractionnaire
I1 est rapide. Lorsque o — 1, la courbe se rapproche de la fonction linéaire t, ce qui refléte le passage

progressif de l'intégrale fractionnaire vers I'intégrale classique.

Conclusion :

La comparaison des intégrales fractionnaires pour différents ordres montre clairement com-
ment cet ordre contrdle la dynamique de la fonction transformée. Ce parametre joue un role
fondamental dans les modéles a mémoire ou a diffusion lente, ot permet d’ajuster finement

le comportement temporel du systeme.
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1.3 Dérivées fractionnaires

1.3.1 Au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4 [2] La dérivée fractionnaire d’ordre réel o > 0, au sens de Riemann—Liouville, d’une
fonction f, est définie comme la dérivée ordinaire d’ordre n (oi1 n est I'entier tel quen — 1 < o < n)
appliquée a I'intégrale fractionnaire d’ordre n — o de cette fonction.

On la note :
dn

Dg‘f(t):%[aln_af(t)}, n—1<a<n. (1.7)

1.3.2 Ausens de Caputo

Définition 1.5 [10] La dérivée fractionnaire de Caputo, notée D¢ f(t), d'ordre ov > 0 sur I'intervalle
la, b], est définie par :
cDaf(t) = Jn—o dn (t)
el e Ldtr
1

t
:m/a(t—7'>”—a—lf(n)(7')d7', n—1l<a<n neN.

Différences clés : Caputo est plus adapté aux conditions initiales classiques en physique.
La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f(t) = ¢ :
On considéere la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o (avecn — 1 < a <n, n € N)dela

fonction exponentielle f(¢) = e*. Par définition, elle s’écrit comme suit :

1 ! —a— d" T
cD%(eM) = T —a) / (t—m7)" 1% () dr.

La dérivée d’ordre n de la fonction exponentielle est donnée par :

dn

% (6)\7') — )\ne)\T.
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Donc I'expression devient :

1

t
D) = / (t — 7)o LA dr,

On développe ™ en série de Taylor :

En remplagant dans l'intégrale :

cDa(e)\t) _ A" io: >\_k t(t o T)n—a—l,rk dr.
“ ['(n—a) k! J,

On effectue le changement de variable :
7=yt donc dr=tdy.
Lorsque 7 = a, alors y = ¢ ; lorsque y = 1, 7 = t.

L'intégrale devient :

1 1
/ (L—y)" N yt)" - tdy = t’““/ (1—y)" "yt dy.

/t a/t

Donc:
Mt — At 1k
D) =S [ty
=0

En utilisant la définition de la fonction Béta puis la relation entre la fonction Gamma et Béta,

on arrive a :
angrmetk EONE T(n — a)T(k + 1)
Fn—a) &= k! Tn—a+k+1)

S (A"
:)\ntn [e% ,
kZ:O IF'k+n—a+1)

= N o (M),

Dy (M) =

D’apreés la définition de la fonction de Mittag-Leffler, donc on a la dérivée fractionnaire au
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sens de Caputo de la fonction f(t) = ¢* donnée par :

“DX(eM) = A" ar1(AL).

La relation entre la dérivée au sens de Caputo et au sens de Riemann-Liouville

La relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo est donnée par :

Théoreme 1.1 [5] Soit a« > 0avecn —1 < o < n, oit n € N*,

Si f : [a,b] — R et soit une fonction telle que les dérivées fractionnaires DS f(t) et D f(t) existent.

Alors :
— fW@ ;
Daft) =D Zrml—a)t_“) ‘
k=0

En particulier, 0 < o < 1,ona:

D f(t) =Dy | f(t) =

Cette derniere relation peut aussi s’écrire :

Sif®(a)=00ua=neN;Yke{0,1,...,n—1} = Df(t) = Df(t).

1.4 Transformation de Laplace

La transformée de Laplace est une méthode mathématique utilisée pour convertir des
équations différentielles en équations algébriques, ce qui permet de les résoudre plus fa-
cilement. Elle transforme des fonctions qui dépendent du temps en des fonctions dans le

domaine complexe.

Définition 1.6 [15] soit f une fonction continue, on appelle la transformée de Laplace de f la

fonction L (f) ou (F (s)) définie par :

+o0o
L@ = [ errma (18)
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Ou s est la variable de transformation.

La transformée Laplace inverse est réalisée selon la formule Fourier Mellin

c+ioco
P @Y =10 =5 [ a0 (1.9)

270 Jeino

Ou c est un nombre fixe.

1.4.1 La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

On utilise souvent le calcul transformé de Laplace de la dérivée de Caputo. Dans la suite,
nous allons présenter I'expression de cette transformée. Soit f € C° [0, +o0]etn —1 < a < n.

Prenons le cas de o = 0 dans la dérivée de Caputo. Alors, on a:

Lol = [ e [t / (- 0yt ) (o) o at,

n—a
_ n_&// ~st(f — )"0 £ (6) drdf.

(d’apres Fubini).

En faisant un changement de variable v =t — ¢, on obtient :

LIDgf )] (s) = n_a// —s(vr0)yn=i=a £ (9) dyd,

([ i) (o)

Par utilisation de 1’expression, nous obtenons :

LIDyf ()] (s) = s* "L [f™] (s).

On sait que :

!/

L {70 (s) = "LIfT () = "L (0) = 72 (0) ... = f(0).
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Alors :
LIDgf ()] (s) =s*"" [S“L [f1(s) =" (0) = "2 (0) — ... = f" D (0)]
= S"L[f](s) =" f(0) = "2 f (0) — ... =" f7D(0),
— 5“F (s) — - s k=L () (1.10)

e
Il

0

1.5 Transformation de Fourier

Transformation de sinus-Fourier fini

La transformation de Fourier sinus finie est utilisée pour résoudre des problemes sur des
intervalles finis. En particulier avec des conditions aux limites de type Dirichlet nulles, ( par

exemple, v (0,t) = u(a,t) = 0).

Définition 1.7 [13] la transformée de sinus-Fourier fini est la reformulation pratique de série sinus-

Fourier dans le domaine 0 < x < L.

T ()} = F(By) = / £(x) sin(xfy) de,

Et:
TG} = 73 TG sin(eBy),
k=1
Ou
5k:]‘%, k=1,2,3,...

Exemple 1.5 Calcul de la transformée de Fourier sinus d’une fonction simple :
On souhaite calculer la transformée de Fourier sinus de la fonction f(x) = x sur l'intervalle [0, L).

La formule générale de la transformée de Fourier sinus est :

fu(n) = /OL f(x)sin <n_z:c> dzx. (1.11)
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En remplagant f(x) = x, on obtient :

On utilise une intégration par parties avec :

u=x = du=dx,

do — s <n7rx>d N B L (mm)
v = sin 7 €T V= coS 7 )

L’intégration par parties donne :
. L bor
fs(n) = {—x - — COS (?)} +— [ cos <@> dzx.
0

On calcule chaque terme séparément :

- Premier terme :

car : cos(nm) = (—1)".

- Deuxieme terme :

car : sin(0) = sin(nm) = 0.

Résultat final :

1.6 Schéma de différences finies

Définition 1.8 La méthode des différences finies est une approche numérique couramment utilisée

pour approximer les dérivées des fonctions. Soit u (x) une fonction d’une variable réelle. Cette méthode
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repose essentiellement sur les développements en série de Taylor. Le développement de Taylor au
premier ordre donne :

u(z+h) =u(x)+hu () +o(h).
Formules de Taylor d’ordre 02

2

w(z+h)=u(z)+hu (x)+ %u” +o(h). (1.12)

Dans un intervalle I, L] , on considere une discrétisation réguliere de pas h = L.

Plusieurs formules d’approximation des dérivées en un point x peuvent alors étre établies : Approxi-

mation avant :
vy u(z+h) —u(x)

u (x) = h +o(h).
Approximation arriérée :
u (x) = u (@) _Z(x_h) +o(h)

Approximation centre :
/ u(z+h)—u(x—nh)

u (r) = o +o(h). (1.13)

Et si passant sur (1.12) et (1.13), nous obtenons :

i (z) = u(x+h)—2uh(2x)+u(x—h) Fo(i?).

Cette formulation constitue la base des schémas numériques utilisés pour la résolution approchée des

équations différentielles.
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Introduction

Ce chapitre présente une étude de la solution analytique d’un probleme d’évolution
unidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire en temps avec des conditions
aux limites de Dirichlet, obtenue a l'aide des transformées de Laplace et de Fourier. Une
méthode par éléments finis est ensuite proposée pour résoudre ce probleme, accompagnée

d’un exemple numérique illustrant son efficacité.

2.1 FEtude de I’équation d’onde fractionnaire

2.1.1 Position du probléeme

On considere le probleme suivant :

2
CDgu(x,t):%(z,t)+f(a:,t),0<x<a,0<t§T, l<a<?2. (2.1)
(1, 0) = up (2) ¢ (2,0) = (1), 0<r<a,  (22)
u(0,t) =u(a,t) =0, 0<t<T. (2.3)

Oua,T > 0, f,ug, u; sont des fonction données et “Dju est la dérivée fractionnaire de Caputo

d’ordre o définie par :

‘Diu (z,t) = ﬁ/o (t—s)® % (x,s) ds. (2.4)

(2.2) sont les conditions initiales, (2.3) sont les conditions aux limites de Dirichlet et f (z,t)

est un terme source.
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2.1.2 Résolution analytique

Proposition 2.1 la solution analytique u (x,t) du probleme (2.1) - (2.3) est donnée par :

u(x,t) = zz [Eo (—B;t%) /0‘1 ug () sin (Brx) dz

+ tEqq (—B7t%) /a uy () sin (Byx) dz
0

+/ T By o(=B27°) [ (By, t — 7) dsin (23,) . (2.5)
0
Ou :
=T
a

Preuve nous appliquons la transformée de sinus-Fourier fini a 'équation (2.1), on obtient :

Fy (Dgu(a,t) = F, (W) FE(f (1)

Il devient,
~ @92 , km
D) = [ 55 i (o) ds o+ P, 26)

Cbau:ct)

Pour calculer f sin ( ) dz , en utilisant l'intégration par partie :

a 52 L a
/ Fulzt) sin k—Wx dx = Oulz,t) sin kl:l: —/ kr du(z, 1) cos k—ﬂx dx

0 0x? a ox a 0 o a Ox a

a 2 pa
_Zhm cos (k—ﬂm) u(x,t)| — (k—ﬁ> / u(x,t)sin (klx> dz
a a 0 a 0 a

_ —kn i kr\? [ o (km
= ((—1) u(a,t) —u((),t)) - (7) /0 u (z,t) sin <7x> dz

:_(%)2/0 e t)sm(ka )dx

_ (’f:) 7B t). 2.7)

Nous remplagons le résultat précédent (2.7) dans 1’équation (2.6), on obtient :

D§i (B t) = — (Br) T (Brs t) + f (B t). (2.8)
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Nous appliquons la transformation de Laplace a 1'équation (2.8), en utilisant I"équation (1.8) :

LoA°DS + (B t)} = = (B0 Le [ (B )} + Lo { F (B 1)}

D’aprés 1’égalité (1.9), on obtient :
m—1 _
s‘ut — Z M (0+) s = B2 (B, s) + £ (Br,s),m—1<a<m
k=0

Ce que implique que :

m—1
(s*+ B7) @ (Br,s) = D> a™ (0%) s+ f* (By, ), (29)
k=0
Etona:
l<a<?2
et = m=2.
m—1<a<m,
Donc

3

1
ﬂ(k) <0+> Sa—l—k — Za(k) (0+) Sa—l—k‘
k=0

=
Il

0
=u(07) s+ aW (0%) s>~

=T () s> + 1y (x) 8272 (2.10)

Nous remplagons le résultat de (2.10) dans I"équation (2.9), on obtient :

(5" + B8¢) @ (Br, s) = o (Br) s* " + 1 (Br) 572 + f* (By, 5)
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Ce qui donne,

Safl

) /a ug () sin (Byx) dz

(s> + B7) Jo

+L_2/a in (fur) de + ———F* (8 2.11
e 7D s uy () sin (Bp) x—l—(5a+6£> (B, s) - (2.11)

u* (B, s) =

Maintenant, en appliquant la transformation inverse de Laplace (1.9) sur 1’équation (2.11) :

L=H{u" (Be,s)} = U (B, t)

=L! { So‘—i—ﬂk }/0 uo () sin (Brx) dx

1 ~
L de + L7 § ————< " :
" { (s + B7) }/0 tr (@) sin (Bi) d + {(sa+ aﬁi)f (/Bk78)}
(2.12)
D’apres I'équation (1.3), on a :
L {L} = B, (-82°). (2.13)
(s + 57) '
D’apres I'équation (1.4), on a:
-1 s 210
L m - tEa’Q (_Bkt ) . (214)

On pose 2* (s) = ;15 , et d’apres (1.5) nous avons :
k
L7z} =2 (t) =t "Eu 0 (—5it%),
Et d’apres le théoréme de convolution, on a:

-1 1 ~ B t ol ey T B
L {mf(ﬁk,S)}—/o T Eoo (=8i7) (Bt — 7) dT. (2.15)
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Nous remplagons les résultats précédents (2.13) - (2.15) dans (2.12), on obtient :

! l
T (5h.) = B (=322%) [ o (o) sin (Bh) do 4Bz (~520%) [ () s () do
0 0

+ [ B (<5) F (=) (216)

Finalement, on applique la transformée inverse de sinus-Fourier finie sur I’équation (2.16),

on obtient :
F! {ﬂ (ﬂlﬁt)} =u (l’,t)
+oo a
- g; {Ea (—Bat*) /0 ug () sin (z38),) dx
+ tEq (—B;t%) /a uy () sin (z5,,) dx
0
—|—/ TaflEa,a (—B,?TO‘) f(ﬁk,t —7) dT] sin () ,
0
Ou:
B= 2.

2.1.3 Meéthode des éléments finis (EF)

Soit 2 un domaine borné. On définie 1'espace L? (Q2) des fonctions mesurables de carré

sommable dans €2, muni du produit scalaire :

(u,v) = / u(x)v(z) dzr, Yu,v € L* ()
Q
Et de la norme
lull p2() = (u,0)*

Et les deux espaces

H' (Q)={ue L*Q),Vue L*(Q)}
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Et
Hy (Q) = {ue H (Q),ul,, =0.

Formulation variationnelle du probleme

Soit v € H' (0,a) , on multiple I'équation (2.1) par v et on intégre sur le domaine [0, a] on

obtient

(°Dgu (z,t),v(z)) + (% (x,t),v (a:)) = (f(z,t),v(x))Vv € H'(0,a). (2.17)

2

P lculer | ——
our calculer ( 6:52

(x,t),v (x)) , on utilise 'intégration par partie, on obtient :

(:,)L;;‘ (z,1) ,v(x)) _ [ _af;“ (z,8) v (z) da

0

_ b_i“ (2,1) v (x)}:—i—/oa%(x,t).g—::(x) dr.

on pose v (0) = v (a) =0 ,donc

—0%u “Ou ou
( 92 (x,t),v (:c)) = N (x,t) I (x) dz, (2.18)

on remplace le résultat précédent (2.18) dans (2.17), on obtient le probleme variationnel

suivant :

(“Dfu (z.1) v (x)) +a(u,0) = (f (2,1) v (x)) Vo € H} (0,0) (2.19)

u(x,0) = uo (z), u (x,0) = uy ()

Oua(u,v) = [ S (2,t).9% (z,1) da.

Probléme semi-discret

Considérons 1'équation d’onde fractionnaire temporelle (2.1) avec les conditions initiales
(2.2) et les conditions limites (2.3). Commencons d’abord par la méthode de différence finie
par rapport au variable de temps. Basé sur la définition de Caputo (2.4) pour la dérivée

fractionnaire.
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Premiérement, nous discrétisons le domaine temporel par :

th,=np,n=12,... N, u= % ,( pas de maillage temporel).
Dong, ty = 0 et ty = T'. Puis on calculer la dérivée da Caputo définie par (2.4) en point de
maillage (z,t,) , nous avons :

o 1 tn _o 0%u
DD'LL(I',tn) = m/ (tn—S)l @(l’,é’) ds

n—1 t )
1 k1 1—a 8 U
“rEma), e

D’autre part

0%*u py U (2, tpy1) — 2u (z,t) + u (2, thq)
a9 (ZL‘, k) - “2

Et

o] e
tht1 B —(t —S>2 o
t, — lmage — | 2)
[ s [ 2=

173

— La [(t, — )2 = (b, — tk+1)2‘“]

2 —
[ b e G )
:ZQiQ[Uw—MQ“u%“—(n—(k+1»2aﬂ%ﬂ
Iu2—oz

= [(n— k)™ = (n— (k+1))"]

Et d’apres propriétés (1.6), on a

2-—a)l2—a)=TB—-a«a)

Donc
‘Dyu(z,t,) = (M :aa) i [(n— k) —(n—k— 1)2—a]
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Onposek+1=j=k=7—1,nousavons:
k=20 =j=1
k=n—1=j=n
D’otu
¢ o "< e e
Dgu(z,t,) = m; [(n—=5+1)"" = (n—5)""]
X [u(z,t;) = 2u (@, tj-1) + u(z, ;-2)]
TR
= T3 _a) Z bn—j X [u(x,t;) — 2u(x,tj_1) + u(x,t;_2)]. (2.20)
j=1
Telle que : b,,_; = (n—j—i—l)%a—(n—j)%“ >0etby=1>b;>... >b,
pour j =1
U (:L‘7t—1> =u (:L'7 0) — Huy (:L'7 0)
= up (z) — pus ()
Et pour ¢t = ¢, dans (2.19),on a:
(“Dgu (z,t,) v (2) +a(u,v) = (f (z,t,),v (z)) Yo € H (0,a).
Soit u (x,t,) =u"et f(x,t,) = f",donc:
(“D§u™,v) + a (u",v) = (f",v) Vo € Hy (0,a). (2.21)
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En remplagant (2.20) dans (2.21), on obtient :

Fl?f——oz an,j () — 2077 + /72 0) ] + a(u”,v)

an i [((W,0) =2 (W7 0) + (W/720))] + 1°T (3 —a)a(u”,v)

n—2
= uT (3 =) (f™0) b (u",0) + by (u"™1) = by (u®0) + D by (!, 0) = 2bg (u", 0)
=0
_2Zb”.7 uj 17 +bn1 +an] uJ 27 NF(B—OZ)CL<UH,U)
=pT (3 - a) (fna U) . (2.22)
n—2
On pose [} = Z by—; (uj, v), en effectuant le changementn —j=J+1=J=n—-j—-1,
=0

donc
7=0 =J=n-1
j=n—-2=J=1

On pose I, = Z bn—j (W', v) en effectuant le changement n — j = J , donc

j=1 =J=n—-1

j=n—-1=J=1

On pose I3 = Z bu—j (W/2,v) en effectuant la changement n — j = J — 1, donc

j=2=J=n-1

j=n=J=1
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On remplagant ces changements dans (2.22), on obtient :

n—1
bo (u”™,v) + by (u”_l,v) — b, (uo,v) + Zb]+1 (u”_‘]_l,v) — 2bg (u"‘l,v)
J=1
n—1 n—1
— 22 by (w7 v) + by (uTh0) + Zb"*l (w77 v) + p°T (3 — @) a (u",v)
J=1 J=1

pl (3 —a)(f*v)+ (u",v) + p°T (3 —a)a(u",v)

S
—

(=bgs1 +2by —by_1) (W71 0)
1

n (U, 0) + (200 — by) (0" v) = buoy (W 0) + p°T (B —a) (f"v). (2.23)

<
Il

_|_
S

Probléme discret total

Maintenant, nous discrétisons le domaine d’espace par :
x; =ih,1=0,1,...,M,h = §- = x4, — 7; (pas de maillage d’espace),
donc, zg =0etzy = a.

Puis, on note :

T-Tj-1 . . .
v, St Tji1 < x < x4
. — T—Tj41 .
p; (r) = e r; <x < Tjp
0 atlleurs
Et
1 .
= S Tjio < < T4
_agoj (35): L St Ti<xr<x
Ox Tj—Tjp1 J A
0 atlleurs

Ouj=12...,M-1

On note l'espace V,CH; (0, a) par :

M-1
v = Zai(pi(x), a; GR}.

=1

Vi, = {UE C(O,CL)
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Donc, le probléme est trouvé

(
uy € Vj, telle que
n—1
(up,v) + p°T (3 — a)a (uf,v) =Y (=bjs1 +2b; — bj—1) (ujp 77" 0) (2.24)
1

+ (20 — by) (U1 0) + by, (W, v) — by (uhv) + poT (3 — ) (f*,v) Vv €V,

<.
Il

\
M-1
Onauj €V, doncup = Z alpr ,onprend v = p,,,m =1,2,..., M — 1 ,donc I'équation

I=1
(2.24) équivalent a :

M-1 M-1

a 8 . n—1 -
2 af (Gupn) +A 2 af (a_f;l’ %) =D (b +2b =) (w7 om)
=1 j=1

=1

+ (2b0 - bl) (un—17 Qom) + bn (u(]’ Som) - bn—l (U_l, Qom) + A (fnu ()Om) )

Avec A = u°T (3 — «)

Alors, le systeme matriciel correspondant est :
M—1

— Pourn=1,onau} = g ajy; , donc :

- Op; Opm
Z al1 (@1, om) + A Z al (ﬂ %) = by (UO,QOm) + (200 — b1) (UO, @m)

_bO (uila(pm) + A (flu Som) = (UO; SOm) + 1% (Ula (pm) -+ A (fl, gom) .

— Pourm=1,ona:

[a1 (o1, 1) + a3 (@2, 01) + - .. + apr_q (Pr—1, ¢1)]
dp1 Oy 1 Oy Doy 1 dpn-1 Opy
“[‘l <8x ax>+“2 0r 0z ) T T Tor o

= (ug, p1) + 1 (ur, 1) + A (1 01) -

— Pourm =2,ona:

[ai (p1,p2) + aj (92, 02) + ... + ap_y (P, 902)]

dp1 Oy Ops Oy Opri—1 Op2
1 (9P O¥2 1 [ OP2 O¥2 1
+>\{a1(8x’8a:)+a2(8x’8x et T e
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= (uo, p2) + p1 (ur, 2) + X (1, 2) -

— Pourm=M—1,o0ona:

a1 (o1, orr—1) + ay (02, o01-1) + - - + ap_y (Par—1, ©r-1)]

Op1 Opnr—1 Ops Opp—1 Ovn—1 Oprr—1
1 —rt 1 e 1
A [C“(ax’ Dz )*aQ(ax’ or ) T T Tar T s

= (uo, orr—1) + p (ur, onr—1) + A (1 on-1) -

Soit

X" = (a’f,ag, Soah _I)T

Fr=((f" 1), (f" @2) s (f" onm—1))"

K = ((UO + puy, 1), (Uo + p, 92) -, (w0 + pau, @M—l))T-

Et les matrices A = (a;;) et B = (b;;) , i.j = 1,2,..., M — 1 sont définies par :

(9017901)

(1, 02)

(901, 90M71>

91 9p1
Ox ' Ox

Op1 02
Ox ' Ox

% Oon-1
oxr ' Ox

(902, <P1)

(¢2,02)

(@2, 90M71)

Op2 Op1
Ox ' Ox

Op2 02
Ox ' Ox

% Oon-1
or ' O

(@M—lv Sol)

(@M—l) (102)

(90M717 <PM71)

Opn 01
oxr ' Ox

Opn Op
oxr ' Ox

Ovn—1 Oprr—1
oxr ' O

)

(2.25)

(2.26)
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Alors, on obtient le systéme suivant :

AX' + ABX' = \F' + K

= (A+AB) X' = \F'+ K

Onnote C = (A+ AB) ,alorsona:

CX'= )\ \F'+ K

Lemme 2.1 pourt=1,2,... M —1,0na:

lsi |j—i|=1

| S

(pipj) == 4si  j=i

0 stnon

Et
—1 st l7—1 =1
1
a(%&@j)zﬁ 2 s j=1
0 swnon
Avecj=1,2,.... M —1
Preuve

(00, 01) = / "o (@) i () da

1 T 1 Tit1

= ﬁ (.T — l’i_1)2 dr + ﬁ (ZL‘ — .CEH_l)Z dx
h h 2

—_ — —_ = —h
3 3 3

(npin) = [ oi@) o (z) ds
0
[ () )
zi Ti — Tiy1 Tit1 — T4

—1 [mi+t
= ﬁ/ (x — ziq1) (x — 2y) do

Ts
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Onposexr —z; =t,alorsona:

r=x; <= t=0

T =Ti41 < t=nh

Donc

-1 [0
(pis pi-1) = ﬁ/ (x —x; — h)(x —x;) dzx
h
-1 [9
= — t(t—h)dt
= re=n

@B

Onposexr —z;_y =t,alorsona:

r=x,1 < t=0

r=z; <= t=h
Donc

—1 /° h
o) =— [ t(t—h)dt ==
(SO’L 17@1) h2/h ( ) 6

(9is iy2) = (Pir2,0:) =0
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steord= [ (%) wa

T 1 Ti4+1 1
:/ —zdx +/ —QdI
i1 (xz . 1) @ (1'1 — T+ 1)

112
~h h h
* 0p; 0pit1
o ) — d
a (i, Piv1) T (z) o (z) dz
Tit1 1 1
- d
/xi (x; —zi+ 1) (241 — 1) a
B -1
h
Alors
2 1
- 0
3 6
1 2 1
6 3 6
A=h
2 1
6 3 6
1 2
0 - “
6 3
Et
2 —1 0
—1 2 —1
1
B=—-
h
—1 2 —1
0 0 -1 2

Pour calculer les vecteurs ' et K on utilise les formules d’intégrations numériques qui
donnent une approximation des ces intégrales, par exemple on peut utiliser La formule des
trapezes

[ e dong -0l (@) + o 0]
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Dong, le systeme matriciel de ce probléme peut étre réécrit sous la forme suivante :

;

UO = Ug

CX!' =\ \F'+ K
< n—1
CX" = Z (=bjp1 +2b; —bj—1) K1 4 (2by — by) K2

Jj=1

+ b, K3 — b, 1 Kf + \F"

Avec

K= () (07 ) s (0 par )
K2 = (" 01) (" pa) oo (0 par)
K3 = ((u0, 1) , (0, 02) » - (1o, or1 1))

Kf = ((u1,1), (won2) oo (oo 1)”

Et la matrice C est définie par

2,2 h A )
3 h 6 h
h_)\ 2h 2\ h_)\
6 h 3 h 6 h
O:
h_)\ 2h+2/\ h_)\
6 h 3 h 6 h
) hoA 2
6 h 3 h

La matrice C' est a diagonale strictement dominante donc le systeme admet une solution

unique.

Algorithme :

Nous avons l'algorithme suivante qui permet de résoudre numériquement le probleme
d’évolution unidimensionnel pour une équation d’onde fractionnaire (2.1) - (2.3).

étape 0: soient M, N, h, i1, o, A données.
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étape 1: déclarer les fonctions f, ug, u; .
étape 2 : discrétiser le domaine d’espace et le domaine temporel.

étape 3 : calculer le deuxieme membre

n—1

V= (=bjy1+2b; —bj_1) (W77 ;) 4 (2bp — by) (u" ', )
1

<.
Il

+0,, (Uo, 901) — b (u_lv 901) + A (fn7 907/)

Aveci=1,2,.... M —1
étape 4 : entrer les valeurs de la matrice C.
étape 5: calculer X = C ' x V'

étape 6 : calculer la solution exacte U en point t; avecvi=1,2,....,N — 1.

2.2 Exemples Numériques avec Python

2.2.1 Exemple 1: Comparaison Spatiale (A = 0.1 vs h = 0.05)

import numpy as np

from scipy.sparse import diags

3l from scipy.sparse.linalg import spsolve

import matplotlib.pyplot as plt

# Paramtres

h_coarse = 0.1

h_fine = 0.05

mu = 0.1

M _coarse = int (10 / h_coarse)

M_fine = int (10 / h_fine)

2N = int (10 * np.pi / mu)

# Fonction pour r soudre le syst me

s5|def solve_pde (h, M):

X = np.linspace (0, 10, M + 1)
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lambda_ = np.sgrt (mu) * np.math.gamma (1.5)
main_diag = (2 * h / 3 + 2 » lambda_ / h) * np.ones(M - 1)
off_diag = (h / 6 — lambda_ / h) * np.ones(M - 2)

C = diags([off_diag, main_diag, off_diag], [-1, 0, 1], shape=(M - 1, M - 1))

.tocsr ()
crfo, o1, cfo, 11 =1, 0
cl=i, =11, Cl=1, =2] = 1, @
u0 = np.sin(x[1:-1])
K =u0  h

f = np.exp(-10 * np.pi) % x[1:-1] = (10 - x[1:-117)
F=f x h

RHS = lambda_ x F + K

u = spsolve (C, RHS)

return x[1:-1], u

# Rsolution et trac

X_coarse, u_coarse = solve_pde(h_coarse, M_coarse)

3l x_fine, u_fine = solve_pde(h_fine, M_fine)

plt.figure(figsize= (10, 5))

plt.plot (x_coarse, u_coarse, 'b-’', label=f'h = {h_coarse} (M = {M_coarse})’)
plt.plot(x_fine, u_fine, 'r—--', label=f’'h = {h_fine} (M = {M_fine})’)
plt.xlabel (' $x$’); plt.ylabel(’Su(x, 10\pi)$’)

plt.legend(); plt.grid()

plt.title(’Solution a $t = 10\pi$ pour diff rents pas spatiaux’)

plt.show ()
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Solution a t = 10m pour différents pas spatiaux
0.8 1
0.6 1
0.4 -
0.2 1
=
o
0.0
x
3
_02 4
—0.4 1
_0'6 -
— h=0.1(M=100)
_o.g4 —== h=0.05 (M =200)
0 2 4 6 8 10
X
2.2.2 Exemple 2 : Effet du Pas de Temps
Objectif : Etudier l'influence de p sur 'évolution temporelle en z = 5.
def solve_pde_time(h, mu, M, N):
x = np.linspace(0, 10, M + 1)
t = np.linspace (0, 10 x np.pi, N + 1)
lambda_ = np.sqrt (mu) * np.math.gamma (1.5)
main_diag = (2 * h / 3 + 2 x lambda_ / h) * np.ones(M - 1)
off_diag = (h / 6 - lambda_ / h) * np.ones(M - 2)
C = diags([off_diag, main_diag, off_diag], [-1, 0, 1], shape=(M - 1, M - 1))
.tocsr ()
cro, o1, cro, 11 =1, 0
er=1, =11, Cf=1, =2] = 1, ©
u0 = np.sin(x[1:-1])
K= u0 « h
u_x5 = []
for n in range(N + 1):
f = np.exp(-t[n]) * x[1l:-1] *« (10 - x[1l:-11])
F=f x h
RHS = lambda_  F + K
u = spsolve (C, RHS)
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u_x5.append (u[np.argmin(np.abs (x[1:-1] - 5))1)
return t, u_x5
# Paramtres
h = 0.1
mul, mu2 = 0.1, 0.05
N1 = int (10 * np.pi / mul)
N2 = int (10 *« np.pi / mu2)
7lt_mul, u_mul = solve_pde_time(h, mul, M_coarse, N1)
t_mu2, u_mu2 = solve_pde_time(h, mu2, M_coarse, N2)
plt.figure(figsize=(10, 5))
plt.plot (t_mul, u_mul, ’"b-", label=f’S$\mu = {mul}$’)
plt.plot (t_mu2, u_mu2, "r—-', label=f’S$\mu = {mu2}s$’)
slplt.xlabel (r’ $ts$’)
plt.ylabel (r’Su(5, t)s$’)
plt.legend(); plt.grid()
plt.title(r’ volution temporelle en $x = 5% pour diff rents $\mu$’)
plt.show ()
Evolution temporelle en x =5 pour différents u
6 _— j..1=0.1
-—- u=0.05
5_
4
T 37
)
=1
2_
1_
0_
0 5 10 15 20 25 30
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2.2.3 Exemple 3 : Validation Exacte

Objectif : Comparer la solution numérique avec une solution exacte supposée

Uexact (T, 1) = 12 (10 — x)

import numpy as np

from scipy.sparse import diags

from scipy.sparse.linalg import spsolve
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.special import gamma

# Paramtres
h =0.1

mu = 0.01

M = int (10 / h)

N

int (1 / mu)

2lalpha = 0.5

3lx = np.linspace (0, 10, M+1)

t_final = 1.0

# Solution exacte

7|def u_exact (x, t):

return t*+x2 * x x» (10 - x)

# Terme source
def source_term(x, t):

return (2 * t*x(2 — alpha) / gamma(3 — alpha)) * x * (10 — x) + 2 % t*%*2

lambda_ = mux*alpha * gamma (2 - alpha)
main_diag = (2+h/3 + 2+lambda_/h) x np.ones (M-1)
off_diag = (h/6 - lambda_/h) * np.ones (M-2)

C = diags([off_diag, main_diag, off_diag], [-1, 0, 1], shape=(M-1, M-1)) .tocsr ()
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cro, 01, cro, 131 =1, 0

c(-1, -11, ¢[-1, -21 =1, O

f = source_term(x[1l:-1], t_final)
F=f « h

u_num = spsolve(C, lambda_ x F)

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.plot (x[1:-1], u_num, ’"bo’, label=’'Num rique’, markersize=5)

7lplt.plot (x[1:-1], u_exact(x[1l:-1], t_final), ’'r-’, label='Exacte’,

plt.xlabel (' $x$7)

plt.ylabel (' Su(x,t=1)S")

plt.legend()

plt.grid(True, linestyle=’--', alpha=0.7)
plt.title ('’ Solution Num rique vs Exacte St=1$")

plt.show ()

5| # Erreur L2

linewidth=2)

error_L2 = np.sgrt(np.sum( (u_num - u_exact(x[l:-1], t_final))x*%2) x h)

print (f"Erreur L2: {error_L2:.10f}")

Solution Numérique vs Exacteat=1

25 A

201

15 A

u(x, t=1)

10 A

[ ]
—— Exacte

Numérique
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Introduction

Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode de Galerkin linéaire pour simplifier le pro-
bleme dans l'espace. Cela nous donne un systeme d’équations différentielles en temps, de
nature non linéaire. Pour le résoudre, nous appliquons une méthode de linéarisation inspirée

de Picard, puis nous utilisons le schéma de Crank-Nicolson pour avancer dans le temps.

3.1 Mise en ceuvre du modele numérique

3.1.1 Meéthode discrete totale de Crank- Nicolson/ Galerkin(CNG)

Dans cette partie, nous construisons un schéma numérique totalement discret pour résoudre
I’équation

(°D%u,v) + F (u,u,v) = (f,v) Vv € HY (I)

en combinant la méthode de Galerkin pour la discrétisation spatiale avec le schéma de Crank-
Nicolson pour I'intégration en temps. Etant donné que cette équation est de nature non
linéaire, une approche itérative est nécessaire. Nous faisons appel a une linéarisation inspirée
de la méthode de Picard : dans I’expression de F'(., ., .), le premier argument est remplacé par
l'itération précédente, ce qui permet de résoudre a chaque étape un probleme linéaire par
un solveur adapté. Considérons une partition uniforme B), = {I;;1 < i < M} de l'intervalle
I =[0,1] al’aide des noeuds z,, (m =0,1,..., M) telsque 0 = zp < xy < --- < zy = 1, avec

un pas constant & = +-. Pour un entier £ € N donné, on note F;;(A) I'ensemble des polyndmes

1
M.
définis sur D C I de degré inférieur ou égal a k. A partir de cette partition, on définit I’espace

d’éléments finis :

By = {v e H (I)NC (1) cv], € Po(I)Vi=1,2, M} . (3.1)
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En posant : £}, = vect {¢;} (i = 1,2,.., M), on peut choisir k = 1 et

T—=Tm-1 T € [xm—laxm] )
1
Om () = L) Tmir— T TE [Ty Tmga] (3.2)

0 ailleurs.

De plus, soit N un entier naturel strictement positif. On définit alors le pas de temps par
6t = L, ce qui permet de discrétiser l'intervalle temporel [0, 7] en N sous-intervalles de méme

longueur. Ainsi, les instants discrets sont donnés par :
t, =ndt, pourn=0,1,...,N.

Pour simplifier les notations dans ce qui suit, on introduit les conventions suivantes :

_ y®) 4 y(n-1)
Y=y () V0 = (3.3)
(n) 1 t ()
YW = ———— t—s)“0Y\""d
t P (1 o a) /0 ( 8) t S
Ou
y®) _ yr—1)
gy 7Y
! St

pour toute fonction Y (., .).

Ensuite, on introduit 'opérateur de projection de Ritz-Galerkin, noté P, qui permet de
projeter une fonction de 'espace H; (1) sur 1’espace discret Ej,. En prenant uELO) = Pjup comme
condition initiale projetée, on construit un schéma totalement discret combinant la méthode
des éléments finis (EF) en espace avec le schéma de Crank-Nicolson (CNG) en temps. Ce

schéma permet de calculer successivement les approximations ué") € Eppourn=1,2,...,N:

<6fu§ln),v) + F (uﬁfﬁl),ﬂgﬂ), v) = (f™, v) Vv € By, (3.4)
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Ou, par équivalence,

1 n— n -1 n— n—
(8auh , >—|— 2F< ( D,ué),v) = —F (ué U,ug 1),1)) + (f(”),v). (3.5)

Yv € Eh-

Calculons la dérivée fractionnaire par rapport au tempsent =+¢,.Ona:

n 1 tn .
afug ) = O up (x,t,) ri—a) /o (tn, —s)" " Ofup (x,s) ds
n—1 t
1 1+1
_ (1+1) 0
5tF(1—a) —0/ (tn — ) ( u) ds
n—1
(I+1) A 7 -«
WF o > (u DN [(n—1) (n—1-1)""].

Posons: b = (n—1)""* = (n—1—1)"%etw = (6t)*T (2 — a) . Alors,

Donc:

Zbl (uh , ) §F (ugln_l),ufln),v)

Z ( : ) - %F (%"_1)7102"_”7@) +w (f™,0) Y € By, (3.6)

3.1.2 Mise en ccuvre du schéma CNG entiérement discret

Cette section est dédiée a la mise en ceuvre du schéma totalement discret EF/CNG
mentionné précédemment, basé sur la méthode des éléments finis.
En considérant la base linéaire {y,, (m =0,1,..., M)}, I'approximation u(x,t) de la solution

exacte u(z, t) peut s’écrire sous la forme :

up(x,t) = Z w;(t) (). (3.7)
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ol les fonctions u;(t) représentent les coefficients temporels a déterminer.
Dans le cadre du schéma en temps, ces fonctions sont évaluées aux instants discrets ¢,,, ce qui
donne :

Uz(n) :Uz(tn)a pourn:O,l,...,N.

Les valeurs des fonctions ¢; (x) et de leurs dérivées premieres, dont les supports contiennent

le nceud z,, , sont données dans Tableau (3.1)..

l m—1| m |m+1
i () 0 1 0
pi@m) 0 |1/h] O

TABLE 3.1 — Valeurs des fonctions ¢; () et leurs dérivées premieres au noeud z,,

A l'aide de (3.2) et du Tableau (3.1), les valeurs de 'approximation u,, et de sa dérivée

premiere par rapport a  aux nceuds z,, sont données a chaque ¢ € [0, 7] par :

Up, (mma t) = Um (t) ) (38)
up, (o, 1) = uo (1) 3.9)
Optip, (T, t) = %, (3.10)

Pour toutm =0,..., M .

D’apres (3.7), il ressort clairement que chaque fonction ¢,,, n‘implique que deux éléments finis.
Les supports des deux fonctions ¢,,_1 et ¢, se croisent dans 1'élément typique [z,,—1, Tp),
alors que toutes les autres fonctions s’annulent sur cet intervalle. Le calcul peut donc etre fait
en premier sur chaque élément typique [,,_1, Z,,,], pour obtenir des contributions élémen-

taires. Ainsi, sur [z,,_1, .}, 'approximation (3.7) se simplifie en :

up, (z,t) = ‘Z u; (t) @ (x) . (3.11)

7 1

En remplacant pour u;, donnée par (3.11) dans (3.6), le schéma EF/CNG entierement discret

Sur [,_1, T,,) peut s’écrire comme suit :
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</ <pwda:> Ui(n) + % Z (/ %(B)U/ dx) Uz‘(n)
—1 Tm—1 i 1 Tm—1

=m-—

Y popvds )| UV P /m vde | U™
;1(/;7”_ (pwkv I) g ’ 2 'Zl xm—lgpv ! '

Pour faciliter les calculs intégraux, le systeme de coordonnée globale pour la variable =
pourrait étre changé en un systeme local avec la variable ¢ en utilisant la transformation affine
€ =& — &y, de [Ty,—1, T, dans [0, h] . Ainsi, les fonctions ¢,,—1 et ¢, peuvent étre réécrites

sous la forme suivante :

, Ve el0,n] (3.13)

=0 i=m-— i=m—
m m h
% IS ( / %sﬂkvde) oo
i=m—1k=m—1 0
RS (/ %mk) e
2 i=m—1 0
n—1

=0 i=m—

B>

h
([ wwprie ) uvuey
-1

+pw " (n—1) " (n)
> oivde | U™V +w [ fMude;YoeE,. (3.14)
0 0

i=m—1

_ b . " (n-1) W - " 8,/ (n—1)
= . Z pivde | U; ~ 5 Z @ v de | U
1 0 =m—1 0



3.1 Mise en ceuvre du modele numérique 51

Pour les fonctions (3.13), les dérivées premieres sont :

—1

#m1 (€) , Vee[0,h] . (3.15)

_1
ene) M

Cependant, les dérivées fractionnaires d’ordre ¢ sont facilement calculées a partir de (1.7)

pour obtenir :

80(0) 1 (8) 1 =
T = 2T e e 0,8 (3.16)
(9) h gl—f

pm (€) '(2-9)

En posant : e = ¢; dans (3.14), les contributions élémentaires de [z,,_1, z,,] se présentent sous

la forme suivante :

=0 i=m— i=m—
m m h
+pw n n) P
2 > 2 (/ SOzSOkSOjdE) oo > > (/ %%de) o
i=m—1k=m—1 0 i=m—1
n—1 m h yw m
n—1 [} n—1

S0 Y </0 W]dg) vt - </ @ %da) o

=0 i=m—1 i=m—1

Pour:j=m—1,m.

Ensuite, en définissant les coefficients matriciels pour m = 0,1,...,M —1leti,j,k=m—1,m
h
A% = /0 QOjQDZ‘d&?, (318)
e ("o
iy = /0 ©; pde (3.19)
m h
5= > < /O gojgokgoide) Uiy (3.20)
k=m—1

h
Fy= [ fpidef® = f(e.ta). (3.21)
0
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T
Pour i, j,k =m —1,m, et le vecteur U™ = [Ur(ﬁl, Uff)]
Maintenant, on pose : b = (by,. .. ,bl)T pour réécrire le systeme linéaire (3.17) de maniere

équivalente sous la forme matricielle suivante :

bA® + %Be + %Oe . %Ae] U(n),e — |:bAe . %Be _ %Oe _ %Ae U(”)ve + wke¢ (322)

Les matrices élémentaires sont calculées pour trouver :

12
pe =l
3127
[ (3.23)
co_py | ) U070 (Gm) U0
1115

Assemblage du systéme global

En considérant uniquement les coefficients diagonaux des contributions élémentaires
(3.23), on obtient le systeme linéaire global suivant :

W PYe PY (n) — _WWp PP (n—1)
bA+ B+ EC 2]U @A “p-Eo AU 1ur (324

Caractéristiques du systéme

Cette équation représente la n'®™ jtération du schéma EF/CNG entierement discrétisé
appliqué au probleme défini par (2.1) - (2.2). Le systéme résultant, donné par (3.24), se
compose de M + 1 équations linéaires permettant de déterminer les M + 1 inconnues Ui(")
pour chaque instant ¢,,, aveci =0,1,..., M etn=0,1,...,N.

Le systeme (3.24) met en évidence 1'équilibre entre les différentes contributions issues des
matrices de masse, de rigidité et de convection, dans le cadre de la discrétisation temporelle.

Cette structure permet de garantir a la fois la stabilité numérique du schéma utilisé et la
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précision des solutions approchées a chaque itération. Cette formulation met en évidence la
nature itérative du processus de résolution tout en conservant la rigueur mathématique de

I"approche numérique.



Conclusion

Ce mémoire a été consacré a 1'étude d'une méthode innovante pour 1'évaluation des
éléments finaux des dérivées fractionnaires, avec un accent particulier sur leur application
aux équations d’ondes fractionnaires en dimensions un et deux. A travers une approche
combinant analyse théorique et mise en ceuvre numérique, nous avons abordé les défis posés
par les singularités temporelles inhérentes a ces dérivées, notamment a ¢t = 0, qui affectent la
précision des méthodes numériques.

Les résultats obtenus montrent que la méthode proposée permet d’améliorer la précision
temporelle face aux singularités, tout en garantissant une stabilité numérique robuste, ce qui
constitue une avancée significative pour la résolution des équations d’ondes fractionnaires.
Ces travaux offrent une base solide pour des applications pratiques dans des domaines variés
tels que la physique ou 'ingénierie.En guise de perspectives, nous envisageons d’approfondir
cette recherche dans plusieurs directions. Premierement, nous souhaitons analyser la perfor-
mance de notre méthode sur des domaines hétérogénes, ot les coefficients varient spatiale-
ment, en étudiant des équations de la forme “Df, u(z,y, t) = div(a(z,y)Vu(z,y,t))+ f(z,y, 1),
avec 1 < a < 2. Deuxiemement, une extension aux équations d’onde fractionnaires en es-
pace et en temps, telles que “D¢u(x,y,t) = “Diu(z,t) + f(x,y,t), pourrait étre explorée pour
élargir le champ d’application de notre approche. Ces investigations permettraient de mieux
comprendre les comportements complexes des systemes fractionnaires et de renforcer les

outils numériques a disposition.



Apercu historique sur quelques figures scientifiques

Leonhard Euler (1707 - 1783)

Mathématicien suisse parmi les plus prolifiques de I'histoire. Ses
contributions ont profondément marqué le calcul différentiel, la
théorie des graphes et les fondements de ’analyse moderne. 11
est aussi a 1’origine de la fonction Gamma et a posé les premieres
bases du calcul fractionnaire.

Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833)

Mathématicien frangais renommé pour ses contributions a I’ana-
lyse, a la théorie des nombres et aux fonctions spéciales. Il est a
'origine de la fonction de Legendre, utilisée dans la résolution
d’équations différentielles et en physique mathématique.

Bernhard Riemann (1826 — 1866)

Mathématicien allemand célebre pour ses travaux fondamentaux
en analyse et en géométrie. Il a introduit une généralisation du
concept d’intégrale, qui a jeté les bases de la dérivée fractionnaire
dite de Riemann-Liouville.




Joseph Liouville (1809 — 1882)

Mathématicien frangais ayant introduit les premieres idées de
calcul intégral d’ordre non entier. Ses travaux ont été essentiels
pour la construction de la dérivée de Riemann-Liouville.

Joseph Fourier (1768 - 1830)

Mathématicien et physicien frangais, connu pour ses travaux sur
la propagation de la chaleur. Il est l'inventeur des séries de Fou-
rier, qui ont permis une avancée majeure dans le traitement des
équations différentielles.

Pierre-Simon Laplace (1749 - 1827)

Mathématicien et astronome frangais, célebre pour ses travaux en
mécanique céleste. Il a introduit la transformation de Laplace, outil
fondamental pour la résolution des équations différentielles.

Michele Caputo (1927 —2023)

Géophysicien italien ayant introduit la dérivée de Caputo, adaptée
aux conditions initiales classiques. Son approche est largement
utilisée dans la modélisation des systémes physiques réels.

Gosta Mittag-Leffler (1846 — 1927)

Mathématicien suédois ayant joué un role important dans le déve-
loppement de 1’analyse complexe. Il a donné son nom a la fonction
de Mittag-Leffler, essentielle dans la résolution des équations dif-
férentielles fractionnaires.
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