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Abstract

This work is devoted to exploring the concept of the measure of
noncompactness, a powerful tool in the study of functional analysis. Particular
attention is given to the Kuratowski and Hausdorff measures, highlighting their
key properties.

We also introduce a class of nonlinear operators that generalize classical
Lipschitz-type functions.
Several fixed point theorems, extending the well-known Schauder fixed point
theorem, are discussed and proven.

Finally, the developed theory is applied to examine the existence of solutions
for certain nonlinear integral equations of Hammerstein type, within suitable
functional spaces.

Résumé

Ce travail vise a explorer la notion de mesure de non-compacité, un outil
important en analyse fonctionnelle. Nous nous intéressons en particulier aux
mesures de Kuratowski et de Hausdorff, en mettant en lumieére leurs
caracteéristiques essentielles.

Dans ce cadre, nous introduisons également certaines applications non
linéaires qui généralisent les fonctions de type Lipschitz classiques.

Par la suite, nous présentons plusieurs théoremes de point fixe étendant le
théoreme de Schauder, accompagnés de démonstrations.

Enfin, ces résultats théoriques sont appliqués a I’étude de certaines équations
intégrales non linéaires de type Hammerstein, avec des résultats d’existence
établis dans des espaces fonctionnels appropriés.
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Introduction

La mesure de non-compacité (MNC) évalue le degré de non-compacité d’un en-
semble dans un certain espace métrique, dans le sens ou elle est nulle pour tout
ensemble relativement compact.

La premiére MNC a été introduite par le mathématicien polonais K. Kuratowski
en 1930, lorsqu’il a étendu le théoréme d’intersection de Cantor & ’aide de sa propre
mesure de non-compacité, notée dans toute la littérature par a.

En 1955, G. Darbo a utilisé la MNC de Kuratowski pour démontrer un théo-
réme du point fixe généralisé, qui étend a la fois le théoréme de Schauder (pour
les applications compactes) et le principe de contraction de Banach (1922) (pour
les applications contractantes). En effet, Darbo a introduit la notion d’applications
k-contractantes, généralisant la classe des applications de type Lipschitz ainsi que
les applications contractantes.

Plus tard, en 1967, B.N. Sadovskii a généralisé le théoreme du point fixe de
Darbo a une classe plus large d’applications appelées applications condensantes. En
termes simples, une application condensante est une application telle que I'image
d’un ensemble est, d’une certaine maniére, « plus compacte » que l’ensemble lui-
meéme.

La mesure de Hausdorff, notée y, a été introduite par L.S. Goldstein et al. en
1957. En 1972, le mathématicien roumain V.I. Istratescu et al. ont défini la mesure
de non-compacité f3.

Aujourd’hui, on trouve dans la littérature plusieurs types de MNC développées
pour des cadres fonctionnels spécifiques. Une MNC peut méme étre définie selon
une approche axiomatique (voir [I2] pour plus de détails).

Comme mentionné précédemment, les classes d’applications impliquant les MNC
peuvent étre vues comme des alternatives aux applications compactes, et sont donc
d’une grande importance en théorie du point fixe. Par exemple, on vérifiera dans ce
travail que la somme d’une application contractante et d’une application compacte
est une k-contraction stricte, ce qui constitue I'idée de base du théoréme de point
fixe de Darbo.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres :

— Le premier chapitre est consacré aux préliminaires : on y présente les no-
tions de complétude et de compacité dans les espaces métriques, ainsi que les
définitions de I'intégrale et des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et
de Caputo.

— Le deuxiéme chapitre traite des mesures de non-compacité. On y introduit
les différentes mesures existantes dans les espaces métriques et normés, et on
expose certains résultats classiques de la théorie du point fixe.



— Le troisiéme chapitre est consacré a ’étude d’'un probléme aux limites
d’ordre fractionnaire sur un intervalle non borné dans un espace de Banach.
On y présente le cadre du probléme, les hypothéses principales, les résultats
d’existence, ainsi que quelques exemples illustratifs.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Complétude et Compacité dans les Espaces Mé-
triques

1.1.1 Complétude

Définition 1.1. Soit (X,dx) un espace métrique. Une suite (x,)5, dans X est
appelée suite de Cauchy si :

Ve>0 dn.eN: VnmeN nm>n = dx(az,,z,) <e.

Proposition 1.2. Soit (X, dx) un espace métrique et (x,)>, une suite convergente
dans X. Alors (2,)2, est une suite de Cauchy.

Démonstration. Soit x = lim,,_,. x,, et soit € > 0. Alors :

dn. €N tel que Vn>n., dz,z)<

pO| ™

Pour tous n,m € N tels que n,m > n., on a :

d(xnaxm) < d(l’n,a?) + d(J},[Em> < g + g = €.

Donc (x,)22, est une suite de Cauchy. O

Remarque 1.3. Dans le cas général des espaces métriques, la réciproque n’est pas
vraie. Par exemple, (%)Zo:l est une suite de Cauchy dans l’espace métrique ((0,1), |-
|). Cependant, cette suite n’a pas de limite dans cet espace métrique.

Proposition 1.4. Toute suite de Cauchy dans un espace métrique est bornée.

Démonstration. Soit € = 1. Alors il existe N; € N tel que pour tous n > m > Ny,
d(xm,x,) < 1. Soit p € X et soit k = max;<,, d(p, z;). Alors d(p,z,) < d(p,zm) +
d(xm, x,) < k+ 1, ce qui implique que (z,), est bornée. ]

Définition 1.5. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy
dans X converge.



Exemple 1.6.

(a) Dans un espace métrique discret, toute suite de Cauchy est constante & par-
tir d’un certain rang. Elle est donc convergente. Par conséquent, les espaces
métriques discrets sont complets.

(b) Soit S # 0 et Y un espace métrique. Une fonction f: S — Y est dite bornée
St :

sup d(f(x), f(y)) < oo,

(z,y)€52
Soit B(S,Y)={f:S =Y bornée} C F(S,Y). Alors :

Assertion 1 : B(S,Y) est un espace métrique avec la distance D(f,g) =
sup,es d(f (%), 9()).

Preuve : Comme f et g sont bornées, cette définition a un sens. On a :

(a) D(f,g) =sup,cgd(f(z),g(z)) >0 car (Y,d) est un espace métrique, et :

D(f,g9) =0 <= supd(f(x),g(z)) =0

zeS
— f(z)=g(z) VzeS
— f=y.

(b) D(f,9) = sup,es d(f(2), 9(x)) = sup,es d(g(2), f(x)) = D(g, f)-
(c)

d(f(x), g(x)) <d(f(x), h(z)) + d(h(z), g(x))
<supd(f(z), h(x)) + sup d(h(zx), g(z))-

zeSs zeSs

Donc

sup d(f(z), g(x)) < supd(f(z), h(z)) + supd(h(z), g(x)).

€S reS zeS

Assertion 2 : B(S,Y) est un espace complet si'Y est complet. Soit (f,), une
suite de Cauchy dans B(S,Y). On a :

Ve>0, dn.eN:VnmeNn>m>n. = D(fn, fm) <e.
Ce qui équivaut a :
Ve>0,3n. e N:Vn,m e Nyn>m >n. = d(fn(x), f(z)) <e Vx € S.

Ainsi (fn(2))n est une suite de Cauchy dansY ,Vx € S. Comme Y est complet,
alors lim,, o fu(z) = f(x), Vo € S. 1l faut vérifier que :

(1) f € B(S,Y)
(2) hnLr%aal)(fn>f):: 0



Preuve de 1 : Soient x,y € S, on a :

d(f(2), [(y)) < d(f(2), fu(@)) + d(fu(2), fu(y)) + d(fa(y), [ ()
d(f (), fa()) + sup d(fu(2), fa(y)) + d(fuly), [(y)).

z,yEeS

ININA

Comme (fn)n C B(S,Y), alors sup, e d(fu(2), fa(y)) < M. Donc quand
n— oo :

d(f(z), f(y)) <M, Vr,yeS — sup d(f(z), f(y)) <M — feB(SY).

z,yeS

Preuve de 2 : Montrons que lim,, o D(fn, f) = 0. Comme (f,,), est de Cauchy
dans B(S,Y), alors :

Ve>0, In.eN: VnmeN m>n>n. = D(fu,fm) <e¢
On a d(fo(x), fm(2)) < D(fn, fn) Yz € S, donc :
d(fu(z), fu(z)) <e, VYxelS, V¥Ym>n2>n,..
Ainsi :
Ve e S, d(fu(r), f(x)) < d(ful2), fm(2)+d(fm(2), f(2)) < etd(fm(), f(2)).

En fixant n et en faisant tendre m — oo, on obtient :

d(fu(z), f(x)) <e, VYn>n. = supd(fu(z), f(z)) <e Vn>n.

z€eS

— f, == f dans B(S,Y).

Proposition 1.7. Soit (X, d) un espace métrique et Y C X. Alors :
(i) Si X est complet et Y est fermé dans X, alors Y est complet.
(i) Si'Y est complet, alors Y est fermé.

Démonstration.

(i) Supposons X complet et Y fermé dans X. Soit (z,,), C Y une suite de Cauchy.
Alors (x,), est de Cauchy dans X, donc converge dans X puisque X est
complet. Cependant, Y étant fermé, la suite (z,), converge dans Y. Donc Y
est complet.

(i) Supposons Y complet et soit (z,), C Y une suite convergente vers une limite
x. Comme une suite convergente est de Cauchy et Y est complet, alors x € Y.
Donc Y est fermé.

]
Exemple 1.8. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques et soit C(X,Y) =

{f : X = Y continue}. Alors Cp(X,Y) = C(X,Y) N B(X,Y) est fermé dans
B(X,Y) et donc complet si (Y,dy) l’est.



Démonstration. Clairement, Cy(X,Y") est un sous-espace de ( (X,Y), D). Soit ( fn)n
une suite dans Cy(X,Y") qui converge vers f € B(X,Y), i hmTHOO (fu, f) =

On doit prouver que f : X — Y est continue, i.e., pour toute suite (x,), C

telle que lim,, ,oo 2, = x, on a lim, o f(z,) = f( ). Soit (z,), C X telle que
lim,, .o x, = x. Par hypothése :

Ve>0, dn.eN, VneN, n>n. = D(fnf)<e.

Donc D(f,, f) < ¢ = sup,csd(fu(z), f(z)) < e. De plus, f, étant continue
Vn e N, on a:

VneN, lim f,(x,) = fu(z) Y(xm)m C X convergeant vers z.
m—r0o0
Alors

dy (f(wm), f(2)) < dy (f(xm), ful@m)) + dy (falzm), fo(2)) + dy (fal(z), f(2))
<e+dy(fulzm), fulx)) +¢

Quand m — oo, on trouve :

lim dy(f(zm), f(z)) <2, Ve>0 = lim dy(f(zm), f(z)) =0.

m—o0 m—r0o0

]

Définition 1.9. Soit (X, d) un espace métrique et A C X avec A # (). Le diamétre
de A est défini par :
diam (A) = sup d(z,v).

z,y€A

Clairement, si A C B alors diam (A) < diam (B).

Proposition 1.10. Soit (X, d) un espace métrique et A C X avec A # 0. Alors :
1. diam (A) = diam (A).
2. Si A= B,(x0) alors diam (A) < 2r.

3. A est borné si et seulement si diam (A) < oo.

Démonstration.

1. Comme A C A alors diam (A) < diam (A). Soient z,y € A. Alors il existe des
suites (Zp)n, (Yn)n C A telles que lim,, o z, = z et lim, .y, = y. On a :

d(z,y) < d(z,2,) + d(@p, yn) + d(yn,y) < d(z, 2,) + diam (A) + d(ys, ).
En faisant tendre n — oo, on trouve :
d(x,y) < diam (A), Vr,y€ A = sup d(z,y) < diam (A)
m,yez

= diam (4) < diam (A).

D’otl diam (A) = diam (A).



2. Soient x,y € A = B,(xg). Alors d(z,x¢) < r et d(y,zo) < r. Donc :

d(z,y) < d(z,z0) + d(xo,y) < 2r = sup d(z,y) < 2r = diam (A) < 2r.
r,yeA

3. Si A est borné, alors il existe une boule B, (z) telle que A C B,(zg). Donc
diam (A) < 2r < oco. Réciproquement, si diam (A) < oo, alors pour zy € A,
ona A C By,(zg) ou rg = diam (A). Donc A est borné.

]

Proposition 1.11. Soit (E, ||-||g) un espace normé et soit A = B,.(xo) C X. Alors :
diam (A) = diam (0A) = 2r.

Démonstration. Montrons d’abord que diam (0A) = 2r. Soient x,y € S,[xo] = JA.
Alors :
[zo —l} =7 et [lzo =yl =7

Donc :
lz =yl < llz = ol + llxo — yll = 7 +r = 2r.

Ainsi ||z —y|| < 2r pour tous z,y € 0A, d’ou diam (0A) < 2r. Réciproquement, soit
x € 0A et choisissons y = 2z — . Alors y € A car :

lzo = yll = llzo = 20 + f| = ||z — ol = 7.
De plus :

[ =yl = [l = 2z0 + 2| = 2[jz — zo|| = 2r.

Donc diam (0A) > 2r. Finalement, diam (0A) = 2r.
Montrons maintenant que diam (A) = diam (0A). Ona A = AUO0A et 0A C A,

donc :
2r = diam (0A) < diam (A) < 2r.

D’ou diam (A) = diam (A) = diam (0A) = 2r. O
Définition 1.12. Soit (X,d) un espace métrique, ) # A C X, et x € X. Alors :
d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.
Proposition 1.13. Soit (X,d) un espace métrique, ) # A C X et x € X. Alors :
v €A = d(z,A)=0.

Démonstration. Si x € A, alors il existe (1,), C A telle que lim,_,o 7, = = (i.e.,
lim,, o d(x,, ) = 0). Donc :

0<d(z,A)=inf d(z,a) <d(z,z,), Vn.

a€A
Quand n — oo, on obtient d(x, A) = 0. Réciproquement, si d(z, A) = 0, alors :
1
VneN, Jr,eA: 0<d(zx,) <—.
n
Ainsi il existe (), C A telle que lim,,_,o d(z,7,) =0, d'ott x € A. O
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Théoréme 1.14 (Théoréme d’intersection de Cantor). Soit (X,d) un espace mé-
trique complet et (F,)22, une suite de fermés non vides de X telle que F, 1 C F,
pour tout n et lim, . diam (F,) = 0. Alors (\,_, F,, est non vide et réduit a un
singleton.

Démonstration. Soit (x,), C X une suite telle que z,, € F,, pour tout n. Montrons
d’abord que (z,,), est de Cauchy. Soit € > 0. Comme lim,, ., diam (F},) = 0, il existe
n. € N tel que diam (F,,) < € pour tout n > n.. Soient m,n > n.. Alors z,,, x,, € F,,_
car Fyy1 C Fi pour tout k. Donc d(x,,,z,) < diam (F,.) < e. Ainsi (z,), est de
Cauchy.

Comme (X, d) est complet, il existe x € X tel que x = lim,,_,, ,,. Montrons que
T € ﬂf;l F,. Soit n € N arbitraire. Pour tout m > n, on a z,, € F,,. Comme F), est
fermé, x = lim,, o ©,, € F,. Ainsi x € F,, pour tout n, d’ou = € ﬂzozl F,.

Montrons que (2, F, = {z}. On a :

() F. C F, = 0 < diam (ﬂ Fn) < diam (F},).

n=1 n=1

Donc lim,, o diam (F,,) =0 = diam (), F,) =0 = (.~ F, = {z}. O

1.1.2 Compacité
Définition 1.15. Soit (X,d) un espace métrique et S C X.

(a) Un recouvrement ouvert de S est une collection d’ouverts (Uy)xea de X telle
que S C Uyep Un.

(b) S est dit compact si tout recouvrement ouvert de S admet un sous-recouvrement
fini.

(c) S est dit précompact ou totalement borné si :

Ne
Ve >0, FHxy,x9,...,2n.} CX tel que S C U B.(xy).
k=1

(d) S est dit séquentiellement compact si toute suite dans S admet une sous-suite
convergente dans S.

Proposition 1.16. Tout espace métrique compact est totalement borné.

Démonstration. Soit € > 0. Alors X = (J,.y B-(x) est un recouvrement ouvert.
Comme X est compact, il existe N € N tel que X = Uff:l B.(xy), i.e., X est

totalement borné. O
Exemple 1.17.

1. Soit (X,d) un espace métrique et S C X fini : S = {x1,29,...,2,}. Soit
(Ux)aen un recouvrement ouvert de S. Alors pour chaque i = 1,2,....n, il
existe U; € (Uy) tel que x; € U;. Done S C U, U;.

2. Soit X = (0,1) muni de la métrique usuelle. Soit U, = (+,1). Alors |~ (£, 1)
est un recouvrement ouvert de (0,1) qui n’admet pas de sous-recouvrement fini.

9



Proposition 1.18. Tout espace métrique totalement borné est borné.

Démonstration. Soit € > 0. Alors il existe N. € N et x1,...,xn. € X tels que X =
UNe, B(x1). Soit 29 € X et R > & + maxj<p<n, d(zx, xo). Alors B.(x)) C Br(o)
pour tout 1 < k < N, car si d(z, xy) < &, alors :

d(z,zo) < d(z,zy) + d(xg, 20) <+ (R—¢) =R.
Ainsi X C B(xg, R), i.e., X est borné. O

Remarque 1.19. Par la proposition précédente, tout espace métrique compact est
borné.
Proposition 1.20. Soit (X, d) un espace métrique, et Y un sous-espace de X.

(i) Si X est compact et Y fermé dans X, alors 'Y est compact.

(1) SiY est compact, alors il est fermé dans X.

Démonstration.

(i) Soit (Uy)aea un recouvrement ouvert de Y. Comme Y est fermé, X \ Y est
ouvert. Donc X C (X \'Y) U (U,cp Un). Comme X est compact, il existe un

sous-recouvrement fini X C (X \Y)U (U]kvzl Uk>. Ainsi Y C Ui, Uy, donc
Y est compact.

(ii) Montrons que X \'Y est ouvert. Soit z € X \ Y. Comme X est métrique (donc
séparé), pour tout y € Y, il existe g, > 0 et d, > 0 tels que B. (x)NBs,(y) = 0.
Alors Y C U, ¢y Bs,(y). Comme Y est compact, il existe un sous-recouvrement

finiY C Uivzl Bs, (y). Soit € = minj<x<n &y, > 0. Alors :

B.(z)NY C B.(z) N (U Bs,, (yk)> =0.

Donc B.(z) C X \ Y, ie., X \Y est ouvert.

Définition 1.21. Soit (X,T) un espace topologique, A C X, et x € X.
1. = est un point adhérent de A si tout voisinage de x intersecte A (i.e., v € A).

2. x est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x intersecte A\ {z}

(i.e., x € A).

3. x est un point limite de A si tout voisinage de x contient une infinité de points

de A (e, x € A®).

Remarque 1.22. On a les relations suivantes :
1. AC A C A
2. A=A UA.
3. L= A\ A est 'ensemble des points isolés.

Remarque 1.23. Soit (x,), une suite dans un espace topologique (X, T) et x € X.

10



1. x est un point d’accumulation de la suite si tout voisinage de x contient une
mfinité de termes de la suite.

2. x est un point limite de la suite si tout voisinage de x contient presque tous
les termes d’une sous-suite.

Dans un espace métrique, ces deuxr notions coincident.

Proposition 1.24. Soit (z,,), une suite dans un espace métrique (X, d) et x € X.
Alors x est un point limite de (x,,), si et seulement s’il existe une sous-suite (Ty, )k
convergeant vers x.

Démonstration. (<) Si une sous-suite converge vers x, alors x est un point limite
de la suite.

(Rightarrow) Soit z un point limite. Alors pour tout € > 0 et tout n € N, il
existe n' > n tel que d(x,/, ) < €.

— Poure=1,3n; > 0:d(z,,,z) < 1.

— Pour e = %, dng > ny td(xg,, ) < %

— Pour e = %, Ing > ng—1 = d(zp,, ) < %
La sous-suite (z,, ), vérifie d(z,,,z) < + — 0, donc converge vers z. O

Corollaire 1.25. Si une suite converge vers x, alors son seul point limite est x.

Proposition 1.26. Soit (z,), une suite dans un espace métrique (X,d). Alors :

(xn)n est de Cauchy <= lim diam (A,) =0 ou A, ={zn, Tpi1,...}.

n—oo

Démonstration. Soit (x,), de Cauchy. Alors :
Ve >0, dngeN: Vk K >ng, d(zgap) <e.
Or k, k' >ny = ap,xp € A,,, donc :

sup d(zy,zp) <e = diam (4,,) < €.
k,k'>ng
Comme n > ny =— A, C A,,, on a diam(4,) < diam(4,,) < ¢, dou
lim,, o diam (A4,) = 0.
Réciproquement, si lim,,_,., diam (A,) = 0, alors pour tout ¢ > 0, il existe ng
tel que diam (A,) < e pour tout n > ng. Donc pour m,n > ng, on a d(x,,, z,) <
diam (A,,) < &, i.e., (z,), est de Cauchy. O

Corollaire 1.27. Si une suite de Cauchy dans un espace métrique a un point limite
x, alors elle converge vers x.

Proposition 1.28 (Théoréme d’intersection de Cantor pour les compacts). Soit
(X, T) un espace topologique compact et (F,),, une suite décroissante de fermés non
vides. Alors (. Fy, # 0.

Démonstration. Par 'absurde. Supposons (), F,, = 0. Alors X = (J)" (X \ F,).
Comme X est compact, il existe un sous-recouvrement fini X = (J5_, (X \ F). Mais
(F,), est décroissante, donc Fy = (), contradiction. O

11



Corollaire 1.29. Dans un espace compact, toute suite admet un point limite.
Corollaire 1.30. Tout espace métrique compact est complet.

Corollaire 1.31. Soit (x,), une suite dans un espace métrique compact (X,d).
Alors :

lim z, =2 <= [’ensemble des points limites de (x,), est {z}.
n—oo

Exemple 1.32. Soit (X,d) = (R,|-|) et la suite :

n St M AMmpair
Ty = :

st pair

S

Alors 0 est un point limite (car 2, = 5= — 0), et c’est le seul. Cependant, (z,), ne
converge pas vers 0 car R n'est pas compact.

Proposition 1.33. Tout espace métrique totalement borné est séparable.
Proposition 1.34. Tout espace métrique séquentiellement compact est compact.

Proposition 1.35. Tout espace métrique séquentiellement compact est totalement
borné et complet.

1.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b], on considére 'intégrale
t
M :/ f(r)dr
at t1
IDf(t) = / dt / f(r)dr.

D’aprés le théoréme du Fubini, on trouve;

1950 = 57 [ =0 (e

En répétant la méme opération n fois, on obtient

o £5) :/:dtl /:1 dts /:2...-/atm_l(t—T)n—lf(T)dT
L

= CE] /a (t — )" f(r)dr, (1.1)
pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et comme nous avons (n —1)! = I'(n).
Riemann rendu compte que la derniére expression pourrait avoir un sens méme
quand n prenant des valeurs non-enters, alors c¢’était naturel de définir 'opérateur
d’intégration fractionnaire comme suit
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Définition 1.36. Soit f € L'[a,+oco[,a € R et o € R%, Uintégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville d’ordre o de la fonction f de borne inférieure a est définie par

1 t
I;‘:» (t) = m\/a' (t — T)a_1f<7—)d7_, a<t< +OO, (12)
. 70 _ ; 0 s : "y
et ona: 1) f(t)= f(t) (i.e. I, estlopérateur identité).
Remarque 1.37. Par un changement de variable s =t — 7, on remarque que I,
peut étre ecrit sous la forme suivante :

1o f(t) = ﬁ /0 L f (1 s)ds, (1.3)

subsectionIntégrales fractionnaires au sens de R-L de quelques fonctions usuelles
1. On pose f(t)=(t —a)’,t >aaveca € Ret B> —1:
I )
@ _ a— B
12 f(t) = W/ (t— )"\ (r — a)dr.

En utilisant le changement de variable 7 = a + (t — a)s ou s varie de 0 & 1 et la
fonction Béta, on obtient

1o f(t) = ﬁ /0 [t —a— (t — a)s]*[s(t — a)P(t — a)ds

1 1
= ——(t— a)a+5/ s7(1 — 5)*ds
0

IN())

C e .
I+l _ gt

*P(a+ﬁ+1)(t )

Donc,

. (t—a) = L0

@rarn .

Pour a =0, on a

a 4B _ rayf _
Ig t7 =1 “Tla+it D) (1.5)
2. La fonction constante f(t) = C
oo L [ e
I‘”C_F(a)/a(t ) tCdr
c [ o
:m/a(t—ﬂ Ydr
_C —(t—71) ¢
N F(a)( a L
C [e%
- al'(a) (t=a)
R
['(a+1)



Do,
C

argt— 9" (1.6)

I8.C=

subsectionPropriétés de I'intégrale fractionnaire au sens de R-L

Théoréme 1.38. Si f € L'[a,b] et a > 0 alors IS f(t) ewiste pour presque tout
t€la,b] etona:

« 1
I3 f € L'[a,b].

Démonstration. Soit f € L'[a,b]; on a :

1 t +oo
1850 = gy [ €= = [ e =mpyn
avec —o0o L a<t<—+oo
tel que :
a—1
¥ ) O<u < b—a
g(u) = 1
0, ueR—-(0,b—a)
) f(u) b
u), a<<u<
h(uw) { 0, ueR-—[a,b
comme g, h € L'(R), alors I, f € L'[a,b]. O

Théoréme 1.39. Pour f € L'[a,b], l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
posséde la propriété de semi-groupe suivant :

15 (12 ) (1) = 182 £ (1),
pour o > 0 et 5 > 0.
Démonstration. Soit f € L'a,b],a > 0 et 8> 0, on a alors

1o (18 ) (t) = ﬁ / (t — 7)ot (12 f) (r)dr

_ ﬁ /:(t _ ot {ﬁ /aT<T - s)ﬁ—lf(s)ds] dr
_ m /:(t et [/GT(T _ s)ﬁ_lf(s)ds} dr.
0

Remarque 1.40. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment
. . . . . a—1
s’écrire sous forme de produit de convolution de la fonction puissance hq(t) = 1

I'(e)
et f(t)

20 = [ halt = )7(r)dr = (o £) (),
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Proposition 1.41. L’opérateur 17, est lincaire.

Démonstration. En effet, si f et g sont deux fonctions telles que I3, f et I, g existent,
alors pour ¢; et ¢y deux réels arbitraires, on a

1% (erf + cag) (t) = = ) / (t = 1) (erf + cag) (r)dr

o)
= % /a (t —7)* L (r)dr + % /a (t—7)* tg(r)dr
= calg, f(t) + 203 g(t).
]
Proposition 1.42. Soit f € C([a,b)). Alors on a
L4 (Ig f) )= (Ig71 ) @), a>1.
2. 1ima%0+ ([(Z_f) (t) = f(t>7 a>0.
Preuve : Appliquons régle de dérivation de Leibniz (??) nous obtenons
d d({ 1 [t
7 (Ig.f) () = T <m/ (t— T)a_lf(T)dT)
= —(;<_a)1 /t(t — T)(a_l)_lf(T)dT
__a-l [ e-
e / (t— 1) f(r)dr
B a—1 t _Na=1)—
CEDYCESY / (=) Sy
-y L =P e = (1) )
2. Pour la derniére identité, comme f € C([a, b)), nous avons
o R Y PR
A0 = g [ =
D’apreés la relation on peut écrire :
a 1 (t — a)oz
=ty "
quand o — 0%. Donc pour un certain 6 > 0, on aura
« (t B a)a o 1 ! a— 1 ! a—
) = fs 0] = [ [ €= 0 o = s [0 o
1 t
< a7 [ =) = p0lar
1 t—5
~mar [ = — sl
1 o
i | =) = S (1.7)
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D’une part, on a f est continue sur [a, b] alors,
Ve > 0,30 > 0,Vt,7 € [a,b] : [T —t| <d=|f(T) — f(t)| <e
Ce qui entraine :

/ (t —7)*Hf(r) — fO)|dr < e/ (t—7)* tdr = E(S—a (1.8)
t—8 t—6

(67

D’autre part,

t—6 =4
/ (t— 1) f () — f)ldr < —— / (t = 1) ()] + 1))

I'(a)
<2 sup |f(£ |/ — 7)Y, vVt € [a,b] (1.9)
E€la,t]
o (T e o)
a o

olt M = supge(qq | f(§)!-
Une combinaison de ((1.7]) et (1.8]) et (1.9) nous donne :

ey (t — a)a e @ @
FELA0) ~ {5 O] < i 607+ 2 (0= 0 = )
1 (0% « (0%
faisons tendre « vers 0, on obtient :
|12 £(8) = 1/(t)] < ﬁ Ve > 0,

ce qui montre que

lim I3 f(t) — f(t) = 0.

a—0t

Les lemmes suivants fournissent quelques propriétés de I2,. Les preuves peuvent
étre trouvées dans [25].

Lemme 1.43. Pour o > 0, I, envoie Cla,b] dans Cla,b].
Lemme 1.44. Soit o > 0 et 0 < v < 1. Alors I, est borné de C,[a,b] dans C,[a,b].

Lemme 1.45. Soit a > 0 et 0 < vy < 1. Siy < a, Alors I, est borné de C,[a,b]
dans Cla,b].

Lemme 1.46. Soit 0 <y <1 et f € C,la,b] . Alors

I fa) = hm I&% f(x) =0, 0 <y <a.
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Démonstration. Notez que d’aprés le lemme |1.45] 1%, f € C,[a,b]. Puisque f €
C,[a,b] Alors (z — a)? f(z) est continue sur [a, b], il existe M > 0 telle que

|(z —a) f(x)] < M, z € a,b].
Donc
[Lgs fz)| < MIZ(t —a)™7].

Par le lemme

I'(1—7) _
I <M———"—(x—a)".
| a+f(x)| F(O{—f—l—’}/)(x CL)
Puisque « > 7, le membre de droite — 0 comme x — a™. O]

1.3 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.47. Soit f € L' [a,+oco[,a € R et € R, n € N, la dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville d’ordre o de f de borne inférieure a est définie par :

a _ 1 ﬁ ! _ n—a—1 P
D210 =y [ =7 (i

= D" (),
ot D" = L est la dérivée d’ordre entier n = [a] + 1.

On a en particulier
1. DY f(t) = D'} f(t) = f(t) (DY, est Vopérateur identité ).
2. Pour @ = n ot n est un entier, 'opérateur donne le méme résultat que la diffé-
rentiation classique d’ordre n.

n _ n+1 n+1—-n _ n+17l _ n
Dy, f(t) = D" I " f(t) = D", f(t) = D" f(t).
Lemme 1.48. Soit « € R et soit n € N tel que n > «, alors
DY = D",
+ +
Démonstration. L’hypothése sur n implique que n > [a] 4+ 1. Ainsi,
Dryre — (D[a}—l—an—[a]—l) (In—[a]—ll[a]—i—l—a)
a4 at a4
_ D[a]+1 (Dn—[a]—lln—[a]—l) [[a]-‘rl—a
ayt ayt
— D[a}Jrl[[a}Jrlfa — D@
a4 a4’
car prlo-1pr-lel=t — O

Théoréme 1.49. Soit f et g deuxr fonctions dont les dérivées fractionnaires de
Riemann- Liouville existent, pour ¢, et co € R, alors

Dg, (erf(t) + eag(t)) = 1D, f(1) + e2Dg (1)
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Lemme 1.50. Soit 0 < a < 1, on a alors

Dg(t — a)*)(2) = 0.

Lemme 1.51. Soient a > 0, 8 > 0 et f € L'(a,b), pour x € [a,b], on a les
propriétés suivantes

(I 10 ) (@) = (1557 f) (@),
et
(Dg 135 f)(@) = [f(x).

En particulier, si f € C,[a,b] ou f € Cla,b], alors ces égalités restent valable.

1.4 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.52. La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € R™ d’une fonction
f € LY(Ja,+00)) est donnée par

D) = 100 = s [ O )

aveen —1 < a <n,n e N*,

Propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo

Notation 1.53. On note que l'operateur D", n € N est la différentiabilité d’ordre

entier n t.e :
dn

dtr’
Lemme 1.54. Soitn — 1 < a < n,n € Nya € R et soit f(t) telle que D f(t)
existe, alors :

D" =

DO f(t) = I D" f(¢). (1.11)

Lemme 1.55. Soitn —1 < a <n,n € Nya € R et soit f une fonction telle que
¢D*f(t) existe, on alors

lim D f(t) = F(t), et
lim “Df(t) = V() — f"1(0).

a—n—1
Démonstration. On utilise I'intégration par partie on trouve

Ep) (g
DOf () = —— >/0(f CON

t— x)a+1 n

— ;) (_ f(n)(m)(t_m )"

n—uo

i / — " (x - _);_a dw)

1 n—a n n—o
:F(n—a—i—l)( 0yt /f ThE o) dx>'



En prenant la limite pour &« — n et &« — n — 1, respectivement, on a

t

lim “D°f(t) = [*(0) + " ()], = " (D),

a—n

et

a—n—1

lim "D F(8) = (F70)+ )t =)oy~ [ )z

t

- f(n_l) <I>‘x:0
= f70(@) = f0(0).

Remarque 1.56. Pour la dériwvée fractionnaire de Riemann-Liouuville, on a
lim D f(t) = f"M(t) et
a—n
lim Df(t) = f*V(¢).

a—n—1
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Chapitre 2

Mesures de Non-compacité

2.1 Mesures de Non-compacité dans les Espaces Mé-
triques

Définition 2.1. Soit (X,d) un espace métrique et A C X un sous-ensemble borné.
On introduit les ensembles suivants :

1. K(A)={6>0:3N e N,3(A)N, C X tels que A C Uy, A; avec diam(A;) <
S¥1<i< N},

2. HA)={r>0:3N e N, 3z, 2,..., 25} C X tels que A C Y, Bo(z:)}.

Remarque 2.2. 2H(A) C K(A) C H(A). En effet :
(i) Soit 6 € K(A). Alors

N
IN € N, 3(A4)Y, C X tels que A C UAi avec diam(A4;) < §,V1 <i < N.

i=1
Puisque chaque A; est borné, on a
A; C B(x;,6) pour un x; € A;, V1 <i < N.
D’ou
N N N
JAic|B(i.6) = Ac|B(:.9).
i=1 i=1

- i=1
Ainsi 0 € H(A) et K(A) C H(A).
(it) Soit r € H(A). Alors il existe N € N et {x1,29,..., x5} C X tels que

N
Ac B ().
=1

Comme diam(B,(x;)) < 2r, on a

2re K(A) = 2H(A) C K(A).
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Définition 2.3. On dit que A a un e-réseau (¢ > 0) s’il existe N € N tel que
N
AcC U B.(z;) avec {x1,z9,..., 25} C X.
i=1

Remarque 2.4. (a) A est totalement borné si et seulement si A a un e-réseau
pour tout € > 0.

(b) HLA) ={r >0:A aun r-réseau}.
Définition 2.5. 1. La mesure de non-compacité de Kuratowsk:i est définie par
a(A) :=inf(K(A)).
2. La mesure de non-compacité de Hausdorff est définie par
Y(A) = inf(H(4))
Proposition 2.6. y(A4) < a(A4) < 2x(A).
Démonstration. D’aprés la Remarque on a

2H(A) C K(A) C H(A).

Alors
inf(H(A)) <inf(K(A)) <2inf(H(A)),
d’ou
X(A) < a(A) < 2x(A).
Comme conséquence, a(A) =0 < x(A) =0. O

Proposition 2.7. x(A) =0 si et seulement si A est totalement borné.

Démonstration.

X(A) =0 <= inf{r >0: Aaunrréseau} =0 <= A a un r-réseau,Vr >0 <= A totalement

O
Définition 2.8. A est relativement compact si A est compact.
Proposition 2.9. 0 < x(A) < a(A) < diam(A).
Démonstration. On a A C A avec N =1 et 6 = diam(A). Alors
diam(A) € K(A) = inf(K(A)) < diam(A),
d’ou
a(A) < diam(A) = x(A) < a(A) < diam(A).
O
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Proposition 2.10. Soient A et B des sous-ensembles bornés d’un espace métrique
X tels que A C B. Alors :

1. a(A) < a(B),
2. x(A) < x(B).
Démonstration. 1. Soit 6 € K(B). Alors

N
IN € N, 3(A)Y, C X tels que B C UAZ' avec diam(A4;) < 4, Vi.

i=1
Puisque A € B c Y, A;, on a § € K(A). Ainsi K(B) € K(A), d'ou
inf K(A) <inf K(B) = «a(A) < a(B).

2. On montre x(A) < x(B) de maniére similaire a la partie 1.

Proposition 2.11. a(A) = a(A) et x(A) = x(A).

Démonstration. Comme A C A, la Proposition donne a(A) < a(A). Soit § €
K(A). Alors il existe N € N, (A;)Y, C X tels que

N
AcC UAi avec diam(A;) < 4, Vi.

i=1
D’ou

N
AcC UZi avec diam(4;) = diam(A;) < 6, Vi.
i=1

Ainsi § € K(A), donc K(A) € K(A) et a(A) < a(A). On conclut que a(A4) = a(A).
Montrons y(A) = x(A). Ona A C A, donc x(A) < x(A). Soit 7 € H(A). Alors

N
AC UBr(xi) pour des {z1,...,zxy} C X.
i=1

Alors

C =

N
Ac|JB(zi) | Bre(ri), Ve>0.
=1

i=1
Ainsi r + ¢ € H(A) pour tout € > 0, d’oit
X(A) <r+e Ve>0 = x(4)<r

Par conséquent, x(A) < x(A). On conclut que y(A) = x(A). O

Corollaire 2.12. Soit (X, d) un espace métrique complet et A C X borné. Alors

a(A)=0 <= x(A) =0 <= A est relativement compact.
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Démonstration. (=) Sia(A) = a(A) = 0, alors A est totalement borné (Proposition
. Comme A est fermé dans un espace complet, il est compact.
(«) Si A est relativement compact, A est compact donc totalement borné. Alors
X(A) =0 = x(A) =0. O
Remarque 2.13. Soient A, B C X bornés avec A C B.

1. Si B est relativement compact, alors A est relativement compact.

2. Si A est relativement compact, alors
0=a(A) <aB).
Pour cette raison, o et x sont appelées mesures de non-compacité.

Proposition 2.14. Soient A, B C (X, d) bornés. Alors :
1. a(AU B) = max(a(A), a(B)),

2. x(AUB) = maX( (A4), x(B)),
3. a(AN B) < min(a(A4), a(B)),
4. X(AN B) < min(x(A), x(B)).

Démonstration. 1. Comme ACAUBet BCAUB,ona
a(A) < a(AuB), «(B) < a(AUB) = max(a(A),a(B)) < a(AUB). (2.2)
Soit & > 0. Il existe &, N, (A;)X, tels que
N
Ac |4, diam(4) < 6. < a(A) + & < max(a(A),a(B)) +&.
i=1

De méme, il existe 0, M, (B;)}L, tels que
B cC U diam(B;) < 0. < a(B) + ¢ < max(a(A), a(B)) + ¢.

Alors
N M N+M
AUBC (UAZ) U (UB]) = U a.
i=1 j=1 k=1
ouCp=Aypour l<k< NetCp=By_nypour N+1<k<N-+M,et
diam(Cy) < max(a(A), a(B)) + ¢, VEk.
Ainsi max(a(A), a(B)) + ¢ € K(AU B) pour tout € > 0, d’oi
a(AUB) <max(a(A),a(B))+e, Ve>0. (2.3)

De (2.2) et (2.3), on déduit a(A U B) = max(a(A), a(B)).
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2. Clairement,
max(x(A),x(B)) < x(AUB). (2.4)

Soit d = max(x(A), x(B)). Pour tout ¢ > 0, il existe r. > 0, {xy,...,an} C X
tels que

N
AcC UBTE(xi), re < X(A) +e<d+e.

i=1

De méme, il existe 72 > 0, {y1,...,ym} C X tels que
M
Bc|JBu(y), r<x(B)+e<d+e.
j=1

Alors AUB C UileM Byie(zr) ot 2z = xp pour 1 < k < N et z;, = y,_ny pour
k > N. Donc

X(AUB)<d+¢e Ve>0 = x(AUB)<d. (2.5)

De (2.4) et (2.5), on conclut x(A U B) = max(x(A), x(B)).
3. Comme ANBC Aet ANB C B, on a

a(ANB) < a(4), a(ANB)<a(B) = a(ANB) < min(a(A), a(B)).
4. Similairement,
X(ANB) <x(A), x(ANB)<x(B) = x(ANB) < min(x(A), x(B)).
O
Lemme 2.15. Soit N,(A) = {z € X : d(x, A) < r}. Alors
diam(N;. (A)) < diam(A) + 2r.

Démonstration. Soient x,y € N,(A). Alors d(z,A) < r et d(y, A) < r. Pour tout
e > 0, il existe 2., y. € A tels que

dlz,zl) <r+e, dyy.) <r+e.
Alors
d(z,y) < d(z,zl)+d(zl, yl)+d(yl, y) < (r+e)+diam(A)+(r+¢e) = diam(A)+2r+2¢.
Donc

diam(N,.(A)) = sup d(z,y) < diam(A) +2r +2e, Ve > 0.
z,yeN(A)

D’ou le résultat. O

Lemme 2.16. Soit A = B, (zo). Alors

N:(A) C Byyir(20)-
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Démonstration. Soit x € N,(A). Alors d(x, A) < r. Pour tout y € A, on a

d(xvl’O) S d(l’7y) + d(yalb) S d(lL‘7y) + To-

Donc
d(z,xq) < inf1 d(x,y) +1ro=d(x,A) +ro <r+r10,
=
d'ott x € Byyir(0). O
Lemme 2.17. Si A C |J,c; Ai, alors
)¢ N4

iel
Démonstration. Soit z € N,(A). Alors d(x, A) < r. Comme A C |J,.; A, on a
( UA) < d(z, A)
el

Il existe donc iy € I tel que d(x, A;y) < r (sinon, si d(z, A;) > r pour tout i, on
aurait une contradiction), d’ou z € N,(4;,). O

Proposition 2.18. 1. x(N,(4)) < x(A4) +r,
2. a(N.(A)) < a(A) + 2r.

Démonstration. 1. Soit € > 0. Il existe . > 0 et {z1,..., 25} C X tels que

Ac|JB(x), x(A) <r.<x(A)+e

=1

Par le Lemme 2.17]
N
C (UM (B..(z:)
i=1

Par le Lemme [2.16] N, (B,.(z;)) C By.+.(;). Donc

N
N:(A) C UBrs+r($z‘),
i=1
d’ou r. +r € HN,.(A)) et
XN(A) <re+r<x(A)+e+r, Ve>0.

Ainsi Y(N (4)) < x(4) + 7.
2. Soit € > 0. M existe 6. > 0, N € N, (A4;)N, C X tels que

N
Ac| A, diam(4;) <6 <a(A) +e.

25



Par le Lemme [2.17]

Par le Lemme [2.15]
diam(N,.(4;)) < diam(A4;) +2r < 0. + 2r < a(A) + e+ 2r, Vi,e > 0.
Ainsi a(A) 4+ 2r + e € K(N,.(A)) pour tout € > 0, d’ou
a(N-(A) <a(A)+2r+e, Ve>D0.

D’ou le résultat.
O]

Proposition 2.19. (Théoréme Généralisé de I’Intersection de Cantor) Soit (X, d)
un espace métrique complet et (F,), une suite décroissante de fermés non vides de
X telle que

lim o(F,) = 0.

n—oo

Alors Fi, := (), F est non vide et compact.

Démonstration. Montrons que F,, # (). Choisissons x, € F, pour tout n. Posons
A, ={xn, Tns1, ...} Comme A, C F,, on a

a(Ar) < a(A,) < a(F,) =50,

Donc a(A;) = 0, ce qui implique que A; est relativement compact. La suite (x,),
admet donc un point d’accumulation z. Comme

x € ﬂA_n C DE = ﬂFn = F, (car les F, sont fermés),
n n n
onazxé€ Fy.
Montrons que F,, est compact. Comme F,, C F,, pour tout n, on a
0<a(Fy) <alF,) 7.

Donc a(F,) = 0, i.e., F est relativement compact. Comme F, est fermé (inter-
section de fermés) dans un espace complet, il est compact. O

2.2 Mesures de Non-compacité dans les Espaces Nor-
meés
Lemme 2.20. Soit (X, || -]|) un espace normé, A, B C X bornés, et A € R. Alors :
(a) diam(A + B) < diam(A) + diam(B),
(b) diam(AA) = |A| diam(A).

26



Démonstration. (a) Pour x =a; + b,y =as+by € A+ B :
2 =yl < llax = azf| + [[br — ba|| < diam(A) 4 diam(B).
(b) Pour x = Aay,y = Aay € AA :
[z = yll = [Alllar — aof| < [A] diam(A).

Réciproquement, pour a;,as € A :
lar — as]| = —[Aay — Aaa|| < — diam(AA).
RY Al
D’ou I’égalité.
]

Proposition 2.21. Soit v = « ou x une mesure de non-compacité dans un espace
normé (X, || - ||). Pour tous A,C C X bornés et A € R* :

(a) v(A+C) <~y(A) +~(C) (sous-additivité),
(b) v(A+{z}) =~v(A) (invariance par translation),
(c) Y(AA) = |A\|y(A) (homogénéité).
Démonstration. Preuve pour v =« :
(a) Soit & > 0. Il existe des recouvrements (A4;)Y; de A et (C;)}L, de C tels que

diam(A;) < a(A) + /2,  diam(C;) < a(C) +¢/2.
Alors (A; + C;) recouvre A+ C et
diam(A; + C;) < diam(A4;) + diam(C;) < a(A) + a(C) + <.
Donc a(A+ C) < a(A) + o(C) + € pour tout £ > 0.
(b) a(A+ {z}) < a(A) + a({z}) = a(A) (car a({z}) = 0). Réciproquement,
A=(A+{2}) + {2} = a(A) < oA+ {2}) +a({-2}) = a(A + {z}).

(c) Montrons a(AA) = |A|a(A). Soit € > 0. Il existe un recouvrement (A;) de A
avec

diam(4;) < a(A) +e.
Alors (MA;) recouvre A\A et

diam(M ;) = |\ diam(4;) < [A|(a(A) + &).

Donc a(AA) < |Aa(A). Réciproquement, si (AB;) recouvre AA avec diam(AB;) <
a(AA) + ¢, alors

1 1
diam(B;) = o diam(AB;) < W(O&()\A) +¢),

d'ott (A) < ﬁa()\A).
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Preuve pour v = x : Similaire, en utilisant

U AB,(a;) = U B (Aay).

Définition 2.22. Un ensemble A est conveze si
A+ (1—-NyeA, Vr,ye A Xel0,1].

Définition 2.23. L’enveloppe convexe de A, notée conv(A), est le plus petit en-
semble convexe contenant A.

Proposition 2.24. (Invariance sous l’enveloppe conveze) Soit A C X wun espace
normé et v = a ou x. Alors

7(A) = y(conv(A)).

Démonstration. A C conv(A) = ~(A) < y(conv(A)). L’égalité vient du fait que
diam(A) = diam(conv(A)) et de propriétés similaires pour y. Voir références [1, 2,
3. O

Lemme 2.25. Soit (X, || - ||) un espace normé et xy € X. Alors
Démonstration. y € B(xo, R) <= ||y — ol < R. Soit u = ¥7*. Alors u € B(0,1)
et y =z + Ru. O

Lemme 2.26. (Théoréeme de Riesz) Un espace vectoriel normé est de dimension
finie si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

Proposition 2.27. Soit B = B(0,1) la boule unité dans un espace normé (X, | -||).
Alors

)0 st dim(X) < oo,
x(B) = {1 si dim(X) = co.

Démonstration. Si dim(X) < oo, alors B(0, 1) est compacte (Théoréme de Riesz),
donc x(B) = 0. Si dim(X) = oo, alors x(B) < 1 car B C B(0,1). Supposons par
I'absurde x(B) < 1. Soit ¢ € (0,1 — x(B)). Alors

N
B C UBT(xi) avec 1 < x(B)+e<1.

i=1
Mais alors

X(B) < max X(Br(z;)) = max x({z;} +rB(0,1)) = x(rB(0,1)) =rx(B) <r < 1,

ce qui contredit x(B) > 1 en dimension infinie (car si x(B) = ¢ < 1, alors r <
c+e<letry(B) <r<1impliquerait x(B) < 1, impossible). Donc x(B) =1. O
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Corollaire 2.28. Soit (X, || - ||) un espace normé et B = B(xg,7) C X. Alors

X(B) = r si dim(X)

0 si dim(X) < oo,
0.

Démonstration. Par le Lemme [2.25] B(xzo,7) = {xo} + rB(0,1). Donc

X(B(zo, 7)) = x(rB(0,1)) = rx(B(0,1)).
Le résultat découle de la Proposition [2.27] O]

Lemme 2.29. Soit (X, ||-||) un espace normé et S = 0B(0,1) la sphére unité. Alors

conv(S) = B(0,1).

Démonstration. Clairement, S C B(0,1) et B(0,1) est convexe, donc conv(S) C
B(0,1). Réciproquement, pour tout # € B(0, 1), soit A = % € (0, 1]. Alors

()0 ()

ou gt € 5. Donc x € conv(S). O

Remarque 2.30. Par le Lemme|2.29 et la Proposition |2.2

1(5) = ~(conv(S)) = (B(0,1)) = (B(0,1)) pour 7= a,x.

Lemme 2.31. (Théoréeme de Ljusternik—Schnirelmann—Borsuk) Soit S la sphére
unité d’un espace normé X de dimension n. Pour tout recouvrement de S par n
ensembles fermés, l'un d’eux contient deux points antipodauz.

Proposition 2.32. Soit (X, || - ||) un espace normé et B = B(0,1). Alors
o(B) = 0 sz: d%m(X) < 0,
2 st dim(X) = oo.
Démonstration. Sidim(X) < oo, alors B est compacte, donc a(B) = 0. Si dim(X) =
00, alors par les Propositions et
X(B) < «a(B) <2x(B) = 1<a(B) <2

Supposons par 'absurde a(S) = «(B) < 2 (par la Remarque [2.30)). Soit € € (0,2 —
a(S)). Alors il existe un recouvrement fermé (A;)Y, de S avec

diam(A4;) < a(S)+e <2, Vi

Soit £ C X un sous-espace de dimension finie N. Alors S N E est recouvert par
(A; N E)Y, avec diam(4; N E) < 2, ce qui contredit le Théoréme (car aucun
A; N E ne peut contenir deux points antipodaux si son diamétre est < 2). Donc
a(B) = 2. O
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2.3 Quelques résultats de la théorie du point fixe

Le théoréme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoréme de
I'application contractante) est un théoréme simple & prouver, qui garantit I’existence
d’un unique point fixe pour toute application contractante, s’applique aux espaces
complets et qui posséde de nombreuses applications. Ces applications incluent les
théorémes d’existence de solution pour les équations différentielles ou les équations
intégrales et 'étude de la convergence de certaines méthodes numériques. Voir |?]

7).

Théoréme de ’application contractante

Soient (M, d) un espace métrique complet et T : M — M une application, On
dit que T est une application Lipschitzienne s’il existe une constante positive £ > 0
telle que, pour tout x,y de M, on a

A(T(2), T(y)) < kd(z, ). (2.1)

Si k <1, l'application T est appelée non expansive.
Si k < 1, application T est appelée contraction.

Théoréme 2.33. Théoreme du point fixre de Banach (1922)

Soit (M, d) un espace métrique complet et soit T : M — M une application contrac-
tante avec la constante de contraction k, alors T a un unique point fire x € M. De
plus,

sizg €M etx, =T (xp,-1), on a (2.2)
lim @, =2 et d(v,,z) < k"(1 - k)" 'd(v1,70) n>1, (2.3)
n—oo

x €étant le point fize de T.

Remarque 2.34. Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une
contractante) mais l'une de ces itérées TP est une contraction, alors T a un seul point
fize. En effet, soit x l'unique point fize de TP on o TP(T(x)) =T (T?(z)) = T(x) ce
qui convient a dire que T(z) est aussi un point five de T" et grace a l'unicité T(x) =
e résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent ['unicité du point

fize.

Remarque 2.35. Il se peut que T' ne soit pas une contraction sur tout [’espace M
mais juste dans le voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat suivant :
Soit (M, d) un espace métrique complet et T : B — M telle que

d(T(x), T(y)) < kd(z,y) Vr,ye€ Betk<l1, (2.4)

ot
B={xe M, d(z,z)<e} ze&€Mete>D0. (2.5)
Sid(z,T(z)) <e(l—k), alors T posséde un unique point fixe x € B.
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Théoréme 2.36 (Darbo).

Soient € un sous ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace de Banach
E, T :Q — Q un opérateur continue et pu la mesure de non-compacité définie dans
E. Supposons qu’il existe une constante k € [0, 1] telle que :

w(TX) < kp(X)

pour tout sous ensemble non vide X de Q. Alors T admet au moins un point fixe

dans €.
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Chapitre 3

Probléme aux limites d’ordre
fractionnaire sur un intervalle non
borné dans un espace de Banach

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse au résultat d’existence des solutions pour le
probléme aux limites (PVP) suivant

{D0+u<> JLu(®), te]=1000), 1<ax? (3.1)

ou D" sont des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, (E, ||.||) est un espace
de Banach, f € C(J x E,E),us € E, DS, et DS u(00) = limyoo DJ7 'u(t). Nous
¢tablissons I'existence de solutions sur 1’1ntervalle [0, 00) pour BVP dans un
spécial espace de Banach. La technique repose sur les propriétés de la mesure de
non-compacité de Kuratowski et du théoréme du point fixe de Darbo.

3.2 Préliminaire

Nous introduisons tout d’abord quelques définitions et lemmes concernant ce
chapitre. Soit I € J un intervalle compact et notons que C(I, E) est 'espace de
Banach des fonctions continues :y : I — E avec sa norme |ly||. = sup,; |ly(t)]].
Considerons I'espace des fonctions suivant

X = {u(t) € C(J,E):supM < oo},

tej 1+ to—l

associa a la norme
[|u(t)]]

e = sup 0

Il est facile de vérifier que X est un espace de Banach. On note respectivement
que «a,ac et ay la mesure de non-compacité de Kuratowski dans les espaces F,
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C(I,E) et X, respectivement. Quant a la définition de la mesure de non-compacité
de Kuratowski, nous référons aux Réfs [12, 13]. Les propriétés suivantes de la mesure
de non-compacité et la théoréme du point fixe de Darbo sont nécessaires pour suite
de travaille.

Lemme 3.1. Soit h € C(]0,00)) N L*([0,00)), on a alors

IP.D%x(t)=z(t) + et —a)’ 7+ et —a)’ 4 . F et —a)’ ™™,
pour certains ¢; € B, 7 =1,2,3,.....n .
Lemme 3.2. Soit h une fonction de L'(]0,00)), on a les relations suivantes

DoI0 f(t) = f(t), 6>0 et
DOI0, f(t) = I f(1),0 < 6 < v, t €]a,00).

3.3 Résultat d’existence

Afin d’utiliser le point fixe de Darbo pour établir le résultat d’existence pour le
probléme (3.1]), on suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

(Hy) 1l existe des fonctions positives a(.),b(.) € C(J) telles que

£t )| < alt)l|al| + b(t), t € J, @ € B, aveo

/w0+ﬂ*mwﬁ<rwx /mMWﬁ<m.

(H;) Pour tout r > 0 et tout intervalle compact I C J, f(¢,x) est uniformément
continue sur I x Bg(6,7), ou 6 est 'élément nul de E et Bg(f,r) = {x € E :
||| <7}

(H3) Tl existe une fonction positive 1(.) € L'(J) tel que

a(f(t,B)) <lt)a(B), te,

oll B est tout sous-ensemble borné de E et
/(LH“W@%<H@.
0

Remarque 3.3. On peut déduire de la condition (H1) que :

/|mmmmﬁgmm/(H%%%wm+/ b(i)dt < oo (3.2)
0 0 0
Lemme 3.4. Supposons que la condition (Hy) soit vérifiée. Alors le pmbléme
est équivalent a l’équation intégrale

1

Uoo pomt L ta_l— —5)* N f(s,u(s))ds — — et s,u(s))ds
ut) = FEstt = g [ = = s = s [ ,(3<3>)>d.
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Démonstration. D’aprés Lemmes|3.1)| 3.2/et en utilisant une méthode similaire comme
la preuve du Lemme ...... dans [”’], on démontre facilement le lemme [3.41 O

Le lemme précédent indique que les solutions du probléme (3.1)) coincide avec
les points fixe de 'opérateur 7" : X — X défini comme suit

Uoo po-t _ L to‘_l— —5)* 7 f(s,u(s s—L " et s,u(s))ds
Tult) = 5t = g [ = = U sule)ds — s [ f<(;) 4<)>>d.

Les lemmes suivants présentent quelques propriétés de 'opérateur T' qui sont trés
utiles & la preuve de notre résultat.

Lemme 3.5. Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hy) sont valides. Alors ’opé-
rateur T : X — X est borné et continu.

Démonstration. Soit u € X, d’aprés (Hy), (3.3]) et (3.2)), il est facile de déduire que
Tu € C(J, E). De plus, (H;) garantit que

Tl el 1 [t — (= -t
14 tol = F(a) T I‘(a)/o 1+ ¢o—1 ||f<57u(5))’|d5

1 oo pa—l
+mel 11 (s, u(s))]|ds.

T
S R OO

lusol| 1

gIm0+ﬁawmxA<Lma%@ﬁ+éb@m<a»

Donc, T': X — X est borné. Prouvons ensuite que 7" est continue. Soient {u,}7, C
X et u € X tels que u,, — u quant n — oo. Alors, {u, }32, est bornée dans X, c’est-
a-dire qu'il existe M > 0 tel que ||u,||x < M pour n > 1. On a aussi ||u||x < M.
Selon les hypothéses (Hy) et (Hs), pour tout € > 0, il existe L > 0 tel que

/wu+ﬁ1m@ﬁ<ﬂg§a /mmmﬁ <F$%, (3.5)

et qu'il existe N > 0 tel que pour n > N et ¢t € [0, L],

170 ua0) — (6 D) < S 3.6)
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Donc, pour t € [0, L] et n > N, on peut déduire de (3.4) — —(3.6) que

| Tun(t) — Tu@®)|| . 1 [ttt — (t— s)*! i
= (o) / [1£(5, a(s))

1+ ¢t ~ I« 1+ ¢t

o8] tozl

1

1
< T / 1 un(8)) — £t u(t))]]dt

2 e e € €
— b(t)ydt < =+ -+ - ==¢.
+F(a)/L (1) <3—i-3+3 £

Sit> Letn> N, dapres (3.4) — —(3.6) on trouve que

[Tun() — Tu®)]| _ 1 [f1et = (¢ — )t
14 to—t = F(a) /0 1+ ta-1 ||f(s,un(s)) -
Figa | Tl (s - 16
1
_FmﬂA|M@un (t))||dt
+ [ 15t) - steutolan
Fig | ) = e atelae
< ﬁ[ / £ wnlt)) — £t u(t))]|dt
+/1Hﬂ@%@D—f@u@NﬁL

1 L

cr | T ) — £

u(s))llds,

f(s,u(s

u(s))|lds,

On conclut que ||Tu,, — Tu||x < € lorsque n > N. Donc, T est continue.
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Lemme 3.6. Supposons que (Hy) est satisfaite, soit B un sous-ensemble borné de
X. Alors

(a) {220 o LB est équicontinue sur tout intervalle compact I de J.

(b) Pour e > 0, il existe une constante N > 0 telle que

Tu(t Tu(t
(al}l (a2)1 < €, pour tout t,to > N et u € B.
1+ 1415

Démonstration.
On réécrit 'opérateur T : X — X de fagon équivalente suivante

Tu(t) = = fOF(JC()E;f?u{t))dttal + ﬁ/o (t—8)* 1 f(s,u(s))ds.

A partir de la condition (H;) et de la bornitude de B, il existe M > 0 tel que

/ | f(t,u(t))]| dt < M, pour tout u € B. (3.7)
0

Premiérement, montrons 'axiome (a), soient R > 0 telle que ||u(t)||y < R pour

tout u € B et [a,b] C J un intervalle compact et t1,ty € [a,b] avec t; < 5. Ensuite,
a—1

par et la monotonicité de =21 en ¢ pour s < t, on a

14—t
H Tu(ty) — Tulty) s = Jo~ £t u@)dt]] | _t57" tr
L+t 1497t~ F(a) I S T
1 (tQ—S)a 1 (tg—S)a 1
— A ds— | =21 d
+ Ia) /0 T (s,u(s))ds /0 T (s,u(s))ds
1 (ty — 5)0 L / (ty —s)*!
— 2 ds — | ——21 d
b | [ st atenas = [ s utsas
uoo| + M | 571 ot 1

— +
Do) |1+657 1+ T(a)

[ 1 (s, u(s)]| ds

1 ta (tg — S)ail (tl — S)ail
+ — , d
I‘(a)/ov 1+tg—1 1+t(1)c—1 (8 U’(S))H S
uso|| + M | 571 ot R /t2 .
— + 1+t HDalt)dt
I'(a) L+t 14+t () ( Ja(t)

1 t2 R " (ty— )t (- s)at 1Yo (8)ds
+W/ b{t)dt + )/0[ . " 11+ 52 Va(s)d

" (« 1+e5! 1+t97!
1 h (tz — S)a_l (tl — 8)a_1
+ / [ - ~——]0b(s)ds,
I'(a) Jo = 1415 1+t
lusll + M | 50 !
Dla) |14ty 1407!

R [" a1 I
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R(A1 + Albail) + A2 tg e (tg — tl)a

J— 1 E—
I'a+1) [1+t3—1 14+t 1+ba—1]’

olt Ay = maxyepap a(t), A = maxeqp) b(t), ceci assure que {1+ta 1} est équicontinue

sur |a, b]. Ensuite, nous vérifions 'assertion (b). Notons que

H Tu(ty)  Tu(ty) ‘ H“oo Jo fu@at]] | et g
R R I'(a) R R
1 (t, — 5)° / (t —s)*!
S AP ds — Mo
b | [ stsatenas = [ g

Il suffit de prouver que

A-@lﬁ:ﬂ <»@—Aﬁilfiﬂ u(s))ds

1+ta1 1+t051

La relation ([3.7]) implique qu’il existe Ny > 0 tel que,

/ | f(t,u(t))] dt < % uniformément par rapport & u € B. (3.8)
Ny
D’autre part, puisque lim;_, % = 1, il existe N > N; tel que pour tout
tl,tg Z N et s € [O, Nl],
t—Sa_l t—Sa_l t—Sa_l t_Sal
S L i A e )
14 £ 1+ 15 14 £ 145~
(tl — Nl)ail (tg — Nl)ail I
<(l—— < .
—( 1—}—1&?71 )+( 1—}—1&371 ) SM
(3.9)
En prenant maintenant ¢1,t, > N, par (3.7) — —(3.9)) on arrive a
tz — S (tl — S)a 1
ds — —_ d
| [ s atenas = [T e
N- a—1
' (t — t —
< [ - B uts s
o | 1+1g 145
"t —s) 2 (ty — s)
+A—ﬁFTW@MWW+A—EFTW@MW%
B o0
g | I de [ a)de<
30 .
]

Lemme 3.7. Supposons que (Hy) est vérifiée, soit B un sous-ensemble borné de X .

Alors ax(T'B) = sup,e a(%).
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Démonstration. Premiérement, montrons que ax(T'B) < sup,c JQ(%). Par le

lemme (3.6]), on a, pour tout £ > 0, il existe N > 0 tel que pour t1,t5 > N,

< ¢ uniformément par rapport & u € B. (3.10)

I

Notons que T'B |j,n) est la restriction de T'B sur [0, N]. Les lemmes (77) et (3.6)
assurent que

TB(t) TB(t)
N Yy« it S
1+ta—1) — Stlel?a(1+ta—l

&X(TB |[0,N]> = 1m )

ax
te[0,N]

o
Dong, il existe une partition de B telle que B = U} TB |on= UL, T'B; |jo,n] €t

TB(t
diam x (T'B; |jo,n]) < sup o )

ol m)—i—g, 7 = 1,2,...,77,. (311)

ou diam y désigne le diamétre du sous-ensemble borné de X. De plus, pour tout

Tuy, Tus € TB; et t > N, il résulte de (3.10) et (3.11]) que
T+ttt 14 Nl 1+ Nol 14 Nod

14to=t 14 ¢ed

1+ No-1  14¢e-1

TB(t)

+ ta—l

< &+ sup o )+e+e,

tes 1

TB(t
< supoz(#) +3e, i=1,2,...,n. (3.12)
teg L4t

Dong,(3.11)) et (3.12)) impliquent que

TB(t)

di TB;) <
iam x (T'B;) < sup af e

up o] ) + 3e.

En observant que T'B = U} ,T'B;, on obtient

TB(t)

Comme ¢ est arbitraire, on a

TB(t)
ax(TB) <supa(———
x(I'B) < te? (1 + to-t

).

Inversement, on prouve que sup,. JQ(%) < ax(TB). Soit € > 0, il existe une

partition 7B = U, T'B; tel que diam x(T'B;) < ax(TB) +¢, donc, pour tout t € J
et uy,us € B; , on obtient

Tui(t)  Tus(t)
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puisque T'B(t) = U ,T'B;(t), on a

TB(t)

af

Comme ¢ est arbitraire, on trouve

sup o TB(t)

o) < ox(TB)

]

Théoréme 3.8. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hz) et (Hs) sont valides. Alors,
il existe au moins une solution v € X du probléeme (3.1)).

Démonstration. Choisissons un nombre réel R > vérifiant

luooll = Jo~ b(t)dt

> [(a) — [77(1 +teYa(t)dt

Posons
B= {u € X1 ully < R}.

Alors, on peut en déduire que T : B — B. En effet, pour tout v € B, par (H;), on

obtient
Tu(t) |20 | 1 Fpael L (g g)ant
Hl“"‘l = T() +F(a)/0 Tt (s u(e)llds
* F(la) /t 1j_ta1 1 (s, u(s))| ds
bl 1
= ['(a) +F(O‘)/o | f(t,u(t))] dt

< T i x/o (1+t°‘1)a(t)dt+/0 b(t)dt] < R.

Dongc, ||Tul|y < R. Donc, T défini de B dans lui méme.
On pose D = ¢o(TB), il est clair que D est un sous-ensemble borné, convexe et
fermé de B. En observant que TD C T B C D, par le lemme nous savons
que T : D — D est borné et continu. Il reste & montrer qu’il existe une constante
0 < X\ <1 telle que

ax(TS) < Aax(S) pour tout S C D. (3.13)

Soit n >, on définit T,, : X — X par

Uoo yo-t _ L to‘_l— —5)* N f(s,uls))ds
Toult) = F55t = e [ 17 = (= 9 (s
1

—m/t 17 f(s,u(s))ds.
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A partir de (H;), on obtient

1 o0
< e ua
1

F(a)[R/n (1+ta_1)a(t)dt+/n b(t)dt).

Thut)  Tu(t)
I+t 1 4¢at

<

T.S(t) TS(t)
1+t0‘_1 Y 1+t0‘_1

la métrique de Hausdorff dans 'espace E. Par les propriétés de la mesure de non-
compacité, on obtient

Cela montre que dH< > — 0 lorsque n — oo, t € J, ou dy désigne

TS(1)

_ TLS(t)
lim Oé( m

n—o00 1 +ta—1) = Od( )7 teJ (314)

Maintenant, nous estimons a(ﬁi(f)l) Le lemme implique que {lftﬁfll} est
équicontinue sur tout intervalle compact de J, donc, {1ft(§)_1 est équicontinue

sur tout intervalle compact de J. Par ’hypothése (Hs), il est facile de savoir que
{f(t,u(t)) : wu(t) € S} est équicontinue sur[0,n]. De plus, {f(¢,u(t)) : u(t) € S}
est borné sur [0, n] par (H;). En utilisant Lemme (?7), Lemme (3.7)) et 'hypothése
(Hj), on arrive a

T,.S(t)

o220 < o [ a(sttuto) - uio) € spae
La/ (A F (L ut)) : u(t) € S}t
SFL/ (1+ 7Y a(%)dt
< FL/ (14t 1 (tH)ax(9).
D’apres ( 3.13), on a
oG ) < ax(s)

avec . -
A:—/ 1L+t Di(t)dt < 1.
o | e
D’aprés le lemme (3.7)), il résulte que
&X(TS) S )\Ozx(S)

Par conséquent, le théoréme du point fixe de Darbo affirme que le probléme ((3.1)
admet au moins une solution dans D. ]
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3.4 Exemple

Considérons le probléme d’équations différentielles d’ordre fractionnaire suivant

3 - un(t) int +n(1+|unsr 8]\
Dun(t) = (10(1+x/i)(1+t2) I e >n:1’ t€0,00) (3.15)
u,(0) =0, D2 u,,(00) = U
Soit E = {u = (u1,...,Up,...) : sup, |u,| < oo} avec la norme ||u|| = sup,, |un|,

alors E est un espace de Banach et le probléme (3.13)) peut étre considéré comme le

probléme (3.1, ot a = %, flt,u) = (fi(t,u), ..., fo(t,u),...) avec

un(t) sint 4+ In(1 + |wy41 ()]
10(1 +V1)(1 + 12) 30nevt '

Il est claire que f(t,u) € C(J x E, E) et

fn(tv u) =

1f(tw)] < [l +

10(1 +V#)(1 +t2) 30e \f

A T’aide d’un calcul rapide, on trouve

00 1 1 T 1
1+t + dt = — + = ~ 0.3571.
/0 ( )[10(1 +V1)(1+12) 004" =20t 5

Notez que I'(3) ~ 0.8862 et [~ ﬁdt < o0. La condition (H1) est satisfaite
avec a(t) = 10(1+\/17§)(1+t2) + 30;/5 et b(t) = 30;5. Il est facile de voir que la condition

(H,) est aussi satisfait. En fin, nous vérifier la condition (Hs). Notons f = f1) 4 f(

1 n 2 in In(1 n .
ou fT(L) = Wm et f,ﬁ) =2 t+3(§nj\|}§ =101 Alors on peut obtenir que pour

tout ensemble borné B C E, a(f@(t, B)) = 0.
En effet, soit {u™} C E bornée, ie ||u(m)|| < M, m=1,23,.. ouu™ =

(W™, ... uﬁ{" ,...) On a alors, pour fixe t € J.
1+M
‘ff)(t,u(m))‘ < ;E) , n,m=1,2,3, .., (3.16)
n

Donc { fn (t, ulm™ )} est bornée, et par la méthode diagonale, on peut choisir une

sous-suite {u™)} C {u™} telle que
f2 ¢, ulm™)y - v, Comme K — 0o, n=1,23,.., (3.17)

Et de (3.16) on obtient
1+ M

nl < , n=12,3,.. 3.18
ol < =, (3.15)
Et donc v = {v1,...,v,,...} € E. Pour € > 0 donné,(3.16)et (3.18) impliquent

qu’il existe N > 0 tel que
£t utm))| < g o < g n>N, k=1,23,.. (3.19)
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Par contre, de (3.17) on obtient qu’il existe K > 0 tel que

|frg2)(t7u(mk)) _ vn| <e, k>K, n=123,..N. (3.20)

Il découle de (3.19) et (3.20) que
i (t, um)) — v,

relativement compacte pour tout B C E borné, donc a(f® (¢, B)) = 0. Donc par
conséquent, on arrive que

fT(L2)<t,u(mk)) —v,| < g, pour k& > K.Cela

signifie que

— 0, lorsque k — oo et donc on a que f®) (¢, B) est

a(B)
(1+ VB (1 +12)

Oé(f(t, B)) < a(f(l)(t, B)) = 10

Puisque [;~(1+ ﬂ)mdt < I'(«), nous concluons que la condition (H3)
est satisfaite pour [(t) = m.
Par conséquent, la théoréme (3.8]) assure que le probléme(3.15) a une solution.
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Conclusion

Ce travail nous a permis d’explorer en profondeur la notion de mesure de non-
compacité, concept fondamental de 'analyse fonctionnelle moderne, en lien étroit
avec la théorie des points fixes.

Nous avons retracé 1’évolution historique de cette notion, depuis les travaux pion-
niers de Kuratowski jusqu’aux contributions de Darbo, Sadovskii et Istratescu, tout
en mettant en évidence leur impact sur la généralisation des théorémes classiques
de Banach et Schauder.

L’étude des applications k-contractantes et condensantes a montré a quel point
les MNC offrent une alternative efficace aux hypothéses de compacité strictes, élar-
gissant ainsi le champ d’applicabilité de nombreux résultats.

Enfin, I'application de cette théorie a un probléme aux limites d’ordre fraction-
naire dans un espace de Banach a permis d’établir des résultats d’existence rigou-
reux, illustrant la puissance et la pertinence des MNC dans la résolution d’équations
intégrales non linéaires.

Ce mémoire constitue ainsi une base solide pour aborder des travaux futurs,
que ce soit dans I’étude d’opérateurs plus généraux, de systémes dynamiques com-
plexes, ou dans 'analyse d’équations différentielles et intégrales dans des contextes
fonctionnels encore plus vastes.
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