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Résumé

Les équations intégrales linéaires de Fredholm et Volterra sont largement
utilisées dans plusieurs domaines scientifiques, notamment en physique et en
biologie. Cette étude analyse les solutions des équations du second ordre, en
examinant les conditions d’existence, d’unicité et I'effet du noyau intégral.

Les équations de Fredholm ont des bornes fixes, tandis que celles de Vol-
terra possedent des bornes variables, adaptées aux systémes dynamiques.

Mots clés :

Equations intégrales, Fredholm, Volterra, Existence, Unicité, Noyau inté-

gral, Bornes d’intégration.
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Notations et Abréviations

A Parametre numérique.

u(x) Une fonction de la variable x

k(x,t) Le noyau de ’équation intégrale linéaire de Fredholm.
f(x) Fonction donnée.

EDO Equation différentielle ordinaire.

L*([a,b]) L’ensemble de toutes les fonctions de carré intégrables sur [a, b].
R(z,t;\) La résolvante de I’équation intégrale .

K, Les noyaux itérés.

Cla, b] L’espace des fonctions continues sur U'intervalle fermé[a, b].

R L’ensemble des nombres réels.

d(u, 1) La distance entre u et 1.

N L’ensemble des nombres naturels.

® La somme directe.



Introduction Générale

Les équations intégrales sont trées utilisées dans plusieurs domaines et sont
apparues rapidement a la suite des travaux de Volterra et Fredholm.

En 1887, Volterra (1860-1940) a établi une méthode pour résoudre les
équations intégrales, par les noyaux itérés. En outre, il a étendu la théorie
des équations intégrales, tandis que Fredholm (1866-1927) a développé une
approche plus générale.

Aujourd’hui, les équations intégrales de Fredholm et Volterra sont d’une
grande importance. Elles interviennent dans plusieurs applications, notam-
ment les équations différentielles ordinaires, les problémes aux limites et les
équations d’approximation.

Dans cette étude, nous cherchons a obtenir des solutions précises pour
certaines équations intégrales importantes, notamment celles de Fredholm et
de Volterra. Nous analysons les solutions analytiques associées a ces équations
en mettant en évidence les principales méthodes utilisées pour leur résolution.

Ce travail est divisé en trois chapitres :

Le premier chapitre :

Il présente les équations intégrales linéaires et leurs classifications, ainsi
que les équations de Fredholm et de Volterra. Nous donnons également quelques
exemples illustratifs et abordons le lien entre les équations intégrales et les
équations intégrales différentielles.

Le deuxiéme chapitre :

Il est consacré a I’étude des équations intégrales non linéaires, qui sus-
citent un intérét particulier en raison de leur importance scientifique. Nous
présentons également différentes méthodes permettant d’obtenir des solutions
exactes.

Le dernier chapitre :

Il expose quelques méthodes analytiques employées pour résoudre les
équations intégrales linéaires et non linéaires de Fredholm et Volterra de
seconde espéce, avec des exemples sur ces méthodes.

Ce mémoire se termine par une conclusion et des références
bibliographiques.



Chapitre 1

Généralités sur les équations
intégrales de Fredholm et
Volterra

Les équations intégrales apparaissent dans de nombreux types. Les es-
peces dépendent principalement des limites d’intégration et du noyau de
I’équation. Dans ce chapitre, nous classons présentons et clarifions les équa-
tions intégratives pour Volterra et Fredholm. En outre, la linéarité traite
clairement des concepts d’équations intégrées.

1.1 Equations intégrales linéaires

Définition 1.1.1 Une équation intégrale linéaire est définie comme une équa-
tion dans laquelle la fonction inconnue figure sous le signe d’intégration [ .
La forme générale d’une équation intégrale linéaire est :

I(x)
(1.1) h(z)u(z) = f(x) + /\/ k(x,t)u(t)dt,

g(x)

ot g(x) et l(x) sont les bornes de l'intégration, A est un paramétre constant,
f(z) et h(x) sont des fonctions données et K(x,t) est une fonction donnée
de deux variables x et t appelé le noyau de l’équation intégrale.

Notons que l’équation peut étre écrite sous forme d’opérateur

Tu= M u+f
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Ou Uopérateur T s’écrit :

Tu(z) = / k(. Dyut)dt

La principale différence entre les équations intégrales de Fredholm et celles
de Volterra se trouve dans les bornes de l'opérateur intégral.
-Si elles sont des constantes fixées l’équation intégrale est appelée
équation intégrale de Fredholm.
-Si au moins une borne est variable, elle est appelée équation intégrale
de Volterra.

Remarque 1.1.2 1)— i f(z) = 0 I’équation est dite équation inté-
grale linéaire homogéne.

2)— Si f(x) # 0 Uéquation est dite équation intégrale linéaire non
homogéne.

Example 1.1.3 Les équations

u(z) =1+ /01(372 +t) cost u(t)dt,

w(z) =z — /0 "o — Du(t)dt,

w(w) = f(z)+ A /0 (1 3at)u(t)dt,

sont des équations intégrales linéaires.

10



1.2 Classification des équations intégrales li-
néaire

L’étude des équations intégrales est divisée en deux secteurs, par rap-
port aux équations linéaires et & ceux non linéaire. Nous donnons les équa-
tions intégrales les plus célébres qui sont les équations intégrales de Volterra
et de Fredholm.

1.2.1 Equation intégrale linéaire de Fredholm

Définition 1.2.1 Une équation de la forme (1.1 dont les bornes d’intégra-
tion sont fixées est dite équation intégrale linéaire de Fredholm, et on a :

b
(1.2) h(zx)u(x) = f(z) + /\/ k(x, t)u(t)dt.

1)- Si h(xz) =0, Uéquation (1.2) s’écrit :

flz)+ )\/b k(x,t)u(t)dt =0,

Et elle est dite équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce.

2)- Si h(z) =1, Uéquation (1.2]) s’écrit :

w(z) = f(x) + )\/ k(x, t)u(t)dt,

Et elle est dite équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce.

3)- Si h(x) est continue et s’annule en certains points, mais pas en tout
point de l'intervalle [a, ], elle est dite équation intégrale linéaire de Fredholm
de troisiéme espéce.

Example 1.2.2 1)— L’équation intégrale linéaire non homogéne de Fred-

holm de seconde espéce :

u(z) =e"—ux +/0 z(e™ — Vu(t)dt,

2)— L’équation intégrale linéaire non homogéne de Fredholm de premiére
espece :

11



2> +1— /_l (2% — t)u(t)dt = 0.

1

3)— L’équation intégrale linéaire homogéne de Fredholm de seconde es-
péece :

u(z) =2 /_l wtu(t)dt.

1

4)— L’équation intégrale linéaire homogéne de Fredholm de premiére es-
péce :

/l(x — Hult)dt = 0

1.2.2 Equation intégrale linéaire de Volterra

Définition 1.2.3 L’équation intégrale linéaire de Volterra est une équation
intégrale linéaire de Fredholm sauf que la borne d’intégration supérieure est
variable x, c’est b=1x et on a :

(1.3) h(z)u(z) = f(x) + )\/w k(x, t)u(t)dt.
1)- Si h(xz) =0, ’équation s’écrit :
f@)+ /\/mk(x,t)u(t)dt 0,

Et elle est dite équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce.
2)- Si h(z) = 1, léquation (1.3) s’écrit :

u(z) = f(x) + )\/x k(x, t)u(t)dt,

Et elle est dite équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce.
3)- Si h(x) # 0, elle est dite équation intégrale linéaire de Volterra de
troisiéme espéce.
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Example 1.2.4 On considére l’équation intégrale linéaire de Volterra de se-
conde espéce :

u(r) =1 —/ u(t)dt,
0
Ou le noyau k(z,t) =1, la fonction f(z) =1 et A = —1.

Remarque 1.2.5 L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de
l’équation intégrale de Fredholm, il suffit de prendre le noyau k vérifie la
condition suivante :

k(x,t) =0 pour tout x < t.

1.2.3 Equation intégral linéaire de Volterra-Fredholm

Les équations intégrales de Volterra-Fredholm proviennent des liaisons
paraboliques, les problémes de valeur & partir de la modélisation mathé-
matique de I'espace-temps, le développement d’une épidémie, et de diverses
modifications physiques et biologique.

Les équations intégrales de Volterra-Fredholm appariassent dans la litté-
rature dans la littérature sous deux formes, soient :

(1.4) u(z) = f(x) + M\ /w ki(z, t)u(t)dt + )\2/ ko (2, t)u(t)dt.
Et

(1.5)
() = F(a 1) +)\/O /Q Flat,6,7u (€, 7) dédr, () € Q@ x [0,T].

Ou f(z,t) et F(x,t,&, 7,u (&, 7)) sont des fonctions analytiques sur

D =Q x [0,T], et Q est un sous-ensemble fermé de R, n = 1,2, 3.

Il est intéressant de noter que contient des équations intégrales dis-
jointes de Volterra et de Fredholm, alors que ([1.5)) contient des équations in-
tégrales mixtes de Volterra et de Fredholm. En outre, les fonctions inconnues
u(z) et u(z,t) apparaissent a Uintérieur et a l'extérieur de I'intégrale. C’est
une caractéristique d’un deuxiéme type d’équation intégrale. Si les fonctions
inconnues n’apparaissent qu’a l'intérieur des signes intégraux, le résultat.

Les équations sont de premiére classe, mais ne seront pas examinées dans
ce mémoire.

13



Example 1.2.6

x 1
u(z) = 6z +32° +2 — / wu(t)dt — / tu(t)dt,
0 0

Et
1 1 t 1
u(w,t):$+t3+—t2——t—//(T—f)dfdr
2 2 S Jo

1.2.4 Autres équations intégrales linéaires

Définition 1.2.7 (Equation intégrale de Wiener-Hopf)
On appelle équation intégrale linéaire de Wiener-Hopf wune équation de
la forme

+oo
h(x)u(x) —|—/ k(x —t)u(t)dt = f(z).
Définition 1.2.8 (Equation intégrale de Renwal)

On appelle équation intégrale linéaire de Renwal toute équation de la
forme

h(x)u(z) + /l‘ k(x —t)u(t)dt = f(x).

Définition 1.2.9 (Equation intégrale d’Abel)

On appelle équation intégrale linéaire d’Abel toute équation de la forme

C )
| Gt = o

Ou « est une constante 0 < o < 1.

14



1.3 Liaison entre les EDO et les équations in-
tégrales de Fredholm

Parfois il y a intérét a réduire la résolution d’une équation différentielle a
la résolution d’une équation intégrale, pour cela nous avons besoin le lemme
suivant :

Lemme 1.3.1 Pour tout fonction u(x), on a :

/a ' / " ult)dtds — / “(o = Du(t)dt.

En général, on a :

xr X1 Tn—1 1 xX
/ / ....... / u(zy)de,dry,_y........ dr; = (n—l)'/ (z—z)"  u(z)da:.

Preuve. Soit

Donc

15



1.3.1 Problémes de valeur aux limites

Prenons
v+ A(x)u' + B(x)u = F(x), (1)

Avec les valeurs aux limites :
u(a) = ug , u(b) = u;. (2)

Intégrant (1) par rapport a x, on obtient :

/a (o) + / " A ()d + / " Bla)u(x)de — / " Flw)ds,
ce qui donne :
[ (@))2 + / " A@)d(u(z) + / " Blayu(e)de — / " Plo)de + o

Par intégration par parties

u'(m)—u'(a)+[A(:1:)u(x)E—/zu(m)A'(x)dx = /I F(x)d:p—/x B(z)u(z)dz+c;.
D’ou

x x

u'(z) = —A(a:)u(x)—i—A(a)u(a)—l—/x u(z)A’(m)dx+/ F(x)dx—/ B(x)u(z)dz+c1+u'(a)

a a

c=c +u(a).

16



Intégrant a nouveau par rapport & =, on trouve :

/ 2)dz = / / 2)dads — / ()uz)dz + / " A(a)ugda
/ / [A'(x da:dx—ir/:cdx,

/ / 2)dadz — / (2)u(x)dz + (z — ) Ala)ug
/ / (A (x r)dzdr + (x — a)c.

En utilisant le lemme

donc,

u(r)—u(a) = /gg(:L‘—t)F(t)alt—/aC A(x)u(x)dx—i—/x(x—t)[A'(t)—B(t)]u(t)dH[c—l—A(a)uo}(m—a),

T

u(z) = u(a)+ / (o=t F(t)di— / " A()u(a)do+ / (2= ) [ A1) — B#)u(t)dt-+e+ A(a)ug] (z—a).

a

Alors,

u(zr) = uo—l—/m(x—t)F(t)dt—/x A(a:)u(x)dm—i—/x(x—t)[A'(t)—B(t)]u(t)dt+[c+A(a)u0](m—a),

ce qui donne

(@) = o+ / (=) F(t)di— / " A u(t)di+ / (=) [ A ()= B ult)dt-+ e+ A(a)ug) (r—a).

d’ou

U(x)=uO+/m(I—t)F(t)dtJr/w[(-’r—t)(A’(t)—B(t))—A( Ju(t)di+[c+A(a)uo)(z—a). (3)

17



Pour trouver la valeur de ¢, on prend x = b.

b b

u(b) = up+ / (b—t)F(t)dt+ / [(b—t)(A'(t)—B(t))—A(t)]u(t)dt+[c+A(a)u] (b—a)

a

Uy = u0+/ (b—t)F(t)dt+/ [(b—t) (A" (t)—B(t))—A(t)|u(t)dt+[c+Aa)ug](b—a)

b b
le+A(a)uo)(b—a) = ug—ug— / (b—t) F(t)dt— / [(b—t)(A'(t)— B(t))— A(H)]u(t)dt,

[c+A(a)ug] = ; i a[Ul_UO_/ (b—t)F(t)dt—/ [(b—t) (A" (t)—B(t))—A(t)u(t)dt] . (4)

De (3) et (4), on trouve

u(z) = o + / (o= O F()dt + / @ — (A — B) — AW u(t)dt

Tr—a

G — v~ [ 6= 0P@d - [ 6= 00 - B) - AW,

alors,

(@) = uo + /I(x O F(t)dt + (“z = Z)[ul —up — / (b— t)F(t)dt]

T —a

= [l =000 - B@) - A - G [ [b-(4'0) - B©) - Awlu(tae]

donc

b
u(z) = f(x) +/ k(x, t)u(t)dt,

T —a

T b
f@) =+ [ = OF @+ (G w0~ [ (b= OF(@d]

18



et

_ ) GED{AR) = (0= [A'([R) — B()]}, r<t,
Bt = A {(2=2) — 1} — BO-BOI0-a)bs) et

Remarque 1.3.2 1. Les probléemes de valeur initiale dans l’équation diffé-
rentielle ordinaire conduisent a l’équation de volterra.

2. Les problémes de valeur aux limites dans ’équation différentielle conduisent
a équation de Fredholm.

Example 1.3.3 Réduire le probléme de valeurs limites a une équation de
Fredholm,

Ona:
A=0, B=XP(z), F(z)=Q(x)
Uy = O, Uy = 0.
On sait que

f(z) =ug+ /x(x — t)F(t)dt + (i

aWn—uW—/fb—wF@m@

Donc
f@) = [ w=vewd+G=2) [0~
Et
v GG — 0 DA - B v <t
) A){(2=2) — 1} — (A (t)—B(Z)_]EIt—a)(b—x) -
_ { (5=2){0 = (b= 1)[0 — AP(@)]}, r<t,
- {( a) 1} [0—AP()]( ta a)(b—z) >t
B { (F2)(b—t)AP(t) r <t
- )\P(t)(lt):z (b—2x) >t

Donc



1.4 Solution d’une équation intégrale
Définition 1.4.1 On dit que la fonction continue u(x) est une solution de
I’équation :

(1.6) u(zr) = f(x) + )\/ K(z,t)u(t) dt,

Si et seulement si elle vérifie l’équation (|1.6)).

Example 1.4.2 Montrer que la fonction u(x) = 1 est une solution de l’équa-

tion : .
u(z) + / z(e” — Vu(t) dt = e — .
0

Ona :
u(z) + /1 (e — Du(t) dt =1+ /1 z(e” —1) dt

1 1
:1+/ a:extdt—/ x dt
0 0

=1l+e"—2z—-1
=e' — 1.

Example 1.4.3 Montrer que la fonction u(x) = cos2x est une solution de

l’équation intégrale de Fredholm :
u(z) — 3/ K(x,t)u(t) dt = cosx,
0

sintcosx <t<gx
r<t<m

Avec
K(z,t) = { sin x cos t

Mettons le premier terme sous la forme suivante :

u(z) — 3 { /0 " K tu(t) dt + / " K (, u() dt}

:cos2x—3{/ sint cosx cos 2t dt—l—/ sin x cos t cos 2t dt}
0 x

20



:(:082:1:—3{(:0856/ sint cos 2t dt—i—sinx/ costcos 2t dt}.
0 T

En utilisant les formule de linéarisation sinacosb =1(sin (a + b)+sin (a — b))
et

1
cosacosb 25( cos (a — b)+cos(a+ b))

T . 3t_ . t T t 3t
:COSQI—S{cosx/ SOt —smt dt—i—sinx/ cost + cos It dt}
0 2 - 2
tzm}

3 cos 3t . . sin 3t
:COSQZC—§ cosx | cost — 3 +sinx |sint+ 3

3{ ( cos 3x 2) . < . sin3x>}
=cos2xr——<cosx [cosx — —— | 4sinz | —sinx+

T

t=0

2 3 3 3
3 9 cos3rcosr 2 . 9 sin 3z sin ©
=cos2r — - cos"x — —— — —cosx —sin‘r 4+ ———
2 3 3 3
En utilisant les formule de linéarisation
1 2 1 1-— 2
cos’ a zw ,cosacosb 25( cos (a — b)+cos (a+ b)),sin’a :¥,

1
et sinasinb :5(005 (a—b)—cos(a+Db)),

- — -cosx — <+ -
2

9 3 /(1 n cos2x cos2x cosdr 2 1 cos2x cos2x n cos4x
=cos2z — = | = —
2 2 6 6 3 2 2 6 6

— —COST

3 cos2x 2
COSs 2x 5 <cos T 5 3 >

= cos2x — coS2x + cos x

= COS .
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Chapitre 2

La théorie des équations
intégrales

Les équations intégratives linéaires et non linéaires de Volterra et de Fred-
holm sont connues pour leur émergence dans de nombreux domaines scienti-
fiques et applications tels que la dynamique des populations, la propagation
des épidémies et les dispositifs semi-conducteurs.

Notre but dans ce chapitre est d’étudier les équations et systémes non
linéaires d’intégration de Fredholm et Volterra, et nous fournirons également
des preuves d’existence pour résoudre les équations non linéaires d’intégration
de Volterra et Fredholm, et résumer les circonstances dans lesquelles il y a
une solution a cette équation

2.1 Equations intégrales non linéaires

La plupart des équations intégrales non linéaires sont de la forme :

b(z)
(2.1) h(z)u(x) = f(z) + )\/ k(x,t,u(t))dt,

Ou u(z) est une fonction inconnue, h(x) et f(x) sont des fonctions connues,
k une fonction non linéaire et A un parameétre réel.
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2.1.1 Equation intégrale non linéaire de Fredholm

Définition 2.1.1 Une équation de la forme (2.1)) tell que b(z) = b (constant)
est appelée équation intégrale non linéaire de Fredholm et on a :

b
(2.2) h(z)u(z) = f(x) + )\/ k(x,t,u(t))dt.

1.5i h(z) = 0, alors 'équation (2.2) devient :

ﬂ@+A/%@jm@Mhﬂl

Cette équation est appelée équation intégrale non linéaire de Fredholm de
premiére espece.
2.5i h(zx) =1, alors U'équation (2.2) devient :

w(z) = f(x) + )\/ k(x,t,u(t))dt,

Et cette équation est appelée équation intégrale non linéaire de Fredholm de
seconde espéce.

3.5i h(z) # 0, alors l’équation est appelée équation intégrale non
linéaire de Fredholm de troisiéme espéce.

4.5t f(x) # 0, Uéquation est dite équation intégrale non linéaire de
Fredholm non homogéne.

5.51 f(x) = 0, alors l’équation devient :

M@M@:A/k@@mmﬁ,

Et cette équation est appelée équation intégrale non linéaire de Fredholm
homogéne.

Example 2.1.2 On considére I’équation intégrale non linéaire de Fredholm

de seconde espéce :
1
u(zr) = 2 + /\/ wtu?(t)dt,
0

Ou k(z,t,u(t)) = xtu®(t), la fonction f(z) = 2.
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2.1.2 Equation intégrale non linéaire de Volterra

Définition 2.1.3 Une équation de la forme (2.1)) tell que b(x) = x est appe-
lée équation intégrale non linéaire de Volterra et on a :

(2.3) h(z)u(z) = f(x) + )\/w k(x,t,u(t))dt.

1.5i h(z) = 0, alors ’équation (2.3) devient :

f(z) + )\/93 k(x,t,u(t))dt = 0.

Cette équation est appelée équation intégrale non linéaire de Volterra de pre-
miére espece.
2.5i h(x) =1, alors léquation (2.3)) devient :

u(z) = fx) + )\/z k(x,t,u(t))dt,

Et cette équation est appelée équation intégrale non linéaire de Volterra de
seconde espéce.

3.5i h(z) # 0, alors l’équation est appelée équation intégral non
linéaire de Volterra de troisiéme espéce.

4.8t f(z) # 0, léquation est dite équation intégrale non linéaire de
Volterra non homogéne.

5.51 f(x) = 0, alors l’équation devient :

h(@)u(z) = A / (st u(t))dt,

Et cette équation est appelée équation intégrale non linéaire de Volterra
homogéne.

Example 2.1.4 On considére I’équation intégrale non linéaire de volterra de
seconde espéce :

u(r) =x + )\/0 (z — t)u’(t)dt,
Ou k(z,t,u(t)) = (x — t)ud(t), la fonction f(x) = .
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2.2 Théorie d’existence et d’unicité

2.2.1 Existence et unicité de la solution de I’équation
intégrale linéaire de Volterra et de Fredholm

Soit I’équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce suivante :

(2.4) u(z) = f(x) + )\/w k(x, t)u(t)dt,

ou f(x) est une fonction complexe et continue sur U'intervalle [a, b] et le noyau
k(x,t) est complexe et continu sur le triangle

T(a,b) ={(z,t):a <z <ba<t<zx}
On suppose toujours que les noyaux Volterra satisfont la condition
k(x,t)=0si = <t.

Définition 2.2.1 (Résolvante d’une équation intégrale)
On appelle résolvante de [’équation intégrale, toute fonction R(x,t,\) de

la forme
+o0

R(z,t, ) =Y Ak (x,1),

n=1

Ou les k,, sont les noyaux itérés définis par la relation de récurrence suivante :

ki(x,t) = k(z,t)
o (2, 1) = / k(2,81 (5, £)ds.
t
Lemme 2.2.2 La résolvante R(x,t,\) vérifie [’équation suivante :
R(z,t,\) = k(x,t) + )\/I k(z,s)R(s,t,\)ds.
t

Théoréme 2.2.3 Si f € L?([a,b]) et si le noyau K vérifie la condition sui-
vante :

b b
(2.5) / / \k(z, t)2dadt < oo,
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Alors Uéquation (2.4)) admet une solution unique dans L*([a,b]) et la solution
peut-étre donnée par la formule :

Preuve. On pose

T b
P(x):/ |k(x,t)2dt et Q(x):/t |k (x,t)|2dt,

de (2.5) , P et @ sont des fonctions intégrables, donc il existe une constante
M telle que

b b
/ P(z)de < M et / Q(t)dt < M

Soit la fonction ¢ définie sur [a, b] par

Il est claire que 0 < ¢(x) < M pour tout z € [a, b]. Considérons 'opérateur

(Tu)(z) = f(x) + A /w K(z,t)u(t)dt.

Alors .
T'u=f+Y NI
j=1

L’opérateur L’ peut-étre écrit sous la forme

(Lig)(x) = / " (o, (1),

Ou les noyaux K sont définis ci-dessus.
En effet, pour j =2 on a:

(L29)(z) = / Koo, )g(t)dt

_ / " K(x,2) / " K (2 t)g(t)dtdz.
2



Apres changement de 'ordre d’intégration, on obtient

_ /m [K(z,t)g(t)dtdz.

Ky(z,t) = /tx K(z,2)K(z,t)g(t)dt,

alors par le méme raisonnement, on obtient

_ / ' /t " K ) oz, £)g (1) dzdt.

Et ainsi de suite. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et raisonnement par
récurrence, on a

Si on note

|K(z,t)]* < P(x)Q(t) [w(xgj—_¢2(;!)]327 pour tout j > 2

Par conséquent
(I u)e) (2 Tua)@)] = NP [ o s (0) = e
2 [* . [%0(55)_90(75)]%2 wu — (D)2
< [ P E =G0t [ ()~ (P

W”W@)
B (y

L /Q )l (2) — us(8)][2dt

IAIZW(%) <>] —

En intégrant par rapport a x dansla,b] , on trouve

AP M
(U —2)!

Par conséquent, puisqu’il existe un n > 2 tel que

T 0y — Tous|? < ||u1 ug||*  pour tout j > 2.

|/\|2nMn

T
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T™ est une contraction. D’aprés le théoréme de I'application contractante,
I'équation (2.4) admet une solution unique .Cette solution s’écrit sous la
forme

n—-+o0o

+oo
lim T"uy = f+Y NI,
j=1
ce qui est équivalent
+o00 z
ule) = £@) + 3N [ Kalmt)s (0
n=1 a

c’est-a-dire .
u(z) = f(x) +/ R(x,t,\)f(t)dt.

Ce qui achéve la preuve. O

Example 2.2.4 Soit [’équation intégrale de Volterra

714 22
=142 t)dt 0<t<z<l1
u(x) +x —|—/O 1+t2u() : <t<z<
Onal=1let a=0, b=1 et
1+ 22
K(x,t) =
(%) 142

On calcule

1 1 1ol 2\ 2
K (2, ) Pdadt — TN dwdt < 4 < 400
o Jo o Jo \1+122

D’ou, d’aprés le théoréme, [’équation admet une solution unique, cette solu-
tion est

w(z) = f(x) + /0m R(x,t,\)f(t)dt
:ﬂ@+§}WAZQ@jﬁ®ﬁ
1+t

xT 1 2
=1+22+ / ie(”’_t)(l + %)dt
0

=1+22+(1+ xQ)ex/ e tdt.
0

= (14 2?)e”.
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Remarque 2.2.5 Le théoréme (2.3.3) reste vrai pour les équations intégrales
linéaires de Fredholm de seconde espéce.

2.2.2 Existence et unicité de la solution d’une équation
intégrale non linéaire de Volterra

Soit I’équation intégrale non linéaire de Volterra suivante :
(2.6) u(z) = f(x) + )\/ K(z,t,u(t))dt 0<z< 400

On note C|a, b] 'espace des fonctions continues sur 'intervalle fermé|a, b] est
complet par rapport a la métrique

d(w(t),y(t)) = max |(t) — y(t)]

a<t<b

Théoréme 2.2.6 Soit K(x,t,z) une fonction & valeurs réelles, continue sur
T(a,b) x R et satisfait la condition de Lipschitz par rapport z :

|K(x,t,21) — K(x,t,2)| < L|z1 — 22

De plus si f € Cla,b] alors, l’équation (2.6) admet une solution unique dans
Uintervalle [a, blpour toute X ,ot x € [a,b).

Preuve. On sait que I'espace C|a, b] est constitué des fonctions a valeurs

réelles définies sur 'intervalle [a, b] est un espace métrique complet avec la
métrique

d(u, ) = max fu(t) — ()],

a<t<b

On définit 'opérateur A comme suit :

b
Au(z) = f(x) +/ K(z,t,u(t))dt
Pour prouver que 'équation ([2.6) admet une solution, il faut montrer que

lopérateur A admet un point fixe. D’abord, on montre que A est contractante
pour toute valeur de .
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Noter que pour tout u,?y € Cla,b] et Va € [a,b], on a

T

|Au(z) — Ayp(z)| = [K (2, t, u(t) — K(x,t,¢(t))]di

< |)\|L/ | Au(z) — A(x)|dt

|)\|2L2 (x — a)?
2!

d(u, ).
Aprés n intégrations, on obtient

A"L"(z —a)"
n!

[A"u(x) — A"Y(x)] < d(u, ¢).

Alors N .
aara, any) < ALEEZ 0O g )
n:

: A" L™ (z—a)™ n p
Donc, si n assez grand et =——r—— < 1 alors A" est un opérateur contrac-

tant de C([a,b]) en lui-méme et d’apres le principe de Banach Popérateur
A admet un point fixe unique u qui est une solution unique de I’équation

intégrale (2.6)). O

2.2.3 Existence et unicité de la solution d’une équation
intégrale non linéaire de Fredholm

Soit I’équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce suivante :

2.7) (@) = f(z)+ A / K(a,t, u(t))dt

Ou f(z) est une fonction complexe et continue sur l'intervalle [a,b] et le
noyau K (z,t) est complexe et continu sur

Qa,b) ={(z,t) :a <z <ba<t<b}

Théoréme 2.2.7 Supposons que le noyau K(x,t,z) est une fonction conti-
nue sur Q(a,b) X R satisfaite la condition Lipschitz suivante :

|K(z,t,21) — K(z,t,2)| < L|z1 — 29|

De plus si f € Cla,b] , alors, I’ equatz’on (2.7) admet une solution unique dans
Uintervalle [a,b] pour toute || < (b 3
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Preuve. On sait que 'espace Cla, b] est constitué des fonctions a valeurs

réelles définies sur l'intervalle[a, b] est un espace métrique complet avec la
métrique

d(u, ) = max [u(t) — ¢ (t)].

a<t<b

On définit 'opérateur B comme suit :

b
Bu(z) = f(x) +/ K(z,t,u(t))dt.

Pour prouver que 1’équation admet une solution, il faut montrer que
I'opérateur B admet un point fixe. D’abord, on montre que W est contrac-
tante pour toute valeur de .

Noter que pour tout u, 9 € C[a,b] et Vx € [a,b], on a

b
|Bu(z) — By ()] = [Al /[K(ﬂfatw(t))—K(I,t7¢(t))]dt

< LG — a)d(u, ).
Donc, de cette inégalité, on obtient

Donc, si a = |A|L(b—a) < 1, alors B est contractante de C'[a, b] en lui-méme
et d’apres le théoréme de 'application contractante I'opérateur B admet un
point fixe unique qui est une solution unique de I’équation intégrale (2.7)). O

2.3 La théorie de Riesz et D’alternative de
Fredholm

On désigne par A l'opérateur linéaire compact dans un espace normé F
dans lui-méme. On présente la théorie de base pour une équation u— Au = f
,on définie 'opérateur

T=1-A.

Ou [ est I'opérateur identité.
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Théoréme 2.3.1 (Premier Théoréme de Riesz)
L’espace nul de lopérateur T, i.e. le noyau de Uopérateur T, définie par

ker(T) ={u € E;Tu = (I — A)u = 0},
Est un sous-espace de dimension finie.

Théoréme 2.3.2 (Deuxiéme Théoréme de Riesz)
L’espace image de l'opérateur T, i.e. ['image de ['opérateur T', définie par

ImT =T(E)={¢,3u e E,Tu =1},
est un sous-espace linéaire fermé et de co-dimension finie.

Théoréme 2.3.3 (Troisiéme Théoréme de Riesz)
1l existe un unique m € N appelé nombre de Riesz de l'opérateur T'tel
que :

{0} = ker(T°) C ker(T") C ... C ker(T™) = ker(T™) = ...

E=Im(T° > Im(T") > ..... D Im(T™) = Im(T™™) = ...
Et on a la somme directe E = ker(T™) & Im(T™)

Théoréme 2.3.4 (Alternative de Fredholm)
On considére les équations intégrales homogénes duales, 'une de l’autres,
issues d’un noyau K : [a,b]*> — R, qui sont donc définies par :

b
(2.8) trouver u € [a, b] telque u(x) — / K(z,t)u(t)dt =0

(2.9) trouver 1 € [a,b] telque ¥(z) — /b K(t,x)y(t)dt = 0.

On considére pour f € Cla,b] et g € Cla,b] les équations intégrales avec
seconds membres

(2.10) trouver u € [a, b] telque u(x) — / K(x, t)u(t)dt = f(z)
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(2.11) trouver 1 € [a,b] telque ¥ (x / K(t,x) = g(z)

Alors on a Ualternative :

- Ou bien les équations - ) et (2.9) n ont que les solutions triviales u = 0
et Y =0, et dans ces cas les equatzons et (2.11) admettent une unique
solution u € [a,b] et ¢ € |a,b] pour chaque f € Cla,b] et g € Cla,bl.

- Ou bien les équations et ont le méme nombre fini m de
solutions linéairement indépendantes, et dans ce cas, les équations et
(2.11)) sont résolubles si et seulement si pour toute solution de (2.8|) et toute
solution de (2.9) on a

/ F@)(z)dz = / ’ g(@)ule)dz = 0.

Dans ces conditions, la solution générale de (2.10|) s’écrit sous la forme :

m
U =1u-+ g U
i=1

ot U est une solution particuliére de (2.10)) et les (u;)o<i<m forme une famille

libre de solution de (12.8)).

Théoréme 2.3.5 (Séries de Neumann)

Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach E dans lui-
meéme, avec ||A|| < .

Alors Ay = A — M admet un opérateur inverse borné donné par la série

(A=A = Z e+

de plus
1

A—M*lg—.
=AD" < T
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Chapitre 3

Résolution des équations
intégrales de Fredholm et
Volterra

Il existe de nombreuses méthodes analytiques pour résoudre des équations
intégrales linéaires de Fredholm et Volterra de seconde espéce.

Dans ce chapitre, nous étudierons certaines des méthodes les plus cou-
ramment utilisées de Fredholm qui existent sa méthode et la méthode des
noyau itérés, ainsi que pour Volterra, il y a sa méthode et la méthode de dé-
composition d’Adomian et d’autres méthodes. . ., pour déterminée la solution
d’une équation intégrale de Fredholm et Volterra.

3.1 Méthode de Fredholm

la solution de I’équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce :

(3.1) u(z) = f(x) + )\/ K (z,t)u(t)dt,

est donnée par :

b
(3.2) u(e) = f(x) + A / Rl t: ) f (1),

ou la fonction R(x,t; \) est dite la résolvante de I’équation de Fredholm ((3.1)
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est définie par :

D(z,t; \)

(3.3) R(z,t; \) = DOV

avec D(A) #0 .

D(z,t; \) et D(\) sont dit séries de puissance de .

\

ou

(=1)"
n!

(34) D(z,t;A) = K(z,t) + i

n=1

est le mineur du déterminant de Fredholm,
et

(3.5) D\ =1+ Z:l e,
est le déterminant de Fredholm,
avec

(3.6)

et

k(tTL?tl) k(tnutZ)
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Si le noyau K (x,t) est borné ou si 'intégrale

b b
//k:Q(x,t)dxdt,

est finie, les séries et (3.5 convergentes quel que soit A et donc elle sont
des fonctions analythues entleres de A.

La résolvante est une fonction analytique de \ sauf les A qui sont
des zéros de D(\). Ces zéros sont les poles de la résolvante R(z,t; \).

Example 3.1.1 En utilisant les déterminants de Fredholm calculer la résol-
vante du noyau

K(z,t) = xe’ avec a=0et b=1,
puis donner la solution de l’équation intégrale de Fredholm
1
u(z) = f(x) + )\/ welu(t)dt A#£1
0

pour f(x) =e 7.

On a By(xz,t) = K(x,t) = ze' donc

1
Bl (fL’, t) = /
0
retl  ret?

(L’ t / / et t1€ t1€t2 dtldtg =0
t to

26 tge t2€

xel xeh

puisque les déterminants sont nuls, alors tous les B, (z,t) sont nuls aussi
.C'est a dire B,(x,t) =0 ¥ n.

1 1
C1 = / k?(tl, t1>dt1 = / tletldtl =1
0

[

alors ¢, =0V n > 2. D’apres (3.4) et (3.5) on trouve

tieft tie’?

toell  tyel? dirdty =0

D(z,t;\) = k(z,t) = xe'.
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DA)=1—cA=1-X\

D(xz,t; ) xe!
Rz, 4) = <D()\) - T

D’aprés la formule (3.2) la solution de I’équation

u(z) = f(x) + )\/0 velu(t)dt

est

3.2 La méthode de solution en série

Définition 3.2.1 Une fonction réelle est dite analytique, si elle posséde des
dérivées de tous les ordres tels que la série de Taylor en tout point o de son
domaine :

+o00 'U,(n) (Io)

(3.8) u(z) = o

(x — xo)"

n=0

Converge vers f(x) dans un voisinage de xy.
La forme générique de la série de Taylor est de la forme :

(3.9) fx) =) an(z —ao)"

Pour xog = 0, La formule peut s’écrire sous la forme :

—+00

(3.10) f(z) = Z apx"

n=0
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Principe de la méthode : La méthode de solution en série découle de
la série de Taylor pour les fonctions analytiques. On suppose que la solution
u(z) de 'équation intégrale de Fredholm

b
(3.11) u(z) = f(x) + )\/ k(x,t)u(t)dt

Est analytique et posséde donc une série de Taylor de la forme (3.10]).
En remplagant (3.10|) dans les deux cotés de (3.11]) on obtient

+o00 b +oo
(3.12) S 4™ = T(f(x)) + A / B, (Y ant™ )it

a

La formule (3.12)) peut s’écrit
b
(3.13) ap+arz+az®+..... :T(f(x))—l—)\/ k(x,t)(ap+art+agt*+..... )dt

Ou T'(f(x)) est la série de Taylor de f(x).

L’équation intégrale de Fredholm sera transformée en une intégrale
de et .

On intégré d’abords le coté droit de I'intégrale dans et et on
additionne les coefficients de puissance similaires de .

Nous égalisons ensuite les coefficients comme les pouvoirs de x dans les
deux cotés de ’équation résultante pour obtenir une relation de récurrence.
La résolution de la relation de récurrence conduira a une détermination des
coefficients a; , 7 > 0.

Apres avoir déterminé les coefficients a; , 7 > 0 ,la solution en série suit
immeédiatement en remplacant les coefficients dérivés en (3.10)).

La solution exacte peut étre obtenue si la solution existe, et elle est de la
forme.

Example 3.2.2 Résoudre l’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante,
en utilisant la méthode de solution en série :

u(z) = 2r — 42° + /1 (1 — 2xt) u(t)dt
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On remplace u(x) par

u(z) = Z apx"
n=0
Alors
00 1 00
Zanx”:2x—4x3+/ (1—2xt)2ant”dt a, =0, n>4
n=0 0 n=0
Donc

3

1 3
Zana:”:2x—4x3+/ (1—2xt)2ant”dt
n=0 0 n=0
1 3 1 3
:2x—4x3+/ Za,ﬁ”dt—?x/ Za,ﬂf”“dt
0 n=0
ias! 1 3 a, "2 1
=2r—4 -2
ca ] e [,

s 2 3 471 12 3 4 £
=2rv —4x° + |apt + a1 + a7 +az—| — 2z |apz + a1+ +ax— +az—

2 T3 Ty g Mg Ty Ty
a1 a2 as (o) a ¢5) as
2e—da’fagt gt Tt o (ST
2 2
:ao+%+%+%+(2—ao—§a1—%—ga3>x—4x3

9 3 ai Qs a3 2 as 2 3
+ + + =g+ —+—=—+—+(2—-ag—=a; — = — = —42°.
aop + a1 + asx” + asx ao 5 3 1 ( aop 3a1 5 5a3> x x

Par indentification on obtient

ax 3 4
Qo = Qg + — + A2x” + asx

2
9 2 (05} 2
= 4Z — — =1 — — — =a
a; = Qo 31 5 53
CLQZO
CL3:—4
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Donc

4
a0_§
a; = 2
a; =0
as = —4,

Donc la solution exacte est donnée par

4
u(z) = 3 + 22 — 4.

3.3 Meéthode de décomposition d’Adomian

La méthode de décomposition d’Adomian consiste & décomposer la fonc-
tion inconnue u(z) en une somme de nombre infini de composants définie
par :

(3.14) u(@) =Y uy(x),

ou d’une fagon équivalente :
u(z) = up(x) + ur () + uz(x) + ...

pour la relation de récurrence nous substituons (3.14)) dans I’équation inté-
grale de Fredholm,

b
u(z) = f(x) + )\/ k(x,t)u(t)dt,

pour obtenir :

D un(x) = fz)+ A / k(6 un(t))dt.
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D’une fagon équivalente :
(3.15)

Les composants zéros sont définis par tous les termes qui ne sont pas sous
le signe de 'intégrale.

Ces composants u;(x) , j > 0 de la fonction inconnue u(x) sont déterminés
par la relation de récurrence :

(3.16) Upi1(z) = )\/b k(x, t)u,(t)dt,

d’une fagon d’équivalence :

iy (z) = A / k(. o (t)dt
us(z) = A / k(. s (£)dt

ug(z) = )\/ k(x, t)us(t)dt,

et ainsi de suite.
La solution u(x) de I’équation de Fredholm ([3.15]) est définie finalement

par la formule (3.14)).
@) =) ua(2)
n=0

Example 3.3.1 Résoudre l’équation intégrale linéaire de Fredholm par la
méthode de décomposition d’Adomian :

wz) = e —x+ /01 tulz)dt.
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On remplace u(z) par la série :

00 1 o
Zun(x) :ez—a:+a:/ tZun(a:)dt
n=0 0 n=0

on a d’aprés la relation de récurrence :

up(x) =" —x
Upi1(z) = x/o tu, (x)dt.

alors

2
un(x)—3—na:
d’ou d’aprés
u(x) =Y un(z)
n=0
oy U
=e"—r+ -z o —
3 3 32 3n
. 2 = 1
=e —x+§xn2203—n
9 1— ln+1
=e"—r+ -z lim (3)1
3 1—3
. +2 3
=e'—v 3m2
:ex
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donc la solution est
u(z) = e”.

3.4 Meéthode de décomposition modifiée

La méthode de décomposition modifiée fournit les solutions dans une série
infinie de composants. Les composants v, j > 0 sont facilement & calculés si
le terme non homogene f(z) dans I’équation intégrale de Fredholm :

b
(3.17) u(z) = f(z) + )\/ k(x, t)u(t)dt.

Consiste en un polynéme d’un ou deux termes.

La fonction f(x) se compose d’'une combinaison de deux ou plusieurs
fonctions polynomiales, trigonométriques, exponentielles et autres.

La méthode de décomposition modifiée dépend principalement de la di-
vision de la fonction f(z) en deux parties.

Principe de la méthode :
La fonction f(z) se décompose comme suit :

f(z) = fi(z) + fa(z).
uo(r) = f1(x)

(3.18) Ups1(T) = )\/bk(m,t)un(t)dt, n > 1.

La solution est donnée par
n=0

Remarque 3.4.1 Cette méthode ne peut donc pas étre utilisée, si la fonction
f(x) se compose d’un seul terme.
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Remarque 3.4.2 D’abord en sélectionnant correctement les fonctions fi(x)
et fo(x), la solution exacte peut étre obtenue, en utilisant fi(x) et fo(x).

Example 3.4.3 Résoudre l’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante
en utilisant la méthode de décomposition modifiée :

1 1
u(r) = 3z + ¥ — 16 (17 + 3e*) + / tu(t)dt.
0

Nous décomposons d’abord f(z) donné par :

f(z) =3z +e" — 1_16 (17 + 3¢*)
en deux parties :
fi(z) =3z +e*
fa(z) = —% (17 + 3¢*)

nous utilisons ensuite la formule de récurrense modifiée<ref>q< /ref> pour
obtenir :

uo(z) = fi(z) = 3z +e**

1
uy(z) = —% (17 + 3e*) +/0 t(3t+e")dt =0,

(@) = A [ KOt =0, 01
0

alors la solution est donnée par

u(z) = 3x + .
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3.5 La méthode des approximations succes-
sives

La méthode des approximations successives également appelée méthode
d’intégration de Picard fournit un schéma qui peut étre utilisé pour résoudre
des problémes a valeur initiale ou des équations intégrales.

Le principe de cette méthode, consiste a remplacer la fonction inconnue
u(z) sous le signe intégral de I’équation de Volterra :

(3.19) u(z) = fx) + /\/033 k(x, t)u(t)dt,

Par toute fonction continue & valeurs réelles sélectionnée ug(z), appelée
approximation zéro.
Cette substitution donnera la premiére approximation u,(z) :

(3.20) u(z) = fx) + )\/Ox k(x, t)uo(t)dt,

Il est évident que u; (x) est continue si f(z), k(z,t) et ug(x) sont continues.
La deuxiéme approximation us(z) peut étre obtenue de la méme fagon en

remplagant ug(x) dans ’équation par uy ().
(3.21) us(z) = f(z) + )\/x k(x, t)uy(t)dt,
0
En continuant ainsi, nous obtenons une suite infinie de fonctions :
uo(t), ur(t), ug(t), ..., un(t), ...
qui satisfait la relation de récurrence

(3.22) un(z) = f(z) + )\/Ow k(x,t)u,—1(t)dt, n=1,23, ..

Ainsi a la limite la solution u(z) est obtenue comme suit :

u(z) = lim w,(z).

n—oo

De sorte que la solution résultante u(x) soit indépendante du choix de
lapproximation wug(t) :
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Théoréme 3.5.1 Si :
1- La fonction f(x) dans (3.22) est continue dans l'intervalle 0 < x < a.
2- le noyau k(x,t) est également continu dans le triangle 0 < = < a,

0<t=<ux.

Alors la suite des approximation successives u,(x), n > 0 converge vers
la solution u(z).
Résoudre ’équation intégrale linéaire de Volterra suivante en utilisant la
méthode des approximations successives u,(z) =z + [ (t — x) u(t)dt.
On a:
up(z) = x.

Ensuite, la premiére approximation,

i (2) :x+/0$(t—x)u0(x)dt:x+/:(t—x)tdt

T
ul(x)—x—§
we) =o+ [ (t-x)uodt—o+ [ <t_x>(x_§)dt
0 0
3 b
UQ(x)_x_g‘f‘g
w@) =o+ [ (=D u =+ [ (t—l’)(t——Jr—)dt
0 0 3 5
B g5 T

3 5 T 21
(2n +1)!

Remarquans que nous anvons utilisé le développement de série de Maclaurin
de sin (z) pour déterminer uy(x), us(z), ug(x), ..., up(x), ... Donc la solution
up () est :

u(z) = lim w,(z).

u(z) = sin ().
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3.6 Meéthode de décomposition d’Aomian

La méthode de décomposition Adomian consiste a décomposer la fonc-
tion inconnue u(x) de toute équation en une somme d’un nombre infini de
composantes définies par la série de décomposition :

(3.23) u(z) = Zun(x
En plagant cette série dans I’équation :
(3.24) u(z) = f(z) + A /z k(x, t)u(t)dt.
0
il vient :
(3.25) D un(w) = fz) + A /0 k(0D un(t))dt,
n=0 n=0

(3.26)
uo(x)+uy (z)tug(z)+...+ = f(:L‘)+)\/ k(x,t)(uo(x)4ui(x)+us(x)+...4)dt.
0
La composante zéro ug(x) est identifiée par tous les termes qui ne sont pas
inclus dans le signe intégral. Par conséquent, les composantes u,(z), n > 0

de la fonction inconnue wu(z) sont complétement déterminées en définissant
la relation de récurrence :

(3.27) Upt1(z) = /(f k(x,t)u,(t)dt, n > 0.

La solution u(x) de I’équation de Volterra est donnée par la formule (3.23)) :

u() =3 ()

Example 3.6.1 Résoudre [’équation intégrale linéaire de Volterra par la mé-
thode de décomposition d’Adomian :

u(z) = 5% — 2° + / tu(z)dt.
0
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Détermination de la composante zéro ug(z) par les deux premiers termes qui
ne sont pas inclus sous le signe intégral :

up(x) = 5 — 2°
Upt1(x) :/ tu,(x)dt, n > 0.
0
Cela donne & son tour :

ug(z) = 5a® —

v 1 1
=/ t dt = —2° — ——x'!
ua(®) /0 ua(w)dt =G5 = Go3
La solution en série est donnée par :
1 1 1 1 1
u(z) = (52° — 2°) + (2° — ?:c7) + (?x7 — @azg) + (@xg — @xu) -
Ainsi, nous trouvons enfin :
u(z) = ba?
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3.7 Meéthode de décomposition modifiée

La méthode de décomposition modifiée fournit les solutions dans une série
infinie de composantes.
Les composants u,, n > 0 sont facilement calculables si le terme non
homogene f(x) dans I’équation intégrale de Volterra :

(3.28) u(z) = f(x) + A /Ow k(x, t)u(t)dt,

consiste en un polyndéme d’un ou deux termes.

La fonction f(z) se compose d’une combinaison de deux ou plusieurs
fonctions polynomiales, trigonométriques, exponentielles et autres.

La méthode de décomposition modifiée dépend principalement de la di-
vision de la fonction f(z) en deux parties.

Principe de la méthode :
La fonction f(z) se décompose comme suit :

f(x) = fi(z) + falx).
uo(z) = fi(z).
ur(z) = folx) + )x/o k(x, t)uo(t)dt.

(3.29) Upt1(z) = )\/01‘ k(x,t)u,(t)dt. n>1,

ou la solution u(x) est exprimée comme une somme infinie de composantes
définies auparavant :

Example 3.7.1 Résoudre l’équation intégrale linéaire de Volterra suivante
en utilisant la méthode de décomposition modifiée :

u(zr) =sinz + (e — e“*®%) — / et (t)dt.
0
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Nous divisons d’abord f(x) donné par :
f(z) =sinx + (e — 7).
En deux parties :

fi(x) =sinx
fa(w) = (e = €77),

nous utilisons ensuite la formule de récurrence modifiée pour obtenir :
up(z) = fi(z) = sinzx,
uy(z) = (e — %) — / e“tug(t)dt =0
0

Upi1(z) = — /OI k(x,t)u,(t)dt. n>1.

1l est évident que chaque composante de un, n > 1 est zéro. Cela donne a
son tour la solution exact par :

u(zr) = sinx.
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Conclusion 1 Dans ce travail, nous traitons de quelques méthodes analy-
tiques pour résoudre des équations intégrales linéaires du type Fredholm et
Volterra comme :

La méthode de décomposition d’Adomian, la méthode de décomposition
modifiée..., et vérifions l'existence et ['unicité de la solution de ces équations,
de plus nous présentons quelques exemples des différentes méthodes utilisées.
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Erik Ivar Fredholm

Nom complet : Erik Ivar Fredholm

Date de naissance : 7 avril 1866

Lieu de naissance : Stockholm, Suéde

Date de déces : 17 aott 1927

Domaine de spécialité : Mathématiques, notamment les équations in-
tégrales et ’analyse fonctionnelle.

Reéalisations majeures :

Il est 'un des premiers mathématiciens & avoir établi une base
théorique pour les équations intégrales.
Il a développé ce qu’on appelle aujourd’hui les équations intégrales de
Fredholm, qui sont des outils fondamentaux en analyse
mathématiques et en physique mathématiques.

Ses travaux ont conduit au développement de la théorie des opérateurs
linéaires dans les espaces fonctionnels, un pilier de I’analyse fonctionnelle
moderne.

Il a également contribué a préparer le terrain pour la théorie spectrale.

Impact scientifique :

Ses idées ont jeté les bases de nombreuses avancées en mathématiques
modernes et ont influencé des mathématiciens majeurs comme David Hilbert.

52



Vito Volterra

Nom complet : Vito Volterra

Date de naissance : 3 mai 1860

Lieu de naissance : Ancone, Italie

Date de déceés : 11 octobre 1940

Domaine de spécialité : Mathématiques et physique, en particulier les
équations intégrales et ’analyse fonctionnelle.

Reéalisations majeures :

Il est 'un des fondateurs de I’analyse fonctionnelle, et a contribué
de maniére significative a la théorie des équations intégrales.

Il est célébre pour les équations intégrales de Volterra, caractérisées par
des bornes variables, utilisées dans de nombreux domaines comme la biologie
et la physique.

Il a participé a la création de modéles mathématiques décrivant les inter-
actions entre espéces, comme le modéle Lotka-Volterra en écologie.
Il a joué un role important dans le développement des sciences appli-
quées en Italie et s’est opposé au régime fasciste.
Impact scientifique :
Ses recherches ont eu une influence durable en mathématiques, en
physique et en biologie, et ses travaux sont toujours utilisés dans la modéli-
sation scientifique moderne.
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